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PRATARME

Leisdami knygeles ,Jaunajam matematikui siekiame ne tik
sukaupti, bet ir paskleisti Salies vidurinése mokyklose Lietuvos jaunyju
matematiky mokyklos klausytoju studijuojama metoding medZziaga.
Norétume atkreipti skaitytoju démesi, kad kiekvienam klausytoju srautui
sudaroma vis nauja dveju mety programa. Paprastai vengiama temy
pasikartojimo, o jei ir kartojamasi, tai tos paCios temos nagrinéjamos
skirtingais aspektais. Todé¢l visos musy leidziamos knygelés galéty biti
naudingos ir vyresniyjy klasiy moksleiviams, ir matematikos
mokytojams.

Sioje, ketvirtojoje, knygeléje skaitytojas ras tokias temas: skaicia-
vimo sistemos; antros eilés kreivés, idomioji logika, atvirkstinés funk-
cijos, optimizavimo uzdaviniai, kombinatorika, atsitiktiniai dydziai,
kompleksiniai skaiciai. Tai 2001-2003 mokslo mety LJIMM programa.
Dauguma Sios programos temuy neieina 1 vidurinés mokyklos
matematikos programa, tadiau joms suprasti visiSkai pakanka
mokyklinés matematikos ziniy. Tikimés, kad §i knygelé praplés
moksleiviy akirati, o igytos papildomos matematikos Zinios jiems
pravers studijuojant aukstojoje mokykloje.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams, redaktorei Joanai
Pribusauskaitei ir recenzentams — mokytojai ekspertei Marytei
Strickienei ir profesoriui Vidmantui Pekarskui.

Si knygelé nebiity pasiekusi skaitytojo be nuoirdaus ir kruopstaus
Kristinos Lyndienés darbo renkant ir maketuojant teksta. Acii jai.

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Suprastinkite reiskini:
(a+ 4a +1T; (\/a—3+\/§)
({420 -4af + (20 +4a] Jfa- 2 + )

—0,5Va .

. Irodykite lygybe

363 10 _ A3-1
V3-1 4-203

. Raskite visus natiralivosius trizenklius skai¢ius, pasizymincius

Siomis savybémis:

1) pirmasis skaitmuo tris kartus mazesnis uz paskutiniji;

2) paties skaiCiaus ir skai¢iaus, gauto sukeitus antraji skaitmeni su
trec¢iuoju, suma dalijasi i$ 8.

. Du sportininkai béga stadiono takeliu pastoviais, bet skirtingais
greiCiais. Pirmasis vieng rata apibéga 5 sek. greiCiau uz antraji. Kai
Sie sportininkai vienu metu startuoja ta pacia kryptimi, tai pirmasis

aplenkia antraji vienu ratu po 45 min. Po kiek laiko jie susitikty
kartu startave prieSingomis kryptimis?
. I8spreskite nelygybe

|x+3|+x
x+2

>1.

. ISspreskite nelygybiy sistema



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

(x=2)yx? =55x+6>0,
(x+1)4/x2 +0,5x -3 <0.

ISspreskite lygciy sistema
1
x+2y
Y _ _ 3
x+2y

sin° x + cos® x

a2—3a

Apskaiciuokite ,kai sinx+cosx=a.

Taskas E trapecijos ABCD krasting CD
dalija santykiu 1:2. Atkarpos BD ir AE
kertasi taske 0. Apskaiciuokite trikampio
OED plota, kai 40=20E, o trikampio
ABO plotas lygus 1. A

Taisyklingosios trikampés piramidés sienos kampas prie virSiinés
yra status. Apskaiciuokite Sios piramidés tiiri, kai jos aukstiné lygi
h.



I. SKAICIAVIMO SISTEMOS

Gediminas Stepanauskas
(Vilniaus universitetas)

1. Skaiciai ir jy raSymo biidas yra viena i§ pagrindiniy matematikos
idéju. SkaiCiaus savoka Zmonijos istorijoje atsirado gana vélai.
PraktiSkas metodas skaiCiuoti lyginant galéjo atsirasti, kai Zmonés
pradéjo gyventi sésliai, ikiiré pirmasias gyvenvietes, pradéjo auginti
kulttiras ir naminius gyvulius. Jau pirmyksciai Zmonés pradéjo suprasti,
kad trys viStos ir trys Sunys turi kazka bendra. Pamazu pradéta galvoti
apie skaiCius, nesusietus su daiktais. Buvo sugalvoti skaiciy vardai ir
sukurti simboliai jiems Zyméti.

Skaifiavimo sistema (skaifiuoté) — tai keletas pagrindiniy
simboliy skai¢iams zyméti ir kelios taisyklés, kuriomis naudojantis
galima sudaryti simbolius kitiems skaiCiams Zzyméti. Pagrindiniai
skai¢iavimo sistemos simboliai vadinami skaitmenimis.

Patogi skaiCiavimo sistema yra vienas i§ didziausiy Zmonijos
laiméjimy. Praéjo Simtmeciai, kol skai¢iavimo sistema tapo tokia, kokia
mes Siandien turime.

Skaiciavimo sistemy buvo daug. Keleta istoriniy skaiiavimo
sistemy paminésime. Amziams bégant iSsivysté triju pagrindiniy tipy
skaiCiavimo sistemos: paprastojo grupavimo, multiplikatyviojo
grupavimo ir  pozicinés sistemos. Jas trumpai aptarsime. Be
skai¢iavimo sistemos tipo turi biti nustatytas pagrindinés grupés
(grupuojant ir uzrasant skaic¢ius) didumas, kuris vadinamas skaic¢iavimo
sistemos pagrindu. Jei pagrindas lygus #, tai skai¢iavimo sistema
vadinama n-taine. Misuy naudojama skaiCiavimo sistema yra
deSimtainé.

2. Paprastojo (dar sakoma adityviojo) grupavimo sistemoje sistemos
pagrindo laipsniams (retais atvejais ir kai kuriems kitiems skaiciams)
zyméti naudojami speciallis simboliai. Visi kiti skai¢iai gaunami
sudedant visus simboliy grupe pazymétus skaicius.

Pries 5000 mety egiptieciai jau naudojosi deSimtaine paprastojo
grupavimo sistema. Simboliai skai¢iams zyméti buvo juy hieroglify
sistemos dalis. Jie naudojo septynis hieroglifus (1 pav.) ir galéjo uzrasyti



SKAICIAVIMO SISTEMOS

skai¢ius iki 9999 999. Pavyzdziui, skaiCius 120234 egiptieciy
hieroglifais buvo uzrasomas taip:

<=l (22NNNIIII,
Skaicius Egiptieciy Objektas, kurj
hieroglifas vaizduoja simbolis

1 | Vertikalus bruksnys

10 N Arka
100 ? Spiralé
1 000 .& Lotoso ziedas
10 000 { Pasvirusi nendré
100 000 o Zuvis
1 000 000 X Apstulbes Zmogus
1 pav.

Savo skaiciavimams egiptieciai naudodavo ir vienetines trupmenas

| S y . D
—. Kitokios (nevienetinés) trupmenos buvo raSomos skirtingy vienetiniy
n

trupmeny (pakartoti ta paia vieneting trupmena nebuvo galima) suma.

Pavyzdziui, 3 raSydavo 1 + 1 + L Toks uzrasas nebuvo vienintelis.
7 4 7 28
. : o111 . .
Tas pacias % galima uzraSyti kaip 3 + m + n arba dar kaip nors kitaip.

3. Graiky skai¢iavimo sistema buvo sukurta ir naudojama nuo
600 m. pr. Kr. Iki 100 m. po Kr. skaiCiams uzrasyti graikai naudojo 27
raides: 24 raSto abécélés ir tris nebevartojamas raides (2 pav.). Siomis
raidémis skaiCiy graikai uzraSydavo kaip Zzodi. Buvo naudojama
desimtain¢ sistema. Pavyzdziui, ¢ve atitinka skai¢iy 500+ 50+5=555.

Graiky sistema turéjo multiplikatyviosios skai¢iavimo sistemos bruozy.
Simbolis ' reiské daugyba i§ 1 000, o simbolis M — daugyba i§ 10 000.
PavyzdZiui,

YM&'tn=3-10000 + 4 -1000 + 80 + 8 =34 088.



I TEMA

Graiky skai¢iavimo sistema nebuvo skai¢iavimams atlikti. ISsiplétus
Romos imperijai apie 100 m. po Kr., ja visiskai iSstimé efektyvesné
romeény sistema.

Graikiskieji skaitmenys

1 o 10 ! 100 p
2 B 20 K 200 c
3 Y 30 A 300 T
4 ) 40 i 400 L
5 £ 50 v 500 %)
6 G 60 3 600 X
7 ¢ 70 0 700 v
8 n 80 i 800 )
9 0 90 ? 900 ¥
2 pav.

4. Romény skai¢iavimo sistema buvo kuriama nuo 500 m. pr. Kr.
iki 100 m. po Kr. ir vartojama dar ir Siandien. Tiesa, daugiausia tik
dekoratyviniais tikslais, puslapiams, knygu skyriams numeruoti ir pan.
Pagrindiniai roméniskieji skaitmenys pateikti 3 pav. Romény sistema
paremta grupavimo principu.

Skaicius Roméniskasis
skaitmuo
I
5 A%
10 X
50 L
100 C
500 D
1000 M
3 pav.

Negalima sakyti, kad ji yra grynai deSimtainé. Greta pagrindinio
sistemos pagrindo deSimt, naudojamas ir Salutinis penki. Dél to

10



SKAICIAVIMO SISTEMOS

skai¢iams romény skaiciavimo sistemoje uzraSyti reikia maziau simboliy
negu egiptieCiy sistemoje. Romény skaiCiai raSomi pagrindinius
skaitmenis déstant i kairés i deSing mazéjimo tvarka. Taciau yra kelios
iSimtys. Taupydami vieta, roménai savo skaiCiavimo sistemoje jvedé
atimties principa, keleta skaiciy uzraSydami prieSinga tvarka (4 pav.).
Daugiareik$miskumo iSvengiama atimties principa taikant tik nurodytais
4 pav. atvejais.

Skaicius Roméniskasis

skaitmuo

4 v

9 IX

40 XL

90 XC
400 CD
900 CM

4 pav.

Pavyzdziui, negalima raSyti IVX, nes neaisku, ar
IVX=(10-5)-1=4, ar IVX=10—-(5-1)=6. Dideliems skaiCiams
romény sistemoje naudojamas horizontalus bruksnys, uzraSomas vir$
skai¢iaus ir reiskiantis daugyba i§ 1000 . Stai keletas romény skai¢iavimo
sistemos skaiciy

MMDCCXXXVII = MM DCC XXX VII=2737,
MMCMXCIII=MM CM XCIII=2993,

XXXI=31000,
VIIT=8 000 000,
MIXDCXCIX = MIX DC XC IX =1009-1000 + 699 =1 009 699.

5. Adityviojoje skai¢iavimo sistemoje simbolio vieta skaiCiuje
visiskai nesvarbi. Juk simboliy rinkiniai 2NNl ir IN?N egiptietiy skai-
¢iavimo sistemoje reiSkia ta pati skai¢iy 121. Naudojant multiplikaty—
vigja skai¢iavimo sistema, simboliy skaiCiaus uZrase vieta taip pat néra
svarbi, bet pagrindinio simbolio jau nebegalima atskirti nuo jo daugiklio.
Galima keisti vietomis tik simboliy poras. Graiky skai¢iavimo sistemoje

11



I TEMA

oup =ppo =242,
bet
ouP =200-10 000+2 =2 000 002 # cPp =200+2-10 000 = 20 200.

Zinoma patogiau, kai tos poros suraSytos tvarkingai. Turint tui&ios
vietos arba daugiklio nulio simboli ir susitarus, kad skai¢iavimo sistemos
simboliai iSdéstyti visada ta pacia tvarka, galima praleisti pacius
simbolius, o palikti tik ju daugiklius. Taip gaunama poziciné
skaiiavimo sistema. Misy naudojamuose skaiCiuose taip ir yra.
Pavyzdziui, skaiCiuje

121=1-100+2-10+1-1
i§ tikryjuy yra praleisti §imty, deSim¢iy ir vienety simboliai, o palikti tik ju
skai¢iai (daugikliai).

Siandien visas pasaulis naudoja indy-araby skai¢iavimo sistema. Tai
desimtainé poziciné skai¢iavimo sistema. Skai¢iams uzrasSyti yra deSimt
pagrindiniy simboliu: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Musy skai¢iavimo
sistema yra kilusi i§ Indijos. Apie 300 m. pr. Kr. indai naudojo miisy
pagrindiniy skaitmeny, i$skyrus nulj, pirmtakus. Tiksli nulio i§radimo
data nezinoma. Bet jis greiciausiai atkeliavo i Indija i§ vélyvojo Babilono
periodo per graiky pasauli. IS Indijos skaiiavimo sistema pirmiausia
iSplito araby krastuose véliau visoje Europoje ir pasaulyje.

6. Zmogus turi de§imt pirsty, taigi jie ir buvo pirmoji skai¢iavimo
priemoné. DeSimt vienety buvo pakeiiama viena deSimtimi, deSimt
deSiméiy — vienu Simtu, deSimt Simty — vienu tikstanciu ir t.t. Todél
labiausiai paplitusi ir buvo deSimtainé skai¢iavimo sistema. Nors biita ir
kitokiy. Maju skaiciavimo sistema buvo dvideSimtainé, o babilonieCiy
net SeSiasdeSimtainé.

Misy laikais, kompiuteriy amziuje, aktualios pasidaré ir kitokios
skai¢iavimo sistemos. Naudojama dvejetainé, aStuntaine, SeSioliktainé ir
kai kurios kitos sistemos.

Desimtainés sistemos simbolius mes gerai Zinome. #n-tainés
pozicinés sistemos pagrindiniams skaitmenims uzraSyti reikia n
skirtingy simboliy. Jei skai¢iavimo sistemos pagrindas mazesnis uz
desimt, naudosime pirmuosius deSimtainés sistemos skaitmenis, o jei
pagrindas yra didesnis uz deSimt pridésime keleta didziyjuy lotynuy
abécélés raidziy. Be to, jei sistemos pagrindas néra deSimt prie skaiciaus
raSysime indeksa, Zymintj sistemos, kurioje jis uzraSytas, pagrinda. Taigi
dvejetainéje sistemoje naudosime simbolius O ir 1, aStuntainéje — 0, 1, 2,

12



SKAICIAVIMO SISTEMOS

3,4,5,6,7,0dvyliktaingje — 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, T, E. Septintainés
sistemos skaiciy ,,dvylika“ rasysime taip: 125 .

Kaip skaiCius, uzrasytus sistemoje su vienokiu pagrindu uzrasyti
sistemoje  su kitokiu pagrindu? Suprantant pozicinés skaiciavimo
sistemos esmeg, situacija paaiSkés panagrinéjus keleta pavyzdziy.
Penketainés skaic¢iavimo sistemos skaicius 1225 uZraSytas deSimtainéje
sistemoje yra lygus 37, nes

1225 =1-5% +2.5+2=37,
o dvyliktainis skaicius
1T12, =1-12° +10-12% +1-12+2 =1886.

Desimtainés skaiCiy sistemos skaiciy 132 uzrasykime ketvirtainéje
sistemoje. Kadangi

132=33-4=(8-4+1)-4=((2-4)-4+1)-4=

=2.4%+1-4=2-4°+0-4% +1-4' +0-4°,
tai 132=2010,.

7. Miisy naudojama poziciné skaiCiavimo sistema amziams bégant
nugaléjo kitas skaiCiavimo sistemas, kadangi yra labai patogi
skai¢iavimams atlikti. Aritmetiniy operaciju (sudéties ir daugybos) esme
glidi sistemos poziciSkume, bet ne pagrinde. Aritmetiniy operaciju
atlikimas deSimtainéje ir n-tainéje sistemose yra panasus. Reikia tik
mokeéti ar turéti po ranka sudéties ir daugybos lenteles. Penketaines
sistemos sudéties ir daugybos lentelés pateiktos 5 pav. Visi skaiciai
lentelése uzraSyti penketainéje sistemoje (penketainés sistemos indeksas
praleistas).

+10 1 2 3 4 x10 1 2 3 4
00 1 2 3 4 0j0 0 0 0 O
111 2 3 4 10 110 1 2 3 4
212 3 4 10 11 210 2 4 11 13
313 4 10 11 12 310 3 11 14 22
414 10 11 12 13 410 4 13 22 31

5 pav. Penketainés skaiciavimo sistemos sudéties ir daugybos lentelés

13



I TEMA

Turint Sias lenteles nesunku atlikti penketainiy skaiciy sudétj ir
daugyba. Pavyzdziui,

, 1345 . 1345
231; 231;
4205 1345

1012;
323;
43104;

Su skaifiavimo sistemy kiirimo ir tobulinimo keliu, sistemy
istoriniais pavyzdziais moksleiviai gali placiau susipazinti autoriaus
straipsnyje ,,Skai¢iavimo sistemos®, i§spausdintame Alfa plius omega
matematikos ir informatikos zurnale, 2000 m., Nr. 2, 30-38 psl.

PIRMOJI UZDUOTIS

7

3 4
4757117177 60
trupmeny suma. Pateikite bent po du skirtingus uzrasymo biidus.

4

— uzraSykite vienetiniy (egiptieciy)

1. Trupmenas

Vietoje raidziu R, G, E ir I jraSykite jas atitinkancius skaiCius ir
pabaikite uzpildyti lentelg.

Indy-araby | Romény Graiky | Egiptieéiy
skai¢iavimo|skai¢iavimolskai¢iavimo|skai¢iavimo
sistemoje | sistemoje | sistemoje | sistemoje
R
G
E
I

R=MMMMDCCCLXXIII,
G= a''yuy'pvd,
E=(2eniimm
I=482.

14




SKAICIAVIMO SISTEMOS

. Keturzenklio skai¢iaus skaitmeny suma yra 10. Sukeit¢ pirmaji ir
paskutinjji skaitmenis vietomis, gausime nauja 2997 vienetais
didesni skaiCiy. Jei sukeisime du vidurinius pradinio skai¢iaus
skaitmenis, tai gautas skaiius bus 90 vienety didesnis. Sio
paskutiniojo padidinto skaiciaus ir pradinio skai¢iaus suma yra lygi
2558. Suraskite pradinj skaiciy.

. DeSimtainés sistemos skai¢iu 99 uzrasykite dvejetainés
penketainés, aStuntainés ir dvyliktainés sistemos skaiciais.

. Skai¢ius 100101,, 341015, 7301g, 34E01,, uzrasykite deSimtainés
sistemos skaiciais.

. ISspreskite lygtis:
a) 2312 = 43x ,
b) 378 =X3,
C) X12 21000102
Sudarykite astuntainés sistemos sudéties ir daugybos lenteles.

. a) Naudodamiesi 7-ame uzdavinyje sudarytomis lentelémis

sudékite:
N 3654 2454
40715 + 345
4665
b) Naudodamiesi 7-ame uzdavinyje sudarytomis lentelémis
sudauginkite:
2124 60735
© 43 " 564

15



I TEMA

9.

10.

Yra zinoma dalumo taisyklé: deSimtainés sistemos skaicius dalijasi
i§ 9 tada ir tik tada, kai jo skaitmeny suma dalijasi i§ 9. [rodykite
Sios taisyklés analoga trejetainéje sistemoje: trejetainés sistemos
skaiCius dalijasi i§ 2 tada ir tik tada, kai Sio skaiCiaus trejetainiy
skaitmeny suma dalijasi i§ 2.. UzraSykite Sios taisyklés
apibendrinima » -tainei sistemai.

Trijose kortelése A, B, C surasyti skai¢iai nuo 1 iki 7:

A B C

Kai kurie i§ skaiciy kartojasi po kelis kartus. Sugalvoj¢ bet
koki skaic¢iy nuo 1 iki 7, o po to sud¢je ty korteliy, kuriose miisy
sugalvotas skaiCius uZraSytas, virSutinio desiniojo kampo skaicius,
gausime sugalvotaji skaiCiy. PavyzdZziui, 6 yra uzraSytas kortelése A
ir B. VirSutiniai deSinieji Siy korteliy skaiciai yra 4 ir 2. Juos sudéje
ir gauname 6.

Surasykite skai¢ius nuo 1 iki 15 ant keturiy korteliy (skaiciai
gali kartotis) taip, kad paéme bet koki skai¢iy nuo 1 iki 15 ir sudéje
ty korteliy, ant kuriy paimtas skaicius uzraSytas, virSutiniy desiniyjy
kampy skaiCius gautute parinkta skaiciy.

A3
fe19))

\"/ 2)
0 -!f?

16



2. ANTROSIOS EILES KREIVES

Petras Vaskas
(Vilniaus universitetas)

1. KUGIO PJUVIAI
Zinote kiigio (sukimosi kiigio) ir jo $oninio pavir$iaus savokas.
Nagrinékime dvi susikertanciasias tieses @ ir b (1 pav.).

vir§iné

apskritimas Ve

~——  sudaromoji
b

- aSis

a,
1 pav.

Ties¢ b apsukg apie ties¢ @, gausime apskritaji kiigini pavirSiy
(atskira kuiginio pavirSiaus atveji). Minétas kiigio Soninis pavirSius yra
apskritojo kiiginio pavirSiaus tam tikra dalis.

Apskritaji  kiigini pavirSiy perkirtg¢ jvairiomis plokStumomis,
neinanciomis per jo virSiing, gausime kreives, kurios vadinamos kiigio
pjuviais. Tai gali bati parabolé, hiperbolé, elipsé (atskiru atveju apskri-
timas) (2 pav.). Kurig kreive gausime, priklauso nuo kampo, kurj kertan-
¢ioji plokstuma sudaro su kiiginio pavirSiaus asimi.

parabolé
(dalis parabolés)

hiperbolé
(dalis hiperbolés)
elipsé

17



II TEMA

Visus kiigio pjiivius galima gauti kiSeniniu zibintuvéliu skirtingais
kampais apSvieciant plokscia pavirSiy (tiesa, matytume tik vieng hiper-
bolés Saka).

Senoveés Graikijos matematikai nagringjo tik tokius kiiginiy pavirsiy
pjuvius, kuriy plokStuma statmena kuriai nors kiigio sudaromajai.
Ivairias kreives gaudavo keisdami kampa tarp kiigio sudaromosios ir
asies.

Saulés sistemos kiinai apie Saulg skrieja elipsémis. Dangaus kiinai,
patenkantys i Saulés sistema i§ kity zvaigzdziy sistemuy, skrieja hiperbo-
linémis orbitomis ir, jei ju skriejimui Saulés sistemos planetos nepadaro
esminés jtakos, palicka Saulés sistema ta padia orbita. Dirbtiniai Zemés
palydovai ir jos natiiralusis palydovas Ménulis skrieja elipsinémis orbito-
mis. Kosminiai laivai, paleisti i kitas planetas, nustojus veikti varikliams,
skrieja elipsinémis orbitomis.

Kugio pjuiviai dar vadinami antrosios eilés kreivémis. Tokio pavadi-
nimo esme iSsiaiSkinsime véliau.

2. PARABOLE, HIPERBOLE, APSKRITIMAS, ELIPSE

9 klasé¢je parabole pavadintas kvadratinés funkcijos
y= ax? +bx +c grafikas. Lygtis y= ax’ +bx+c dar vadinama

parabolés lygtimi.
Tas grafikas tik padétimi plokStumoje skiriasi nuo funkcijos

y= ax? (a>0) grafiko, tod¢l toliau, kad biity paprasciau, laikysime,
kad parabolés lygtis yra y = ax? .
9 klaséje hiperbole pavadintas atvirkstinio proporcingumo — funk-

cijos y =£ grafikas. Tokios hiperbolés lygtis daznai uzrasoma Sitaip:
x

xy =k . (Tokia hiperbolé neribotai artéja prie dviejy viena kitai statmeny
tiesiy — koordinaciy asSiy. Tos tiesés vadinamos hiperbolés asimptotémis.
Yra hiperboliy, kuriy asimptotés néra viena kitai statmenos.)

Apskritimas apibréziamas jau 5 klaséje. 9 klas¢je gaunama apskri-
timo, kurio centras C(a; b), spindulys lygus r, lygtis:

(x—a)’ +(y—b)* =r2.
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ANTROSIOS EILES KREIVES

Kai apskritimo centras yra koordinaciy pradzia (a=0, b=0),
apskritimo lygtis yra paprastesné:

x2+y2 =I"2.

Elipse vadinama apskritimo lygiagrecioji projekcija. (Apie lygia-
gretyji projektavima kalbama 10 klas¢je.) Kad biity paprasc¢iau, pasirin-
kime statmenaji projektavima (kai projektavimo kryptis statmena projek-
cijy plok$tumai). Sudarysime elipsés lygti.

3 pav.

3 paveiksle:
M (x; y) — apskritimo taskas, todél

W24yt =2
M'(x'; y') — elipsés taskas; aisku, kad

1

x=x, y=—2

- s
cosa

LA AT
}"2 1’2 COS20L

Tai lygtis, kuria tenkina elipsés taSky koordinatés. Galétume
isitikinti, kad ir atvirk$ciai: jei x', »' tenkina gauta lygti, tai taskas
(x'; y') yra elipsés taskas. Vadinasi, gauta lygtis yra elipsés lygtis.

Daznai Zymima

r=a, rcosa=>b (aisku, a>b)
ir elipsés lygtis uzraSoma Sitaip:
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x2 y2
—2+—2=1.
a“ b

3. ANTROSIOS EILES KREIVES

Parabolés, hiperbolés, apskritimo ir elipsés lygtys
2 2
y=ax2, xy=k, xz+y2 =r2, x_2+y_2:1
a b
yra antrojo laipsnio lygtys. Todél ju nusakomos kreivés vadinamos
antrosios eilés kreivémis. (Kity antrojo laipsnio lygtimis nusakomy
kreiviy ¢ia nenagrinésime.) Tai bendras algebrinis ty kreiviy poZymis.
Antrosios eilés kreiviy budinga geometriné savybé Sitokia:
bendruoju atveju antrosios eilés kreivé ir tiesé turi du bendrus taskus. 4

paveiksle tai tiesés a ir kreivés k bendri taSkai M, ir M,. Atkarpa

MM, vadinama antrosios eilés kreivés styga.

4 pav.

Atskiru atveju tie taskai gali sutapti. Tada tiesé vadinama antrosios
eilés kreivés liestine tame taske. 4 paveiksle tiesé¢ b yra antrosios eilés
kreivés liestiné taske P.

Aisku, antrosios eilés kreivé ir tiesé gali ir neturéti bendry tasku
(4 paveiksle tiesé c).

Kad Sie teiginiai teisingi, bent i§ dalies isitikinsime Kkitame
skyrelyje.
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4. KAI KURIOS ANTROSIOS EILES KREIVIU SAVYBES

leskokime elipsés ir tiesés bendry tasky, t.y. spreskime i§ juy lygciu
sudaryta lygcCiy sistema

2 2
Xy

a? »
y=mx+n.

IS antros lygties y iras¢ | pirma lygti ir pertvarke, gauname kvad-
rating lygti

(azm2 + 1)2)x2 +2a%mnx + az(n2 - b2) =0.
Jei D —Sios lygties diskriminantas, tai
D
7 = azbz(b2 + (a2m2 - nz)).

Lygties sprendiniy skai¢ius (du, vienas (du sutape), né vieno) pri-
klauso nuo D Zenklo, todél ir elipsés (antrosios eilés kreivés) bei tiesés
bendry tasky gali biiti du, vienas (du sutapg), né vieno.

Tarkime, kad gauta kvadratiné lygtis turi du skirtingus sprendinius
x; ir xp. Tada ties¢ elips¢je iSkerta styga M M,, M(x;; ).,
M5 (x5 ¥2), ¥1 it y» gaunami i§ sistemos antros lygties, vietoj x iraSius
X1 ir X7 .

Pritaik¢ Vieto teorema, randame stygos MM, vidurio tasko
M (x; y) abscisg:

(sz

X 1(x +Xy)
=MW 2) =775 5
> T2t

Jo ordinaté

—1( +yy)=m 1(x+x)+n i
Yy b Y1t ) 1 2 2 2 +b2
b2
IS to gauname: y = — 5—X. Tai pirmojo laipsnio lygtis.
am

Sakykime, nagrinéjame elipsés ir lygiagreciyjy tiesiy susikirtimo
taskus, taigi ir lygiagreCiyjy stygu vidurio taskus, t.y. m nekeiiame,
kei¢iame tik n. Tada gauta pirmojo laipsnio lygtis nusako tiesg. Taigi
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irodéme Sitokia elipsés savybg: elipsés lygiagreciyju stygu vidurio taskai
yra vienoje ties¢je (5 pav.). (Ar tai teisinga stygoms, lygiagrecioms su
aSimi Oy, kuriy lyg¢iy negalima uzrasyti y = mx+n pavidalu?) Ta tiesé
vadinama elipsés skersmeniu, jos ir elipsés susikirtimo taskai (Np ir
Ny ) —skersmens galais.

skersmuo
Ny

5 pav.

ANTROJI UZDUOTIS

1. Irodykite (taikydami lygiagreCiojo projektavimo savybes), kad
elipsés lygiagreciyju stygu vidurio taskai yra vienoje tieséje.

2. Ar elipsés liestinés elipsés skersmens galuose yra lygiagrec¢ios?
3. Nubrézkite elipsg ir raskite jos centra.
4. Kodé¢l toks paveikslas (6 pav.) yra klaidingas apskritojo kiigio ir jo

aSinio pjuvio atvaizdas? Apskritaji kiigi ir jo aSini pjuvi
pavaizduokite teisingai.

6 pav.

5. Pavaizduokite apskritimo ir { ji ibréZto bei apie ji apibréZto tai-
syklingojo trikampio lygiagreciaja projekcija.

6. Pavaizduokite apskritimo ir i ji ibréZto bei apie ji apibrézto kvadrato
lygiagreciaja projekcija.

22



ANTROSIOS EILES KREIVES

10.

Irodykite (nagrinédami atitinkama lygciu sistema), kad parabolés
lygiagreCiyjy stygu vidurio taskai yra vienoje tieséje. Ka galite
pasakyti apie tas tieses, kai vienos stygos pakei¢iamos kitomis?

Nubrézkite parabolg ir jos jos simetrijos asj.

Sudarykite parabolés y = ax? liestinés taske M (X035 %0)> Yo = ax% ,
lygti.

1 : e .
Taskas F [O; 4—) vadinamas parabolés y = ax? zidiniu. Irodykite,
a
kad parabolés liestiné bet kuriame taske sudaro lygius kampus su
spinduliu, nutiestu i§ to tasko i zidini, ir su parabolés simetrijos
aSimi (7 paveiksle tie kampai pazyméti lankeliais).
Y

A
iy

N
7 pav.

Nurodymas. I$nagrinékite trikampi AFN.

Pastaba. Si savybé dar vadinama parabolés optine savybe: jei
parabolés zidinyje yra Sviesos Saltinis, tai nuo parabolés atsispindéje
spinduliai yra lygiagretlis su parabolés simetrijos asimi, t.y. sudaro
lygiagreCiyju spinduliy pluosta. Ta savybe pasinaudojama gaminant
prozektorius, Zibintus.
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3. IDOMIOJI LOGIKA

Livija Maliaukiené
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Pabandykite iSspresti Siuos uzdavinukus:

1 pavyzdys. Panaudoj¢ du degtukus, ju nelauzydami ir nepjaudami,
sudarykite kvadrata.

2 pavyzdys. Kiekvieno degtuko ilgis 4,5 cm. Kaip i§ 20 degtuky
sudedamas metras?

3 pavyzdys. Neatitraukdami rasiklio nuo popieriaus
lapo, perbraukite Siuos 9 taskus keturiomis tiesémis.

Jei kurio nors nepasiseké iSspresti, Zzvilgterékite i
atsakymuy puslapi. Tikriausiai supratote, kad net pokstui
i8siaiSkinti reikia sumanumo bei loginio mastymo.

Zodis ,logika“ yra kiles i§ graiky kalbos Zodzio ,,logos*, reiskian¢io
,Hi8mintis“, ,savoka“, ,mokymas“. Logikos mokslo kiuir¢ju laikomas
senovés graiky filosofas Aristotelis (IV a. p.m. e.), o jo sukurta
formalioji logika naudojama ir Siandien. Sunku pervertinti ta vaidmeni,
kuri logika vaidina ne tik matematikoje, bet ir visur, kur reikalingas
gebéjimas nuosekliai mastyti, {rodyti teisingas ar paneigti klaidingas
iSvadas. Savoka ,,jrodymas“ dazniausiai siejamas su matematika. Taip
yra tode¢l, kad matematiniy jrodymy teisingumas grindziamas ne
bandymuy ar stebéjimy rezultatais, o nuoseklia loginiy samprotavimy
seka, pradedama aksiomomis, t.y. pradiniais tvirtinimais, kurie laikomi
tapatingai teisingais. Taciau koks visuotinis nustebimas kilo paaiskéjus,
kad pacioje matematikoje bei logikoje egzistuoja, atrodo, nepriekaistingi
samprotavimai, kuriy iSvados vis tik viena kitai prieStarauja. Tokie
samprotavimai vadinami paradoksais (graikiskai para — pries ir doxa —
nuomone), ir Sis zodis vartojamas kaip sinonimas bet kurio tvirtinimo,
kuris taip prieStarauja jprastiniam mastymo biidui ir intuicijai, kad negali
nekelti nustabos. Paradoksais taip pat vadinami logiskai teisingi teiginiai,
kuriy i$vady negalima priskirti nei teisingoms, nei klaidingoms.

Vienas i§ seniausiy zinomy, minimy net Naujajame Testamente,
apaStalo Pauliaus laiSke Titui, paradoksy yra Epimenido (legendinio
graiky poeto, gyvenusio VI a.pr. Kr. Kretos saloje) arba melagio
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paradoksas. Epimenidui priskiriamas tvirtinimas: ,,Visi Kretos salos
gyventojai — melagiai“ (1).

Sis tvirtinimas logiskai priestaringas, tariant, kad melagiai visuomet
meluoja, o teisuoliai visuomet sako teisybg. Esant §iai prielaidai, (1)
teiginys negali biti teisingas, nes tuomet ir Epimenidas biity melagis, o
jo teiginys — melas. Bet (1) negali biti ir klaidingas, nes tai reiksty, kad
Kretos salos gyventojai sako tik teisybg, o tuomet ir Epimenido zodziai —
tiesa, bet i§ (1) iSplaukty, kad Epimenidas — melagis.

Egzistuoja daug melagio paradokso varianty:

a) uzrasas ant sienos: ,,NeraSinékite ant sieny!*;

b) uzrasas: ,,Neskaitykite, kas Cia parasyta!*;

c) viengungis skelbia, kad ves tik ta mergina, kuriai uzteks proto
netekéti uz jo, ir pan.

Panastis 1 paradoksa ir tokie tvirtinimai: ,bet koks zinojimas
abejotinas‘ ar ,,vienintelé auksiné taisyklé yra ta, kad auksiniy taisykliy
néra“ (Bernardas Sou).

IS antikos laiky mus pasieké dar vienas garsus paradoksas apie
krokodila, pagriebusi i§ motinos ranky kadiki.

Krokodilas. Ar a$ suésiu tavo kudiki? Jei atsakymas bus teisingas,
a$ grazinsiu ji tau sveika ir nepaliesta.

Motina. O, vargas man! Tu suési mano kudiki!

Krokodilas (sutrikes). Jei atiduoCiau tau kudiki, tai tavo atsakymas
bty klaidingas ir a§ galéCiau suésti mazyli. Puiki idéja.

Motina. Bet jei tu suéstum mano kidiki, tai mano atsakymas biity
teisingas, ir tu turétum kiaidiki grazinti man.

Nelaimingas krokodilas taip susimasté, kad netycia paleido kadiki.
Motina ji pastvere, ir tiek jis juos temate.

Krokodilas. Kaip gaila! Va, jei ji buty pasakiusi, kad a§ grazinsiu
kudiki, a$ biiciau turé¢jes pietus!

Krokodilas atsidiiré prie§ neiSsprendziama dilema: jis turi ir suésti
kadikj, ir tuo paciu metu grazinti ji motinai.

Klasikiniai paradoksai tur¢jo didelg jtaka vystant logika ir aibiy teo-
rija. Ypac pazymétini Bertrano Raselio (1872—-1970) darbai. Jis 1902 m.
suformulavo barzdaskucio paradoksa. Barzdaskutys skuta tik tuos,
kurie nesiskuta patys. Ar jis skutasi pats?
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Kaip buvo minéta, sprendziant jvairius uzdavinius tenka sudaryti
(ilgesng ar trumpesng) subtiliy samprotavimy grandinélg. Panagrinékime
pavyzdi.

4 pavyzdys. Turistas &jo ezero link. Priéjgs kryzkelg, pamaté du ke-
lius, kuriy vienas éjo ezero link, o kitas — ne. Kryzkeléje sédéjo du vaiki-
nai. Vienas i$ juy visada sakydavo tiesa, kitas visuomet meluodavo. | bet
kuri klausima jie atsakydavo arba ,taip“, arba ,,ne. Visa tai turistui buvo
zinoma, tik jis nezinojo, kuris i§ ju melagis, o kuris teisuolis. Tada jis
abiem pateiké ta pati klausima. Koks tai buvo klausimas, jei turistas i$
gauty atsakymy neklysdamas nustaté, kuris kelias eina ezero link?

Sprendimas. Turistas parodé i viena kelia ir paklausé: ,,Ar tiesa, kad
Sis kelias eina ezero link ir kad dabar diena?*

1 galimybé. Kelias, | kurj parodé turistas, eina ezero link. Teisuolis i
klausima, ar $is kelias eina link eZero, atsakytu ,taip“, o i klausima, ar
tiesa, kad dabar diena, — taip pat ,.taip, ir todél i visa klausima atsakys
»taip®. Melagis | pirmaja klausimo dali atsakyty ,.ne“, taip pat ,.ne*
atsakyty ir i antraja dali, vadinasi, i visa klausima atsakys ,,ne®.

1l galimybé. Kelias, kuri parodé turistas, neina ezero link. Teisuolis
1 pirmaja klausimo dalj atsakyty ,,ne“, o i antraja — ,,taip“. Vadinasi, i
visa klausima atsakys ,,ne“. Melagis i pirmaja klausimo dali atsakyty
»taip®, o i antraja — ,,ne*, todél atsakymas i klausima bus ,,ne*.

I§vada. Jei abu atsakymai — ,,ne®, tai parodytas kelias neina ezero
link. Jei vienas atsakymas — ,taip®, o kitas — ,,ne®, tai parodytas kelias
veda ezero link.

Zinoma, turistas galéjo ir kitaip paklausti, tadiau sudétiné klausimo
dalis negali biiti ,,ar tu sakai tiesg?*

Sprendziant kai kuriuos uzdavinius, pravartu susidaryti duomeny
lentelg, kuri padéty paSalinti negalimas prielaidas.

5 pavyzdys. Parodoje susitiko trys draugai: skulptorius Baltaitis,
smuikininkas Juodvirsis ir dailininkas Rudokas. ,Jdomu, kad vieno i$
misy balti, vieno juodi ir vieno rudi plaukai, bet né vienas i§ musy
neturime tokios spalvos plauky, kuria rodo pavardé,” — pastebéjo
juodaplaukis. ,,Tu teisus®, — pasaké Baltaitis. Kokios spalvos dailininko
plaukai?

Sprendimas. a) Sudarome duomenu lentelg. Kadangi kiekvienas i§
draugy negali turéti tokios spalvos plauky kaip jo pavarde, tai iSbraukiame
lentelés istrizainés langelius.
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lauky spalva
Pavardé
Baltaitis
Juodvirsis
Rudokas

balta | juoda ruda

\

N

b) Skulptorius Baltaitis negali biiti juodaplaukis, nes jis atsaké juo-
daplaukiui. Todél lenteléje iSbraukiame langeli Bj. Pirmoje eilutéje lieka
vienintelis langelis Br, taigi Baltaitis yra rudaplaukis.

Bo
] ///%

c) Kadangi rudaplaukis — Baltaitis, tai toks negali biiti Juodvirsis;
todél iSbraukiame langeli Jr. Antroje eilutéje licka vienintelis langelis Jb,
taigi Juodvirsis yra baltaplaukis.

\\

d) Rudokas negali buti baltaplaukis, nes baltaplaukis — Juodvirsis,
todél iSbraukiame langeli Rb. Trecioje eilutéje lieka vienintelis langelis
Rj. Vadinai, dailininkas Rudokas — juodaplaukis.

ﬂ///////////////
. lof |

Norint i$spresti kai kuriuos uzdavinius, reikia zinoti tokio tipo
uzdaviniy sprendimo algoritmq (algorithmi — lotyniska IX a.
mokslininko al — Chorezmi pavardés forma).

Pakalbékime, pavyzdziui, apie skaiciy 9, turinti nemazai mislingy
savybiy. Ar Zzinote, kad jis, be kita ko, yra nematoma kiekvienos
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garsenybés gimimo datos sudétiné dalis? Pavyzdziui, Lietuvos
patriarchas Jonas Basanavicius gimé 1851 m. lapkri¢io 23 d. Jo gimimo
data uzrasykime vienu skai¢iumi: 18511123. Bet kaip perstatykime
skaitmenis ir i§ didesniojo atimkime maZesniji. Sudéje visus skirtumo
skaitmenis, gausime 36, o 3 plius 6 yra 9! Pritaikg¢ ta pati algoritma
Antano Baranausko (18350117), Jono Kubiliaus (19210727) ar bet
kurios kitos izymybés gimimo datai, irgi gautume 9. Ar devintukas
pasléptas ir jusy gimimo datoje?

Dabar pasiaiskinkime §io fenomeno priezastis. Sudékime bet kokio
skaiCiaus skaitmenis, po to — gautos sumos skaitmenis ir tgskime Sia ope-
racija, kol gautoji suma taps vienaZenkliu skai¢iumi. Sj skaiéiy
vadinsime skaitine Saknimi. Bet kokio skaiCiaus skaitiné Saknis lygi $io
skaiCiaus liekanai, gaunamai dalijant ji i§ 9 (patikrinkite). Matematikas
pasakyty, kad pradinis skaicius lygsta skaitinei Sakniai moduliu 9. (2)

Matematika, kaip ir kitos mokslo sritys, nagringja jvairius teiginius.
Teiginiy logika analizuoja tik tokius teiginius, kurie yra arba teisingi,
arba klaidingi, bet negali biiti kartu teisingi ir klaidingi. Pavyzdziui,
teiginys ,,16 dalijasi i§ 8“ yra teisingas teiginys, o ,,cosx > 2 yra
klaidingas teiginys.

Teiginiai tarpusavyje gali buti jungiami loginémis jungtimis: &
(skaitoma ,,ir*"), v (,,arba®), o (,jei, tai), — (,,ne), ~ (,,ekvivalentu®).
Naudojant logines jungtis i§ elementariy teiginiy, sudaromi sudétiniai
teiginiai, kuriy teisingumas gali buti nustatomas remiantis juos suda-
ranciy teiginiy bei loginiy jungéiy teisingumo reik§mémis (zr. 1 lentelg,
kurioje ¢ reiSkia teisingg teigini, n — klaidinga).

Matome, kad dvieju elementariy teiginiu A ir B konjunkcija A&B
teisinga tik tuomet, kai abu teiginiai yra teisingi, disjunkcija Av B
teisinga visuomet, iSskyrus atveji, kai abu teiginiai yra klaidingi,
implikacija A > B klaidinga tik tuomet, kai i§ teisingos prielaidos A
iSplaukia klaidinga iSvada B, ekvivalentumas A~B teisingas, kai abu
teiginiai turi ta pacia reik§me, neigimo — A reik§més yra prieSingos
teiginio A reikSméms.
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1 lentelé
A B |A&B|AvB|A> B|A~B| - A
t t t t t t n
t n n t n n n
n t n t t n t
n n n n t t t

Jei sudétinis teiginys teisingas su visomis ji sudaranéiy teiginiy
reikSmémis, tai sakome, kad jis vadinamas fapatingai teisingu arba
tautologija. Tapatingai klaidingi teiginiai vadinami priestaromis.
Teiginiai, kurie néra nei tautologijos, nei prieStaros, vadinami
iSpildomais.

Pavyzdziui, (A > B) ~(—- (A& - B)) — tautologija, A& — A — priestara,
A > (B> C) —ispildomas teiginys (patikrinkite ).

6 pavyzdys. Pasitelke teiginiy logika, iSspreskime toki uzdavini.
Trys imonés cechai (I, II ir IIl) yra susitar¢ dél projekty tvirtinimo
tvarkos:

1) jei II cechas nedalyvauja tvirtinant projekta, tai nedalyvauja ir I
cechas;

2) jei II cechas dalyvauja tvirtinant projekta, tai kartu dalyvauja I ir
III cechai.

Ar privalo, esant Sioms salygoms, III cechas dalyvauti tvirtinant
projekta, jei projekta tvirtina I cechas?

Sprendimas. Teigini ,,] cechas dalyvauja projekto tvirtinime*
pazymésime raide A, o analogiskus teiginius apie II ir III cechus —
atitinkamai raidémis B ir C. Tuomet uzdaviniy salygas galima uZzrasyti
taip:

1) -Bo - A,

2) B> (A&O).

Sie du sudétiniai teiginiai turi biiti tapatingai teisingi, nes laikomasi
sutarties salygu. Mums reikia atsakyti | klausima, ar tuomet ir A > C bus
tautologija. Sudarykime lentelg:
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A|/B|C| -B| ~-A|A&C | -Bo -A | B A&C | A>5C
t|t|t n n t t t t
t|t|n n n n t n n
t|\n|t t n t n t t
nit|t n t n t n t
t |\ n|n t n n n t n
n|t|n n t n t n t
n|\n|t t t n t t t
n|\n|n t t n t t t

IS lentelés matome, kad abi 1) ir 2) formulés kartu bus teisingos, tik
imant i§skirtas teiginiy A, B, C reikimes. Sioms reik§méms A - C igyja
tik reikSme t, todél galime daryti iSvada, kad jei 1), 2) yra teisingi
teiginiai, tai ir A> C — teisingas, t.y. esant nurodytoms salygoms, jei
projekta tvirtina I cechas, tai turi dalyvauti ir III.

Panagrinékime teigini ,,Egzistuoja uz kiekviena nelygini skaiCiu
didesnis nelyginis skai¢ius* (3). Pabandykime ji uzrasyti teiginiy logikos
pagalba. Tegu

A: ,,a—bet koks nelyginis skai¢ius®,

B: ,,egzistuoja nelyginis skaicius b*,

C: ,,a maZesnis uz b,

Tuomet (3) teigini galima uzraSyti taip:

Ao (B&O). 4)

Nors (3) teiginys yra teisingas, taciau (4) teiginys néra tautologija.
Tuo galima jsitikinti 1§ (4) teiginio teisingumo reikSmiy lentelés
(iSanalizuokime savarankiSkai). Kodé¢l taip atsitiko? Todél, kad (3)
teiginio teisingumui jrodyti nepakanka teiginiy logikos, nes ji
nenagrinéja teiginiy struktiiros. Tam reikia papildomy savokuy, tokiy kaip
kvantoriai, predikatai, termai. Dazniausiai naudojami du kvantoriai:
bendrumo kvantorius V (skaitoma ,visiems®“, ,kiekvienam) ir
egzistencijos kvantorius 3 (,,egzistuoja®). Papilde Siomis savokomis bei
atitinkamomis aksiomomis teiginiy logika, gauname predikaty logika,
kuri nagriné¢jama aukstyju mokykluy matematinés logikos kurse.

Norintiems pla¢iau susipazinti su matematine logika, reko-
menduojame paskaityti Sig knygele: R. Pliuskevicius. SusipaZinkime su
matematine logika. Vilnius, 1983.
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TRECIOJI UZDUOTIS
1. Nustatykite désninguma ir, juo remdamiesi, | klaustuku pazymétas

vietas jraSykite: a)skaiCiy; b) skaicius 2, 3, 4, 5 atitinkamuose
langeliuose.

a)
3/12 4 /14 \] 2 /7
8 5 10

b)

31 4] 4] |2 3
5 2

2. Kaip sustatyti prie kambario sieny:
a) 3 kédes, kad prie kiekvienos sienos bty po kéde?
b) 4 kédes, kad prie kiekvienos sienos stovéty po dvi kédes?

c) 7 kédes, kad prie kiekvienos sienos jy biity po lygiai?

3. Turtuolis surinko 11 seny prabangiy automobiliy kolekcija, kuria
testamentu paliko trims stinums, nurodgs pasidalyti jas taip: pusg
automobiliy turi gauti vyriausias siinus, ketvirti vidurinysis ir viena
SeStaja — jauniausias. Kaip broliams pasidalyti automobilius?

4. Sudarykite:
a) i$ taisyklingo astuonkampio su taisyklinga aStuonkampe skyle
(1 pav.), padalij¢ ji i 8 lygias dalis — aStuonkampg Zvaigzde su
taisyklinga astuonkampe skyle.

b) i§ 2 paveikslélyje pavaizduotos figiiros (sudarytos i§ 3 lygiu
kvadraty), dalydami ja i dvi dalis —kvadrata su anga, lygia
vienam duotosios figiiros kvadratui.
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1 pav. 2 pav.

5. Teisme apklausiami trys zmonés, i§ kuriy kiekvienas yra arba
iabuvis, arba kolonistas. Ciabuviai visada teisingai atsako {
klausimus, o kolonistai visada meluoja. Teiséjas klausia pirmojo,
bet nesupranta jo atsakymo. Todél jis teiraujasi antrojo, po to —
treciojo apie tai, ka pasaké pirmasis. Antrasis sako, kad pirmasis
prisipazings esas Ciabuvis. TrecCiasis teigia, kad pirmasis prisistatgs
kolonistu. Kas buvo antrasis ir treciasis liudytojai?

6. PapraSykite kuri nors savo drauga, jums nematant, uzraSyti
piniginés kupitiros numerj (ar bet koki daugiazenklj skaiciy), po to
bet kaip perdélioti skaicius ir i§ didesniojo atimti mazesniji, paskui
paprasykite iSbraukti bet kurj gautojo skirtumo skaitmeni, nelygu
nuliui, o likusius bet kuria tvarka pasakyti jums. Jus lengvai
atspésite uzbraukta skaitmenij. (Jums lieka tik iSsiaiSkinti, kaip jis
tai padarysite.)

7. Penki draugai turi po viena siiny. Kiekvienas stinus pasiskolino po
knyga i$ vieno savo tévo draugy. Visy Siy draugy pavardés panasios
1 profesiju pavadinimus, bet né vieno i§ ju pavardé neprimena jo
paties profesijos. Kalvio stinus paémé Kalvelio knyga; jo pavardé
primena Kalvelio stinaus profesija, taip pat jis bendrapavardis su
tuo, kieno knyga paémé Kalvelio s@inus. Zinoma, jog dailidés
pavardé ne PuodZitinas ir kad dailidé paémé knyga i§ SikSniaus.
Kokia stikliaus pavardé? (Pagal seng tradicija stinus paveldi savo
tévo profesija.)

8. Vienoje saloje veiké toks istatymas: kiekviena, einantj tiltu i sala,
teiséjai klausdavo, kur ir ko jis eina. Tuos, kurie pasakydavo tiesa,
teiséjai praleisdavo, o tuos, kurie sumeluodavo, siysdavo i kartuves.
Karta vienas keliauninkas prisieké, jog eina tam, kad ji pakarty.
Teis¢jai sutriko. Kodél?
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9.

10.

Nustatykite, ar teiginys
[(A&B)D C]~[-(4 > B)&(Cv—=B)]
yra tautologija, ar prieStara, ar iSpildomas.

Gelezinkelio stotyje nustatyta tokia tvarka: jeigu iS stoties
iSvaziuoja traukiniai A ir B, tai turi iSvykti ir traukinys C. Jei
iSvyksta traukiniai B ir C, tai iSvyksta ir traukinys A. Nustatykite, ar
esant Siai tvarkai, galimas atvejis, kai, iSvykstant traukiniams A ir C,
traukinys B neiSvyksta? Spresdami uzdavini, pasinaudokite teiginiu
logika.

A/’
O

N 2)
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4. ATVIRKSTINES FUNKCIJOS

Algimantas Pranas Urbonas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Tegul funkcijos y = f(x) apibrézimo sritis X, o reikSmiy aibé Y ir
skirtingas argumento reikSmes atitinka skirtingos funkcijos reikSmés.
Tada aib¢je Y galime apibrézti funkcija x = f _1( y), kiekvienam yeY
priskirdami ta skaiCiy x € X , su kuriuo f(x) = y. Funkcija x = f _1( »)
vadinama atvirkstine funkcijai y = f(x).

Argumenta Zymint raide x, o funkcija — raide y, atvirkstiné funkcija
uzraSoma y = f _l(x) , xe€Y (jos apibrézimo sritis yra aibé¢ Y, o
reikSmiy aibé X).

Viena kitai atvirkstinés funkcijos tenkina tokias lygybes:

1) f_l(f(x))zx, su visais x € X ;

2) f(f_l(x))zx, su visais x €7 .

Pateiksime viena kitai atvirkstiniy funkcijy pavyzdziu.

1 pavyzdys. Funkcijos f(x) =2x+1, apibréztos intervale [-1; 3]

x—1

(jos reikSmiy aibé [-1;7]), atvirkStiné¢ funkcija yra f _l(x)z 5

apibrézta intervale [—1; 7] (reik§miy aibé [—1; 3]).
Sios funkcijos tenkina minétasias lygybes:

D ) = %

=x,kai x e[-1; 3];

x—1

2) f(f () = 2(7} +1=x,kai xe[-1;7].

2 pavyzdys. Funkcija
) x, kai x — racionalusis [0; 1] taskas,
X)=
1 - x, kai x — iracionalusis [0; 1] taskas,
apibrézta intervale [0; 1], yra pati sau atvirksting, nes

f(f(x))=x,kai x €[0;1].
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3 pavyzdys. Raskime funkcijos y = f(x), f(x)=(x— 3)2 ,
x € [3; + o) atvirksting funkcija (jei ji egzistuoja).
Isitikinkime, kad su skirtingais x; ir x, i§ intervalo [3;+o0)

galioja nelygybé f(x))# f(xp). Targ, kad (x— 3)2 =(x — 3)2 , kai
X| # Xy, gautume: (x;—xp)(x;+x;—-6)=0. I§ cia iSplaukty, kad
X; +x, =6, o tai negalima, kai x; ir x, nelygis ir imami i§ intervalo
[3;+ ).

Sios funkcijos reik§miy aibé yra [0;+w). Pasirinkime bet kuria
reikSmg y €[0; + o) ir ieSkokime x reik§miy, su kuriomis (x — 3)2 =y.
Gauname dvi reikSmes x =3 —,/y ir x =3+ \/; . Bet tik antroji priklau-
so intervalui [3;+00). Taigi funkcija y =3 +/x , xe[0;+0), yra
atvirkstiné funkcijai y = (x—3)%, x €[3; + ).

Atvirkstiniy funkcijy y=f(x) ir y=f _l(x) grafikai yra si-
metriski tiesés y = x atzvilgiu. IS tikryju, jei taskas (xgy; yo) priklauso
funkcijos y = f(x) grafikui, tai jam simetriSkas tiesés y =x atzvilgiu

taskas (yy; Xo) , priklauso funkcijos y = f -l (x) grafikui.

Kadangi ne visos funkcijos turi atvirkstines funkcijas, tai paranku
zinoti pozymius, kada funkcija turi atvirksting ir kada jos neturi.

1 poZymis. Jei funkcija yra grieZtai monotoniné (tik didé¢janti arba
tik mazgéjanti), tai ji turi atvirksting.

Sis pozymis akivaizdus, nes grieztai monotoniniy funkcijy atveju
skirtingas argumento reikSmes atitinka skirtingos funkcijos reikSmes.

2 pozymis. Periodinés funkcijos atvirkstiniy neturi.

Periodinés funkcijos taSkuose x ir x+7 (7- funkcijos periodas)
igyja lygias reikSmes ir todél atvirkstiniy turéti negali.

Taigi funkcijos y =sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgr, nagri-
néjamos juy apibrézimo srityse, atvirkStiniy neturi. Trigonometriniy
funkcijuy atvirkstinés funkcijos apibréziamos Siuose monotoniskumo
intervaluose:

a) y=sinx, x € L
y 1) 2’2 )
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b) y=cosx, x e [0; n];

o yeaeve[-5:3):
2 2

d) y=ctgx, xe(0; 7).

Siy funkcijy atvirkstinés yra tokios:

a) y =arcsinx, x € [—1; 1];

b) y =arccosx, x € [— 1; 1];

c) y =arctgx, x € (—0; +0);

d) y =arcctgx, x € (—o0; + ©).

Pateikiame Siy funkcijy grafikus:

| 0 1 —_— |
;
N 4
2

¥

\& y
N

LT R

1
N
|
|
|
w
I\J|:ik<
[l
EA

[STE]

T

|
| x /2
! ¥
1 0 1 0
b) d)
1 pav.

X

Pavyzdys. Raskime atvirksting funkcija funkcijai y =cosx,
x e[m; 6]. Kadangi Siame intervale duotoji funkcija yra grieztai
didéjanti, tai ji turi atvirksting. Funkcijos reikSmiy aibé yra intervalas
[-1; cos6]. IS lygybés y=cosx isreik§kime x, kai xe([m; 6],
pasinaudodami tuo, kad funkcijos u =cost, t €[0; nt], atvirkstiné yra
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t = arccosu , u=[-1;1]
(zr. 1pav. b). Miisu atveju xe[mn; 6], x—ne[0; n]. Perrase lygti
y=cosx pavidalu —y=cos(x—m) ir pazyméje u=-y, t=x—-7,
gauname x— 7 = arccos(—y). Dabar pakeit¢ x ir y vietomis turime
funkcija y = m+arccos(—x), xe[-1;cos6], kuri yra atvirkstiné
duotajai.

Pries uzduotj pateiksime dar kelis pavyzdzius.

1 pavyzdys. Raskime funkcija, atvirksting funkcijai f: X — Y, kai
X={-10;35,Y={-2014} ir f(-1)=0, f(0)=-2, f(3)=4,
(5 = 1.

Cia skirtingas argumento reikSmes atitinka skirtingos funkcijos
reik§més, todél §i funkcija turi atvirksting: f~':Y — X; f _1(—2) =0,
rTo=-1 lo=s id =

2 pavyzdys. Funkcija f:[-1;2) —[0; 2], kurios grafikas pavaiz-
duotas brézinyje, atvirkstinés neturi, nes skirtingas argumento reikSmes
ne visada atitinka skirtingos funkcijos reikSmés. Pavyzdziui,

f(—%)zf(l) ir f(1)=1 arba f(—ijz% ir f(lj:%.

2
ya
2
L= "
| |
| |
; |
0 i 2
2 pav.
3 pavyzdys. Raskime atvirksting funkcija funkcijai
¥y = arccos . —* . Sios funkcijos apibrézimo (egzistavimo) sritis yra
+Xx

. o . 1-x
[0; + ). Ji gaunama i$ sistemos —1 <

<1. Funkcijos reikSmiy aibé
1+x

yra [0; ). Funkcija yra grieztai didéjanti (jos iSvestiné yra teigiama

37



IV TEMA

visiems x € (0; w)), todél ji turi atvirkSting. Raskime x i§ lygybés

Yy = arccos

l+x
1-x l1-cosy
cosy=— => x=—=—

2
I+x I1+cosy

X:tg 5

Taigi funkcijos y = arccos1 al , X €[0; + o), atvirkstiné funkcija

yra y = tg2 % , x €[0; ). Abieju funkcijy grafikus matome 3 pav.

X
y =arccos——
1+x

4 pavyzdys. Raskime atvirksting funkcija funkcijai

F(x)=3+V-x>+4x—4.
Si funkcija yra apibrézta vieninteliame taske x =2 ir jos reik§mé
Siame taske lygi 3. Atvirkstiné funkcija f _l(x) taip pat apibrézta
viename taske x =3 ir jos reikSmé Siame taske lygi 2.

5 pavyzdys. Raskime, su kokiomis a reikSmémis funkcija

y=x2+ax+1, xe[-1; 5]

turi atvirksStine.
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Sios funkcijos grafikas yra parabolé, kurios viriinés abscisé lygi
—%. Kai —% priklauso funkcijos apibrézimo sri¢iai — funkcija atvirks-

tinés neturés, kitais atvejais — atvirkstiné egzistuos. Taigi reikalaujamas a
reikSmes gausime i$ nelygybiy visumos

“f<
2 ’ azx?2,
= { = a e (-o0; —10]U[2; + ).

S a <-10.
2
6 pavyzdys. [rodykime atvirkstiniy funkcijy tapatybe
. 2x
arcsin = —n—2arctg x, x € (—o0; —1).
I+x

Kai x € (—oo; —1), tai

-1< <0,

X . T .
3 <0 ir —— < arcsin 3
1+x 2

I+ x

i i i
——<arctgx<-—— = —n<larctgx<—— =
2 4 2

s
:>5<—Zarctgx<n =

:>—g<—n—2arctgx<0.

Pabrauktos nelygybés rodo, kad abieju duotosios lygybés pusiu

reikSmés priklauso intervalui (—g; OJ . Apskaiciuokime jy tangentus ir

irodykime lygybe
.2
tg (arcsm al > J =tg (— T — 2arctg x) ;
1+ x
. ( . 2x ]
sin| arcsin 3
I+x"/ _ —tg 2arctgx,
( . 2x j
cos| arcsin 3
I+x
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2x
1+x>  _ 2tg(arctgx)
( 2% JZ l—tgz(arctgx) ’
1-—
1+ x°
2x = 2x
Je2-pr 1-x
2x 2x

121 -1
Kadangi x € (—o; —1), tai

Taigi tg[arcsin al j =tg (— - 2arctgx) ir todél

1+ x2
arcsin 2x2 = —q —2arctg x, kai x € (—o0; —1).
1+x
KETVIRTOJI UZDUOTIS
. Patikrinkite, ar f(x)= x+2 , xe(;+o), ir gx)= ﬁ,
1-x x+1

x € (—o0; —1), yra atvirkstinés funkcijos.

. Pateikite pavyzdj funkcijos, kuri biity pati sau atvirkstiné.

. Raskite funkcijos f: X —> Y, kai X ={-3;1;4}, Y ={-2;0;3} ir
f(=3)=0, f(1)=3, f(4)=-2 atvirksting funkcija.

. Raskite funkeijos f(x)=4—(x—D*(x+3)? +x+1 atvirkiting
funkecija.
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5. Raskite funkcijos f(x)= x € (—o0; 0), atvirksting funkcija

—7
+x2

f _l(x) ir nubraizykite funkcijy y = f(x) ir y = f _l(x) grafikus.

1 X2+l
6. Raskite /™ (x),jei f(x)=

, xe(0;1).

7. Su kuriomis a« reikSmémis funkcija f(x)= ax® +4x+5 ,
x € [-2; 1], turi atvirksting funkcija.

8. [rodykite tapatybe
2

x2 —2arctgx =0, x €[0; +0).

1+x

arccos

9. [rodykite tapatybeg
1—
arctgx + arctg—x = 3 , X € (—o0; —1).
I+x 4

10. Irodykite tapatybe

arcsin 5= 2arctgx, x e [-1;1].
1+x

41



5. OPTIMIZAVIMO UZDAVINIAI

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Matematikos grozis yra vidiné Sio mokslo harmonija. Daugeli
patraukia matematikos filosofiniai aspektai, o praktiSkesni zmonés ja
zavisi dél placiy taikymo galimybiy. Labiau jsigiling suvoktume, kad
matematikos zinios daZniausia taikomos netiesiogiai. IS pradziy
sudaromas problemos matematinis modelis (tam tikras matematinis
uzdavinys), kuris toliau nagrinéjamas naudojantis turimomis mate-
matikos ziniomis.

Spresdami optimizavimo (geriausiy elgesio strategiju, varianty,
sprendimuy paieskos) uzdavinius, susipazinsime su tiesiniy funkcijy,
tiesiniy lygCiu bei nelygybiy taikymo tikinéje veikloje ir apskritai
ekonomikoje kai kuriais aspektais. Zinoma, tai bus tik pati pradzia, todél
nesileisime | gilesnius samprotavimus, neformuluosime apibendrinanc¢iy
teiginiy, neaiskinsime sunkesniy sprendimo metody. I§samesniy Ziniy
moksleiviai galéty rasti jiems skirtoje P. Tannenbaumo ir R. Arnoldo
knygoje ,,Kelionés i Siuolaiking matematika“ (Vilnius: TEV, 1995),
A. Apynio ir E. Stankaus knygeléje ,,Elementarus matematikos taikymas
ekonomikoje* (Vilnius: Presvika, 1997) bei kituose leidiniuose.

1. Tiesiné funkcija ir tiesiné lygtis. Tiesiné vieno kintamojo x
funkcija y = f(x) paprastai uzraSoma tiesine lygtimi y = mx+n (¢ia m
ir n — realieji skaiCiai) arba tiesine lygtimi ax+by =c (a, b, ¢ — realieji
skaiciai). Sios funkcijos grafikas (skai¢iu pory (x; y), tenkinaniy lygti,
aib¢) Dekarto koordinaciy sistemoje yra tiesé¢. Norédami ja nubrézti,
turétume pasirinkti bet kuriuos du lygties sprendinius, sakykime, (x'; y")

ir (x"; y"), pazyméti plok§tumoje ir per juos iSvesti tiese.

1 pavyzdys. Tarkime, kad tiesinés funkcijos lygtis yra 3x+2y =6.
Brézdami jos grafika (Zr. 1 pav.), pasirinkime sprendinius (2; 0) ir (0; 3).
Lengva suvokti, kad pasirinke kita sprendiniy pora, pavyzdziui, (4;—3)
ir (-2; 6) , gautume ta pacia tiesg.

Atkreipkime démesi 1 tai, kad tiesinés lygties ax+by=c
sprendiniai yra tieséje, lygiagrecioje su ordinac¢iy asimi Oy, kai
koeficientas b lygus nuliui. Si tiesé¢ lygiagreti su abscisiy aimi Ox,
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kai a=0. Kai laisvasis narys ¢ lygus nuliui, tai ties¢ eina per
koordinaciy pradzios taska.

2:6) 7

(0; 3)

(2: 0)

(4;-3)

1 pav.

2 pavyzdys. Pavaizduokime grafiskai tiesiniy lygciuy

1) 0-x+3-y=6,

2) 2:x+0-y=8,

3) 2-x+5-y=0
sprendiniy aibes.

Sprendimas. leSkomasias tieses pazymékime atitinkamai L;, L, ir
L;. Joms nubrézti pasirinkime po du kiekvienos lygties sprendinius.
Ties¢ L; bréziame per taskus (4;2) ir (1;2), ties¢ L, — per taskus
(4;2) ir (40), o tiesg Ly — per taskus (0;0) ir (=5;2) (zr. 2 pav.).
Ties¢ L; yra lygiagreti su aSimi Ox, ties¢ L, lygiagreti su asimi Oy, o
L; eina per koordinaciy sistemos pradZzios taska.

y
(-5;2) (1;2) 42 L
0; 0 (4.0
X
T~ L;
2 pav.
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Pastaba. Tiesinés lygties su dviem nezinomaisiais narys su lygiu
nuliui koeficientu paprastai praleidziamas (neraSomas). Taigi lygtis
0-x+3-y=6 wuzraSoma tiesiog 3y=6 arba y=2, o lygtis
2-x+0-y =38 kei¢iama lygtimi 2x =8, arba x =4.

2. Tiesinés nelygybés su dviem neZinomaisiais ir juy sistemos.
Nelygybé su dviem nezinomaisiais, tarkime, x ir y, vadinama tiesine
nelygybe, jeigu ja galima uzrasyti kuriuo nors i§ Siy bidu: ax+by <c,
ax+by <c, ax+by >c, ax+by > c. Bet kurios tiesinés nelygybés su

dviem nezinomaisiais sprendiniy aibés geometrinis vaizdas (grafikas)
statiakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje yra pusplokStumé. Jos
krastas — tiesé L, kurios lygtis yra ax+by =c. Turétume atkreipti

démesi | tai, kad pusplokStumés krastas — ties¢ L — priklauso tiesinés
nelygybés ax+by <c¢ (ax+by = c) sprendiniy aibés grafikui. Grieztos
tiesinés nelygybés ax+by <c (ax+by > c¢) sprendiniy aibés grafikui
tiesé L nepriklauso.

Apibendrindami  suformuluosime tokia tiesinés nelygybés
ax+by <c (ax+by > c¢) sprendiniy aibés (pazymékime ja X) grafinio
vaizdavimo schema. IS pradziy bréziame tiese L, kurios lygtis
ax + by = c. Paskui pasirenkame bet kurj taska, tarkime, (xq; y,) Salia
tiesés L (Zr. 3 pav.). Jei axg+byy <c, tai aibé X yra pusplokstumé (su
kraStu — tiese L), kurioje yra taskas (xg; o). Jei axy+byy>c, tai
renkames priesingajq pusplokstume.

Kai nelygybé yra griezta (ax+by <c arba ax+by>c), jos

sprendiniy aibés grafinio vaizdavimo schema tokia pati. Tik Siuo atveju
prie grafiko neprijungiame pusplokStumes krasto (tiesés L).

X Y (xoéyo) L
axtby <c ax+by > ¢
(ax+by > c) (ax+by <c)
0] X
3 pav.
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OPTIMIZAVIMO UZDAVINIAI

3 pavyzdys. Pavaizduokime grafiskai tiesiniy nelygybiu
3x+4y <12 ir 4x—-3y > 0 sprendiniy aibes.

Sprendimas. Tiesinés nelygybés 3x+4y <12 sprendiniy aibé yra
pusplokstumé, kurios krastas yra ties€, einanti per taskus (4; 0) ir (0; 3).
Pusplokstumei nustatyti (testuoti) tinka koordinaciy pradzios taskas
(0;0). Jo koordinatés tenkina nelygybe 3x+4y <12, todél darome
i8vada, jog tiesinés nelygybés 3x+4y <12 sprendiniy aibés grafikas yra
pusplokstumé, kurioje yra koordinaciy sistemos pradzios taskas (4 pav.
§i pusplokstumé subriik$niuota).

Kitos tiesinés nelygybés (4x—3y >0) sprendiniy aibg grafiskai
vaizduojame panaSiai (Zr. 5 pav.). I§ pradziy bréziame ties¢ L, kurios
lygtis 4x—3y=0. Ji eina per taSkus (0;0) ir (3;4). Pusplokstumei
testuoti koordinaciy pradzia netinka, todél renkamés kita taska — (0; 4),
nesantj ties¢je L. Kadangi 4-0—-3-4 < 0, tai darome iSvada, jog tiesinés
nelygybés 4x—-3y >0 sprendiniai uzpildo prieSinga tasko (0;4)
atzvilgiu pusplokstume (5 pav. ji subriik$niuota). Krasto ties¢ L grafikui
nepriklauso, todél ja nubréSime punktyrine linija.

Yy y //

L /
0; 3) (0;4)p (3;4)
” /
3x+dy < 12 /

(4;0) (0; 0)|,
(0; 0) \ x //‘ x
4 pav. 5 pav.

Daznai tenka ieskoti bendry kelioms (dviems ir daugiau) tiesinéms
lygtims arba nelygybéms sprendiniu. Tada sakoma, jog reikia iSspresti
tiesiniy lygCiy arba nelygybiy sistema. Optimizavimo uzdaviniams
spresti labai praverCia tiesiniy nelygybiy su dviem nezinomaisiais
sprendiniy aibés grafikas.
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4 pavyzdys. Pavaizduokime grafiskai tiesiniy nelygybiy sistemos
x+y<5,
x—=3y <3,
2x—y=>-2
sprendiniy aibg X.

Sprendimas. Visy triju tiesiniy nelygybiy sprendiniy aibes grafiskai
vaizduojame toje pacioje Dekarto koordinaCiy sistemoje (6 pav.).
Gautasias pusplokStumes pazymime statmenomis rodyklémis prie
atitinkamy tiesiy (L;, L, ir L), o bendraja dalj subriksSniuojame. Taigi
aibés X grafikas yra trikampiu 4BC apribota plokS§tumos sritis (su paciu
kontiiru).

6 pav.

3. Optimizavimo uZdaviniy matematiniai modeliai ir grafinis ju
sprendimas.

Ekonominés veiklos dalyviy interesai visada susij¢ su konkreciais
tikslais bei ribotomis ju igyvendinimo galimybémis. Formuluojant
problemas matematiskai vartojamos savokos ,.tikslo funkcija“, ,,leistinoji
aibe“, ,optimalusis planas“ ir kt. Pabandykime susipazinti su jomis
nagrinédami konkrecias situacijas.

5 pavyzdys. Firma siuva vyriskas ir moteriSkas striukes, gaudama
po 9 Lt pelno uz kiekviena vyriska striuke ir po 12 Lt pelno uz kiekviena
moteriSka striuke. ISlaidos vienai vyriskai striukei pasiiti lygios 100 Lt,
o vienai moteriSkai striukei 40 Lt. VyriSkos striukés reklamai firma
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OPTIMIZAVIMO UZDAVINIAI

i8leidzia viena lita, o moteriSkos — tris litus. Sudarykime didziausia pelna
duosiantj striukiy siuvimo plana su salyga, kad firmos islaidos siuvimui
neturi virSyti 50000 Lt, o reklamai — nedidesnés uz 1800 Lt.

Sprendimas. Pirmiausia problema uzrasykime matematiskai. Tegu x
yra planuojamy siati vyriSky striukiy skaicius, o y — moterisky striukiy
skaicius. Skai¢iy pora (x; y) pavadinkime striukiy siuvimo planu.
Laukiama pelna pazymékime z. Pagal salyga

z=9x+12y. (1)

Tai dviejy kintamujy tiesiné funkcija. Siame uzdavinyje ji yra pelno
funkcija ir paprastai vadinama tiesiog tikslo funkcija.

Siekiant kuo didesnio pelno deréty didinti abi plano (x; y) kompo-

nentes. Taciau iSlaidos siuvimui neturi virSyti 50000 Lt, o reklamai —
1800 Lt. Taigi galimybés planuoti yra ribotos. Abu Siuos apribojimus
galima uzraSyti dviem tiesinémis nelygybémis: 100x + 40y <50000 (ji
ekvivalenti tiesinei nelygybei 5x+2y <2500) ir x+3y <1800 . Plano
komponentés negali biiti neigiamos, todél turime dar dvi salygas: x >0
ir y > 0. Kol kas nekreipkime démesio i tai, kad pagal uzdavinio prasme¢
abi plano komponentés turi biti sveikieji skai¢iai, nes §i salyga budinga
ne visiems gamybos planavimo uzdaviniams, — jg prisiminsime véliau.

7 pav.

IS visy keturiy tiesiniy nelygybiy sudarome tiesiniy nelygybiu
sistema
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5x+2y <2500,

x+3y <1800,
)
X >0,
y2>0.

Toliau $ia sistema vadinsime apribojimy sistema, o jos sprendiniy
aibe X — leistingja plany aibe.

Leistingja aibe pavaizduokime grafiskai (zr. 7 pav.). Aisku, kad $i
aibé netuscia ir joje yra sveikaskaiCiy taSky (t.y. tokiy, kuriy abi
komponentés yra sveikieji skaiciai).

Jau aiSkéja ir matematiné problema. Aibéje X reikia rasti
sveikaskaitj taSka (x; y), kurio koordinatés tenkina salyga

9x +12y = max(9x +12y).
Glaustai uzdavinys uzraSomas taip:
S5x+2y <2500,
max (9x +12y), kai ¢ x+3y <1800, 3)
x>0, y20.
leSkomasis leistinosios aibés X taskas (x;y) vadinamas (3)

uzdavinio sprendiniu, arba optimaliu planu.

Taigi sudaréme nagrin¢jamojo striukiy siuvimo optimalaus planavi-
mo sudarymo uzdavinio matematini modelj ir susipazinome su jo spren-
dinio savoka.

Glaustai aptarkime (3) uzdavinio grafini sprendimo metoda.

Leistinojoje aibéje X pasirinkime kuri nors taska, pavyzdziui,
(100; 200) . Tikslo funkcijos reik§me jame lygi 9-100+12-200=3300.
Sudarykime tiesing lygti

9x+12y =3300.

Tai tikslo funkcijos z=9x+12y [lygio lygtis, atitinkanti pelno
lygmeni 3300 . Sios lygties sprendiniy aibés grafikas yra tiesé, einanti
per taskus (100;200) ir (0;275) (zr. 8 pav.). Sia tiesg¢ pavadinkime
tikslo funkcijos lygio tiese arba tiesiog lygio tiese (8 pav. prie jos yra
uzrasas z =3300). Lygio tiesé plokstuma dalija i dvi pusplokstumes.
Rodykle prie tiesés pazymékime ta, kuri atitinka tiesing nelygybe
9x +12y >3300. Darome iSvada, jog lauzte MNABC apribotoje aibés X
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OPTIMIZAVIMO UZDAVINIAI

srityje (be atkarpos MN) tikslo funkcijos reikSmés didesnés uz 3300 .

Todél leistinosios aibés X dali MON ,,nupjauname*, nes joje optimalaus
tasko tikrai néra.

L >
L, 3 (200;400)

(100;200)—|
0

AnalogiSkai elgiamés ir toliau. Srityje MNABC pasirenkame kurj
nors taska, pavyzdziui, (200;400), apskai¢iuojame tikslo funkcijos
reik§mg (gauname z = 6600 ), sudarome lygio lygti 9x+12y = 6600 ir
bréziame lygio ties¢ z = 6600. Srityje POAB funkcijos z=9x+12y
reik§més didesnés negu 6600, todél leistinosios aibés dali MNQPC vél
LHhupjauname* (kartu su atkarpa PQ).

Atkreipkime démesi i tai, kad visos lygio tiesés yra tarpusavyje
lygiagrecios, nes ju lygciu (9x+12y =3300, 9x+12y = 6600 ir kt.)
koeficientai prie nezinomujy yra tie patys.

Optimalioji lygio ties¢ z=2z (jos lygtis yra 9x+12y =2z, z -
neZinomas skai¢ius) eina per tagka B. Sio tasko koordinatés (300; 500)
yra tiesiniy lygéiy sistemos

Sx+2y =2500,
{ x+3y=1800
sprendinys, nes Siame taske susikerta tiesés L; ir L,. Taskas (300; 500)
yra ieSkomasis (3) uzdavinio sprendinys — optimalusis striukiy siuvimo
planas. Abi jo koordinatés yra sveikieji skaiCiai. Belieka apskai¢iuoti
didziausiaji pelna z :
z=9-300+12-500 = 8700(Lt).
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6 pavyzdys. Verslininkas turi dvi maisto produkty parduotuves, o
duong perka i§ trijy kepykly: K;, K, ir K3. Verslininko vidutinés
iSlaidos (Lt) vienam kilogramui duonos nusipirkti ir atsivezti i savo
parduotuves (P ir P, ) suraSytos Sioje lenteléje:

1! 1)
K, 2 1,5
K, | 28 | 25
K; 25 | 2

Pirmosios parduotuvés uzsakymas yra 2 tonos, o antrosios — 3 tonos
duonos. Uzsakymams jvykdyti i§ pirmosios kepyklos nupirkta viena tona
duonos, i§ antrosios — 2,5 tonos, o i§ treCiosios — 1,5 tonos duonos.
Sudarykime pigiausia duonos gabenimo plana ir apskaiciuokime islaidas
jam jvykdyti.

Sprendimas. Pirmiausia sudarykime uzdavinio matematini modelj.
Tegu x; yra nupirktos duonos kiekis (tonomis) i§ kepyklos Kj,
i=1,2,3, kuris planuojamas gabenti { parduotuve P;, j=12. Siy
skaiciy rinkinj uzrasykime lentele (matrica)

X1 *12
X21 X22
31 %32

ir pavadinkime duonos paskirstymo planu.
Pagal uzdavinio salyga plano komponentés (skaiCiai x;) turi

tenkinti Sias lygybes:
X1 +xp =1, X1 +x00 =25, x31+x3, =15,
X1 +X+X31 =2, Xjp+Xpp +X30 =3.
I8 ju, pazymejg x;1 = x ir xp1 = y, gauname:
Xip=1=Xx,x0p=25-y,x31=2-x-y, x3p=x+y-05.

Taigi ieSkomasis duonos paskirstymo planas yra
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X I-x
Yy 295 -y
2-x—-y x+y-0)5
ISlaidas Siam planui jvykdyti (pazymékime z) galima apskaiciuoti
pagal formule
z=2000x+1500(1—-x)+2800y +2500(2,5-y) +
+2500(2-x—-y)+2000(x+y—0,5 =11750—-200y.
Siame uzdavinyje plano komponentés nebiitinai sveikieji skaiciai,
todél belicka atsizvelgti 1 ju neneigiamumo salyga. Turi galioti Sios
nelygybés:

x20,y20,2-x-y20,1-x>20,25-y20, x+y-052>0.

Jos ir apibrézia duonos paskirstymo plany leistingja aibg.

Uzdavinio matematinis modelis toks:
x+y<2,
X <1,
min(11750-200y), kai y <25, (5)
x+y=>0,5,
x=>0,y>0.

Yy L,
0;2,5) «(1;2.5) {43
(0;2) toz=2

(0,5 DN (1;1) 1 z=11550

(0:0,5)

(1,0) \(Z,0)
Ly X

010,550

Ly

9 pav.
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Si uzdavinj sprendziame grafiniu badu (Zr. 9 pav.) ir gauname
optimalyji taska (0;2). Tikslo funkcijos reik§mé jame lygi 11350.
Gautasias x ir y reikSmes istatome { ieSkomojo plano matrica (4). Taigi
optimalus nupirktos duonos paskirstymo parduotuvéms planas yra
0 1
2 051,
0 15

0 jo ivykdymo kaina lygi 11350 Lt.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Plokstumoje pavaizduokite tasku (x; y), tenkinanéiy tiesines
nelygybes 2x—y > -4, x+2y <0 ir x<3,aibg X.

2. Naudodamiesi tiesiniy nelygybiy sistemos
S5x+2y >10,
Sx+7y <35,
y>1

sprendiniy aibés X grafiku, parasykite visy Sios sistemos sprendiniy

su abiem sveikosiomis koordinatémis aibe.

3. Imoné gamina dviejy raSiy detales: Dy ir D,. Vienai D; detalei
pagaminti reikia iSleisti 40 Lt Zzaliavoms ir 10 Lt darbo
uzmokesciui, o vienai D, detalei — 30 Lt zaliavoms ir 20 Lt darbo
uzmokesciui. Pardavusi detales, imoné gauna 13 Lt pelna uz kiek-
vieng D; detalg ir 17 Lt pelna uz kiekviena D, detalg. Zaliavoms
imon¢ gali isleisti iki 3200 Lt, o darbo uzmokesciui — iki 1300 Lt.
3.1. Sudarykite gamybos plany leistinaja aibg ir pavaizduokite Sia

aibe plokstumoje.

3.2. Paragykite pelno skaiciavimo formule ir subriksniuokite ta
leistinosios plany aibés dalj, kurioje pelnas ne mazesnis (lygus
arba didesnis) uz 663 Lt.

3.3. Raskite didziausia pelna duosiantj detaliy D; ir D, gamybos
plana.
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4. Verslininkas turi tris degalines (D;,D,, Ds3) ir perka benzing i$
dviejy baziy ( By, B,). Visu degaliniy rezervuary talpa vienoda — po
30 tony. Vidutinés islaidos (tukst. lity) vienai tonai benzino pirkti ir
nugabenti | degalines yra Sioje lenteléje:

Dy D, Ds
By 0,8 0,8 I
B, 0,75 0,9 0,8

Tarkime, kad i§ pirmosios bazés nupirkta 40 tony benzino, o iS
antrosios — 50 tony.

4.1. Sudarykite nupirkto benzino paskirstymo degalinéms pigiausio
(maziausiai kainuosianc¢io) plano radimo uzdavinio matematini
modelj.

4.2. Raskite optimaly (pigiausia) nupirkto benzino paskirstymo
degalinéms plana.

4.3. Apskaiciuokite, kiek daugiausia pinigy galima prarasti
paskirstant nupirkta benzing degalinéms atsitiktinai.

5. Nustatykite, ar tiesinio optimizavimo uzdavinys
2x+ y <4,
max(3x+4y), kai {3x-2y <3,
5x+2y 210

turi sveikaskaitj sprendini, t.y. optimalyji taska su sveikosiomis ko-
ordinatémis. Atsakyma pagriskite.

6. Dvieju tipy gyvenamieji namai statomi i§ dvieju riasiy detaliy.
Pirmojo tipo name yra 12 buty, o antrojo tipo name — 16 buty.
Pirmojo tipo namui pastatyti reikia 100 pirmos rusies ir 110 antros
rusies detaliy, o antrojo tipo namui — 200 pirmos riisies ir 90 antros
risies detaliy. Kiek vieno ir kito tipo namy galima pastatyti turint
1400 pirmos riisies ir 990 antros rasies detaliy, kad bendras buty
skaicius biity didZiausias?
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6. KOMBINATORIKOS PRADMENYS

Pranas Survila
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Kombinatorika — matematiné teorija, nagrin¢janti jvairiy, i§ baig-
tiniy aibiy elementy sudaromy, baigtiniy rinkiniy, dar vadinamy ir
Jjunginiais, skai¢iy radimo budus. Ji i$skiria kai kuriuos junginiy tipus,
taip atlikdama daling junginiy klasifikacija, nustato junginiu tipy skai-
¢iaus radimo formules. Kéliniy, gretiniy ir deriniy skaiiy radimo
formules rasite 10 klasés matematikos vadovéliuose bei kitose kombina-
torikai ir tikimybiy skaiciavimui skirtose knygelése.

Sékmingai iSspresti uzduotyje sitilomiems kombinatorikos uzdavi-
niams $iy formuliy nepakaks. Reikés suvokti, kaip jungtimis ,,arba“ bei
I yra sudaromi junginiai (rinkiniai). Ju skaiCiy iSmoksime surasti
naudodamiesi kombinatorikos sudéties ir daugybos taisyklémis. Be to,
susipazinsime su kartotiniais junginiais, ju skai¢iy radimo budais ir
formulémis. Manau, kad kiekvienas i§ Jusy, atidziai perskaitgs patei-
kiamus nurodymus ir savarankiskai iSnagriné€jes pavyzdziy sprendimus,
pajégs atlikti ir uzduoti. Linkiu kantrybés ir uzsispyrimo — juy déka
formuojasi mokéjimas ir jgtidZziai.

1. Kombinatorikos taisyklés ir jy taikymai

Junginiais, rinkiniais arba kombinacijomis vadinami baigtinés aibés
sutvarkyti arba nesutvarkyti poaibiai, turintys viena, du, ..., k£ elementy,
baigtinés sekos, taip pat jvairiy tipy elementy baigtiniai rinkiniai, ku-
rivose elementy tvarka gali buti svarbi arba nesvarbi, o patys elementai
gali nesikartoti arba kartotis. Taigi reikia zinoti baigtinés aibés, jos
elementy tvarkos, poaibio, sutvarkyto poaibio (baigtinés sekos) savokas.
Taip pat reikéty suvokti, ka reiskia ,,aibés turi bendry elementy®, t.y.
,,aibés kertasi® bei ,,aibés neturi bendry elementy — ,,aibés nesikerta®.

Dvi baigtinés aibés A ir B neturi bendry elementy (aibés A4 ir B
nesikerta), jei aibéje A néra elemento, kuris priklausyty aibei B (aibéje B
néra elemento, kuris priklausyty aibei 4). PrieSingu atveju, kai aib¢je 4
yra elementas, kuris priklauso ir aibei B (aibéje B yra elementas, kuris
priklauso ir aibei A4), aibés 4 ir B turi bendry elementy (aibés 4 ir B
kertasi).

Pavyzdziui, aibés
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A={1,2,3,4,56}, B={11,12,13,14,15}
neturi bendry elementy; aibés

Cz{a,bﬂc,d,e’f}ﬂ Dz{kﬁl’a,b7g7e}
turi bendrus elementus a, b, e.

Tarkime, A4; yra m(4;)elementy, aib&je A4, yra m(4,) elementy ir
t.t., aibéje A, yra m(A4;) elementy, ir tos aibés poromis nesikerta.
Tuomet parinkti viena elementa i$ aibés A, arba i$ aibés 4,, ..., arba
i§ aibés A, galima m(4)) +m(A4p) +...+ m(A4y) skirtingais budais.

Sis teiginys vadinamas kombinatorine (paprastaja) sudéties taisykle.
Jos prasmé tokia. Baigtiniy, poromis neturinciy bendry elementy aibiy
sqjungos elementy skaicius lygus ty aibiy elementy skaiciy sumai, t.y.
m(Al % Az U...u Ak) = m(Al) + +m(A2) +...t m(Ak) .

Sprendziant kombinatorikos uzdavinius §i taisyklé viena praktiSkai
netaikoma. Ji paprastai taikoma kartu su kita — kombinatorine daugybos
taisykle.

Jei By, By, ..., B yra baigtinés aibés, turin¢ios m(By), m(By), ...,
m(By) elementy atitinkamai, tai rinkinj by, by, ..., by, imant by i§ By ir
by 1§ By, ..., ir b, 1§ By galima sudaryti m(B;)-m(By)-...-m(By)
skirtingy biidy.

Kadangi aibe, kurios elementai yra kombinacijos (b, by, ..., by),
by €By, by €B,, ..., by € B, vadinama aibiy By, B, ..., By Dekarto
sandauga, tai kombinatorinés daugybos taisyklés prasmé tokia: baigtiniy
aibiy Dekarto sandaugos elementy skaicius lygus ty aibiy elementy
skaiciy sandaugai.

Svarbu suvokti, jog sudéties taisyklé taikoma tada, kai rinkinys
(kombinacija, junginys) sudaromas naudojant jungti arba, o aibés, i§
kuriy elementas imamas (pasirenkamas) poromis nesikerta; daugybos
taisyklé taikoma tada, kai rinkinys (kombinacija, junginys) sudaromas
naudojant jungti ir, o aibés, i§ kuriy imami elementai, yra bet kokios
(baigtinés).

Jei rinkiniai (junginiai, kombinacijos), kuriy skai¢iy uzdavinyje
reikia rasti, néra né vieno i§ jums Zinomy tipy, tai reikia iSsiaiskinti, kaip
jie sudaryti jungtimis arba bei ir, tuomet pasinaudoti kombinatorinémis
sudeties ir daugybos taisyklémis.
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1 pavyzdys. Gimnazijoje yra 3 devintos klasés: 9; — 25 mokiniai,
9, — 27 mokiniai, 93 — 29 mokiniai. I§ vienos (bet kurios) devintosios
klasés parenkami 3 mokiniai kelionei { Vokietijoje esancia lietuviska
gimnazija. Kiek yra galimy parinkimo biidu?

Sprendimas. Trys mokiniai i§ vienos (bet kurios) klasés gali biiti
parinkti: ,,i§ 9; klasés, arba i§ 9, klasés, arba i§ 95 klases™. Taigi ju
skaiius yra (pagal sudéties taisykle)

m=my+my+my;
¢ia m; yra 3 mokiniy parinkimy i§ klasés 9; skaicius, i =1, 2, 3. Jis ran-
damas naudojant deriniy i$ » elementy po 3 skaiciaus formules:

my = C3s = 2300,

my = C37 = 2925,

my = C3g = 3654.
Taigi m =8879 (buduy).

2 pavyzdys. Knygyne yra tinkamo zanro 4 pavadinimy angliskos,
6 pavadinimy vokiskos ir 7 pavadinimy lenkiskos knygos. Klasés
mokiniai nutaré padovanoti klasés draugui gimtadienio proga ne maziau
kaip dvi to zanro skirtingy kalby knygas i§ minéto knygyno. Kiek yra
skirtingy btidy parinkti dovana?

Sprendimas. Knygu rinkinys (dovana) tai: ,,angliska ir vokiska
knygos* arba ,,angliska ir lenkiska knygos®, arba ,,vokiska ir lenkiska
knygos “, arba ,,angliska ir vokiska ir lenkiSka knygos*.

Naudokime sutrumpinimus: angliSka knyga — a, vokiska knyga —
v, lenkiska knyga — /. Tuomet knygy rinkinj (dovana) galima uZrasyti
Sitaip:

(a,v) arba (a,l),arba (v,1), arba (a,v,1).

Rinkiniy (a,v), (a,l), (v,I), (a,v,[)aibés poromis nesikerta,
todél ieskomas rinkiniy skaicius (pagal sudéties taisykle)

m=m(a,v)+m(a,)+mWI)+m(a,v,I).

Démenis randame naudodamiesi kombinatorine daugybos taisykle:

m(a,v)=4-6=24, nes anglisky yra 4 pavadinimy knygos ir

vokiSky — 6 pavadinimy knygos;
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m(a,l)=4-7=28,

mv,[)=6-7=42,

m(a,v,l)=4-6-7=168.

Taigi dovana parinkti galima 24 + 28+ 42 +168 = 262 biidais.

Isidémétina. Pirmoji sprendimo dalis — rinkinio iSreiSkimas atskirais
rinkiniais, naudojant jungtis ,,arba‘, ,,ir" — svarbus sprendimo etapas. Jis

turi buti fiksuojamas sakiniais (Zodziais) arba naudojant sutrumpinimus
(kodus, raides).

2. Kartotiniai junginiai

Be (paprastyju) junginiu: kéliniy, gretiniy, deriniy, kurie faktiskai
yra baigtinés aibés sutvarkymai, aibés sutvarkyti poaibiai, aibés poaibiai,
kombinatorika nagrinéja ir kitokiy tipy rinkinius — kartotinius junginius.
Tai kartotiniai gretiniai, kartotiniai kéliniai, kartotiniai deriniai.

Geriausia suvokti tokius junginius, tarus, jog yra # tipu elementai, o
kiekvieno tipo elementy — pakankamas skaicius. Pazymékime i-ojo tipo
elementus a;, i=1,2,..,n. Tada aib¢ 4={a,ay,...,a,} galésime
laikyti elementy tipy aibe.

Jei m fiksuotas skaiCius (m € N'), tai m-nare seka (b, by, ..., b,,),
kurios nariai yra bent vieno i§ # tipy, vadinama kartotiniu gretiniu i8 n
po m.

Kadangi kiekvienas b; gali igyti n skirtingy reikSmiy, t.y. gali biiti
bet kurio tipo i8 7 tipy, tai kartotiniy gretiniy i$ n po m

skaicius, Zymimas an , pagal daugybos taisykle yra lygus

A" =n-n-...on=n".
-
m

Pastaba. Dvi m-narés sekos (kartotiniai gretiniai) vadinamos lygio-
mis, jei lygiis ju atitinkami nariai.

3 pavyzdys. Jei {a, b, ¢} yra triju tipy elementy aibé, tai (a, a, a),
(a,b,b), (c,a,a) yra skirtingi kartotiniai gretiniai i§ 3 po 3, o
(a,a,a,b,b), (a,c,c,c,a), (b,b,b,c,a) — skirtingi Kkartotiniai
gretiniai i§ 3 po 5.

57



VI TEMA

Kartotinis gretinys (b, by, ..., b,) 1§ n po m, kuriame a; tipo
elementy yra ky, a, tipo elementy yra k, ir t. t., a, tipo elementy yra
k, , vadinamas tipo ky, ko, ..., k,, kartotiniu kéliniu. Akivaizdu, jog turi
buti ky +ky +...+k,=mir ke NU{0},i=12,...,n.

4 pavyzdys. Turétas gretinys (a, a, a, b, b) yra tipo 3, 2, 0 kar-
totinis kélinys. To paties tipo, taciau nelygiis Siam, yra kartotiniai
kéliniai

(a, b’ a) a’ b)’ (b, a’ a’ a’ b)'

Tipo Kk, kyp, ..., k, kartotiniy kéliniy  skaiius  Zymimas
P(ky, ky, ..., k) ir apskaiCiuojamas pagal formulg:

(k) +ky +...+ k)
kpl koo,

Geras kartotinio kélinio pavyzdys yra skirtingi karoliai, sudaryti i$
ty paciy karoliuky.

Kad suprastume, kokie junginiai vadinami kartotiniais deriniais,
i§spreskime toki uzdavini.

P(ky ky,.sky)=

Mama leido Jonukui nusipirkti 8 plyteles kramtomosios gumos.
Parduotuvéje yra 5 riiSiy kramtomosios gumos, kuriy kainos vienodos.
Keliais skirtingais btidais Jonukas gali nusipirkti kramtomosios gumos 8
plyteliy rinkini?

Sudarykime lentelg, kurios stulpelius pazymékime riisiy numeriais,
o cilutéje (atitinkamame stulpelyje) rasykime tiek vienety, kiek plyteliy
pasirinkta. Be to, tarp Siu stulpeliy iterpkime stulpelius, i kuriuos
raSysime nulius — Zymes, atskiriancias skirtingas rusis.

1 2 3 4 5

111110 | 1111 | O 0 0
1 |0 1 |0 1 0 1 0] 1111
11 (0] 11 O] 11 JOo] 11 ]O

I§ lentelés pirmos eilutés matyti, jog pirktos 4 plytelés pirmos
rusies ir 4 plyteles antros riiSies kramtomosios gumos; pirkimo kodas
toks: 111101111000.

I$ antros eilutés — po 1 plytele 1, 2, 3 ir 4 riiSies bei 4 plytelés
penktos rusies; pirkimo kodas toks: 101010101111.
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IS trecios eilutés — pirkta 1-4 rtsiy po 2 plyteles; pirkimo kodas
110110110110.

Tokiu buidu kiekvienas rinkinys turés jam abipus vienareiSkmiSkai
priskiriama koda — tipo 8, 4 kartotini kélinj, t.y. kélinj, sudaryta i§ 8
vienety ir 4 =5—1 nuliy.

Pavyzdziui, 111010101110 — atitiks pasirinkima: trys plytelés
pirmos risies, viena — antros, viena — trecios ir trys — ketvirtos riiSies.

Jonuko galimy pasirinkimy (pirkiniy) skaicius yra lygus tipo
8, 51 kartotiniy kéliniy — kody skaiciui

P(8.5—1) = 8+4)! _ 12-11-10-9 _
814! 1-2-3-4

Jonuko kramtomosios gumos plyteliy rinkini vadiname kartotiniu
deriniu 1§ 5 (riiSiy arba tipy) po 8 (plyteles).

Kartotiniais deriniais is n tipy elementy po m elementy (ne N,
m € N) vadinami tokie m elementy, kuriy kiekvienas gali biiti bet kurio
i§ ty n tipy, rinkiniai, besiskiriantys bent vieno tipo elementy skaiciumi.
(Elementy tvarka nesvarbi.)

Pavyzdziui, deriniai i$ 3 tipy a, b ir c po 5

(a,a,a,b,b), (a,b,b,a,a), (a,b,a,b,a)
laikomi lygiais, nes juose yra trys a tipo elementai, du b tipo elementai, ¢
tipo elementy néra.

Derinys (a, a, b, b, ¢) nesutampa né su vienu i§ uzrasyty, nes jame

495.

yra du a tipo elementai, du b tipo elementai ir vienas c tipo elementas,
bet jis sutampa su deriniais
(a3 C’ b’ b’ a)’ (c’ b’ b’ a, a)’ (b’ b’ C’ a’ a) *

Kartotiniy deriniy i§ » tipy po m elementy skaicius, Zymimas gnm ,
apskaiciuojamas Sitaip:
cm :M:p(m, n—1).

m!(n—1)!

Sprendziant uzduotis, kai m ir n nedideli skaiciai, patogu naudotis
kodavimu, kaip parodyta pavyzdyje.

Isidémétina. Kartotinio derinio i$ n tipu po m elementy kodas yra m,
n—1 tipo kartotinis kélinys (m vienety ir n—1 nuliy). Taigi kartotiniy
deriniy i$ » tipy po m elementy skaicius yra lygus m, n—1 tipo kartotiniy
kéliniy skaiciui.
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5 pavyzdys. Kiek intervale (10; 1000) yra natiiraliyju skaiciu, kuriy
né vienas skaitmuo nelygus nuliui?

Sprendimas. Uzdavinio salyga tenkinantis skaiCius yra rinkinys
(kombinacija) ,,aja, arba bbyby“, kuriame ay, ay, by, by, by gali biti
bet kokie aibés {1, 2,3, 4,5, 6,7, 8,9} elementai.

Rinkinys (dvizenklis skaicius) aja, yra kartotinis gretinys i§ 9 po
2, todél ju skaiCius yra 292 =92 =81.

Rinkinys bbyb; (trizenklis skaiius) yra kartotinis gretinys i§ 9 po
3, todél ju skaicius yra 293 =93 =729.

Taigi intervale (10; 1000) yra 81+ 729 =810 skaiCiy su nelygiais

nuliui skaitmenimis.

6 pavyzdys. Kiek skirtingy ,,zodziu“ (sekuy) galima sudaryti
perdéliojant Zodzio ,,matematika“ raides?

Sprendimas. Kadangi Zodis ,,matematika“ sudarytas i§ 10-ies
raidziy: triju a, vienos e, vienos i, vienos k, dvieju m ir dvieju ¢ — Sesiy
tipy raidziy, tai jas keisdami vietomis gausime kartotini kélini tipo
(3, L, 1,1, 2, 2). Tokiy skirtingy kéliniy skaicius yra
B+1+1+1+2+2)! 10!

= =151200.
3111112121 312121

P(3,1,1,2,2)=

7 pavyzdys. Kiek neneigiamy sveikyjy sprendiniy (sprendiniy,

kuriy komponentés sveikieji neneigiami skaiciai) turi lygtis
X+ Xp+ X3+ x4 +X5+x5+x7 =57

Sprendimas.  Jei  neneigiamy sveikyjy skaiiy  rinkinys

(l1,07,15,14,15,1¢,17) yra lygties sprendinys, t.y.
h+bh+h+l4+l5+1g+17 =5,

uzkoduokime ji Sitaip: raSome /; vienety, po to nulj, po to /, vienety, po
to nulj ir t. t. nulj, po to /; vienetus. Gauname 5 vienety ir 6 nuliy seka.

Pavyzdziui,

sprendini (0, 3, 0, 1, 1, 0, 0) atitinka kodas (01110010100),

sprendinj (1,1,1,1,1,0,0) —kodas (10101010100) .

Gautos sekos yra (5, 7—1) tipo kartotiniai kéliniai.
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Mus dominanciy sprendiniy skaicius yra lygus tokiy kody skaiciui,
ty.

| |
(CALNN Y
5.60 516

Atsakymas. Lygtis turi 462 neneigiamus sveikuosius sprendinius.

P(5,6) =

3. Polinominé formulé

Kai ay ir a, bet kokie realieji skaiciai, m — nattiralusis skaicius,
m > 2, tai teisinga formulé

m

k k mk

(@ +a)" = Cpaiay ™,
k=0

vadinama Niutono binomo formule® .

Si formulé gali bati apibendrinta ir didesniam démeny skaiéiui.
Pavyzdziui, panagrinékime atveji, kai m =3, démeny skaicius — taip pat
3. Tuomet teisinga formulé (vadinama polinomine for-mule)

(ty+2P =Y Pk, ky, k) 61220
k120, k>0, k320
k1+k2+k3=3
¢ia sumuojama pagal tokius neneigiamus sveikuosius skaicius, kuriy
suma lygi 3.
Bendruoju atveju polinominé formulé tokia:

*) Uzrasydami §ia formule naudojame sumavimo Zenkla %, kuris gerokai
. . . 1 1 1 1 1 1
sutrumpina matematines formules. Pavyzdziui, sumg 1+—+—+—+—+—+—
2 3 4 5 6 17

7
. “ e 1 ey . .
galime rasyti taip Z—. Suma Zklkz reiskia, kad sumuojamos visos
k

k=1 k1<2,kp<2
kieN, kpeN

sandaugos kik,, kai ky ir k, igyja reikSmes 11ir 2, t.y.

D hiky =1-141-242:1+2:2=9.

k12, kp<2
kieN, kpeN
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(@ +ay +eta)" = Y Plhykysky)all a5? -k

n o
k120, ..., k,20
ky+ky+..+ky=m

¢ia m ir n natiiralieji skaiciai, n>22, m>2, 0 ay,a,,...,a, bet kurie
realieji skaiCiai.
Kai n =2, §i formulé tampa Niutono binomo formule:

m
m _ k. ky _ k k  m—k
(a1 +a))" = D Plhy ky)ay' -ay? =) Cp af -ay ™ .
k120, k=0 k=0
k1+k2=m

Is tikl'l}jl{, _]el kl 20, kz >0 ir kl +k2 =m, tai kz =m—k1.
Pazymej¢ ki =k, gauname

(k+(m=k)!_ ml
ki(m—-k)  Km-k)) ™
8 pavyzdys. UZzrasykime reiskinj
ty+2d= > Pl kg, k) XM yR22R

k120, kr >0, k320
kl +k2 +k3 =3

nenaudodami sumavimo Zenklo.

Sprendimas. Randame visas galimas ky, k,, k3 neneigiamas sveika-
sias reikSmes, su kuriomis k; +k, +k3 =3 . Akivaizdu, kad 0<k; <3,
i=1,2,3. Kadangi 3+0+0=3, tai perstatinédami vietomis démenis
gausime kombinacijas  (3,0,0); (0,3,0); (0,0,3). Kadangi
2+1+0 =3, tai perstatinédami démenis vietomis gausime kombinacijas

(2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (1,0,2), (0,1,2) ir (0,2,1).

Suma 1+1+1=3 duoda viena kombinacija (1,1,1).

P(ky,ky)=Plk,m—k) =

kL 13[ofo]2 2 1[1[o]o]1
b O[3 (o1 o201 |21
ks [o]o[3]o[1]o]2]2]1]1

Pastebéje, jog P(3,0,0) = P(0,3,0)=P(0,0,3)=1, apskaiciave
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P(2,1,0)=P(2,0,1)= P(1,2,0) = P(1,0,2) = P(0,1,2) =

!
_p0,2,1y= 02+ D4
oL2L1!
I+1+1)!
bei P(1,1,1)= % = 6, gauname (sugrupave)

(x+y+z)3 =

=x> er3 +27 +3(x2y+xy2 +x2z+xz2 +y22+y22)+6xyz.

SESTOJI UZDUOTIS

1. Septynis vienodai atrodancius bananus ir 5 skirtingo dydZzio apelsi-
nus reikia sudéti | du maiSelius taip, kad kiekviename maiselyje
biity po lygiai vaisiy ir ne maziau kaip po 2 apelsinus. Kiek yra
skirtingy supakavimo buduy, kai:

a) maiseliai vienodji;
b) maiseliai skiriasi?

2. Kiek yra intervale (100; 100000) naturaliyjy skaiciy, kurie nepakin-
ta skaitmenis uzraSius atvirks¢ia tvarka? (Pvz., 21512, arba 3223 ir

pan.)

3. Respublikai atstovaujanti krepSinio rinktiné sudaroma i§ dvieju
rinktiniy zaidéjy. Rinktinéje 4 — 11 Zaidéjy, rinktinéje B — 13 Zaidé-
ju. Respublikos rinktinei reikia parinkti 12 zaidéjy, tarp kuriy i$
komandos B galima paimti ne daugiau kaip 5 zaidéjus. Keliais skir-
tingais budais galima suformuoti respublikos krepSinio rinkting, jei
visi abiejy rinktiniy krepsininkai laikomi vienodo pajégumo?

4. Valstybés seimas nutaré sudaryti 5 zmoniy komisija vienam
korupcijos skandalui iStirti. Buvo nutarta sudaryti komisija
atsitiktinai parinkus viena i§ triju frakcijy ir i§ jos atsitiktinai
parenkant 5 komisijos narius: pirmininka, pavaduotoja, sekretoriy ir
du narius. Frakcijose yra atitinkamai 8, 10 ir 11 nariy. Keliais
skirtingais budais galima sudaryti komisijgq?
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10.

Loterijoje ,,6 i§ 60 ka nors laimi kortelé, kurioje i§ uzbraukty 6
skaiCiy bent 4 skai¢iai sutampa su tirazo SeSetuko skaiciais. Tokia
kortelé vadinama laiminga. Kiek i§ viso kortelés uzpildymo budy?
Keliais skirtingais biidais galima uzpildyti kortele, kad ji bitu
laiminga? Apskaic¢iuokite 107> tikslumu »laimingy“ Sesetuky skai-
¢iaus ir visy galimy loSimo tirazo SeSetuky skaiciaus santyki.

Kiek skirtingy 7-nariy seku galima sudaryti i§ raidziy a, b, ¢, jei
raidé a gali pasikartoti ne daugiau kaip 4 kartus, raidé b — ne
daugiau kaip 2 kartus, raidé ¢ — ne daugiau kaip 3 kartus.

Apskaiciuokite, kiek sveikyjy neneigiamy sprendiniy (sprendiniy su
neneigiamomis sveikosiomis komponentémis) turi nelygybé
X] +Xg+Xx3+x4 +x5 5.

Algis nutaré gimtadienio proga mamai padovanoti 5 nebitinai
skirtingus ranksSluoscius. Pakeliui i§ darbo i namus yra trys
parduotuvés, i§ kuriy vienoje yra 3 riisiy, kitoje — 6 rusiy, trecioje —
4 rasiy rankSluoséiy, Algio manymu, tinkamy dovanai. Kiek yra
skirtingy dovanos komplektavimo budy, jei Algis visus 5 ranks-
luoscius pirkty vienoje i$ ty parduotuviy?

Naudodamiesi polinomine formule apskaiCiuokite reiskinio
333 423 531

(x+y+z)9 koeficientus prie sandaugy x°y°z°, x y“z°, x"y°z .
Naudodamiesi  polinomine  formule  uZzrasykite reiskinio
(x+y+z+t)3 skleidini (kélimo laipsniu formul¢ be sumavimo

zenklo X). Gautos sumos démenis su vienodais koeficientais
sugrupuokite ir iSkelkite koeficientus prie$ skliaustus.

VG

A\

Q= )
N 2)
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7. TIKIMYBIU TEORIJOS PRADMENYS

Pranas Survila
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. IVYKIO TIKIMYBES RADIMAS ISREISKIANT J|
ELEMENTARIAISIAIS JVYKIAIS

1.1. Kiekvienas jvykis — tai tam tikro vyksmo (veiksmo, proceso),
vadinamo eksperimentu arba bandymu, pasekmé. Bandymo esminés
dalys: vyksmas (veiksmas), baigties registracija. Vyksmo baigtys
vadinamos elementariaisiais jvykiais. Visy galimy baig¢iy aibé paprastai
Zymima E ={e, e),...,e,}; €,e,..,e, — clementarieji (bandymo)
ivykiai, n — galimy baigciu skaiCius — elementariyju jvykiu skaicius.
Matematine kalba kiekvienas su eksperimentu (bandymu) susietas jvykis
yra aibés E poaibis. Tarp ju & — tus¢ia aibé — negalimas jvykis. Zodziais
jis gali buti reiSkiamas jvairiai. £ — biitinas ivykis; jo zodiné iSraiska irgi
nevienareikSme.

Ivykio A c E tikimybé

P(4) = P(¢y) + ...+ P(e; ) = Y Ple)
ecA

yra tq jvyki sudaranciy elementariyjy jvykiy tikimybiy suma.
Elementariyjy ivykiy tikimybes p; = P(e;), kurios tenkina salygas
0<p;<1,i=12,...,nir p;+ py +...+ p, =1 nustato eksperimentas.

Kai  eksperimento  baigtys yra vienodai galimos, tai

P(e))=P(ey)=...=P(e,)=— ir jvykio A tikimybé iSreiSkiama
n
paprasta formule
P4y ="4
n

Joje my — jwki A sudaranciy elementariyjy jvykiy (baigCiu)
skaicius.

Formulés paprastumas apgaulingas — ir gana paprasty eksperimenty
atvejais surasti skaiCius n ir my nelengva. Tai matyti i§ pateikiamy
pavyzdziy.
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1 pavyzdys. Simetriné moneta metama 6 kartus kiekviena karta
pazymint, kaip ji atvirto. [vykis 4 — ,herbas atvirto 3 Kkartus®.
Apskai¢iuokime P(A).

Sprendimas. Eksperimento baigtis (baigties kodas) — SeSiy raidziu
rinkinys

abcdef,

i$ kuriy kiekviena paimta i§ aibés {s, h} (s —skaiCius, 4 — herbas).
Tokiy rinkiniy skai¢iy #» randame pagal daugybos taisykle

n=2.2.2.2.2.2=2°-64.

Ivykis ,.herbas atvirs 3 kartus*, kai moneta metama 6 kartus, jvyks,
jei sekoje abcd e f bus trys raidés h. Raidé 4 gali biti jrasyta | bet
kuriy trijy raidziy i$ $eSiy vietas. Taigi tokiy seky yra tiek, kiek bus aibés
{a, b, c,d, e, f} poaibiy (deriniy) po 3 elementus, t.y. my = Cg . Todél

3
pp- G205
20 64 16

Ne visy eksperimenty baigtys yra vienodai galimos. Kartais baigciu
tikimybes galima apskaiciuoti iSreiskus tas baigtis klasikinio bandymo,
t. y. modifikuoto bandymo su vienodai galimomis baigtimis, baigtimis.
Kaip tai daroma, iliustruoja pavyzdys.

2 pavyzdys. Metamos 4 vienodos monetos. Registruojama, kuria
puse jos atvirto. Apskaic¢iuokime ivykio 4 — ,herbu atvirto ne maziau
monety negu skaic¢iumi*, tikimybe

Baigties kodas — dvieju skaiciy poros (k,4—-k) £k=0,1,2,3,4; Cia
k — monety atvirtusiy herbu, skaicius, 4—k — monety, atvirtusiy skai-
¢iumi, skaicius. Tuomet

E=1{00,4),(1,3),(2,2),(3,1),(4,0)}.

Norédami rasti baigCiy tikimybes, mintyse sunumeruokime
monetas. Sitaip monetas ,,paveréiame® skirtingomis, ir eksperimentas
(modifikuotas) tampa klasikiniu — su vienodai galimomis baigtimis. Jo
baigCiy kodai yra raidziy ketvertai (a b ¢ d), kuriy kiekviena gali igyti
reikSmes s, & . To eksperimento (mintinio) baig€iy aibé yra

E'={(abcd)/a,b,c,d e{s, h}};
Sitoks aibés zyméjimas, reiskia rinkiniy (a b ¢ d) aibe, kai kiekvienas
rinkinio elementas gali biiti bet kuris aibés{ s, # } elementas. Jos baigciu
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skaiius n = 2% =16.

Turésime:

1
0,4)=(s,s,s,s), P0,4)= T
L3)={(hsss),(shss),(sshs),(sssh)}, P(1,3)=%;

2,2)={(sshh),(shsh),hssh),hshs),(hhss),(shhs)},

6

PR, 4) =12
G, )= {(hhhs),(hhsh),(hshh), (shhh, P(3,1)=%;
(4,0) = {(h h h h)},. P(4,0) =%.
Kadangi 4 ={(2,2),(3,1), (4,0)} , tai

6 4 1 11

P(A)=P(2,2)+ P(3,1)+ P(4,0) T + T + TR

Kai modifikuoto (mintinio) eksperimento baigéiy skaiCius didelis,
uzrasyti eksperimento baigéiy iSraiSkas modifikuoto eksperimento
baigtimis néra jmanoma. Tenka naudotis klasikine tikimybés formule, o
mintinio eksperimento baigc¢iy skaiCiu ir eksperimento baigciai palankiy
mintinio eksperimento baigciy skaiciy surasti pasitelkiant kombinatorika.

Kombinatorika tenka naudotis ir tais atvejais, kai eksperimento
baigtys vienodai galimos, taciau ju skaicius didelis. Tai iliustruoja toks
pavyzdys.

3 pavyzdys. Eksperimentas — loto ,,5 i§ 40 tirazas. Ivykis 4 —
»isigytos kortelés 3 uzbraukti skaiCiai sutapo su tirazo penketuko
skaiCiais*. Apskaiciuokime tikimybeg P(4).

Sprendimas. Tarkime, kad tirazas vykdomas be apgaulés —
kiekvienas penketas skaic¢iy i$ 40 skaiciy yra vienodai galimi. Penkety
skaicius — deriniy i$ 40 po 5 elementus skaicius yra

. Czo _ 40-39-38-37-36 _ 658008,
1-2-3-4.5

Ivykis 4 — ,3 uZbraukti skaiiai sutapo su tirazo penketuko
skaiCiais* — ,,3 skaiCiai parinkti i§ tirazo penkiy skai¢iy ir du skaiciai
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parinkti i$ { tiraza nepatekusiy 35 skaiciu®. Pagal daugybos taisykle
35-34
my=C3-Cis =10 =5950.
Taigi
P(A) = 5950 ~ 0,009
658008

Pastaba-klausimas. Ar verta pirkti tokios loterijos bilieta, jei

tikimybé laiméti (maziausia priza) tokia maza?

2. IVYKIU ALGEBRA IR JOS TAIKYMAS
SKAICIUOJANT IVYKIU TIKIMYBES

Tikimybiy teorijoje iSvedamos ivairios formulés, pagal kurias
galima apskaiCiuoti sudétiniy jvykiy tikimybes. Ivykiai, iSreiSkiami
kitais, panaudojant jvykiy (aibiy) veiksmus, vadinami sudétiniais. Jums
teks naudotis formulémis:

P(A U4y U...UA,) =P(4)+P(A)+ ...+ P(4;),

Cla 4; ﬂAj =, kai i# j; ivykiai 4y, 45, ..., Ay vadinami poromis
nesutaikomais.

Jei P(A)#0 ir P(B)#0, tai
P(ANB)=P(A)-P(B/A) = P(B)-P(A/B) — jvykiy sankirtos tikimy-
bés formulés. Joje P(B/A) — ivykio B salyginé tikimyb¢, kai 4 ivyko,
P(A/B) — ivykio A salyginé tikimybé, kai B jvyko. IS ju gauname
formules
P(B) P(A/B) . P(A/B) = P(A) P(B/ A) ,

P(4) P(B)
vadinamas Bajeso formulémis arba hipoteziy tikrinimo formulémis.
Triju ivykiu 4, B, C, kai A#J ir A\ B #J, sankirtos tikimybe
galima apskaiciuoti pagal formulg
P(ANBNC)=P(A)-P(B/A)-P(C/ANB).
Jei E=HUH,U..UH} ir H,-ﬂHj =, kai i # j, tai
P(A)=P(H)P(A/H)+ P(H,)P(A/Hy)+ ...+ P(H,)P(A/ H},).
Pastaroji formulé vadinama pilnosios tikimybés formule.

P(B/A) =

68



TIKIMYBIU TEORIJOS PRADMENYS

4 pavyzdys (pailiustruojantis jvykiy sankirtos tikimybés formulés
taikyma). Dézutéje yra 3 raudoni, 3 balti ir 2 juodi pieStukai. IS jos
vienas po kito iSimama po viena pieStuka. Raskite jvykio 4 — ,;juodas
piestukas bus iSimtas pirmiau negu baltas* tikimybe.

Sprendimas. Kad suprastume, kaip randama mus dominancio jvykio
tikimybé, turime gerai suvokti, i§ ko jis sudarytas. Juodasis piestukas bus
iSimtas pirmiau negu baltas, kai: ,,pirmasis iSimtas piestukas bus juodas*
arba ,pirmasis i§imtas pieStukas bus raudonas, o antrasis juodas“ arba
»pirmas iSimtas pieStukas raudonas ir antrasis raudonas, o treCiasis
juodas® arba ,pirmasis raudonas, ir antrasis raudonas ir treciasis
raudonas, o ketvirtas juodas®. Pasitelke simbolika gausime Sitokia jvykio
iSraiska:

A=t Uln it UlnnistUlnnrjat -

Cia {rjo} ={n}tN {2}, {nrjst ={nt Nt N{js} ir pan.

Kadangi démenys yra nesutaikomi jvykiai, tai

P(A) = P} + PAnjat + P{inn gzt + PAnnrjat -
2 1

Akivaizdu, P{j}=—=—.

it T2

Ivykio {nj,} tikimybg apskai¢iuojame naudodami jvykiy sankirtos
tikimybés formulg, nes {r/,} = {r} N {j,}. Todél

32 3 . .

P{njr} =P{nt-P{jr/n} = 37 = YR nes iStraukus raudona, licka

7 piestukai, tarp kuriy 2 juodi. Toliau
Pinrj3} = Pinn} Plj3/nn} .

Kadangi P{j3/nr} =%=% (nes iStraukus 2 raudonus lieka 6
piestukai, tarp kuriy 2 juodi), o
32 3
P{nr}=P{n}-P{irn /In}=—-—=—tai
{nn} = Pin}-Pin /In} 2 7 2%

31
Pnrnj3t=— —
ULNEY 83 23
Analogiskai skai¢iuodami, turésime

Pinryrsjat = Pinrrs} Pl I nnr}=
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321
=P{nP{r, /n} P{rs/nr}- P{j4/r1r2r3}——-7-_._:_‘

Galutinai gauname

1 1 1 1 1 2
4 28 28 140 140 140 5

5 pavyzdys (pilnosios tikimybés formulés ir Bajeso formulés
taikymo iliustravimas). Yra dvi vienodos dézutés, kuriose sudéti vienodo
svorio rutuliai. Vienoje i§ ju yra 3 balti ir 4 juodi rutuliukai, o kitoje — 5
balti ir 5 juodi. Zmogus atsitiktinai renkasi sunkesne dézute su tikimybe

3 . . e e ) . .
—. Jis atsitiktinai pasirinko dézute ir i jos iStrauké rutulj, kuris buvo

juodas — jvykis 4. Apskaiciuokime salygines tikimybes (hipoteziy
tikimybes) ivykin: H; — ,,zmogus pasirinko pirmaja dézutg”, H, —
»Zmogus pasirinko antraja dézute.*

Sprendimas. ,,Besalyginés® tikimybés

2 3
P(H)) ==, P(Hy) ==
(H)) 5 (H3) s
Salyginés tikimybés
P(A/Hl)— P(A/Hz)—

Pagal Bajeso formulg

2 4
P(H, | 4) = P(H)P(A/Hy) _ 5 7 ’
P(4) P(4)
31
P(H,/ A) = P(Hy)P(AIHy) _ 5 2
P(A) P(A)

Pagal pilnosios tikimybés formulg randame P(A4):

2 4 31 37
P(A)= P(H)P(A/H\)+ P(H)P(A/Hy))=— - —+—+—=—.
(A) = P(Hy)P( 1)+ P(Hy)P( 2)575270
8 3
35 16 10 21
Todél P(H,/ A4 ——=—, P(Hy/A)=—=—.
(H/A4) 37 37 (Hy/ A) 3737
70 70
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3. ATSITIKTINIO DYDZIO SKIRSTINYS,
MATEMATINE VILTIS, DISPERSIJA

Panagrinékime, kaip paprasciausiais atvejais randamas atsitiktinio
dydzio skirstinys, atsitiktinio dydzio matematiné viltis ir dispersija.

6 pavyzdys. Mokinys laiko lietuviy kalbos ir matematikos
egzaminus. Jo galimy pazymiy tikimybés yra Sitokios

Pazymys

P Lietuviy kalba

(tikimybés) | Matematika

W= |a|—~|0©
W= || =0

Pazymékime raide X mokinio gauty pazymiy suma. Kokios
pazymiy sumos galimos reikSmés ir kokios $iy reik§miy tikimybés?

Sprendimas. Tegu T; ir T, — lietuviy kalbos ir matematikos
pazymiai. Turime X =7 +7,,.

Taigi galimos X reikSmés yra: 16, 17, 18, 19, 20. Apskai¢iuojame
tikimybes (ivykiu):

P(X =16), P(X =17), P(X =18), P(X =19), P(X =20),
targ, jog vieno egzamino pazymys nepriklauso nuo kito egzamino
rezultato. Ivykis {X =16}={T; =8 ir (T, =8}. Kadangi
{X =16} ={T; =8} N {T,, =8}, tai

P(X =16) = P(T; =8)- P(T,, =8) = % =

A=

Toliau
X =17} =T =9 N 1, =8H)U{T; =8 N {T,, =9}),
todél
P(X =17) = P(T} = 9)- P(T,, =8) + P(I} =8)- P(I} =9) =
11 11 1 1 1
—— et —=—t—=—
43 43 12 12 6
Kadangi X =18 =7 =10} N {7, =8HUT; =9 N
N AT, =9 UL =8} N {T,, =10}), todél
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P(X =18) =P(T; =10)- P(T,, =8)+ P(I; =9)- P(T,,, =9) +
11 11 1
. + .

11
+ P(T; =8)- P(T,, =10) = 5 3+4 Y1373
Analogiskai
(X =19y = ({Ty =10} N {T,, =9 U({T; =9} N {T;, = 10}).
Tuomet
P(X =19)=;

P(X =20) = P(T; =10)- P(T,, =10) = -3 =

Atsakyma galime pateikti lentele

X reikSmés | x; 16 17 18 19 | 20

Tikimybes | p | L | L | L L1
216|346

Sia lentele apibrézta funkcija vadinama atsitiktinio dydzio X

tikimybiy skirstiniu. Cia x; — atsitiktinio dydZio reikSmés — skaiCiai; P, —
ivwkiy {X = x;} tikimybés — neneigiami skaiiai, kuriy suma lygi

vienetui. Siame uzdavinyje:

d

1

1 1 1
12 6 3 4
Randame matemating viltj:
EX = x1py + Xppp + X3P3 + X4pg + X5ps5 =

1 1 73

=16~i+17'l+18«l+19«—+20~—=—.
12 6 3 4 6 4

+—=1.

1
6

Apskaiciuojame dispersija:
2 2 2
DX = (X; —EX)" p; + (X3 —EX)" pp + (X3 -EX)" p3 +

2 2
+ (X4 —EX)? py + (X5 —EX)? ps = (_2] L*‘(—EJ Ly

4) 12\ 4) 6
1V 1 (31 (711 65
_ ] == == ===
4) 37\4) 47\ 4) 6 a8
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SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Petriuko spalvoty pieStukuy dézutéje yra 5 pieStukai: zalias, rau-
donas, geltonas, oranzinis, mélynas. Jonuko dézutéje — 4 piesStukai:
zalias, raudonas, geltonas, mélynas. Kiekvienas i§ berniuky atsi-
tiktinai paima po vieng pieStuka ir deda ant stalo. Pasirinke tinkama
kodavima sudarykite bandymo baigliy — elementariyju ivykiu —
aibg. Pazymeékime jvykius:

A — ,,abu berniukai iStrauké vienody spalvy piestukus®;

B — ,,né vienas berniukas neiStrauké raudono piestuko*;

C — ,,bent vienas iStrauktas piestukas geltonas®.

ISreiske Siuos ivykius elementariaisiais jvykiais, apskaiCiuokite ju
tikimybes.

2. Dézéje 4 juodi, 2 zali ir 2 balti vienodo dydzio rutuliai. Atsitiktinai

iStraukiami du rutuliai ir uzraSomos ju spalvos.

1. Sudarykite elementariyju jvykiy aibg.

2. Pakeitg (modifikaveg) bandyma klasikiniu, apskaiciuokite
elementariyjy ivykiy tikimybes.

3. lvykius:
A — ,istraukti skirtingy spalvy rutuliai®;
B — , neistrauktas juodas rutulys®;
C — ,,bent vienas rutulys baltas*,
iSreiSke elementariaisiais (nemodifikuoto bandymo) jvykiais,
apskaiciuokite jy tikimybes.

3. LoSimo kauliukas métomas tol, kol jis atvirto daliu i§ 3 skaic¢iumi
arba kol 5 kartus i§ eilés atvirsta nedaliu i§ triju skaiiumi.
Sudarykite elementariyjy ivykiy aibe. Raskite elementariyjy ivykiu
tikimybes. Apskaiciuokite jvykiu:

A — ,,prireiks maziau negu keturiy metimy*,

B — ,eksperimentas baigsis atvirtus daliam i§ 3 skai¢iui“ ir
C — ,prireiks mesti kauliuka nelygini skaiCiy kartu®,
tikimybes

4. Matuojant dydj (pavyzdziui sveriant, matuojant ilgi, plota ir pan.)
neneigiamos paklaidos tikimybé lygi 0,6. Atliekami 5 nepriklau-
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somi to dydzio matavimai. Apskaiciuokite jvykio ,,neneigiamy
paklaidy skaicius mazesnis uz neigiamy paklaidy skai¢iy* tikimybe.

5. Kontrolini darba sudaro 6 uzdaviniai — 3 algebros ir 3 geometrijos.
Tikimybé, kad mokinys iSspres algebros uzdavini, lygi 0,8, geo-
metrijos uzdavini — lygi 0,6. Raskite jvykio: ,,mokinys iSsprgs tik
4 uzdavinius“ tikimybe. (Laiko uztenka; mokinys bando spresti
visus uzdavinius; vieno ar keliy uzdaviniy iSsprendimas ar neis-
sprendimas nedaro jtakos kity uzdaviniy i$sprendimo ar neiSspren-
dimo tikimybei.) Atsakyma pateikite trijy Zenkly po kablelio
tikslumu.

6. Dézéje 4 balti ir 5 juodi rutuliai. Du draugai (Jonas ir Simas)
paeiliui traukia i§ dézés po viena rutuli negrazindami atgal. Laimi
tas, kas pirmasis iStraukia juoda rutuli. Pirmasis pradeda Jonas.
Apskaiciuokite ivykiy ,,]Jaimi Jonas® ir ,,Jaimi Simas* tikimybes.

7. lvykiai A4, 4y, A3 A4 tenkina salygas: 4 #J, 4 N4, #O,
AN A N Ay #D. Uzradykite ir jrodykite formule sankirtos
4 N Ay N 43N Ay tikimybei apskaiciuoti.

8. Draudimo kompanija skirsto vairuotojus { tris klases: H; — atsargus
vairuotojai, H, — retai rizikuojantys vairuotojai, H5 — daznai rizi-
kuojantys (nutriiktgalviai) vairuotojai. Zinoma, jog klasei H; pri-
klauso 50 %, klasei H, — 30 %, klasei H3 —20 % visy vairuotojy.
Per metus patenka bent | viena avarija klasés H; vairuotojas su
tikimybe lygia 0,01, klasés H, vairuotojas — su tikimybe 0,03, kla-
sés H3 vairuotojas — su tikimybe 0,10.

Henrikas (apsidraudgs automobili) per metus pateko i auto-
avarija. Apskaiciuokite tikimybes, jog jis priklauso klasei Hj,
klasei H,, klasei H5. Atsakymus pateikite trijy Zenkly po kablelio
tikslumu.
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9. Atsitiktinio dydzio X tikimybiy skirstinys yra:

Xk X1 X2 X3 X4 X5

Pr | Pr | P2 | P3| P4 | Ps

Atsitiktinio dydzio Y tikimybiy skirstinys toks:

Yk | N Yo | V3 | V4 | Vs
dk | 9 92 | 93 | 94 | 45

Irodykite, kad E(X +Y)=EX +EY .

10. Metamas standartinis loSimo kauliukas ir lo§imo kauliukas, kurio
Sonai pazymeéti skaiciais -3, -2,—1, 1, 2, 3. Atsitiktinis dydis X —
atvirtusiy ant abiejuy kauliuky skai¢iy suma. Raskite atsitiktinio dy-
dzio X tikimybiy skirstini. Nubraizykite jo grafika. Apskai¢iuokite
EX ir DX .

VG

(@ ,(//
SO

@‘; s
&
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8. KOMPLEKSINIAI SKAICIAI

Algirdas Nagelé
(Vilniaus universitetas)

1. KOMPLEKSINIAI SKAICIAI IR VEIKSMAI SU JAIS

Matematikoje jau seniai kilo biitinybé praplésti realiyjy skaiCiy aibe,
kad joje tilpty visy algebriniy lyg€iy Saknys. Jei su realiaisiais skaiciais
atlickame sudéties, atimties, daugybos ar dalybos i§ nelygaus nuliui
skaiciaus veiksmus, tai gauname taip pat realiuosius skaiCius. Taciau

zinome, kad kvadratiné lygtis ax? +bx+c=0 ,az01r a,b,ceR, kai

diskriminantas D = b2 —4ac < 0, realiyjy skaiciy aibéje sprendiniy
neturi.
Pavyzdziui, paprasciausios kvadratinés lygtys:
x241=0, x2 +x+1=0, x> —2x+5=0
realiyjy skai¢iy aibéje neiSsprendziamos. Spresdami Sias lygtis susidu-
riame su kvadratinémis Saknimis i§ neigiamuyjy skaiciy, biitent:
— 1,1 — —
x1,2 == —1, Xl’z Z—Eig -3 , x1,2 =1++-4.
Matematingje literatiroje jau nuo 16 a. vartojamas skaiCius +v—1.
Véliau pranciizy matematikas R. Dekartas (1596-1650) pasitlé skaiciy

V=1 vadinti menamuoju vienetu, o L. Oileris (1707-1783) $§i skaiciy
pradéjo zZyméti pranciiziSkojo zodzio imaginare (menamas, isivaizduo-
jamas) pirmaja raide: i = J-1.

F. Gausas (1777-1855) pirmasis pasitlé dvinarius x+iy, x, y €R,
vadinti kompleksiniais skaiciais. Cia simbolis i vartojamas vienam
realiajam skaiciui atskirti nuo kito, o Zenklas + nereiskia sumavimo — juo
du realieji skaiciai sujungiami { viena reiskinj.

Kompleksinius skaicius galima apibrézti ir kitaip. Sakykime, kad x
ir y — realieji skai¢iai. Tokiy skai¢iy pora (x; y) vadinama sutvarkytqja,
jei x laikomas pirmuoju, o y — antruoju poros skai¢iumi.

Sutvarkyty poru (x; y) aibé, kurioje apibrézti sudéties ir daugybos
veiksmai, vadinama kompleksiniy skaiciy aibe. Sios aibés elementai —
poros (x; y) — vadinami kompleksiniais skaiciais.

Kompleksiniy skaiciy aibg zymésime C, o Sios aibés elementus
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z=x+iy atba z=(x;y), zeC.
Toliau naudosime pirmaji kompleksinio skai¢iaus Zyméjima, t.y.
z=x+iy, x,y€R. (1)

Si i$raigka vadinama kompleksinio skaiGiaus algebrine forma.

Kiekvienas realusis skai¢ius x yra kartu ir kompleksinis skaicius
z=x+i0=x, todél realiyju skaiiy aibé R yra aibés C poaibis, t.y.
Rc C. Skaiciai z =0+1iy =iy — vadinami menamaisiais.

Realyji skai¢iu x vadinsime kompleksinio skaifiaus z=x+iy
realigja dalimi, o skaiciy y — to skaiiaus menamgja dalimi ir zymésime
x=Rez, y=Imz (tai lotynisky zodziy realis ir imaginarius pirmosios
raidés). Pavyzdziui, kompleksiniy skai¢iu z=4-3i, z=0-2i,
z=5+1i0 atitinkamai realiosios ir menamosios dalys yra: Rez =4, 0 ir
5,0 Imz=-3,-21ir0.

Kadangi realiyjy skaic¢iy aibé R yra naujosios skaiCiy aibés C
poaibis, tai joje lygybés savoka, sudéties bei daugybos veiksmai
apibréziami taip, kad nepriestarauty realiyju skai¢iy sudéties ir daugybos
veiksmams:

1) du kompleksiniai skaiCiai z; =x;+iy| ir z, =x,+iy, vadinami
lygiais, jeigu

X1 =Xp ir =Y, (2)
2) skaiiy z; =xy+iy| ir zp =x,+iy, suma yra skaicius
z1+zp =( +xp) +i( +32); 3)

3) skaiCiy z; =x1+iyq ir z, =x,+iy, sandauga yra skaiius
z1 -2y =(nxp = yy) Hilxyy +x291) . (4
IS (4) formulés, paéme joje x; =xp, =0, y; =y, =1, gausime
sarysi
ii=it=-1. (5)
Atkreipkime démesi, kad (4) formulés {siminti nereikia. Ja gauname
formaliai daugindami dvinari xj +iy; i§ dvinario x, +iy, ir pakeitg
i?=-1.
1 pavyzdys. Raskime kompleksiniy skai¢iy z; =2+3i ir
zo =—1-6i suma ir sandauga.
Sprendimas. Pagal (3) formulg
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z1+2p =(24+31)+(-1-6i))=2-1+i(3-6)=1-3i.

Siy skai¢iy sandauga gausime formaliai sudauging dvinarius 2 +3i ,
—1-6i ir pasirémg (5) formule:

z1 -2 =2+3i)(-1-6i)=-2-12i - 3i - 18i% =16 —15i.

Kompleksiniai skai€iai x +iy ir x —iy , kurie vienas nuo kito skiria-
si tik menamosios dalies Zenklu, vadinami jungtiniais kompleksiniais
skaiciais. Skai¢iaus z = x + iy jungtinis Zymimas z = x—iy.

Lengvai randame, kad z+Zz=2x yra realusis skaifius, o

L y2 — realusis neneigiamas skaicius.

z:Z=X
Dvieju kompleksiniy skaiCiy zy =xq+iy ir zo =x,+iy, skirtumas
yra toks kompleksinis skai¢ius z = x+iy, kad z, +z=z;. I8 ¢ia
zy —z1 =(x —x)+i(y2 = y1)- (6)
Dvieju kompleksiniy skaiCiy zy =xq+iy; ir z, =x,+iy, (z5 #0)
dalmeniu vadinamas kompleksinis skai¢ius z=x+iy, su kuriuo
zy1-z=1zp.I8 ¢ia

_n2 _XX2tnrye X1y mXa) %
2,2 2,.2

z

1 x; + g X; + Yy

2 pavyzdys. Raskime  kompleksiniy  skai¢iy  z; =3-2i ir
z, =8+3i skirtuma z, —z; bei dalmenj LER
2]
Sprendimas. Pagal (6) formulg
zyp —z1 =(843i)—-(3-2i)=5+5i=5(1+i),
o pagal (7) formulg —
zy 843 3-84(-2)-3 iy 3-3-8(-2)
_—= = A =
zi 3-2 321(22)%  324(-2)°
24-6 .9+16 18 25
=——+i =—+4+—1
5 13 13 13 13
Si rezultata galima gauti nesinaudojant (7) formule, o trupmenos
8+3i

Y skaitiklj ir vardikli padauginus i§ vardiklio jungtinio komplek-
—2i

sinio skaiCiaus 3+ 2i :
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8+3i _ (8+3)(3+20) _24+9i+16i-6 _18 25
3-2i  (3-2i)(3+2i) 9+4 13 13

2. KOMPLEKSINIU SKAICIU GEOMETRINIS VAIZDAVIMAS.
MODULIS IR ARGUMENTAS

Zinome, kad tarp realiyjy skaiiy ir tiesés tasky aibiy galioja abi-
pusé vienareikSmé atitiktis. Kadangi kompleksinis skai¢ius z = x+iy
apibréziamas imant du realivosius skaiCius x ir y, tai ta skaiciy patogu
vaizduoti plokStumos tasku arba vektoriumi su koordinatémis x ir y.
Kiekvienam plokstumos taskui (1 pav.) (x; y) priskiriamas kompleksinis
skaiCius z = x+iy. Taigi tarp kompleksiniy skaiciy ir plokStumos tasky
yra abipus vienareik§mé atitiktis. Visi skaifiai z = x+i0 vaizduojami

abscisiy aSies, vadinamos realigja, o skaiCiai Imz 4 y

z=0+iy — ordinadiy arba menamosios aSies z=x+iy=(x,)

taskais (1 pav.). /}i L ir =z
Apibrézimas. Bet kurio plokStumos v ) @ol=argz

taSko (x;y) atstumas iki koordinaciy — X Rez

pradzios (arba vektoriaus (x;y) ilgis) . S

vadinamas kompleksinio skaiCiaus moduliu Arg;—

ir Zymimas |z |=r: 1 pav.

r=|z|=|x+iy|=ﬂxz+y2 . (8)

Realiojo skaifiaus z=x+i0 modulis sutampa su jo absoliutiniu

didumu:

|z|5| x +i0[=Vx? =

x|.

Jungtiniy skai¢iy z=x+iy ir z=x—iy moduliai yra lygis, t.y.

lzIH Z].

Apibrézimas. Orientuotas kampas ¢, kuri sudaro vektorius z

(z#0) su teigiama realiaja pusaSe (démens 2km, keZ, tikslumu),

vadinamas skaiCiaus z = x +iy argumentu ir Zymimas Argz .

SkaiCiaus z =0 argumentas neapibréztas, o jo modulis lygus nuliui.
Intervalui (—m; ] (arba intervalui [0;2n)) priklausanti kampo ¢

reik§mé vadinama pagrindine argumento reikSme ir Zymima @g =argz .
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Tada
Argz =argz+2nk arba o=@ +2nk, ke Z. 9)
Priklausomai nuo tasko (vektoriaus) z = (x; y) padéties koordinaciy
sistemoje, skaiCiaus z=x+iy pagrindiné argumento reikSmé apskai-
¢iuojama taip:

arctgl, kai x>0 (Iir IV ketv.),
X

Qo =argz = arctglJrn, kai x <0, y >0 (Il ketv.), (10)
x

arctgZ -7, kai x <0, y <0 (Il ketv.).
X

Jei z =(x; y) yrarealiosios arba menamosios asies taskas, tai

0, kaix>0,y=0;

E, kaix=0, y>0;
P =argz = 2 (11)
—g,kaix=0,y<0;

m, kaix<0,y=0.

Jungtiniy kompleksiniy skaifiy pagrindiné argumento reikSmé
skiriasi tik Zenklu

argz=—argz.

3 pavyzdys. Apskai¢iuokime z modulj ir pagrinding argumento
reikSme, kai

1) z=3-3i; 2) z=—4i.

Sprendimas. 1. SkaiCiaus z=3-3i moduli r apskaiCiuojame
naudodamiesi (8) formule:

r=3-3i=/9+9 =32

Kadangi skaicius z =3—-3i yra ketvirtajame ketvirtyje (2 pav.), tai

i§ (10) formulés iSplaukia, kad

-3 -
Po =argz =afCth=—arctg1=—Z,

Ats.: I”=|Z|=3\/E; (Oh :argzz_g.
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Siuo atveju visos galimos skaiciaus z argumento reikSmeés yra

(p=Argz=—§+2Tck,keZ.

2. |z|H4i|l=4|i|=4.
Is (11) iSplaukia, kad

(O3 =argz=arg(—4i)=—g,nes x=0, y=—4<0
(zr. 3 pav.).

3. KELIMAS LAIPSNIU IR SAKNIES TRAUKIMAS

Dydziai » ir ¢ visiSkai nusako vektoriaus Ay

4)
OM padéti plokstumoje. Kadangi skaiciai x ir y yE M(x, y)
yra vektoriaus projekcijos koordinatinése asSyse

y - o
(4 pav.), tai 5 T >
X =rcoseo,
y =rsin Q.
Taigi kompleksinj skai¢iy z=x+iy galima 4 pav.
uzraSyti Sitaip:
z=r(cosp+isinQ); (12)

¢ia r yra z modulis, o ¢ — bet kuris (gali biiti ir @) jo argumentas. Sis
kompleksinio skaiciaus uzraSas yra vadinamas jo trigonometrine forma.
Daugeliu atvejy trigonometriné kompleksinio skaic¢iaus forma yra
patogesné uz algebring.

Pasinaudodami (12) formule lengvai randame, kad
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z1+z9 =1 (cos@ +isin @) -7, (CosQy +isin@,) = (13)

=1 -2 (cos(Qy + @) +isin(@) +¢3)).

Vadinasi, dauginant du kompleksinius skaicius, ju modulius reikia
sudauginti, o argumentus sudéti.

Ieskodami dalmens, skaitikl] ir vardikli dauginame i§ vardiklio
jungtinio skaiCiaus ir atlik¢ veiksmus gauname:

Z1 n ..
——=—(cos(oy ~@2) +isin(g; ~¢)). (14)
Z n

Taigi dalijant du kompleksinius skai¢ius, ju modulius reikia
padalyti, o argumentus atimti.

Lygiy kompleksiniy skai¢iy z; =z, =...=z, =z sandauga, suda-
ryta i§ n dauginamyjy, vadiname n-uoju z laipsniu ir Zymime z”".
Pritaikg¢ (13) formulg, kai yra »n dauginamuyjy, gausime vadinamaja
Muavro formule

z" =r" (cosne +isinng). (15)
4 pavyzdys. UZra§ykime skaiCius z; =—1-i3 ir zy =1-1i

. . . iy . .
trigonometrine forma ir apskaic¢iuvokime zj -z, ir —.
%)
Sprendimas. Randame skai¢iy modulius:

n =z H 1= =y (D)2 +(=3)% =4 =2;
ry =2y [H1-if=y1+(-1)* =+2.

Skaicius z| = ~1-i3 yra treiajame ketvirtyje, todél (pagal (10)

-3 2
formulg) ¢ =argz; = arctg@—n = arctg\/g—ﬂ: =L n=-E

(-1 3 3
Analogiskai

=D m
Py =argzy = arcth =—arctgl = e

nes skaiCius z, yra ketvirtajame ketvirtyje. Tada skaiiai z; ir z,
trigonometrine forma uzrasomi taip:
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zy=—1-if3 = 2{005(—%} +isin(— %RD ,
zy=1-i= ﬁ(cos{—%} +isin(—%D .

Siy skai¢iuy sandauga ir dalmenj skai¢iuojame pagal (13) ir (14)
formules:

Z1+2y = 2-ﬁ(cos{—z—;—g}tisin(—%—gn =

11
=2 \/_(cos—z—zsm ch

12

z] 2 (ZTC nj_.(Zn nj
—=—|cos| ——+— |+isin| ——+— | |=
zZ, A2 3 4 3 4
=/2| cos _sm +isin _om =2 coss—n—lsms—n
12 12 12 12
5 pavyzdys. UZzrasykime trigonometrine forma kompleksinj skaiciy

[1—1“5](\/5“')

2 2
zZ =
i—1
- 1
Sprendimas. SkaiCiaus z; = 5—£ modulis |z |=1, o argu-
mentas
N
@ =arctg = —arctg\/_ = —g (ketvirtas ketvirtis);

2

skaiciaus z, = 3 +i modulis |z, |=2, 0 argumentas
Py = arctg% = arctg? = % (pirmas ketvirtis);
3

skaiiaus z3 = —1+i modulis | z3 |= V2 , 0 argumentas
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1 yis 3n .
(@3 =arctg——+n=——+n=— (antras ketvirtis).
=D 4 4

Todé1|z|:M:£:\/§’
lz3] 2
n n 3n_ 11

agz=Q +@Qy) Q3 =——+———=——1
g P1+P2 =03 376 a4 D

o skai¢iaus z trigonometring¢ iSraiska yra

11 11 11 11
=+/2|cos| ——— |+isin| ——— | [=+/2| cOS— —isin— |.
) I( [ 12] ( 12D f( 12 12]

6 pavyzdys. Apskaiciuokime i”, neN.

b

Sprendimas. 1 biidas. Kadangi il =i, 1-i=i, (-1)-i=—i, i? =-1,
tai
i’ =i%i=(-i=—i,
it =i?i? = (-1 =1,
P =iti=1i=i,
i®=i*.i? =1(-1)=-1,
i7 =l'4 ,l'3 :1.(_1')2_1"
S =ittt =1.1=1.
Matome, kad skaiCiuojant vis aukStesnius i laipsnius periodiskai
kartojasi tos pacios reikSmes: i; —1; —i, 1. Taigi
1, kai n =4k,
|6, kal n=4k+1,
i’ = _ (16)
-1, kai n=4k+2,
—i, kai n=4k+3; keN.
2 budas. Skaiciy i uzrasome trigonometrine forma:

i=cos%+ising. Tada i" =cos%+isin%; n € N. Pagal formulg

. T .. T .
i=cos—+isin—=i,

i? =cosm+isinmt=-1,
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3 3n .. 3m .
=cos—+isin—=—i,
2 2

i
i* =cos2n+isin2n=1 irt.t.

7 pavyzdys. Apskai¢iuokime (—1+ i)lz.

Sprendimas. 1 biidas. Skai¢iy z =-14i uzraSome trigonometrine

forma: |z |=+/(-1)2 +1% =42,
1

(pg =argz=arctg——+mn=—

T n= 3n (antras ketvirtis),
D 4 4

—1+i=A2 (cos % +isin %Tn] . Taikydami (15) formulg gauname:

12
(-1+ i)12 =(ﬁ(cos%n+ isin%n = 26(cos9n +isin9n)=

= 26(c0sn +isinm)= 28 . (-1)=—64.

Dabar apibrésime n-ojo laipsnio Sakni i§ kompleksinio skaiiaus z.
Tai kompleksinis skaiius w= Yz , kuri pakélus n-uoju laipsniu
gaunamas skaicius z, t.y. w" =z.

Tarkime, z = r(cos@ +isin@), ir ieSkokime tokio

w=p(cosa+isina), (17)

kad galioty lygybé

(p(cosa+isina))” =r(cos g +isin@g)
arba

p" (cos no.+isin na) = r(cos oo +isin @ ).

Si lygybeé teisinga, kai

{ pn _— p= %7

arba " @ + 2k (18)

no=@y+2kn,keZ keZ,

n
Cia p yra aritmetiné (teigiamoji) Saknies reikSme, o @y =argz . [rasg {
(17) formulg p ir o reikSmes, turime
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w= (Z/r(coscpo +isingg) =

+2k
=% r(cos(po—Jr
n

arba

+2k
T isinM

+2k +2k
®o n+isin ®o T

(19)

J

n

(19a)

Wi = Q/;[cos
n

k=0,1,..,(n-1).

b

J

n

Imdami £=0,1,...,(n—1), gausime n skirtingy Saknies reikSmiy
(jei r#0), nes kiekvienu atveju trigonometriniu funkcijy argumentai
skirtingi. Kai &k =n, gausime tokia pat Saknies reikSme kaip ir atveju

k=0 (reikSmés pradeda kartotis).

Sios (19) formule isreikstos $aknies

reikSmeés geometriskai yra taisyklingojo n-kampio, ibrézto i apskritima,

vir§iinés. Sio apskritimo centras yra

taske (0; 0), o spindulys lygus Y

8 pavyzdys. Raskime visas Sakny i ir Y81 reiksmes ir jas

pavaizduokime geometriskai.

Sprendimas. Kadangi i = 1-[cosg+i sin gj, tai pagal (19a) formu-

E+2k7c E+2krc
le i/zzcoszTJrisin 2

Saknies % reikSmes:

; k=0,1,2. I8 ¢ia gauname tokias

T, T 3 i
Wy =cos—+isin—=—+—,
6 6 2 2
wy = coss—nﬂ'sins—n = —£+L,
6 6 2 2
3n .. 3m .
Wy =cos—+isin—=—i.
2 2
Geometriskai jos pavaizduotos 5a pav.

Dabar apskaiciuokime {81 :
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%z‘{/Sl(cosO +isin0) =%(cos 0+42kn +isin

k=0,1,2,3.
Pagal sig formulg:
wo =3(cos0+isin0)=3,

T
w; —3(cos—+zs1 Ej

wy = 3(cosn +isinm)=

O+2k7c}

wy = 3(cos37+isin3?nj =-3i.

Visos keturios Saknies Y81 reikimeés pavaizduotos 5b pav.

4. KOMPLEKSINIU SKAICIU TAIKYMAI

Naudodamiesi kompleksiniais skaiciais galime spresti dvinares
lygtis, kuriy bendroji iSraiska
ax" £b=0, (20)
a,beR, neN (a, b gali buti ir kompleksiniai).
Kiekvieng dvinare lygti galima pakeisti to paties laipsnio lygtimi,
kurios koeficientai prie nezinomojo ir laisvasis narys yra vienetai. Tai at-

lickama keitiniu x = ’\l/E V. Si keitinj jrase i (20) lygti, turime:

b‘

a—y"+tb=0< y"+£1=0 (b#0).
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Vadinasi, reikia mokéti spresti dvinares lygtis y” +1=0
y"'-1=0.
9 pavyzdys. [3spreskime lygti x” —1=0.

Sprendimas. x" -1=0=x" =1 <

=7 =Q/I(cosO+2kn+isin0+2kn}k=0, L..,(n-1) <

n n
2k . . 2km
& xp =cos—+isin—, k=0,1,...,(n-1). (21)
n n
IS ¢ia
xg =cos0+isin0=1,
2n . . 2w
X| =cos—+isin—,
n n
4t . . 4n 2
Xy =cos—+isin—=ux,
n n
6n . . 6m 3
X3 =Cos—+isin—=uxj,
n n

2(n—1 . 2(n-1 _
( )n+ism ( )n:xlnl.

X,_] =COS
n n

10 pavyzdys. ISspreskime lygti 7x4-16=0.
Sprendimas. Pazymékime x = ¢ /? y . Tada

7-%)}4—16:0; y4-1=0.

Remdamiesi (21) formule, gauname
2k . 2k k . km
Vi = cos o8 4 jsin S — cos—n+is1n—; k=0,1,2,3.
4 4 2 2

Taigi
yo =cos0+isin0=1,

cosn+'sinTc ]
Y1 = S rism-—=1
2 2
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Yy =cosm+isinm=-1,

—cos3—n+isin3—n——i
Y3 5 5 .

Tada x, =%4\/343, X =%«4/343 i, X, =—%4343, X3 =—%4343 i

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Su kuriomis realiosiomis x ir y reikSmémis kompleksiniai skaiciai
z1 =2+ (5x-3y)i ir z5 =3x-5y+14i yra lygts?

2. Atlikite veiksmus (3—47)-2i+ 2L 374
2-5i 4+43i
3. Raskite kompleksinio skai¢iaus z=-+/3+i modulj ir visas

argumento reikSmes.

4. Uzrasykite kompleksini skaiCiy z =—%—i 73 trigonometrine

forma imdami tik pagrinding argumento reikSme.

5. Raskite kompleksiniy skai¢iy
21 =4(cos140° +isin140°)ir z5 =2(cos50° +isin50°)
dalmeni.

16 , .26

6. Apskaiciuokite i%+il6 4 36 46 456

+i0T 40T+

8
7. Apskaiciuokite [;lj .
1+i

8. ISspreskite lygti x*+7x%2 +10=0.
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9. Raskite Saknies %-16 reikSmiy aibg ir pavaizduokite ja
geometriskai.

10. ISspreskite dvinarg lygti 27x° +1=0.
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Sudauginkite skaiCius, uzrasytus SeSetainéje sistemoje:
(352)4 - (245) -

Pirmoje dézéje yra 4 juodi ir 6 balti rutuliai, antroje — 3 juodi ir 7
balti rutuliai, besiskiriantys vienas nuo kito tik spalva. IS pirmos
dézés atsitiktinai iSimami du rutuliai ir perdedami i antra dézeg. Po to
i§ antrosios dézés atsitiktinai paimamas vienas rutulys. Apskai-
¢iuokite tikimybe, kad Sis rutulys bus baltas.

Raskite kompleksinio skaiciaus (—1—1')15 modulj ir pagrinding
argumento reikSme.

Lina, Jurgita, Rita ir Monika susitiko dainy Sventéje. Jos atvaziavo
i§ Rokiskio, Zarasy, Utenos ir Druskininky. Nustatykite, kuriame
mieste gyvena kiekviena mergaité, jei:

1) Lina negyvena nei Utenoje, nei Zarasuose;

2) Monika yra i$ Rokiskio;

3) Rita negyvena Zarasuose.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kadangi

( 4a+1% \/ a+l =a +1,
Vo 85 ~(a +V2b) =(Va + 25 Ja~2ab + 25)
(%—%)2+(\/%+\/;) =2(\/Z+\/%),

tai nagringjamasis reiskinys lygus 0,5.
Ats.: 0,5.

2. Kadangi

(\/_—1)2 =4-23, (\/5—1)3 =6+/3-10,

\/6\/_—10_\/_—1 - 3-1 431
J3-1 J3-1 Va-23 \/— 1

Taigi abi duotosios trupmenos yra lygios.

tai

=1.

3. Pazymékime ieSkomuosius skaiCius xyz. Pirmasis skaitmuo tris

kartus mazesnis uz paskutinjji: 3x=z. I§ antrosios salygos
gauname, kad skai¢ius
100x +10y + z+100x + 10z + y=200x + 11(y + 2)

turi dalytis i§ 8. Pirmasis §io skai¢iaus démuo dalijasi i§ 8. Vadinasi,
o : . : z . o
i$ 8 turi dalytis y+z. Kadangi x =§, tai galimos z reikSmés yra

tik skaitmenys 3, 6 ir 9. Kai z=3, tuomet y=5, x=1.Kai z=6,
tai y=2, x=2.Kai z=9,tai y=7, x=3.
Ats. 153,226, 379.

4. Pazymékime stadiono takelio ilgi @ m, pirmojo sportininko greiti —

2] L , 0 antrojo v, L Pagal salyga turi galioti lygéiy sistema
sek sek
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4 _280

Vi—V2
(4% minz%minz% -60 sek = 280 sek).

I$sprendg Sia sistema surasime sportininky greicius:

a a
V1=_+V27 _ V) =—<+Vy,
Vi =——+ Vs,
280 ~ 17580 "2 N 280
V1V2 as V2+ avz—a— N 2_40
a a a a
Taigi vy =—+—=—, v, =—. Jeigu sportininkai
SV T080 40 350 2 T4 TP
startuoty prieSingomis krytimis, jie susitiktu po =
V] V)
-4 = 1400 = 18% sekundziy.
a a 75 3
7+7
35 40

Ats.: 18% sek.

5. Nelygybés apibrézimo sritis xe R, x#-2. Kai x<-3, gausime

nelygybe
—(x+3)+x -3

>1,ty. -1>0,
x+2 x+2
kai x>-3, x# -2 —nelygybe
2x+3
>1.
x+2

Vadinasi, turime iSspresti dvi nelygybiy sistemas:
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x< _3, x> _3’
_ ir {x#-2,
3 _ 1>0
x+2 2x+3
>1.
x+2

Pirmosios sistemos sprendiniy aibé yra intervalas (-5;-3], o
antrosios — (-3;—2)U(~1;+). Sujunge Sias aibes, gausime

(-5-2)U (=1 + o).
Ats.: (-5;-2)U (=1, + ).

6. Kadangi turi bati x> —5,5x+6>0 ir x> +05x—3>0, tai i%
pradziy iSsprgskime nelygybiy sistema
{xz —55x+620,

x2 +0,5x-3>0.
Gauname
x<1,5 arba x=>4,
{x <-2 arba x2>1,5.
Taigi arba x<-2, arba x=1,5, arba x>4. Toliau nagrinékime
duotaja sistema.

Kai x<-2,tai x—2<0 ir yx> —5,5x+6 >0. Todél pirmoji

nelygybé (taigi ir sistema) sprendiniy neturi.
Skaicius x=1,5 tenkina abi nelygybes, todé¢l yra sistemos
sprendinys.

Kai x>4, tai x+1>0 ir {x2 +0,5x—3>0. Taigi ir §uo

atveju sistema sprendiniy neturi, nes (x + l)ﬂx2 +0,5x—-3>0.
Ats.: 1,5.

7. Aisku, kad y#0 (jei bitu y=0, tai i§ antros lygties gautume
0=-3). Pirmaja lygti padauginkime i§ y. Gausime
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Y 2
+y° =2y, _ 2 _
X+ 2y Y y 3+y° =2y,
= y =
Y =_3: B :_3,
xX+2y ’ xrey
y=-1 arba y=3, y=-1, y=3,
= = b =
v _ 3 ¥ _ 3 arba v _ 3
x+2y x+2y x+2y
y=-1, y=3, y=-1, y=3,
=4 -1 arba { 3 = 7  arba
:—; :—3, X:—; .x:_7.
x=2 x+6 3

. Kadangi

sin® x + cos’ x=(sinx+ cosx)(sin2 X —sin xcos x + cos? x)=

=(sin x + cos x) (1 — sin x cos x),

o0 sinx+cosx=a, tai

3

sin® x + cos x=a(l—sinxcosx).

Kita vertus, i$ lygybés

(sinx + cosx)2 =a’
. a’ -1
gauname, kad sinxcosx = = 5 Todél
2 2
. -1 -
sin® x +cos® x=a| 1 - & :a(3 a )=—0,5a(a2—3).
2 2
Taigi
sin® x + cos® x B —O,Sa(a2 -3) 05
(a2 ~3)a (a2 ~3)a ’
Ats.: —0,5.
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9. Sakykime Sppp =S . Pagal salyga AO:O0E =2:1, tod¢l

SAOB :2SOBE ir SOBE =0,5 .
ACEF ~A AED , todél

FE_CE_1 FE—EOE .Taigi
30E ED 2’

3 3 .
SBEF ZESOBE ZZ . Kita vertus,

SDEF Z%S, (o) SEFC =%S Kadangi

1 1 1 . 303
Sppc =—Sppr =—| S+—=| ir Sppc =Sppr —Sgpc =—~-=8,
BEC ) DBE 2[ 2} BEC BEF EFC 4 4

its+t=3 35 1y 52204
274 4 4 5

Ats.: 0,4.

10. Kadangi piramidé yra taisyklingoji, tai visos Soninés sienos yra
lygiis lygiaSoniai statieji trikampiai. Taigi D
/BDE=45°" it BE=DE=2; &a a-

piramidés pagrindo krastinés ilgis. Be to,

a\/_ 1 a\/g C
Pt

AE—— OE =—AE =
2 3

I8 stataus trikampio DOE: 4 E
2 2 2 ) a
2 - a3 +h2,t.y.a—:a—+h2. B
2 6 4 12 2 pav.
IS cia
a= h\/g
L a’y3 1 60°-\3 \/_
V:— ah —_—
3 4 37 4
3
Ats.: §h3
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

31 1 1 1 1
==+
4 2 4 3 4 6
4 1 1 1 1 1 1
—=—t—t—=—+—+—;
5 2 5 10 2 4 20
4, r 1 1.1,
11 4 11 44 3 33’
7 1 1 1 1 1 1 1 1
— =t —t—=—t—F—F—+—
17 3 17 51 4 9 34 68 153
47 1 1 1 1 1 1 1
—=—t—t—=—t—t—+—.
0 2 4 30 2 6 10 60
2. Uzpildome lentelg.
Indy-ara-
by skai- | Romény skai¢iavimo| Graiky |Egiptieciy skai¢iavimo
¢iavimo sistema skai¢iavimo sistema
sistema sistema
4873 IMMMMDCCCLXXII| §woy |AAXX?2?222227N
nnnnnnill
1033154 MxXXICLIV | oyMy'pvs (X TTAXEZnnnnnll
10219 XCCXIX 'c10 arba (TN
aMa10
482 CDLXXXII v rreannnnnnnnll

3. Pradinio skaiCiaus vienety skaiciy pazymékime raide a, deSiméiy —

b, Simty — ¢, o tukstanciy — d. Tada skai¢iy galima uZzraSyti taip:
1000d +100c +10b+a .
Pagal duota salyga sudarome lygciy sistema:
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d+c+b+a=10,

1000d +100c +10b + a +2997 =1000a +100c +10b + d,

1000d +100c +10b + a +90=1000d +100b6 +10c + a,

1000d +1006 +10c + a +1000d +100c + 10b + a = 2558.
Issprendg Sia lygciy sistema gauname, kad a=4, b=3, ¢c=2,
d =1. Taigi pradinis skaicius yra 1234.

Ats.: 1234.

4. 99=49.2+41=(24-2+1)2+1=((12-2)2+1)2+1=
=(((6-2)2)2+12+1=3-2* +D2+1=(1-2+12* + )2 +1=
=1-2%41.2% +1-241=1100011,,

99=19-5+4=(3-5+4)5+4=3-5% +4.5+4 =344,
99=12-8+3=(1-8+4)8+3=1-8% +4-8+3 =143,
99 =8-12+3 =831,.

5. 100101, =1-2° +1-22 +1=32+4+1=37,
341015 =3-5% +4-5% +1.5% +1=1875+500+ 25 +1 = 2401,
73013 =7-8> +3-82 +1=3584+192+1=3777,
34E01), =3-12% +4.123 +11-122 +1=62208+ 6912 + 1584 + 1 =
=70705.
6. a) 2-12+3=4x+3, x=6;
b) 374 =3-8+7=31=6-5+1=(1-5+1)5+1=
—1.52 +1-5+1=1115, x=111;
¢) x5 =100010,, 1000105 =1-2° +1.2=34=2-12+10=2T),,
x=2T.
Ats.:a) 6,b) 111, ¢) 2T.
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7. Sudarykime aStuntainés sistemos sudéties ir daugybos lenteles.

+ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7 110
2 2 3 4 5 6 7 110 | 11
3 3 4 5 6 7 110 11 ] 12
4 4 5 6 7 [ 10 |11 |12 ] 13
5 5 6 7 110111213 ] 14
6 6 7 1011 |12 |13 |14 | 15
7 7 110 11 [ 12 [ 13 114 |15 ] 16
X 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7
2 0 2 4 6 |10 | 12 | 14 | 16
3 0 3 6 | 11 |14 | 17 | 22 | 25
4 0 4 11014120 |24 | 30| 34
5 0 S5 |12 |17 124 |31 |36 | 43
6 0 6 | 14 [ 22 |30 | 36 | 44 | 52
7 0 7 116 |25 (3443 |52 ] 61

8. Afs.: a) 44565, 1300g; b) 113364, 4312325

9. Trejetainés sistemos skaiCiy, kurio skaitmenys yra a,b,...,c,d,

galima uzrasyti tokiu budu:

a3"+b-3" V4 1c34d.

Bet koks trejeto laipsnis yra nelyginis skaicius, todél 3F =om+1ir
a-3"+b-3" 4 4c3+d=
=a-Qu+D)+b-2v+D)+...+c-2+)+d=
=Qau+2bv+..+2c)+(a+b+..+c+d)=

=2t+a+b+..+c+d.
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10.

Pirmasis démuo dalijasi i§ dvieju, todél skaiCiaus daluma i
dvieju nulemia likusiy démeny suma. Taigi aisku, kad trejetainés
sistemos skaiCius dalijasi i§ 2 tada ir tik tada, kai jo trejetainiy
skaitmeny suma a+b + ... + ¢ +d dalijasi i$ 2.

Apibendrinimas n-tainei sistemai: n-tainés sistemos skaicius
dalijasi i§ n—1 tada ir tik tada, kai jo n-tainiy skaitmeny suma
dalijasiis§ n—1.

Ats.:
12 8 12 4 10 2 9 1
13 9 13 5 11 3 11 3
14 10 14 6 14 6 13 5
15 11 15 7 15 7 15 7
A B C D

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Kadangi elipsé yra apskritimo lygiagrecioji projekcija, atkreipkime
démes;j i tas apskritimo savybes, kurios iSlieka lygiagreciai projek-
tuojant.

a) b)
1 pav.

Apskritimo lygiagreCiyjy stygu vidurio taskai yra vienoje
tieséje — tieséje, kurioje yra stygoms statmenas skersmuo (1 pav., a).

Apskritimo lygiagreCiy stygu lygiagrecioji projekcija yra
apskritimo lygiagreciosios projekcijos — elipsés — lygiagreciosios
stygos. Kiekvienos stygos vidurio tasko lygiagrecioji projekcija
yra tos
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stygos projekcijos vidurio taskas. Kadangi tiesés lygiagrecioji
projekcija yra tiesé, tai elipsés lygiagreciyju stygu vidurio taskai yra
vienoje ties¢je — tiesés, kurioje yra apskritimo lygiagreciyju stygu
vidurio taskai, lygiagreciojoje projekcijoje.

. Apskritimo liestinés (tiesés, su apskritimu turincios tik po vieng

bendra taska) jo skersmens galuose yra statmenos tam skersmeniui,
todél yra lygiagrecios (2 pav.,a).

e

a) b)
2 pav.

Apskritimo skersmens lygiagrecioji projekcija yra elipsés
skersmuo.

Apskritimo liestinés lygiagre€ioji projekcija yra ties€, su elipse
turinti tik viena bendra taska, t.y. elipsés liestiné.

Lygiagreciyju tiesiu lygiagrecioji projekcija yra lygiagreciosios
tiesés, todél elipsés liestinés jos skersmens galuose yra lygiagrecios
(2 pav.,b).

. Apskritimo centras yra jo skersmens vidurio tasSkas. Todél elipsés
centras yra jo skersmens vidurio taskas. Vadinasi, nubréztos elipsés
centra galime rasti taip (3 pav.):

a) nubréziame dvi lygiagrecias elipsés stygas;

b) per tu stygu vidurio taskus nubréziame elipsés skersmeni;

¢) randame to skersmens vidurio taska — elipsés centra C.

3 pav.
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4. Elipsé (kai ja bréziame pagal $ablona) neturi ,,smailumy‘ taskuose A4
ir B, kaip pavaizduota 5 paveiksle. To reikia vengti ir bréziant kiigi
.18 akies®.

Kugio vaizdo kontiiro sudaromosios (jos irgi bréziamos ,,i$
akies”) yra kiigio pagrindo apskritima vaizduojancios elipsés
liestinés, nutiestos i$ tasko S. Lietimosi taskai negali buiti skersmens
galai, nes elipsés liestinés jos skersmens galuose yra lygiagrecCios
(zr. 2 uzdaviny).

Taigi kugi galime pavaizduoti Sitaip. Bréziame (pagal Sablong
arba ,,i§ akies*) kiigio pagrindo apskritimo atvaizda — elips¢ (4 pav.,
a). I jo centro O (jo radima Zr. 3 uzdavinyje, arba pazymékime ,,i$
akies™) einancioje vertikalioje tieséje pasirinkime kiigio virSiinés
atvaizda — taska S. IS tasko S (,,i§ akies™) nubrézkime elipsés
liestines. Turime kiigio atvaizda. Per elipsés centra nubrézg jos
skersmenj ir jo galus A4 bei B sujungg su tasku S, gauname ir kiigio
aSinio pjuvio atvaizda (4 pav., a).

Kad paveiksle buty maziau linijy, aSinio pjuvio atvaizdui
braizyti galime panaudoti viena kontiiro sudaromaja (4 pav., b).

S S

b)

4 pav.

5. Cia irgi atkreipkime démesi | tas { apskritima ibrézto (apie
apskritima apibrézto) taisyklingojo trikampio savybes, kurios islicka
lygiagreciai projektuojant.

5 a pav. | apskritima jbréztas taisyklingasis trikampis ABC. Jo
krastiné BC eina per skersmens AE spindulio OF vidurio taska D ir
yra lygiagreti su apskritimo liestine taske E.

Vadinasi, | apskritima ibrézto lygiakrascio trikampio lygiagre-
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Ciaja projekcija galime pavaizduoti Sitaip. Nubréziame elipsg
(5 b pav.). Pasirenkame jos taska 4. Per taska A4 ir elipsés centra O
nubréziame elipsés skersmeni. Per taska A4 ir elipsés O nubréziame
elipsés skersmeni. Per to skersmens kita gala bréziame elipsés
liesting. Per skersmens 4O spindulio OF vidurio taska D bréziame
tiesg, lygiagreCia su nubrézta elipsés liestine. Jos ir elipsés susi-
kirtimo taskai B ir C yra ieSkomo i apskritima ibrézto taisyklingojo
trikampio ABC lygiagreciosios projekcijos virStneés.

Ai’

5 pav.

Apie apskritima apibrézto taisyklingojo trikampio A'B'C’
(5 apav.) krastinés yra apskritimo liestinése, einanCiose per
apskritimo  skersmeny, einanfiy per ibrézto i apskritima
taisyklingojo trikampio virStines 4, B, C, galus (tos liestinés
lygiagrecios su trikampio ABC krastinémis).

Taip pat braizoma ir apie apskritima apibrézto taisyklingojo
trikampio lygiagrecioji projekcija — trikampis 4A'B'C’ (5 b pav.).

Pagalvokite, kaip dar galima nubrézti apie apskritima apibrézto
taisyklingojo trikampio lygiagreciaja projekcija.

. Sis uzdavinys sprendziamas panasiai kaip 5 uzdavinys.

I apskritima ibrézto kvadrato ABCD (6 a pav.) virSiinés 4 ir C
yra skersmens galai, vir§tinés B ir D — su apskritimo liestine taske C
lygiagretaus apskritimo skersmens galai.

Vadinasi, | apskritima jbrézto kvadrato lygiagreciaja projekcija
galime pavaizduoti Sitaip. Nubréziame elips¢ (6 b pav.).
Pasirenkame jos taska 4. Per taska A ir elipsés centra O nubréZiame
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elipsés skersmeni. Per to skersmens kita gala C bréziame elipsés
liesting. Per elipsés centra O bréziame su ta liestine lygiagrety
skersmeni BD. Keturkampis ABCD — i apskritima jbrézto kvadrato
lygiagrecioji projekcija.

Ar/ A \Dr
B o _Mp
B [o: (o
a) b)

6 pav.

Apie apskritimg apibrézto kvadrato virStnés 4’, B/, C', D' yra
per i apskritima ibrézto kvadrato ABCD virSiines einanciose
apskritimo liestinése (jos lygiagreCios su kvadrato ABCD
istrizainémis; 6 a pav.).

Taip pat randama ir apie apskritima apibrézto kvadrato
lygaigrecioji projekcija A'B'C'D' (6 b pav.).

7. Parabolés y= ax? ir tiesés y=mx + n tasky koordinatés yra lygciuy

y=ax?,
y=mx+n
sprendiniai.

IS antrosios lygties y iras¢ i pirmaja lygti ir pertvarke, gauname
kvadrating lygti

sistemos

ax? —mx—-n=0.
Jos diskriminantas

D=m? +4an.
Tarkime, kad D >0, t.y. gauta kvadratiné lygtis turi dvi skirtingas
Saknis x; ir x,. Tada ties¢ paraboléje iSkerta styga M;M,,
Mi(x151), My(x2;¥), »y; it y, gaunami i§ sistemos antros
lygties.
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Pritaikg¢ Vieto teorema, randame stygos M ;M , vidurio tasko
M (x; y) abscisg

x—l(x +x5),t x=r
g TR

Jei nagrinéjame lygiagrecias stygas, t.y. m nekei¢iame, o kei-
¢iame tik 7, tai
m
x=—
2a
yra su aSimi Oy lygiagrecios tiesés lygtis.
Tiesés x= p parabol¢ y= ax? kerta tik viename taske, todél
su asimi Oy lygiagreciy parabolés stygy neturime.
Taigi jrodéme, kad parabolés lygiagreciy stygu vidurio taSkai
yra vienoje ties¢je. Ji vadinama parabolés skersmeniu.
Visi parabolés skersmenys yra lygiagretis.

. Parabolés simetrijos aSis yra parabolés skersmuo, kuris jam statme-
nas stygas dalija pusiau. Taigi parabolés simetrijos asi galime brézti
Sitaip. Nubréziame dvi lygiagrecias parabolés stygas (7 pav.). Per ju
vidurio taSkus nubréziame parabolés skersmeni. Nubréziame bet
kuria parabolés skersmeniui statmena jos styga. Per tos stygos
vidurio taska nubrézta su skersmeniu lygiagreti tiesé a yra parabolés
simetrijos asis.
a

7 pav.

. Sakykime, ties¢ y=mx+n yra parabolés y =ax? liestiné. Tada

7 uzdavinyje gautos kvadratinés lygties diskriminantas D =0, t.y.
2
m? +4an=0, n=-"
4a

Vadinasi, parabolés y = ax? liestinés lygtis yra
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2
e
4 4a
Kadangi lygtis tiesés ir parabolés bendro tasko absciséms rasti $iuo
atveju yra (zr. 7 uzdavinj)

4a®x3 —damxy +a* =0, Y
. m m m? e A
tai xo =—, yp=a-| —| =——, t.y. lietimosi 7,
2a 2a 4a 5 x
taskas yra | ——; m—2 v
2% 4 ) 9 pav.
m m®
10. Sakykime, taSko 4 koordinatés yra 2—; | Tada liestinés lygtis
a 4a
2

yra y =mx — ’Z— (zr. 9 uzdavini).
a

Tasko N koordinatés yra lygciy sistemos
Y 4a’

x=0

4a
1 [ omP| 1em?
4a 4a 4q

2 22 2
AF = (o-ﬂj + i—m—] _Lem

2
sprendinys, t.y. N (O; —m—J.
Tada

NF =

2a 4a 4a

(Cia pritaikéme atstumo tarp dviejy tasky formulg).
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Kadangi NF =AF, tai AAFN —  lygiaSonis,
LFAN = ZFNA. Tada lygus ir lankeliais pazyméti kampai
(remiames lygiagreCiyju tiesiy ir ju kirstinés sudaryty kampy
savybémis).

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

METODINEJE MEDZIAGOJE PATEIKTU PAVYZDZIU
SPRENDIMAS

1. Dvi trukstamas kvadrato kraStines gali sudaryti, pavyzdziui, stalo
kampas.

2. METRASX.

,,Barzdaskucio paradoksas‘.

I galimybe: barzdaskutys skutasi pats, tuomet jis priklauso tiems
gyventojams, kuriy (remiantis skelbimu) jis negali skusti, taigi,
barzdaskutys negali pats skustis. Gavome priestara.

1l galimybeé: barzdaskuti skuta kas nors kitas, tuomet barzdaskutys
priklauso tiems gyventojams, kurie nesiskuta patys. Skelbime sakoma,
kad barzdaskutys skuta visus, kas nesiskuta pats, todél jis turi pats
skustis. Gavome priestara.

Matyt, kad Sio barzdaskucio negali skusti niekas!

Sudarykime  teiginiy (4D B)~[-(4&—-B)], A&-A4,
A>D(B>C) ir A> (B&C) teisingumo lenteles:
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Al B |[ADB| B |A4&-B| «(A&-B) |(4> B)~[(4&—B)]
t t t n n t t
t | n | n | ¢ t n t
no| ot t | n n t t
n | n t t n t t

Matome, kad teiginys (4 D B) ~[—(A4 & —B)] yra tautologija.

A A4 | A&—A
t n n
n t n

Teiginys 4 & —A yra priestara.

A B C BoC B&C |A>(B>C)| A>(B&C)
t t t t t t t
t t n n n n n
t n t t n t n
n t t t t t t
t n n t n t n
n t n n n t t
n n t t n t t
n n n t n t t

Paskutinieji du stulpeliai rodo, kad teiginiai 4 > (B> C) ir
A > (B &C) yraispildomi.

UZDUOCIU SPRENDIMAI

1. a)

2 9 .0.
10

10
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b)

2
3145

Kiekvienoje kitoje (i$ kairés i deSing) figliroje skaiciai perstu-
miami laikrodzio rodyklés kryptimi per tiek langeliu, kokia yra
skai¢iaus reikSme.

2. a) b)

3. Salia 11 testamentu palikty masiny reikia pastatyti dar viena, bet
kuria, tarkim, tuo metu vaziavusig pro Sali, tuomet turésime 12
masiny. Po to puse, arba 6 masinas, reikia atiduoti vyriausiajam
stinui, ketvirti, arba 3 masinas — viduriniajam ir viena Sestaja, arba 2
masinas — jauniausiajam stinui. 6+3+2=11 masiny. O Salia ju
stovéjusi masina gali ramiai vaZziuoti toliau!
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b)

5. Tarkime, kad pirmasis apklausiamasis (pazymékime ji A) yra
¢iabuvis, tuomet jis ir prisistato esas Ciabuvis. Antrasis apklausia-
masis (pazymékime ji B) sako teisybg, o treciasis (pazymékime ji
C) — meluoja.

Jeigu A — kolonistas, tai jis prisistato esas Ciabuvis. B ir §iuo
atveju sako teisybg, o C — meluoja. Vadinasi, antrasis liudytojas yra
¢iabuvis, o treciasis — kolonistas.

6. Sio triuko esmé tokia: nurodytas skirtumas turi skaitine $akn, lygia
9. Kai jums sakomi skaiCiai, jis juos mintyse turite sudéti,
kiekviena karta imdami tik liekana moduliu 9. Kai bus pasakytas
paskutinis skaiCius, jiis i§ 9 atimate savo gautaji rezultata ir
suzinote, koks skaiCius buvo iSbrauktas. (Jei jisu gautas rezultatas
lygus 9, tai buvo iSbrauktas skaicius 9.)

Pavardd  atvelis | Dailide Puodziana Siksnius | Stiklius

Profesija

s [T o TR
Daide . O]
Puodtie | O 7777 |
Siksnius /////// |l o
sk | F 4 | O | |
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8. Jei keliautojas saké teisybe, ji tur¢jo praleisti { sala, bet kad jo
teiginys tapty teisybe — reikia pakarti keliautoja, bet kariama tik

sumelavus.

Jei keliautojo teiginys — melas, ji reikia pakarti pagal istatyma,
bet pakorus iSaiskéty, kad keliautojas sakeé teisybe, o tuomet ji reikia

praleisti { sala.

Matome, kad abiem atvejais reikia atlikti vienas kitam priesta-
raujancius veiksmus, kas yra neivykdoma. Gavome paradoksa.

[(A& B) 2 C]~ [-(4 2 B) & (C v —B)] yra ispildomas.
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9.
I
A|B|C|A&B | (A& B)>C | AoB | —(A> B)
|ttt t t t n
t|t|n t n t n
t|\n|t n t n t
n|t|t n t t n
t|\n|n| n t n t
n|tin n t t n
nin|t| n t t n
n|n|n| n t t n
I
—B |[Cv—=B| «(AD>B)&(Cv—-B) | I~
n t n n
n n n t
t t t t
n t n n
t t t t
n n n n
t t n n
t t n n
Kadangi paskutiniame lentelés stulpelyje yra ivairios
teisingumo reikSmes, tai

teiginys
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10. Teiginj ,,i§ stoties i§vyksta traukinys X* pazymékime raide x ( Cia
X=A4,B,C, 0x=a,b,c), tuomet uzdavinio salyga teiginiy logikos
simboliais galésime uzrasyti taip:

) (a&b)oc,

Il (b&c)oa.

Mums reikia patikrinti, ar, esant patenkintoms I ir II salygoms,
bus patenkinta ir salyga

) (a &c)>b,
t.y., iSvykstant traukiniams 4 ir C, i§ stoties turi iSvykti ir traukinys
B. Visu triju salygu teisingumas yra ekvivalentus teiginio

Ol (a&bd)ocl&[(b&c)dalio[(a&c)Db]

teisingumui. Sudarykime $io teiginio teisingumo lentelg:

I 11
a |b |c |a&b (a&b)>c | b&e b&c)oa
t t t t t t t
t t n t n n t
t n t n t n t
n t t n t t n
t | n n n t n t
n t n n t n t
n n t n t n t
n n n n t n t
111 0
I&I1 | a&c (a&c)ob 1& 1111
t t t t
n n t t
t t n n
n n t t
t n t t
t n t t
t n t t
t n t t
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Matome, kad Q néra tautologija, be to, isSskirtosios lenteléje
reik§més rodo, kad kai I ir II yra teisingi teiginiai (tik tokios ju
reik§més atitinka uzdavinio salyga), III gali ir nebiiti teisingas (Zr.
trecigja lentelés eilutg), todél darome iSvada, kad, iSvykstant i$
stoties traukiniams A ir C, traukinys B gali iSvykti, bet nebutinai.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Kadangi f(x) reikSmiy aibé sutampa su g(x) apibrézimo sritimi, o
g(x) reikSmiy aibé sutampa su f(x) apibrézimo sritimi, tai
uztenka patikrinti dvi atvirkstiniy funkcijy tenkinamas tapatybes:

D) f(glx)=x, xe(-0;-1);

2) g(f(x)=x, xe(l;+0).

2. Pavyzdziui, f(x)= 213
5x-2

3. Kadangi skirtingoms argumento reik§méms atitinka skirtingos
funkcijos reikSmeés, tai f(x) turi atvirkSting f oyosx o

E2)=4; 10 =-3, '3 =1.

4. Funkcija f(x) apibrézta tik taskuose —3 ir 1. Kadangi f(-3)=-2,
fH=2 i 7D =-3; [T(@)=1.

5. Funkcija f(x) yra didéjanti ir jos reikSmiy aibé yra (0; 1).

Apskai¢iave x 18 lygybés y= 7 kai x e (—o0;0), gauname
1+x

1 1- ,1— 1- ) )
1+x2=—, %2 = y, x=% - Tx=— —y.Sukelthlr
y y y y
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1-x

y vietomis, turime y=—|]——,x€(0;1). Taigi
X
1 1-x
S (x)=- , xe(0;1).
) o . 1-x
Toliau pateikiame y = —, XE€ (—0;0) ir y=-— ,
1+x X

x €(0;1), grafikus.

6. Nesunku jsitikinti, kad f(x))# f(xy), kaix;,x, €(0;1) ir
X1 # X . Funkcijos f(x) reikSmiy aibé (I;+0). ISsprendg x i$

2

* , gauname xzyi\/y2 -1, ye(1; + ). Mums

tinka tik reikSmé su zenklu -  Atvirkstiné funkcija

f_l(x)zx—\/xz—l, xe(l;+ ).

lygybés y = il

7. Funkcija y = ax® +4x+5 (parabole, kai a # 0) bus monotoning ir

s .. e .. 2 .
turés atvirksting, kai jos virStinés abscisé [x = ——j nepriklausys
a

intervalui (-2; 1), t.y. kai a tenkina salygas:

(—ES—Zarba—zzlj :(a_ISOarbaa+2SOj:
a a a a

= (0<a<larba-2<a<0).
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Kai a =0, f(x)=4x+5 yra tiesiné funkcija, turinti atvirksting.

Taigi, f(x)=a x? +4x+5 , xe[-2;1] turés atvirkstine, kai
ae[-2;1].

. Irodysime, kad
2

arccos ad = 2arctgxy, x €[0; +0) .
1+x2
2 .2
Kai x €[0; +),tai —1< <1 ir 0 <L arccos 5 <T,0
1+x 1+x

0£arctgx<g, 0 < 2arctgx < 7.

Taigi abieju reiSkiniu reikSmés priklauso intervalui [0; 7).
Apskaicivosime jy kosinusus (cosx intervale [0; ©) yra monotoniné
funkcija, todél i§ cosa = cosf iSplaukia o =):

.2
cos| arccos——— | = cos(2arctgx).
I1+x
2 2 2
. 1- 1- 1-
IS ¢ia (pagal formule cos2a = t—gzoc) gauname al 5= al 5
l+tg7a I+x I+ x

Vadinasi,

2

arccos x2 —2arctgx =0, kai x €[0; +).
1+x
. Duota lygybe uzrasysime taip:
arct x+£——£—arct —

RIS S
Kai x € (—o0; —1), tai Y (—o0; —1). Taigi arctgx e —E; T

I+ x 27 4

. 1-x T T . T, i 1-x
ir arctg el ——;——|, todél arctgx+— ir ———arctg——
l1+x 2 4 4 2 1+x

117



SPRENDIMAI

reik§més priklauso intervalui (—%; O). Apskaiciave Siy abieju

rei§kiniy tangentus, jsitikiname, kad jie lygts:
1 . j

tg | arct x+E =t —E—arct
8 8 4 8 2 g1+x

tgarctngrtgE 1—x
=ctgacrtg ——,
I+x

yis
1-tg arctgx-tgz

x+1
= , X E —@,—1 .
1o ( )
1+x
I I-x 3n .
Taigi arctgx + arctg—— =——, kai x € (—o0; —1).
I+x 4

2X_ (-1 1], tada

10. Kai x e[-1;1], tai 3
1+x

. W T W T
ir ——<arctgx < —, —— < 2arctgx < —.
4 2 2

_rr
272 |

b ) T
——<arcsin <—
1+x 2

Taigi abiejy lygybeés pusiy reikSmes priklauso intervalui {

ApskaiCiuosime juy sinusus (sinx Siame intervale yra monotoniné

funkcijal!):
. . 2x .
sin| arcsin 5 |= sm(Zarctg x) , xe[-1;1].
1+x
Kadangi sin2a = 2tg(; , tai 2x2 = 2x 5 Taigi
1+tg“a I+x I+x

=2arctg x , x e[-1;1].

arcsin 3
1+x
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PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Pirmiausia bréziame tiesiniy lygéiy 2x—y=—4, x+2y=0 ir
x =3 sprendiniy aibiy grafikus. Gauname tris tieses (1 pav. jos
pazymeétos atitinkamai L, L, ir L3). Po to nustatome nelygybiy

1 pav.

sprendiniy aibes atitinkancias pusplokStumes ir pazymime jas
rodyklémis prie tiesiy. Bendraja dali subriikSniuojame (konttras
sriciai priklauso).

y=4_ (0;5)
y=3 N
y=2 \
L \ ™N\\B
A
0

,(0; 1)

(7; 0
{0 *
s L

2 pav.

119



SPRENDIMAI

2. Pavaizduojame tiesiniy nelygybiy sistemos sprendiniy aibg (Zr.
2 pav.). Gauname trikampiu ABC apribota sriti (ji subruksniuota).
Krastinés AB ir BC sprendiniy sriciai nepriklauso.

Toliau sriti padengiame tiesiu x=k, k=1,2,3,4,5,6, ir
y=m, m=2,3,4, tinklu. Ty tiesiy sankirtos taskai, esantys tri-
kampio ABC viduje arba atkarpoje AC (be tasko C), yra ieskomieji
tiesiniy nelygybiy sistemos sveikaskaiciai sprendiniai.

Ats.: (153), (1;4), (2; 2), (25 3), (35 2), (4; 2).

3. Tegu x yra numatomas gaminti detaliy D; skaicius, o y — detaliy D,
skaiCius. Tada pora (x;y) yra bendrasis detaliy D; ir D, gamybos

planas.

3.1. Pagal salyga planui (x;y) ivykdyti imoné turi iSleisti
40x +30y lity zaliavoms bei 10x +20y lity darbo uzmokesciui.

Sioms islaidoms numatyta atitinkamai 3200 Lt ir 1300 Lt. Taigi
gauname dvi nelygybes: 40x+30y <3200 ir 10x+ 20y <1300.

Aisku, kad skaiciai x ir y negali buti neigiami. Taigi gauname tokia
plano komponenciu apribojimu sistema:
4x + 3y <320,

x+2y <130,
x20,y>0.
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Sios sistemos sprendiniy aibé X yra leistinoji gamybos plany aibé.
Pavaizdave ja grafiskai (zr. 3 pav.), gauname keturkampiu OABC
apribota sritj.

3.2. Tegu z yra laukiamas pelnas. Pagal uzdavinio salyga
z=13x+17y. Pelng, lygy 663 Lt, atitinkantys detaliy gamybos

planai (x; y) randami i$ lygties

13x+17y =663.
Jos sprendiniy aibés grafikas yra lygio ties¢ z=663 (Zr. 4 pav.),
einanti per taskus (51; 0) ir (0; 39). Kai norima gauti pelna, didesni
uz 663 Lt, reikia spresti tiesing nelygybe 13x+17y > 663.

4 pav.

Jos sprendiniy aibés dalis, priklausanti leistinajai gamybos plany
aibei X, 4 paveiksle yra subruksniuota (pusplokStumei testuoti
galima pasirinkti taska (0; 0)) ir paZyméta rodykle prie lygio tiesés.
3.3. Uzdavinio matematinis modelis yra toks:
4x +3y <320,
max (13x+17y), kai { x+ 2y <130,
x>0,y2>0.

Spresdami neturétume uzmir$ti, kad optimaliojo plano abi
komponentés turi bti sveikieji skaiciai (pagal uzdavinio pobudi).
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Taikome grafini metoda. Leistinoji aibé pavaizduota 3 pa-
veiksle, o lygio tiesiy z=13x+17y kryptys (jos tarpusavyje lygia-
greCios) matyti 4 paveiksle. Todél lengva rasti optimalyji plana
(50; 40) (zr. 5 pav.) bei didziausia pelna z=13-50+17-40=1330
(Lt).

5 pav.

Ats.: (50; 40).

4. Tegu x; yra planuojamo vezti benzino kiekis (tonomis) i§ bazés
B, (i=1,2) 1 degaling Dj (j=12,3). Bendraji benzino
paskirstymo plang uzraSykime matrica (lentele)

(xn X12 x13J
X21 X22 X23 ‘

4.1. Pagal uzdavinio salyga plano komponentes x;; yra
neneigiami skai¢iai (nebiitinai sveikieji) ir turi tenkinti Sias lygybes:
X171 +x91 =30,

X1p + x99 =30,
x13 + x93 =30,
X11 +x12 +x13 =40,
Xo1 + Xy + x93 =50.
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Tegu x=x1;, y=x;5. Tada x5, =30-x, x93 =30-y,
x;3=40-x-y, xp3=x+y—10. Taigi ieSkomaji paskirstymo
plana galima uZrasyti taip:
X y 40-x-y )
30—x 30—y x+y-10)°
Remdamiesi $ia plano matrica ir duotaja salygoje lentele, ap-
skai¢iuojame bendrasias i$laidas benzinui pirkti ir nugabenti i de-
galines (pazymékime jas z):
z=08x+0,8y+40—-x—-y+0,7530-x)+0,9(30-y)+
+0,8(x+y—-10)=815-0,15x—-0,3y.
Atsizvelge 1 plano komponenciy neneigiamumo reikalavima, gauna-
me §Sia apribojimu sistema:
x+y <40,
x+y=>10,
x <30, y <30,
x>0,y>0.

(30;30) Ly

6 pav.

123



SPRENDIMAI

Taigi sprendziamojo uzdavinio matematinis modelis yra toks:
x+y <40,
) C|x+y 210,
min (81,5 —-0,15x - 0,3y), kai (2)
x <30, y <30,
x=>0,y2>0.

4.2. Optimalaus planavimo uzdavinj (2) sprendziame grafiniu
budu (zr. 6 pav.) ir randame dvi ieSkomojo plano optimalias
komponentes: x=10 ir y=30. Sias komponentes iraSome i (1)
matrica ir gauname optimalyji benzino pirkimo ir paskirstymo
degalinéms plana.

10 30 0
Ats.: .
20 0 30

4.3. I8 6 paveikslo matyti, kad bet kuris paskirstymo planas yra
blogesnis uz (2) uzdavinio sprendini — optimalyji plana

10 30 0
(20 0 30} '

Sio plano jvykdymo kaina (i§laidos benzinui pirkti ir nugabenti

1 degalines) yra
z=0,8-10+0,8-30+0,75-20+0,8-30="71 (tukst. Lt)

Pati blogiausia, t.y. brangiausiai kainuojanti, benzino pirkimo

ir gabenimo plana galima rasti sprendziant §j uzdavini:
x+y <40,

C|x+y =10,
max (81,5-0,15x—0,3y), kai (2)
x <30, y <30,
x>0,y2>0.

Taikant grafini metoda patogu naudotis tuo paciu 6 paveikslu.
Gautume x =10, y =0 ir ieSkomaji plana

10 0 30
2030 0 )
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6.

Jo ivykdymo kaina (pazymékime ja z,,, ) yra
Zmax =0,8:10+1-30+0,75-20+0,9-30 =80 (tukst. Lt).
Taigi atsitiktinai planuojant galima prarasti ne daugiau kaip
Zmax — Z =80 —71=9 tukstancius lity.
Ats.: 9 tikst. Lt.

Vaizduodami  apribojimy  sistemos nelygybiu 2x+ y<4,
3x—2y<3 ir 5x+2y =10 sprendiniy aibes grafiskai (zr. 7 pav.),
isitikiname, kad Siy aibiy sankirta tus¢ia. Taigi duotasis uzdavinys
neturi sprendiniy.

Ats.: Sprendiniy neturi, nes leistinoji aibé tuscia.

0 /(1;0) \ o

7 pav.

Sudarykime duomeny lentelg:

Detalés Dy D, Buty sk.name
Namuy tipai
n 100 110 12
) 200 90 16
IStekliai 1400 990
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Tegu x yra planuojamas pirmo tipo namy, o y — antro tipo namy
skaiCius. Tada pora (x;y) yra bendrasis namy statybos planas.

Pagal salyga gauname tokia apribojimu sistema:
100x + 200y <1400,
110x+ 90y < 990,
x20,y>0.
Buty skaicius z randamas pagal formulg z=12x+16y .
Taigi namy statybos optimalaus planavimo uzdavinio matema-
tinis modelis yra toks:
x+2y<14,
max (12x +16y), kai {11x+9y <99, 3)
x20,y>0.
Si uzdavini sprendziame grafiskai (zr. 8 pav.). Lygio tiesiy
kryptys tokios kaip tiesés z =0, kurios lygtis yra 12x+16y=0.

T (4;-3)

z=0
8 pav.

Didziausia reikSme tikslo funkcija igyja taske M. Jo

koordinates [%,%) randame i8S lygciy sistemos
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x+2y=14,
1lx+9y =99,
nes Siame taske susikerta tiesés L; ir L, . Tasko M koordinatés néra

sveikieji skaiciai, todel pora (%,%} néra duotojo uzdavinio
sprendinys. Atkreipkime démesi i tai, kad rastojo tasko M
koordina¢iy apvalinimas ieSkant sveikaskaiCio optimaliojo plano
néra tikroji ideitis. Siame uZdavinyje apvalindami tagko M
koordinates gautume taSka (6; 4), nepriklausanti leistinajai aibei
(netenkina antrosios nelygybés). Tikraji rezultata (4;5) randame
braizydami lygio tieses.
Ats.: reikia statyti 4 pirmo tipo namus ir 5 antro tipo namus.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

a) Kai maiseliai vienodi, uztenka atrinkti vaisius | viena maiselj, o
likusius sudéti | kita.

Kadangi apelsinai skirtingi ir ju kiekviename maiselyje turi biiti
ne maziau kaip 2, tai pirmojo maiselio turinys gali buti: ,,du
apelsinai ir 4 bananai“ arba ,trys apelsinai ir trys bananai®. Kai
maiseliai laikomi vienodais, pakanka apskaiciuoti keliais biidais

galima sukomplektuoti pirmaji maiseli, t.y. Cg -1=10.
b) Kai maiseliai skirtingi, bus 10+10 =20 biidy, nes maiseliy

turinius sukeitus, gausime kitokj supakavima.
Ats.: a) 10; b) 20.

. Natiiralieji skaiciai, kuriy skai¢iy reikia rasti yra ,,trizenkliai, arba
keturzenkliai, arba penkiazenkliai“. Taigi m =m3 +my4 +ms, Cia
ms — rinkiniy aba skaicius, m4 — rinkiniy abba skaiCius, ms —
rinkiniy abcha skaicius.

Visuose rinkiniuose

ae{l,2,3,4,56,7,8,9}, b,ce{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Naudodami daugybos taisykle randame:
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m3=9-10=90, my =9-10=90, ms=9-10-10=900.

Taigi natiiraliyjy skaiciy, kurie nekinta skaitmenis uzrasius atvirks-
Cia tvarka, intervale (100; 100000) yra
90+90+900=1080.

3. Respublikos rinktiné — ,,11 zaidéju i§ 4 ir 1 i§ B“ arba ,,10 1§ 4 ir 2
18 B, arba ,,918 A ir 3 18 B, arba ,,8 1§ A ir 418 B, arba ,,718 A ir 5
18 B*.

Sakini ,,i zaidéjy i§ 4 ir j zaidéjy i§ B“ uzraSykime (i, ).
Tuomet respublikos rinkting (rinkini) galima uzrasyti Sitaip: ,,(11, 1)
arba (10, 2), arba (9, 3), arba (8, 4), arba (7, 5)*. Taigi

m=m(11,1)+m(10,2)+m(9,3)+m(8,4)+m(7,5).
Pasinaudojame daugybos taisykle ir deriniy skaic¢iy formule:
m(11,1)=C{| -C; =1-13=13,

m(10,2)=C;) -Cly =11-78 =858,
m(9,3)=Cy, - Ci, =55-286=15730,
m(8,4)=CP -Cf;, =165-715=117975,
m(7,5)=C], -C}; =330-1287 =424710.
Susumave Siuos skaicius gauname 559286.

Ats.: Nurodytomis salygomis respublikos krepsSinio rinkting
galima sudaryti 559286 skirtingais buidais.

4. Komisija — , komisija, sudaryta i§ pirmos frakcijos“, arba ,,komisija
i$ antros frakcijos®, arba ,.komisija i$ treCios frakcijos*.
Kadangi frakcijos neturi bendry nariy, tai pagal sudéties

taisykle, gauname m =m, +my +m3.

Komisija i§ pirmos frakcijos — (a1, ap, a3, (a4, as)) ;

ay gali biti parinktas 8 biidais,

a, gali buti parinktas 7 budais, ay, a, az — gretinys i§ 8 po 3.
as gali buti parinktas 6 bidais,

(a4, as) — derinys i likusiy 5 nariy.
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Taigi

m =8-7-6-C2 =3360.
Analogiskai

my =10-9-8-C3 =15120,

my =11-10-9-C3 =27720.

Gauname m =46200.
Ats.: Pagal seimo nutarima 5 Zmoniy komisija galima sudaryti
46200 skirtingais biidais.

. Pasirinktas skaiCiy SeSetukas yra derinys i§ 60 po 6. Taigi galimy
kortelés uzpildymo btdy yra
C660 _60-59-58-57-56-55 50063860 .
1-2-3-4-5-6

Uzpildyta kortelé laiminga — ,,keturi skaiciai iS tirazo SeSetuko
ir du skaiciai 1§ 54 skaiciy, nejeinanciy | tiraza“, arba ,,5 skaiciai i$
tirazo SeSetuko ir 1 skaicius i§ 54 skaiciy, nepatekusiy i tiraza“, arba
,,0 skaiciai 18 tirazo SeSetuko*‘.

Pagal sudéties ir daugybos taisykles, gauname

m=Ct.C2+C3.cl i+ 1522 65411221790
Santykis _ 21790 ~ 0,00044 .
50063860

. Randame galimus raidziy skaiCius sekoje. Pazymime i —raidziy a
skaiCiy, j-—raidziy b skaiCiy, c—raidziy j skaiciy. Kadangi
0<i<4, 0<j<2, 0<k<3 ir i+j+k=7, tai galimos i, j, k
reik§miy kombinacijos yra
2,2,3; 3,2,2; 3,1,3; 4,0,3; 4,1,2; 4,2,1.
Skirtingy seky skaiciy randame pasinaudoje sudéties taisykle ir
kartotiniy kéliniy skaic¢iy formulémis:
m=P(2,2,3)+ P(3,2,2)+ P(3,1,3) + P(4,0,3) + P(4,1,2) +
+P4,2,1)=
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7! 7! 7! 7! 7! 7!
212131 312820 3L1L30 410130 4L1820 41211
=210+210+140+35+105+105=2805.

7. Kad skaiciy (sveikuyju neneigiamuy) rinkinys (/;, l, I3, I4,l5) bity
nelygybés x| +xy + x3 + x4 + x5 <5 sprendinys, jis turi tenkinti
lygybiuy visuma:

Lh+bh+l3+1+15=5,
L+ +l3+1+15=4,
Lh+bh+l3+1+15=3,
Lh+bh+l3+1+15=2,
Lh+h+l3+1+15=1,
Zl +12 +Z3 +Z4 +15 =0,
t.y. tenkinti bent viena i$ lygybiy.
Taigi  nelygybés  x; +xy +x3+x4 +x5<5  sveikyju
neneigiamy sprendiniy skaiCius yra lygus lygéiuy
X +xg+x3+x4+x5=k, k=0,1,2,3,4,5
sveikujy neneigiamy sprendiniu skai¢iu sumai. Lyg¢iu neneigiamy
sprendiniy skai¢iy randame tuo paciu biidu, kaip ir spresdami 5
pavyzdzio uzdavini. Lygtis x; +x, +x3 +x4 +x5 =0 turi viena
neneigiama sveikaji sprendinj (0, 0, 0, 0, 0).
Lygties  x; +xp +x3+x4+x5=1 neneigiamy sveikyju
sprendiniy skaicius

(1+4)! 3

14 4

Lygties x; +xy +x3 +x4 +Xx5 =2 neneigiamy sveikyjy

P(1,4)=

sprendiniy skaicius
2+4! o
24 LA
Lygties x; +xy +x3+x4 +x5 =3 neneigiamy sveikyju

P(2,4)=

sprendiniy skaicius
3+4)! 7-6-5

(
PG4 = 34 1.2.3

35.
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Lygties x; +xy +x3 +x4 +x5 =4 neneigiamy sveikyjy
sprendiniy skaicius
P(4,4)—(4+4) 8:7-6-5

414! 1-2-3-4
Lygties x; +xy +x3 +x4 +x5=5 neneigiamy sveikyjy

sprendiniy skaicius

! 9.8.7.
P(5,4)=(5+4)'=9 8-7-6
L4l 1-2-3-4

Nelygybés x; + x5 + x3 +x4 +x5 <5 neneigiamy sveikyju

=126.

sprendiniy skaicius
1+5+15+35+70+126=252.
Ats.: 252.

. Algis dovanag — penkis rankSluosCius gali isigyti pirmoje arba
antroje, arba trecioje parduotuvéje. Pagal sudéties taisykle
m=my+my +my.
Pirmoje parduotuvéje rinksis 5 ranksluosCius i§ 3 rasiy —
dovana — kartotinis derinys i§ 3 po 5. Ju skaiCius

! .
1=C; =P(5,3-1)= T8,
S5L2t 1.
Analogiskai
— ! .9.8.7.
m2=C65 :P(5,6—1): 100 10-9-8-7 6:252’
Sest1-2-3-4-5
=5 8 8-7-6
my =C; = P(5,4-1 ——=56.
3=C3 = P5,4-1)=5="——

Taigi m=21+252+56=329.
Ats.: Algis dovana gali sukomplektuoti 329 skirtingais budais.

. Polinominé formulé

(x+y+z)9= Z P(i, j, k)xl ik
i0, 720, k>0
i+j+k—

Taigi koeficientas prie x> y3z3 yra
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!
P3,3,3)= > 1680 .
313131
K : : 4. .23
oeficientas prie x” y“z~ yra
!
P(4,2,3)= o =1260
41.21-3!
Koeficientas prie x> y3zl yra
!
P(5,3,1)= O 504
51311
10. Polinominé formulé
(x+y+t+z) = Z PG, j k, Dx'ye* 2"
0<i, 0<j, p<k, 0<I

i+j+k+1=3
Randame laipsniy rodikliu i, j, k, [ visas galimas kombinacijas:
0<i, 0<j, 05k, 0L/, i+ j+k+1=3. Jas geriausia surasyti

taip:
3000, 2100, 1200, 0300,
2010, 1020, 0030,
2001, 1002, 0003,
1110, 0210,
1101, 0201,
1011, 0021,
0120,
0102,
0012,
0111.

Patikriname, ar visos i, j, k, / kombinacijos surasytos. Kadangi
340+0+0=0+3+0+0=0+0+3+0=0+0+0+3, 18 viso 4
kombinacijos. Suma 2+1+ 0+ 0 atitinka P(0,1,1,2) kombinacijy,

nes ¢ia imamas vienas démuo 2, vienas démuo 1 ir du démenys
lygts 0. Suma 1+1+1+0 atitinka P(0,0,3,1) kombinacijy, nes

joje démeny 3 ir 2 néra, vienetas paimtas 3 kartus, o nulis — 1 karta.
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Taigi 4+ P(0,1,1,2)+ P(0,0,3,1)=4+12+4 =20 — galimy i,
J, k, [ kombinacijy skaiCius. Tiek ir suraséme. Kadangi
P(3,0,0,0)=P(0,3,0,0)=P(0,0,3,0)=P(0,0,0,3) =1,
!
P1,2,0,0)=P(1,0,2,0)=...= P(0,0,1, 2)—%—3,

P(l,l,lg O):P(l’ 1, 0,1):P(1, 0, 1, 1)=P(07 1, 191)2526

>

tai jraSydami i formulg visas galimas i, j, k, / reikSmiu kombinacijas
ir atitinkamai sugrupave démenis, gauname:

(x+y+t+z)3=x3+y3+t3+z3+

+3(xzyerzt+xzz+xy2 +xt? +xz° +y2t+yzz+tzz+

+ yt2 + yz2 + tzz) +6(xyt + xyz + xtz + ytz).

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Piestukus pazyméj¢ ju spalvy pirmomis raidémis ir pirmaja raide
zymédami Petriuko, o antraja — Jonuko piestuko spalvas, baigciy
aib¢ galésime uzrasyti Sitaip:

E={z, zr, zg, Zzm, vz, rr,rg, rm, 0z, or, 0og, om, gz, gr, 2g,

gm, mz, mr, mg, mmy}.

Baigtys vienodai galimos, todél kiekvienos ju tikimybé 30

ISreiskiame ivykius elementariaisiais ir apskaiiuojame ju
tikimybes:

A={zz,rr, gg, mm};
P(A)=P(ZZ)+ P(rr)+ P(gg) + P(mm) —i+i+i+i— !

&8 2020 20 20 5
B={z, 2g, Zm, 0z, 0g, om, gz, gg, gm, mz, mg, mmy ,

12 3
P(B
(B)= 20 5°
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5 5 8 2
C={zg,rg,0g, gz, gr, gg, gm, mg}, P(C)= 203"
1 3 2
Ats.: P(A)==, P(B)==, P(C)==.
s.. P(A) s (B) s ©) s

2. IStraukty rutuliy spalvas pazymékime ju pirmosiomis raidémis.
Gauname baigciy aib¢
E={jj, jz, jb, zz, zb, bb} .

Kadangi kodai jzZ ir Zj; jb ir bj; zb ir bz reiskia tas pacias baigtis,
tai  galimos ir  kitokios E  iSraiSkos.  Pavyzdziui,
E={jj,Z,bj, 2z, zb, bb} . Bandymo baigtys néra vienodai galimos,
nes, pavyzdziui, baigtis jz yra labiau tikétina negu zb.

Apskai¢iuosime baigéiy tikimybes, iSreikSdami jas klasikinio
(modifikuoto) bandymo baigtimis. Mintinai priskiriame juodiems
rutuliams numerius 1, 2, 3, 4.; zaliems — 1, 2; baltiems — 1,2 ir
»Zymime* juos spalvy pirmosiomis raidémis:

J1-J25 735 Ja, 21,22, b1, b5

Taip gauname déz¢ su aStuoniais skirtingai paZymétais
rutuliais, i§ kurios atsitiktinai parenkame du. Taigi, mintinio
eksperimento baigtys yra deriniai i§ 8 elementy po 2, ju skaicius

n= c§ =28, jos yra vienodai galimos.

ISreiskiame uZzdavinio eksperimento baigtis $io mintinio
eksperimento baigtimis:

Uiy =U1J2s J1J3» J1J4» J2J3s Joja-j3jat > PUif) EETRETE
{7} =121, 2172 21735 21J4» 221> 22025 2203 2274}
8 2
Pl ===,
17} 37
{b} ={1b1, 1b2s J2bys Jobas J3b1,j3bas Jabys jaby} s
8 2
P{jbl=—==—.
{jb} T,

1
2y ={4z5)} , P{#)=—.
Zi=tan), PE=—
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4
{Zb} ={Z1by, Z1by, Z7by, Zpby } , PiZb} ST

2|~

{bb} =1{biby} , P{bb} = %

Patikring gauname:
P{jj} + P{zj} = P{jb} + P{zz} + P{zb} + P{bb} =
23,22 1 1 r.r 1 6+8+8+1+4+1 28

147728728 28 28

A=1{j%, jb.2b}, P(A)=Pljzt+ PLjb}+ Pizb = 2+ 241 23
77 7 71
1 3

B = {25, 5b,bb}, P(B)= P{3}+ P{zb} + P{bb} =
C ={jb, b, bb}

I 1
—+—+
28 7 28 14

B

2,1, 1.1

IR TIETS
3 13

z:PA=— P(B)=7. P

s.. P(A) (B) 1 ©) =28

P(C) = P{jb}+ P{zb} + P{bb} =

. Pazymékime: n — kauliukas atvirto nedaliu i$ 3 skai¢iumi, d —
kauliukas atvirto daliu i§ 3 skai¢iumi. Baig¢iu aibé:

E ={d, nd, nnd, nnnd, nnnnd, nnnnn} .

Eksperimento baig€iy tikimybes apskaiciuojame remdamiesi
ivykiy nepriklausomumu:

P(d)=%=§ P(nd) = P(n)- P(d)—% %:

2
P(nnd) = P(n)-P(n)-P(d) = (zj

2
6
P(nnnd) = P(n)- P(n)- P(n). P(d):@

Analogiskai gauname
4
P(nnnnd) = (%j L_16

32437
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5
P(nnnnn) = 271 2
3) 3 243
Patikriname, ar elementariyju ivykiu (apskaiciuotyjy)
tikimybiy suma lygi 1.
1 2 4 8 16 32 81+54+36+24+16+32 243
—t+ =+ —+—+ +
39 27 81 243 243 243 243
2 4 19
Kadangi 4={d, nd,nnd} ,tai P(4A)=—+—+—
3 9 27 27°
IS to, kad B ={d, nd, nnd, nnnd, nnnnd} = E \ {nnnnn} , i$plaukia

5

Py _1-(2) _p32 211

3 243 243

Kadangi C ={d, nnd, nnnnd, nnnnn} , todél
P(C)=P(d) + P(nnd) + P(nnnnd) + P(nnnnn) =

1 4 4. 16 N 32 81+436+16+32 165 55 .

=1.

3 27 243 243 243 243_81'
19 211 55
: P(A)y=—, P(B)=—, P(()=
(4= 27° (8) 243’ ©)= 81

4. Pazymékime A4 — ,,matavimo paklaida neneigiama®“, 4 —, matavimo
paklaida neigiama“. Kadangi P(4)=0,6, tai P(4)=1-0,6=0,4.
Atliekami 5 nepriklausomi matavimai. [vykis ,,neneigiamy paklaidy
skaiCius maZzesnis uz neigiamy paklaidy skaic¢iy“ (pazymékime ji B)
iSreiSkimas S$itaip: B = ,,visos paklaidos neigiamos“ arba ,,viena
paklaida neneigiama ir keturios paklaidos neigiamos®, arba ,,dvi
paklaidos neneigiamos ir trys paklaidos neigiamos“. Démenys yra
nesutaikomi jvykiai, todél P(B) lygi démeny tikimybiy sumai.
Démeny tikimybes apskai¢iuojame naudodamiesi Bernulio schemos
formulémis (zinoma, jas galima apskai€iuoti ir nezinant Bernulio
formulés):

P(,,visos paklaidos neigiamos*) = (0,4)5 =0,01024;
P(,,viena paklaida neneigiama ir keturios neigiamos®) =
=CL.0,6-(0,4)* =5-0,6-0,0256 =0,0768 ;

136



SEPTINTOJI UZDUOTIS

P(,,dvi paklaidos neneigiamos ir trys paklaidos neigiamos*‘) =
= C2-(0,6)* -(0,4)° =10-0,36-0,064 = 0,2304 .
Todél ieskomoji tikimybé yra
P(B)=0,01024+0,0768+0,2304 =0,31744 .

Ats.: 0,31744.

. lvykis 4 — ,,mokinys i$spres tik 4 uzdavinius® = ,,mokinys iSspres 3
algebros uzdavinius ir viena geometrijos uzdavini* arba ,,iSsprgs 2
algebros uzdavinius ir 2 geometrijos uzdavinius®, arba ,,iSspres
vieng algebros uzdavini ir tris geometrijos uzdavinius“. Reikia
prisiminti, jog jis bando spresti visus $eSis uzdavinius. Pazymeje a —
iSsprend¢ algebros uzdavini, a — neiSsprendé algebros uzdavinio, g
— i8sprendé geometrijos uzdavini, g — neiSsprendé¢ geometrijos
uzdavinio, gauname patogias iSraiskas.

,»Mokinys iSspres 3 algebros uzdavinius ir viena geometrijos
uzdavini“ = (aaa)N(ggg). Cia ggg yra ivykis ,issprendé viena
(bet kuri) geometrijos uzdavinj i§ spresty triju’.

»Mokinys i§sprgs 2 algebros ir 2 geometrijos uzdavinius® =
(aaa)N(ggg).Cia (aaa) ir (ggg) reidkia jvykius ,,idspresti du
algebros® ir ,,i$spresti du geometrijos uzdaviniai® i§ spresty trijy.

»Mokinys i8sprgs 1 algebros ir 3 geometrijos uzdavinius“ =
(aaa)(ggg), ¢ia aaa — iSspres viena algebros uzdavinj i§
spresty triju.

Taigi turime iSraiska

A=((aaa)N(gg 2NV ((aaa)N(ggg)VU (aaa)(ggg))-

Kadangi démenys nesutaikomi ijvykiai, o dauginamieji —

nepriklausomi jvykiai (pagal salyga), tai
P(A4)=P(aaa)-P(gg &)+ Plaaa)-P(ggg)+
Plaaa)-P(ggg).

Dauginamuyjy tikimybes randame pagal Bernulio formules su
n=3irp; =08, ¢ =0,2 ir p, =0,6, g, =0,4 (galima skaiciuoti
ir be ju):

P(aaa)=0,8-0,8-0,8=0,512,

P(ggg)=C-(0,6)'-(0,4)2 =0,288;
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P(aaa)=C3 -(0,8)?-0,2=0,384,
P(ggg)=C3-(0.6)*-(0.4) =0432;

P(aaa)=C}-(0.8)'(0,2)% =0,09,

P(ggg)=0,6-0,6-0,6=0,216.

Taigi turime

P(4)=0,512-0,288 + 0,384 -0,432 + 0,096 - 0,216 =
=0,147456 + 0,165888 + 0,020736 = 0,334080 ~ 0,334.
Ats.: = 0,334,

6. Pazymékime b; — baltas, j; — juodas rutulys iStrauktas i-ju
traukimu. Kadangi Jonas pradeda traukti pirmasis, o Simas antrasis,
tai ivykis

»laimi Jonas® = {jy, byby j3, bibabsbyjs} .
Ivykis
,,laimi Simas‘ = {bljZ’ b1b2b3j4} .
P(,laimi Jonas®) = P(ji)+ P(byby j3)+ P(bybyb3byjs),
P(,,laimi Simas“) = P( bljZ) + P(b1b2b3j4) .

Démeny tikimybes apskaiciuojame naudodami ivykiy sandaugos
tikimybés formule (bendraji atveji):

PN =2 Pbija)=Plb)-P(j | ) =52 =

L
435 5

P(bb P(b)-P(b, | by)- P bib Ry
(b1by j3) = P(by)-P(by |by)- P(j3 | biby) = 987 1

P(b1byb3 ja)=P(by)- P(by | b)) P(b3 |biby) - P(j4 | bibybs) =
4 325 5

9876 126

oo|m
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P(bibybsby js) =
= P(by)- P(by | b)) P(by |byby)- P(by |bibybs) - P(js | bibybsby) =
4 3 2 15 1

98765 126
Taigi gauname:

.. w 55 1 70+15+1 86 43
P(,Jaimi Jonas“)=—+—+—=———=——=—
9 42 126 126 126 63

P(,Jaimi Simas*) = i + i = ﬂ = ﬂ = & .
18 126 126 126 63
Ats.: ﬁ, @
63 63
. Nagrinéjamaja ivykiy sankirta uzraSykime taip:
A NA N A3 N Ay = (A NAy N A3) N 4. (1)
Tuomet pasinaudoj¢ formule P(4A(\B)= P(A4)- P(B| A), gauname

P(A Ay N A3 Ag) = P(A N Ay N A3)-P(Ag | 4N Ay N 43).(2)
Kadangi Al ﬂ A2 ﬂA3 = (Al ﬂAz)ﬂA3 , tai

P(A4 N Ay N A3)=P(4 N Ay) P(A3 | 4 4) 3)
Galy gale
P4 N Ay)=P(A4y)-P(4y | 4). 4)

Nuosekliai jrase (4) iSraiska i (3), po to gauta iSraiska i (2), gausime
P(A N Ay N Az N Ay)=
=P(Ay)- P(Ay [ A)) - P(A3 | A1 N Ay) - P(Ay | A N Ay () 43).

. Pazymékime A4 ivyki ,,vairuotojas pateko i avarija“, £ — biitinaji
vyki. Tuomet
A=ANE = AN(H UH, UH3) = (HNAUH, N AHU(H3 N 4)

Démenys yra nesutaikomi jvykiai, todél
P(A)=P(H,NA)+P(H,NA)+P(H3NA)=

=P(Hy)-P(A|H\)+ P(Hy)-P(A|Hy)+ P(H3)- P(A| H3).
Pagal salyga turime:
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P(H)=05,  P(Hy)=03, P(H3)=02,
P(A|H)=0,01, P(A|H,)=0,03, P(A|H3)=0,10.
Todél

P(4)=0,5-0,01+0,3-0,03+0,2-0,1 = 0,005 + 0,009 + 0,02 = 0,034,
_P(H{NA) _P(H)P(A|Hy) 0,005

PUH [ 4) P(A) P(A) 0.034 ~ 147
P(H, | A) = P(Hy N A) _ P(Hy)P(A| Hy) _ 0,009 0,265
2 P(A) P(4) 0,034

P(H | A) = P(H3NA) _ P(Hy)P(A|H3) _ 0,02 0,587
P(A) P(A) 0,034

Vairuotojas, padargs avarija, su didziausia tikimybe (= 0,587 )
priklauso daZniausiai rizikuojanciy (nutruktagalvis) klasei H5.
Ats.: =0,147, = 0,265, ~0,587 .

9. Pazymékime atsitiktinio dydzio X +Y reikSmiy tikimybes
P(X+Y=x;+y;)=9q;, 1=12,3,45, j=12,3,4. Tuomet

atsitiktinio dydzio X +Y matematiné viltis yra
E(X+Y)=
=(xp +y)q11 + (0 +y2)q12 + (0 +¥3)q13 + (1 + y4)q14 +
+(x2 + ¥1)q21 + (X2 + ¥2)qg20 + (X +¥3)q23 + (X2 + y4)q04 +
+(x3 +y1)q31 + (X3 +¥2)932 + (X3 + ¥3)933 + (X3 + V4)q34 +
+(x4 +1)q41 + (x4 +y2)q42 + (X4 +Y3)q43 + (X4 + Y4)q44 +
+(xXs5 +y1)q51 + (X5 +y2)qs53 + (X5 + y3)q53 + (X5 + y4)qs4-
Pergrupave démenis, gauname:
E(X+Y)=1[x(q11 +q12 + 913 + q14) +
+x2(q21 + 922 + 923 +q24) +
+x3(931 +932 + 933 T q34) +
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10.

+x4(941 + 942 + 943 T qaq) +
+x5(951 + 952 + 953 +qs54)]+
+[v1(q11 + 921 + 931 + 941 T q51) +
+22(q12 +922 + 930 +qa2 +q452) +
+3(q13 + 923 + 433 + 943 +q53) +
+24(q14 + 924 + q34 + qa4 +q54)]-
Pastebime, jog
gil +9i2 93 +9ia =P(X +Y =x; + y )+ P(X +Y =x; + yp) +
+PX+Y=x;+y3)+ P(X +Y =x; +y4)=
=P{X =x;}=p;,
nes dydis Y igyja tik reikSmes yi, 5, ¥3, V4. Ciai=12,3,4,5.
Analogiskai
q91; Y4925 T4935 T q4; t45; =
=P(X+Y=x1+y;)+P(X+Y=xy+y;)+

)

+PX+Y=x3+y;)+P(X+Y=x4+y;)+

+P(X+Y=xs+y;)=PX¥=y;)=¢q;, j=12,3,4
nes dydis X igyja tik reikSmes xj, x5, X3, X4, X5. [raS¢ gautas
reik§mes i (5) formulg, gauname

E(X+Y)= (x1p + Xpp3 + X3P3 + X4 Py +X5p5) +
+ (191 + Y292 + Y393 + yaq4) =EX+EY.

Bandymo baigtis pazymékime skaiiy poromis. Gausime Sitokiy
baigéiy aibe:

E= {(1, _3)’ (17 _2)’ (la _1)7 (1: 1)’ (1, 2)7 (19 3))

(27 _3)9 (2’ _2), (2’ _1)’ (27 1), (2’ 2): (2a 3),

(3’ _3)9 (3’ _2), (3’ _1)9 (37 1), (3’ 2): (3a 3),

(4’ _3)9 (4’ _2), (4’ _1)9 (4’ 1), (4’ 2): (4, 3),

(5’ 73): (5’ 72), (5’ 71): (5’ 1), (5’ 2): (5, 3),

(6,-3), (6,-2), (6,-1), (6, 1), (6, 2), (6, 3)}.

Baigciy skaicius 36. Visos baigtys vienodai galimos.

Atsitiktinio dydzio X reikSmés: —2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9.
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Siy reik$miy tikimybés yra:

PIX =2} = P(I,~3) =

36°
P{X =-1}=P(,-2)+ P2 —3)—i+i—3
’ ’ 36 36 36
P{X:0}:P(l,—l)+P(2,—2)+P(3,—3):%,

P{le}:P(Z,—1)+P(3,—2)+P(4,—3)=%,

P{X =2} =P(l, 1)+P(3,—1)+P(4,—2)+P(5,—3)=%,

P{X =3} = P(1,2) + P(2, 1)+ P(4,— 1)+ P(5, - 2) + P(6, =3) = % ,
PIX =4} = P(1,3)+ P(2,2) + P(3, 1)+ P(5,~ 1)+ P(6,~2) = % :
P{X =5} = P(2,3)+ P(3,2)+ P(4, 1)+ P(6, ~1) = %,
P{X =6} =P(3,3)+ P(4,2)+ P(5,1) = 33—6,

3

PIX =T}=P(4,3)+P(5,2)+ P61 =,

P{X =8} = P(5,3) + P(6,2) =%,

P{X=9}:P(6,3)=%.

Kad biity patogiau, skirstinj uzraSome lentele:

xp |21 o023 14151617819

pr | 1213345543 ]3]2]1

36|36 |36|36|36|36|36|36|36]|36]|36]| 36

Apskaiciuojame matemating viltj:

EX=3—16(—2+(—1)-2+0-3+1-3+2-4+3-5+4-5+.
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+5.4+6-3+7-3+8-2+9-l)=%.

Apskaiciuojame dispersija:

oA A T
) el s o) e
i ool o b

=4;36(121+162+147+75+36+5+5+36+75+147+

+162+121)=2.
12

Ats.: EX=3,5,DX= %

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kompleksiniai skai¢iai z; ir z, yra lygts, kai ju realiosios ir
menamosios dalys yra lygios. Misu atveju turésime: 3x —5y =2 ir
5x -3y =14. Realiosioms x ir y reikSméms rasti turime iSspresti
lygéiy sistema:

{3)6 -5y=2, ‘5

Sx-3y=14. |-3
15x-25y= 10,
—15x+ 9y=-42

—-16y=-32=y=2.
I§ pirmosios lygties
3x=12=>x=4.
Ats.: (4; 2).
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(5+20)2+5) (3-4)(4-3i)
(2-50)(2+5i) (4+3i)(4-3i)
10+4i+25i-10 12-16i-9i-12

2. 6i—8i%+

=6i+8+
4425 16+9
=6i+8+&+2—5;=6i+8+i+i:8+8i=8(1+i),éiavisur
i?=-1.
Ats.: 8(1+1).

3. Kompleksinio skaiiaus z=x+iy modulis |z|= X2+ y2 , O
argumentas @ =@ +2kn; ke Z,kur o) =argz.Kai z=—/3 +1i,
tai

lz]=+3+ =\/Z=2, (pozn—arctgizn—zz—,

3 6 6

nes kompleksinis skaiCius yra antrajame ketvirtyje (x <0, y>0).

. e 5
Tada visos argumento reikSmés ¢ = ?n +2kn, keZ.

Ats.: | z|=2; (pzs?n+2kn, keZ.

4. Skaiiaus z =x +iy trigonometriné forma yra z =r(cos® +isin @),
kur = z|, o @ — kompleksinio skaiCiaus vienas i§ argumenty (gali

biiti ir ¢ ). Duotojo skai¢iaus modulis

1 3
|Z|: _+_=150
4 4
¢ =arctg : —nzarctg\/g—nzz—nz—z—n,
2-1 3 3
Tada z=1 cos —2—n + isin —2—Tc :cosﬁ—isinz—n.
3 3 3 3

2n .. 2®;
Ats.: z=cos— —isin—.
3 3
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5. Zinoma, kad
zy _ r(cos@y +isinQy)

14 ..

— —[cos(@; — p2) +isin(g; —9,)]
zy  ry(cos@, +isingy) n

Taikydami §ia formulg miisy uzdaviniui, turésime:

1 _4 (cos140° +isin140°)

Zy  2(cos50° +isin50°)

4 o . o . .
=5(cos90 +isin90°)=2-i=2i,

nes cos90° =0, 0 sin90° =1.
Ats.: 21.

6. Kadangi

1, kai n=4k,

i, kai n=4k +1,

-1, kai n=4k + 2,

—i, kai n=4k+3, ke N,

.n_

tai miisy atveju bus

0 410 426 ;36 ;46 4 ;56

_ A2 A4 4612 49 411D 414

—-1+1-1+1-1+1=0.
Ats.: 0.

7. Pradzioje atlickame veiksmus skliausteliuose — skaitiklj ir vardiklj
dauginame i§ vardikliui jungtinio kompleksinio skaiciaus:

a=na-° (a=02) (1-2i+i 8_[1—2;’—1)8_
A+d-i)) | 1-;2 ] | 1+i L2 -

= (=) =8 =i*? =1,

Ats.: 1.

8. Sprendziame bikvadrating lygti pazymédami x? = y . Tada miisy
lygtis uzraSoma:
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2 47y +10=0=

7,3

7, [49 7.3 |72
ST cANST R

2T 272 | 7

2

=y

- ’

2
3
2
Randame, kad y; =-5, y, =-2. Kadangi x?

X2 =—5:>x1’2 Zii\/g X2 =—2:>X3’4 Zii\/_.

ts.: +iN5; +iV2 .

B

9. Saknies reikSmes randame naudodamiesi formule:

wi =4z = W(cos PO2hn | ;sip PO+2kn j ,

n n

¢ia @, — pagrindiné kompleksinio skaiciaus z argumento reikSme,
r=lz|, k=0,1,2,...,(n—-1).

Uzrasome  skai¢iy —16  trigonometrine forma, t.y.
-16= 16(cos (m+ 2km) +isin (T + 2krc)). Tada

e :%:%[m =2 njfm):

:2[cos(2k + 1)§+isin (2k +1)§],
¢ia k=0,1,2,3.

15 &a, kai k=0, wp= (£+ £] J2+1),
kai k=1, w; = (—§+ £] V2(-1+10),

kai k=2, wy =2[—£—i%}=\/§(—l—i)

2
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10.

kai k=3, mzZ[%—i%J:ﬁ(l—i).

Norédami  pavaizduoti
reikSmes, t.y. wy,w, wy

Sias
ir w3, Y1

geometriskai, z plokstumoje
bréziame apskritima su centru \
koordinaciy pradzioje ir spinduliu _|

r=16=2 (zr. pav.). T nubrézta ‘\ 0 / 2
apskritimg  jbréziame taisyklinga . ’1,1,3
keturkampi (kvadrata), kurio ~1- @
vir§iinés ir bus misy Saknies
reikSmiy geometrinis vaizdas.

. 1 1
Pazymime x=31/— =—1y.Tada
y 27)’ 3y

27x3+1=27-2i7-y3+1=y3+1=0.

Spresdami lygti y> +1=0, gauname y=3/-1 arba

Vi =\/cos(7'c+2kn) +isin(m+ 2kn) =
T - ¢ia k=0,1,2.
=cos(2k + 1)§+isin(2k +1)§;

Na

Kai k=0, yo—cos—+zs1n£=l+ =
3 3 2 2

o).

kai k=1, y;=cosn+isint=-1,

kai k=2, yz—coss?nﬂsms—n:

LBt
3 2 2 2

(1-iv3)

Tada x; = (+z\/_), xz——g,x3 =%(1—i\/§).
Ats.: —— 1r lil\/_.
3 6
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BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4

(145244) 123 0.6833| 220 3n Lina — Druskininkuose,
6 1180 "4 Rita — Utenoje,
Monika — Rokiskyje
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