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PRATARME

Pries$ SesSerius metus, 1998 metais, buvo atkurta anks¢iau — nuo 1969
m. iki 1989 m. — veikusi Lietuvos jaunyjy matematiky neakivaizdiné
mokykla. Mokyklos tikslai: padéti Lietuvos moksleiviams gilinti
matematikos Zzinias; skatinti moksleivius dirbti savarankiskai; padéti
jiems susidaryti tvirtus matematikos pagrindus studijoms aukstosiose
mokyklose; organizuoti moksleiviy matematikos uzdaviniy sprendimo
konkursus; teikti informacija apie tarptautinius konkursus ir skatinti
juose dalyvauti; supazindinti moksleivius su idomesniais matematikos
taikymais.

Dabartiné Lietuvos jaunyju matematiky mokykla (LJMM) Siemet
iSleido penktaja laida. Ja baigé 357 mokiniai. I$ viso per penkerius
metus LJMM baigimo paZzyméjimai buvo iteikti 1567 mokiniams.
Daugelis i$ ju sékmingai studijuoja arba jau baigé aukstasias mokyklas.

Siekdami populiarinti matematika kasmet leidziame LIMM
knygeles ,,Jaunajam matematikui®. Sioje, jau penktojoje, yra idéstytos
visos astuonios 2002-2004 LIMM mokslo mety temos (teoriné
medziaga, uzduotys ir jy sprendimai): planimetrijos uzdaviniai; antrosios
eilés kreivés; skaiciy dalikliai; Sifrai ir skaiciai; tiesiniy lygéiy sistemos;
algebrinés lygtys; brézimo uzdaviniai; sudétis, atimtis ir daugyba bei
dalyba kampu.

Paskutinivose Sios knygelés puslapiuose skaitytojas ras visose
ankstesnése LJIMM knygelése ,,Jaunajam matematikui® i§déstyty temuy
pavadinimus.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams ir redaktorei Joanai
Pribusauskaitei.

Si knygelé yra didelis ir nuosirdus kolegés Kristinos Lyndienés
darbas renkant ir maketuojant teksta, — nuoSirdus aciii jai.

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Su kuriomis a reik§mémis funkcija f(x)= x% —2ax intervale [0; 3]
igyja maziausia reikSme, lygia —4?

. Apskaiciuokite parabolés y =3x2 +6x ir tiesés y=6—x susikir-
timo tasky koordinates. Kuriuose koordinaciu plokstumos ketvir-
Ciuose yra Sie taskai?

. Trikampio krastinés yra a, b ir ¢, o kampai pries jas atitinkamai 4, B
ir C. [rodykite, kad
a’? +b% +c _cosA N cos B N cosC
2abc a b c

2

. Raskite du natiiralivosius trizenklius skai¢ius, vienas i$ kuriy biity 5
kartus didesnis uz kita, o ju suma dalytysi i§ 498.

. Duotas nattralusis skai¢ius n. [rodykite, kad skai¢iy n(n—1) ir

(n+ 1)2 skaitmeny sumos yra skirtingos.
. Trodykite, kad x —2y <200, kai v/x —+/y =10.

. Taskai P ir Q dalija iSkilojo ketur-

kampio ABCD krasting AB i tris lygias s R <
dalis: AP=PQ=0QB. Taskai R ir S D

irgi dalija krasting CD 1{ tris lygias

dalis: CR=RS =SD. Apskaiciuokite

keturkampio PSRQ plota, jeigu ketur-

eturkampio 0 plota, jeigu ketur ) » ) s

kampio ABCD plotas lygus 24 cm’.



STOJAMOJI UZDUOTIS

8. Duotas 60° didumo kampas. TaSkas M, esantis kampo viduje, yra
nutolgs nuo kampo krastiniy atstumais a ir b. Raskite atstuma nuo
tasko M iki kampo virSiinés.

2 pav.
9. Trikampés piramidés sienos yra tarpusavyje statmenos, o ju plotai
lygus az, b? ir ¢2. Raskite piramidés tiirj.

10. Bégdamas { virSy judanciu eskalatoriumi Linas suskai¢iavo 30
laipteliy, o tuo paciu grei¢iu bégdamas zemyn — 150 laipteliy. Kiek
laipteliy suskai¢iuoty Linas, jeigu eskalatorius nejudéty?



I. PLANIMETRIJOS UZDAVINIAI

Ona Jablonskiené
(Vilniaus Zirmiiny gimnazija)

Sioje temoje panagrinésime ibréztuosius ir apibréztuosius
trikampius bei keturkampius.

Pirmiausia prisiminkime $ias apskritimo liestiniy savybes.

Liestinés teorema. Lietimosi taske apskritimo liestiné yra statmena
jo spinduliui.

Liestinés teoremos iSvada. Apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno
tasko, atkarpos iki lietimosi tasky yra lygios.

Sprendziant uzdavinius pravercia Zinios apie jbréztuosius ir apibréz-
tuosius trikampius.

1. Jei S yra trikampio plotas, o p — jo pusperimetris, tai jbréztojo

apskritimo spindulj 7 galima apskaiciuoti pagal formulg » = 5 .
Z

2. Ibrézto i trikampi apskritimo centras yra jo pusiaukampiniy susi—
kirtimo taskas.

3. Apibrézto apie trikampj apskritimo centras yra krastiniy vidurio
statmeny susikirtimo taskas.

4. Apibrézto apie statyji trikampi apskritimo centras yra jzambinés
vidurio taskas.

5.Jei S — trikampio plotas, a, b, c— jo krastiniy ilgiai, tai apibrézto

apskritimo spinduli R galima apskaiciuoti pagal formule R =2—[;c arba

pagal formulge R =

(kai zinomas kampas A tarp trikampio kras-

2sin

tiniy b ir ¢).

Atkreipkime démesi, kad apibrézto apie lygiasoni trikampj apskri-
timo centras yra aukstin¢je nuleistoje | pagrinda arba jos tesinyje. IeSkant
tokio apskritimo spindulio ar trikampio elementy kartais pravartu pratesti
auksting iki susikirtimo su apskritimu ir gautaji taska sujungti su
pagrindo galu.

Dar paminésime pora keturkampio savybiy.



PLANIMETRIJOS UZDAVINIAI

1. Apibrézto apie apskritima keturkampio prieSingy krastiniy ilgiy
sumos yra lygios.

2. Ibrézto 1 apskritima keturkampio prieSingy kampy sumos lygios
180°.

Ibréztyjy ir apibréztyjy trikampiy bei keturkampiy savybiy taikyma
planimetrijos uzdaviniams spresti pademonstruosime keliais pavyzdziais.

Sprendziant uzdavinius patogu naudoti ,,iSlankstymo metoda‘, kuris
remiasi liestinés teoremos iSvada.

1 pavyzdys. | trikampi ibréztas apskritimas. Nubréztos trys jo
liestinés, kurios nukerta nuo duoto trikampio tris mazus trikampius.
Mazyjy trikampiy perimetrai sudaro aritmeting progresija, kurios skirtu-
mas yra 4. Raskime $iuos perimetrus, jeigu duotojo trikampio perimetras
lygus 42.

Sprendimas. Patogu naudoti ,,iSlankstymo metoda“ (zr. 1 pav.).
Remdamiesi liestinés teoremos iSvada gauname: SK =SD, EN = NH ,
HR=FR, PF=KP, KS=SD, LQO=LD. Todél trikampiy LBM,
NCR ir PAS perimetrai ,,iSsilanksto* | trikampio ABC perimetra, t.y.

Pypc = Pram + Pncr + Ppas -
Kadangi mazujy trikampiy perimetrai sudaro progresija, tai
Pryep +4+Pycr +Pycgp —4=42,
Pncg =14,
Prpy =14+4=18,
Ppys =14-4=10.
Ats.: 10,14,18.

2 pav.



I TEMA

2 pavyzdys. LygiaSonio trikampio ABC Soniné krastiné lygi 5,
kampas prie virSinés lygus 120°. Raskime apie trikampi apibréZto
skritulio plota.

Sprendimas. Bréziame BD ir DC. Todél (zr. 2 pav.) trikampis BCD
status. Kampas CBD lygus 60°. Kampas BDC lygus 30°.

BD=2BC, BD=10, BO=5. Sy, =nBO* =257.

Ats.: 25m.

3 pavyzdys. Jeigu keturkampio kraStinés sudaro geometring progre-
sija, tai i toki keturkampi negalima jbrézti apskritimo. [rodykime tai.

Sprendimas. Tegu keturkampio krastinés lygios x, x-¢g, x- qz,
x- q3 . Jei 1 toki keturkampi biity galima ibrézti apskritima, tai gautume:
x+xq2 =xq+xq3,
xq3 —xq2 +xqg—-x=0,

(1+¢%)-(1-9)=0,
qg=1.
Kai g =1, krastinés nesudaro geometrinés progresijos. Gavome
priestaravima salygai.
4 pavyzdys. [brézto { apskritima keturkampio ABCD prieSingy
krastiniy sandaugy suma lygi jo istrizainiy sandaugai, t.y.
AB-CD+ BC-AD=BD- AC

(Ptoloméjaus teorema).

[rodymas. Atidedame kampa ABK , lygu
kampui MBC (zr. 3 pav.). Trikampis ABK pa-
nasus { trikampi BCD, nes kampas ABK lygus M
kampui MBC, kampas BAC lygus kampui K
BDC (remiasi i lanka BC).

A D
a5 _AK S~
BD CD ) pav.

AB-CD=BD- AK . 1)

B C

Trikampis BCK panasus i trikampi ABD, todél

10



PLANIMETRIJOS UZDAVINIAI

BC _BD
KC 4D’
AD-BC=BD-KC. (2)

Sudedame (1) ir (2) lygybes:

AB-CD+ AD-BC=BD- (4K + KC),
AB-CD+ AD-BC=BD- AC.

PIRMOJI UZDUOTIS

. [ lygiaSoni trikampi, kurio pagrindas 12, ibréztas apskritimas. Trys
jo liestinés nukerta nuo duotojo trikampio tris mazus trikampius. Ju
perimetry suma lygi 48. Raskite duotojo trikampio Soning krasting.

. [ trikampi {bréztas apskritimas, kurio spindulys r. Apskritimo liesti-
nés lygiagrecios su trikampio kraStinémis. [ susidariusius trikampius
ibrézty apskritimy spinduliai lygis 2, 3 ir 4. Raskite 7.

. [ trikampi, kurio perimetras lygus 20, jbréztas apskritimas. Jo liesti-
nés atkarpa, esanti tarp trikampio krastiniy, lygi 2,4 ir lygiagreti su
pagrindu. Raskite trikampio pagrinda.

. Trikampio, kurio vienas kampas lygus kity dvieju skirtumui,
mazesniosios krastines ilgis — vienetas. Kvadraty, nubrézty ant kity
dviejy krastiniy, ploty suma 2 kartus didesné uz skritulio, apibrézto
apie trikampi, plota. Raskite ilgiausia trikampio krasting.

. [ lygiaSonj trikampj ibrézto skritulio centras dalija auksting santykiu
12:5. Sio trikampio Soniné krastiné lygi 60. Raskite pagrinda.

. Apskritime, apibréztame apie lygiakrast] trikampi ABC, laisvai

pasirinktas taSkas M. Irodykite, kad didziausioji i§ atkarpy M4, MB
ir MC lygi kity dviejy sumai.

11



I TEMA

7.

10.

[ apskritima jbréztas keturkampis, kurio kampai lygias 120°, 90°,
60°, 90°. Keturkampio plotas lygus 93 , 0 istrizainés viena kitai
statmenos. Raskite apskritimo spinduli.

Trikampyje ABC nubrézta pusiaukampiné AK. [brézto i trikampi
ABK ir apibrézto apie trikampi ABC apskritimy centrai sutampa.
Raskite trikampio ABC kampus.

I lygiasoni trikampj ibrézto apskritimo spindulys » lygus %, 0 apie

ji apibrézto apskritimo spindulys R lygus ?5 Raskite trikampio
krastines, jei Zinoma, kad jos yra sveikieji skai¢iai.
Apie apskritima apibréztas keturkampis, kurio dvi gretimos

krastinés lygios 5 ir 12. Jos sudaro staty kampa. Raskite kitas dvi
krastines, jeigu kampas tarp ju lygus 60°.

A3
fe19))

7

D)
\fJ ;!‘/’/4,

12



2. ANTROSIOS EILES KREIVES

Vidmantas Pekarskas
(Kauno technologijos universitetas)

1. KUGIO PJUVIAI

Jau senovés Graikijoje buvo zinomi kiigio pjiviai — kreivés, kurios
gaunamos apskritojo kiigio pavirSiy perkirtus jvairios
padéties plok§tumomis. Kampa tarp kiigio asies ir suda-
romosios pazymékime o, o tarp aSies ir kertanciosios
plokstumos — B (1 pav.).

Kai B=90° tai pjivyje gaunamas apskritimas
(2 pav., a). Kai B > a, tai plokStuma kerta visas vienos
kuigio Sakos sudaromasias ir pjivyje gaunama uzdara
kreivé, kuri vadinama elipse (2 pav., b). Kai 3 = a, tai
kertancioji plokStuma yra lygiagreti kiigio sudaromajai 1 pav.
ir kerta tik viena jo Saka (2 pav., ¢). Gaunama kreivé
vadinama parabole. Kai B < o, tai kertancioji plokStuma kerta abi kiigio
Sakas ir pjiivyje gaunama kreivé, kuri vadinama hiperbole (2 pav., d).

apskritimas elipsé parabolé hiperbolé
a) b) c) d)
2 pav.

Jei kertancCiaja plokStuma, kuri i$ pradziy yra statmena kiigio asiai,
suktume apie fiksuota kiigio ir kertanciosios plokStumos susikirtimo
taska, tai matytume, jog apskritimas virsta elipse, paskui antroji elipsés
vir§siné nutolsta i begalybe ir elipsé virsta parabole, o po to, kai
plokstuma perkerta ir antraja kiigio Saka, pjivyje gaunama hiperbolé.

13



II TEMA

2. APSKRITIMAS, ELIPSE, HIPERBOLE, PARABOLE

IS devintos klasés kurso jau zinote, kad apskritimas, kurio centras
C(xg,y0), o spindulys lygus a, apibiidinamas lygtimi
2 2 2
(x=x0)"+(y—yo)" =a".
Kai apskritimo centras yra koordinaciy pradzia (x, =0, y(=0),
tai jo lygtis yra tokia:

2

y
X +y2=a2.

(1)
Kreivée (3 pav.), kuri gaunama i§ Sio s
apskritimo saspudziu iSilgai asSies Oy, nusa- / \

komu formulémis x'=x, y'=éy (a>b), &F 0 F% X
a 1 2

yra elipsé. Trase 1 (1) lygti x=x" ir y :%y' ,

gauname elipsés lygti
2 2 2 3 pav.
x'2+a—2y'2=a2<:>x—2+y—2=1. P
a b
Pazyméje, kaip iprasta, koordinates raidémis x ir y, gavome, kad
elipses lygtis yra tokia:

2 2
X
o+ y_2 ~1; (2)
a” b
¢ia a ir b vadinamos didzigja ir mazqja pusasémis.

Kadangi a>b, pazymékime M(xy)

pasizymi jdomia savybe: atstumy nuo ju F(—c;0) O E(c;0)
iki bet kurio elipsés tasko M (x,y)
(4 pav.) suma yra pastovi ir lygi 2a:
F1M+F2M=2a. 4 pav.
Irodydami $ia savybe, pasinaudosi-
me atstumo tarp dviejy tasky M (x;;y;) it M (xy;y, ) formule:

d:\/(xl —x)* + (- 32)*

y
¢?=a? -b%. Taskai Fi(=¢;0) ir
F (c; O) vadinami elipsés Zidiniais. Jie /-7“
k_/ *

14



ANTROSIOS EILES KREIVES

Tuomet

Kadangi i$ (2) lygties turime y =b? (l x—zJ

2 2
M = (x+c)2+b2[ —x—zJ \/x +2ex+c? +b% - 2 =
a
2 b2 2 2 x2c? 2 c 2
= |x 1——2 +2cx+c”+b° = 3 +2cx+a” = —x+aj =
a a a
c c
=|—x+a|l=—x+a,
a a

c oy c
nes — <1, | x| < a . Analogiskai gautume, kad Fo,M =a ——x.
a a

Todél
M+ F>,M =2a. 3)

(3) lygybé daznai vartojama kaip elipsés apibrézimas, kuris skam-
bétu taip: elipse vadinama geometriné vieta tasky, kuriy atstumy nuo
dviejy pastoviy ploksStumos tasky suma yra pastovi ir lygi 2a.

Prie§ pradédami nag- A

e e . N4 y
rinéti hiperbolg, iSnagri-

nékime koordinaciy siste- M

mos transformacija, kuri ,
vadinama postikiu. Tarki-
me, kad pasukg asis Ox ir E -
Oy kampu o (5 pav.),
gavome nauja koordinaciy

a

sistema x'Oy’ . Sakykime, >
. 4 D X

kad tasko M koordinatés 0

senoje sistemoje yra x ir y,

o naujoje — x' ir y'. 5 pav



II TEMA

Taigi x=04, y=AM,
x'=0B, y'=0C.
Rasime ry$j, kuris susieja koordinates x, y su koordinatémis x', y'.

Kadangi O4=0D — AD =0D - EB, (O)—g =cosa ,

EB EB 0
—=——=c05(90" —a),
MB OC
tai
OA=0Bcosa—OCsina,
x=x'cosa—y'sina .
Analogiskai is salygu AM = ME + AE = ME + BD,
ME _ sin(90° — a), BD _ sina.,
OB

gautume AM = MBcoso.+OBsina, y=y'cosa+x'sina.
Gavome tokias posiikio formules
x=x'cosa—y'sina,
y=x'sina+ y'cosa .
Nors $ias formules iSvedéme, kai taskas M yra pirmajame ketvirtyje,
jos yra teisingos ir visais kitais atvejais.
Mokykloje hiperbole yra vadinamas atvirkStinio proporcingumo
.. k
funkcijos y=—
x
viena kitai statmeny tiesiy (koordinaciy asiy), vadinamy asimptotémis.

grafikas (6 pav.). Hiperbolés Sakos neribotai artéja prie

v A
y=-x y=x

v

l _/
~\
|

7 pav.
6 pav. pay

16



ANTROSIOS EILES KREIVES

Jei koordinaciy asis Ox ir Oy pasuktume 45° kampu (hiperbolg palikdami
vietoje) ta kryptimi, kaip parodyta 6 pav., o paskui visa brézinj vél
pasuktume 45° kampu i deSing, tai gautume kreive, pavaizduota 7 pav.

Irase i posiikio formules o =45°, gauname

NG

x=7(x'—y’),
\/E ! !
y=7(x +').

- . . . Sl . . k. . .
Sias x ir y reikSmes {raSome i hiperbolés lygti y =— ir atlike veiksmus
X

gauname lygti X2 - y'2 =2k. Kai k>0, tai 2k >0 ir galima pazyméti

2k=a’. Pazymeje koordinates, kaip iprasta, raidémis x ir y, gauname,
kad 7 pav. pavaizduotos hiperbolés lygtis yra

xz—y2 =a’.

Senosios koordinaciy asys uzima ketvir¢iy pusiaukampiniy padéti.

Todél hiperbolés x? - y2 =a’ asimptoCiy lygtys yra y = +x.
Sasptidziu, nusakomu formulémis x'=x, y = b ¥, hiperbolé
a

x? - y2 =a’ transformuojama { hiperbolg (8 pav.), kurios lygtis
2 2
Xy

a? b2

b

y

\
T

[
1

e
I

8 pav.

17



II TEMA

0 jos asimptotés | tieses y=+—x, kurios yra staciakampio ABCD
a

pusiaukampinés (9 pav.). Dydis a vadinamas jos realigja pusase, b —
menamaqja pusase.

y
B C M(xy)
F(—c;0) 0 F(c;0) *
A D
9 pav.

Pazymékime ¢ =% +b%. Taskai Fi(-¢;0) ir Fy(c;0) vadinami
hiperbolés Zidiniais. Jie irgi pasizymi jdomia savybe: atstumy nuo ju iki
bet kurio hiperbolés tasko M skirtumo modulis yra pastovus ir lygus 2a:

FiM - FM|=2a. (4)
[rodymas analogiskas kaip ir elipsés atveju. Si savybé daznai vartojama
kaip hiperbolés apibrézimas.

y A
y
y=ax*,a>0 x=ay’,a>0
g x
0 X
a) b)
10 pav.

I8 devintos klasés kurso irgi Zinote, jog funkcija y = ax? apibrézia

parabole (10 pav., a). Nesunku suvokti, kad lygtis x = ay2 irgi apibrézia
parabolg, kurios simetrijos asis yra Ox (10 pav., b).
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ANTROSIOS EILES KREIVES

. . . 1 o 1
Lygti x= ay2 parasykime taip: y2 =—x. Pazymékime —=2p.
a a

Tuomet turésime jprasta parabolés lygti

2 " p . B
v~ =2px. Taskas F 5; 0| (11 pav.) vadi-
namas parabolés Zidiniu, o tiesé /, kurios lygtis
x= —%, parabolés direktrise. Dydis p "

(p>0) vadinamas parabolés parametru.
Parabolés taskams buidinga tokia savybé: bet

......

lygus jo atstumui iki direktrisés: FM = MB. Si 1
lygybé iSplaukia i3 salygu: 11 pav.

2 2
FM:\/(“%) Jr(y—O)2 =\/x2 —px+pT+y2 =

2 2
2 p p
=4|x" —px+—+2px =/l x+—| =
FEII (x+2]

Kai parabolés zidinys yra taskas F' (0; gj , 0 direktrisé¢ y = —g , tai

x+£‘,MB=
2

x+ 2.
2

parabolés lygtis yra x?=2 py.

Kadangi kintamieji x ir y (abu ar vienas ju) apskritimo, elipsés,
hiperbolés ir parabolés lygtyse yra pakelti antruoju laipsniu, tai Sios
kreivés ir vadinamos antrosios eilés kreivémis.

3. ELIPSES, HIPERBOLES IR PARABOLES
OPTINES SAVYBES

Panagrinésime labai jdomias antrosios eilés kreiviy, ypaé¢ parabolés,
optines savybes, kurios jau buvo zinomos senovés geometrams.
Manoma, kad garsiausias senovés matematikas  Archimedas
nepasiekusioje miisu knygoje ,,Katoptrika” ir nagringjo veidrodziy
savybes, kurios bitent ir siejasi su optinémis antrosios eilés kreiviy
savybémis.
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II TEMA

Pirmiausia iSspre¢sime toki uzdavini. Sakykime, kad vienoje tiesés
AB puséje pazyméti du taskai Fj ir F> (12 pav.).
B

12 pav.

Reikia rasti tokj tiesés AB taska, kad atstumy nuo jo iki tasky Fj ir
F, suma buty maziausia. UZdavini iSsprgsime, pazymeje taska F3,
simetriS$ka taSkui F, tiesés AB atzvilgiu ir suradg tiesiy FjF3 ir AB
susikirtimo taska M. I§ tikryju taskas M yra ieSkomasis, nes
oM =F3M ir

M+ FoM =FM + FsM =F|F5,
o FF5 ir yra trumpiausias atstumas tarp Fj ir F3.

IS Sio uzdavinio gausime svarbia i§vada. Kadangi AB yra trikampio
F> MF; simetrijos asis, tai kampai />, MB ir BMF35 yra lygiis. Kadangi
kampai F{MA ir BMF; yra kryzminiai, todél jie irgi yra lygis.
Vadinasi, lygis yra kampai F{MA ir F,MB. Todél taskas M yra tas
taskas, kuriame spindulio, iSeinancio i§ taSko Fj ir atsispindéjusio nuo
tiesés 4B, kritimo kampas lygus atspindzio kampui.

Dabar imkime elipsini veidrodi
ir jo zidinyje F patalpinkime Svie-
sos Saltini. Per bet kurj elipsés taska
My nubrézkime liesting MyT 4

(13 pav.). Atstumy nuo bet kurio
kito tieses M T tasko, pavyzdZiui,
M, iki zidiniy F ir F, suma 13 pav.

M + F;M bty didesné, negu ta pati suma imant taSka M (nes

taSkas M yra elipsés taskas, o taSkas M yra elipsés iSoré¢je). Taigi
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taSkas M turi anks€iau minéta minimalumo savybg. Todél kampai
FMgM ir TMyF, yra lygiis. O tai reiSkia, kad spindulys, i$¢jgs i$
tasko Fj ir atspindéjgs nuo elipsés liestines taSke M, (taigi nuo pacios
elipsés), praeis per taSka F, . Tai ir yra optiné elipsés savybé.

Dabar tarkime, kad taskas Fj kaip ir taskas 4 nejuda, o taskas F,
tiese FjF, tolsta | begalybe. Tuomet elipsé virsta parabole (14 pav.).
Taciau, kaip ir pries tai, spinduliai, i$¢j¢ i$ taSko Fj, susirenka taske F>,
Lhutolusiame { begalybg®. Taigi spinduliai, ateinantys i§ F,, virsta
spinduliais, ,ateinanciais i§ begalybés®, todél jie yra lygiagretiis
parabolés simetrijos aSiai. Atsispindéje nuo parabolés, jie susirenka
zidinyje. ISsiaiSkinome tokia opting parabolés savybg. Sakykime, kad
parabolés zidinyje patalpintas taskinis Sviesos Saltinis. Tuomet visi
spinduliai, i$¢j¢ i§ zidinio F ir atsispindéj¢ nuo veidrodinio parabolés
pavirSiaus, bus lygiagretiis parabolés simetrijos asiai (15 pav.).

\;

14 pav. 15 pav.

Gautoji optiné parabolés savybé taikoma technikoje konstruojant
teleskopus, parabolines antenas, automobiliy zibintus, lazerius ir kt.

Dabar galime paaiskinti, kod¢l taskas F' buvo pavadintas zidiniu.
Saulés spinduliai, atéj¢ 1S labai toli, parabolini veidrodi pasieks
lygiagreCiuoju pluostu, o atsispindéj¢ nuo jo pavirSiaus, susirinks
viename taSke, kuriame temperatiira pasidarys labai auksta, todél visai
natiiralu toki taska vadinti zidiniu. Rusy ir angly kalboje zidiniai
vadinamai fokusais, mat lotyniskai focus ir yra zidinys. Vokieciai zidini
vadina Brennpunkt, kurio pazodinis vertimas yra ,,degantis taskas”.
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II TEMA

Kaip panaudota parabolinio veidrodzio savybé statyboje, iliustruoja
16 pav. Pranciizijoje Pirény kalny kurorte Font Romeu yra pastatytas
viesbutis, kurio viena siena yra veidrodiné, ir atsispindéje¢ nuo jos
spinduliai surenkami saulés spinduliy rinktuve, pastatytame zidinyje.

ANTROJI UZDUOTIS

1. Koordinaciy sistemoje xOy pazyméti taskai A (—6;0) ir B (2; 0).
Raskite tasky, i§ kuriy atkarpos OA4 ir OB matomos vienodu kampu,
aibe.

2. Elipsés lygtis 16x2% +25 y2 =400. Raskite jos pusases, zidiniy
koordinates ir nubraizykite elipsg.

3. Elips¢ gaunama i§ apskritimo x4+ y2 =a’ saspidziu iSilgai aSies

. b . .
Oy, nusakomu formulémis x'=x, y'=—y. Raskite saspudzio
a

koeficienta k& =2, kad gautoji elipsé pasizyméty tokia savybe:
a

atkarpa, jungianti elipsés Zidinius, matoma i§ maZosios aSies galo
staciuoju kampu.
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4. Pastoviojo ilgio atkarpa AB (17 pav.) juda taip, kad taskas 4 slenka
aSimi Oy, o taskas B — asimi Ox. Irodykite, kad tuomet bet kuris
atkarpos 4B arba jos tgsinio taskas M nubrézia elipsg.

Pastaba. Siame uzdavinyje suformuluotas teiginys panaudoja—
mas elipsiniame skriestuve (18 pav.). Ji sudaro kryzmé, kurioje
padarytos dvi statmenos viena kitai ipjovos. [ jas istatyti slankikliai
A ir B, prie kuriy Sarnyrais pritvirtinta liniuoté A4B. Liniuote
slankioja mova M, kurig sraigtas V' gali uZzfiksuoti bet kurioje
liniuotés vietoje. Movoje M yra kiaurymeé K pieStukui. Judant
liniuotei, istatyto { mova pieStuko galas brézia elipsg. Kai taskas M
juda elipse, tai judant taskui B horizontale, taskas 4 judés vertikale.
Sis principas panaudojamas mechanikoje, norint tiesiaeigi judesi
vertikaligja kryptimi pakeisti tiesiaeigiu judesiu horizontaligja

kryptimi.

17 pav. 18 pav.
5. Parasykite hiperbolés lygti, kai jos asimptociu lygtys yra y = J_rEx ,
o0 atstumas tarp zidiniy lygus 10.
6. Brézinyje (19 pav.) pavaizduoti y
taskai  A4(-1;0) ir B(2;0). M(x; y)
Taskas M(x;y) juda taip, kad
/ MBA=2/MAB. Suraskite
tasko M judéjimo trajektorija. A(-1; 0) T B2;0)
19 pav.
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10.

Nurodymas. Pazymékite £ MAB = a. ir pasinaudokite formule
2tgal

tg2o = 5

1-tg a.

Apskritimas, kurio centras yra koordinaciy pradzios taskas, eina per
hiperbolés x? - y2 =a? Zidinius. Raskite apskritimo ir hiperbolés

asimptociy susikirtimo taskus.
Parabolés formos simetriSkos varty arkos aukstis yra 4 m, plotis

palei Zeme¢ — 3 m. Ar gali pro Siuos vartus jvaziuoti furgonas, kurio
ir aukstis, ir plotis yra 2 metrai?

Nubraizykite elipse x? +4y2 =4 ir parabolg, kurios zidinys yra
taskas F'(0; 1,5), o direktrisé x =—1,5. Apskaiciuokite trapecijos,
kurios vienas pagrindas yra elipsés didzioji aSis, o kitas — bendra
elipsés ir parabolés styga, plota.

IS parabolés y2 =12x zidinio paleistas Sviesos spindulys, kuris su

Ox asimi sudaro smaily kampa a. Pasiekgs parabolg jis atsispindi.
Parasykite tiesés, kurioje yra atsispindéjes spindulys, lygti, jei

tgo=>
g 4

R
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3. SKAICIU DALIKLIAI

Gediminas Stepanauskas
(Vilniaus universitetas)

1. Pirminiai ir sudétiniai skaiciai. Skaiciy teorija yra mokslas apie
skaiCius, ju savybes ir tarpusavio rysius. Daugiausia démesio skaiciy teo-
rijoje skiriama natiiraliesiems skai¢iams, nes jie yra pamatas kity skaiciy
aibiy: racionaliyjy ir iracionaliyjy, algebriniy ir transcendentiniy, realiyju
ir kompleksiniy... Svarbia vieta uzima pirminiai skaiciai. Priminsime ju
apibrézima. Natiralieji skaiciai, kurie dalijasi tik i§ saves ir i§ vieneto
vadinami pirminiais (skai¢ius 1 pirminiu nelaikomas). Sie du dalikliai —
pats skaiCius ir vienetas, vadinami trivialiaisiais dalikliais. Naturalieji
skaiCiai, kurie turi daugiau kaip du daliklius (ne tik trivialiuosius) —
vadinami sudétiniais.

Taigi natiiralieji skaiciai skirstomi { tris kategorijas:

1) skaicius 1;

2) pirminiai skaiciai: 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... ;

3) sudétiniai skaiciai: 4, 6, 8, 9, 10, 12, ... .

Pirminiy skaiciy reik§mé gliidi pagrindinéje aritmetikos teoremoje:

Kiekvienas sudétinis skaicius vieninteliu biidu (neatsizvelgiant §
daugikliy tvarkq) uzrasomas pirminiy skaiciy sandauga.

Stai skaiGius 1200 issiskaido i pirminiy skaiiy sandauga tokiu
bidu:

1200=2-2-2-2-3-5-5=2%.3.52, (1)

Apskritai natiiralyji skaic¢iy » iSskaidzius daugikliais, vienodus
pirminius daugiklius galima pakeisti to pirminio skaiciaus laipsniu ir
raSyti

— % ,% o
n=p Py -Pr >
¢ia py, pa,..., p,— skirtingi skaiciaus » pirminiai daugikliai, be to, dau-
giklis p; ieina ay karty, p, ieina o, karty ir t.t. Toks n skaidinys
vadinamas kanoniniu.

2. Skai€iy dalikliai. Kai Zzinome skaifiaus n iSraiSka pirminiy
skaiciy laipsniais, i§ karto galime atsakyti | kai kuriuos klausimus.
Pavyzdziui, tarkime, kad d yra vienas i§ skai¢iaus 1200 dalikliy. Tuomet
1200=d -d, .
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IS pateiktojo (1) skaidinio aisku, kad skaiciaus 1200 pirminiais
dalikliais gali buti tik skaiCiai 2, 3, 5. Be to, dalikliais gali biiti 2 su
laipsnio rodikliu ne didesniu uz 4, 3 — su laipsnio rodikliu nedidesniu uz
1, 0 5 — su laipsnio rodikliu nedidesniu uz 2.

Taigi skaiciaus 1200 galimi dalikliai d = 2P13P2 5P ; ¢ia laipsnio ro-
dikliai gali igyti tokias reikSmes:

P1=0,1,2,3,4; B, =0,1; B3=0,1,2.

Pirmai reikSmei B parinkti yra 5 galimi biidai, antrai 3,— 2 budai,
0 B3 — 3 budai. Panaudoj¢ kombinatoring daugybos taisykle, turésime,
kad skai¢ius 1200 i8 viso turi 5-2-3 =30 skirtingy dalikliy.

Apskritai natiiraliojo skaiciaus #n, kurio skaidinys pirminiy skaiciy
laipsniais n = pla 1 pg 2..plr, skirtingy dalikliy skaicius iSreiskiamas
formule

d(n)= (o +1D(ay +1)...(a, +1). 2)

Funkcija d(n) yra vadinama skaiCiaus n dalikliy skaiciumi. Jos
savybés gana svarbios skaiciy teorijoje.

1 pavyzdys. [Snagrinékime skaicius, kurie turi tik 3 daliklius.

Sprendimas. Remiantis (2) formule,

3=(oy+D(oy +1)...(a,. +1).

Kadangi 3 yra pirminis skaiCius, tai deSingje puséje gali buti tik
vienas daugiklis, nelygus 1. Vadinasi, =1, 0 oy =2. Todel n= p12 .
Taigi tik pirminiy skaiCiu kvadratai turi po 3 daliklius. Maziausias

skaicius, turintis 3 daliklius, yra n = 22 =4,

3. Didziausias bendrasis daliklis. Dvieju natiiraliyjy skaiciy a ir b
bendruoju dalikliu vadinamas natiralusis skai¢ius d, kuris yra ir
skaiCiaus a daliklis, ir skaiciaus b daliklis, t.y. a=d-ay, b=d -b; . Pats
didziausias i$ bendry dalikliy yra gana svarbus ir vadinamas didziausiu
bendruoju skaiCiy a ir b dalikliu bei zymimas taip: DBD(a, b) arba
tiesiog (a, b). SkaiCiai a ir b vadinami tarpusavyje pirminiais skaiciais,
jei ju didziausias bendrasis daliklis yra lygus vienetui, t.y. (a,b)=1.
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Nesunku buity jrodyti, kad kiekvienas bendrasis skaiciy a ir b
daliklis d' yra jy didziausio bendrojo daliklio d = (a, b) daliklis.

Zinant skai¢iy a ir b kanonini skaidini yra lengva surasti ju
didziausia bendraji dalikli. Tereikia paimti pirminiy skaiciy, kurie jeina
ir { a, ir { b kanoning iSraiska, laipsnius su maZzesniaisiais rodikliais.

2 pavyzdys. Raskime skai¢iy 20580 ir 3920 didziausia bendraji
daliklj.

Sprendimas. 18skaidykime skaicius 20580 ir 3920 pirminiy skaiciu
laipsniais. Kadangi

20580 | 2 3920 | 2
10290 | 2 1960 | 2
5145 |3 980 | 2
1715 |5 490 | 2
343 | 7 245 | 5
49 | 7 49 | 7
717 717

1 1

tai 20580 =22-.3.5-73, 3920 = 2% .5.72 . Todél

Ats.: 980.

4. Dalyba su liekana. Euklido algoritmas. Jeigu skaiciai gana
dideli, surasti ju kanoninj skaidini yra nelengva. Skaiciy didziausiam
bendrajam dalikliui ieSkoti yra ir kitokiy budy. Vieng juy, paremta
Euklido algoritmu, ir panagrinésime.

1 teorema (dalybos su liekana teorema.) Bet kuriems natiira-
liesiems skaiciams a ir b (a > b)) visada galima surasti natiuralyji skaiciy
q ir neneigiamgq sveikq skaiciy r (r <b) , kad

a=qgb+r. 3)

{rodymas. Paimkime skaiCiaus b kartotinius b, 2b, 3b, ... . Galimi
du atvejai. Arba skaiCius a sutampa su vienu i§ §iy kartotiniy, arba yra
tarp kokiy nors gretimy kartotiniy.

Pirmuoju atveju a = ¢gb , ir, aisku, reikia paimti » =0.
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Antruoju atveju tarkime, kad a yra tarp kartotiniy ¢gb ir (¢+1)b,
t.y. gb<a<(g+1)b.
Tuomet r =a—-qgb<(q+1)b—gb=>b,0 a=qgb+r.Teorema jrodyta.
Padalije¢ abi (3) lygybés puses i$ b, gausime
a r

—=g+—.
» 17

Todél g vadinamas dalybos (skai¢iaus a i§ skaiCiaus b) dalmeniu, o r —
liekana.
2 teorema. Jeigu a = qb+r, tai skaiciy a ir b didziausias bendrasis

daliklis yra lygus skaiciy b ir r didziausiam bendrajam dalikliui, t. y.
(a,b)=(b,r). (4)
Irodymas. Pazymékime dy = (a, b), d| = (b, r) . Reikia jrodyti, kad
d( yraskaiCiy a ir b daliklis, todél
r=a—qb=dyag—qdoby = do(ag —qb) -

Taigi r dalijasi i§ d() . Kadangi d|, yra ir skaiCiaus r, ir skaiciaus b
daliklis, tai jis turi biiti ir jy didZiausio bendrojo daliklio dy = (b, r)
daliklis. IS ¢ia

dy <d;. (5)
Kita vertus, kadangi
a=qgb+r=qdby+din =di(gby+n),
tai d; yra skaiciaus a daliklis. Taigi d; dalija ir a, ir b. Todel d; turi
dalyti ir dy, ir, aiSku, kad
dy <dy. (6)

IS (5) ir (6) nelygybiy iSplaukia, kad dy =d| .

Teorema irodyta.

Pastaba. Pirmoje teoremoje reikalaujama, kad r tenkinty nelygybes
0<r<b. Antroje teoremoje r gali buti bet koks sveikasis skaicius. Tai patogu
sprendziant kai kuriuos uzdavinius.

Remiantis (4) lygybe, nesunkiai galima rasti dvieju skaiCiu
didziausia bendraji dalikli. IeSkant skai¢iu a ir b didziausio bendrojo
daliklio, pakanka rasti skaiciy b ir r didziausia bendraji dalikli. Pastarasis
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uzdavinys yra lengvesnis, nes skaiciai b ir » yra mazesni uz skaicius a ir
b. Skaiciy b ir r didziausio bendrojo daliklio galime ieskoti naudodami tg
pati metoda. Dalijame skaiciy b i§ skai¢iaus 7

b=qir+n,0<n<r.
Remdamiesi (4) lygybe, turime (a, b) = (b, ) =(r, ;). Toliau tgsdami
procesa lygiai ta pati darome su skaiCiais 7, 7 ir t.t. Gausime
(a,b)=(b,r)=(r,n) =(n,n)=.... Kadangi liekanos vis mazéja:
r>n >r >.., tai liekany seka pasibaigs. Taip bus, kai gausime
"e41 =0. Tada 7,y =qp 1 +0, t.y. skaiCius 7, yra skaiCiaus 7 _4
daliklis. Vadinasi, (7;_1, 73 ) =75 . Todel
(a,b)=ry.

Aprasytasis didziausio bendrojo daliklio radimo buidas vadinamas
Euklido algoritmu. Euklido algoritmas buvo zinomas labai seniai ir
pirma karta aprasytas Euklido knygoje ,,Pradmenys*.

Taigi skaiciy a ir b didZiausias bendrasis daliklis yra Ilygus

paskutinei nelygiai nuliui liekanai, gautai taikant Euklido algoritmq
skaiciams a ir b.

3 pavyzdys. Naudodami Euklido algoritma raskime skai¢iy 779625
ir 196196 didziausia bendraji dalikl;.
Sprendimas. Kadangi
779625 =3-196196+191037,

196196 =1-191037 + 5159,
191037 =37-5159 + 154,
5159 =33-154+177,
154=2-77,
tai paskutiné nelygi nuliui Euklido algoritmo liekana yra lygi 77. Taigi

(779625, 196196) =717.
Ats.: T7.

4 pavyzdys. Raskime skai¢iy 2k+1 ir 9k+4 didziausia bendraji
daliklj priklausomai nuo £, kai & yra nattralusis skai¢ius.
Sprendimas. Naudosime Euklido algoritma. Kadangi
Ok+4=4-Qk+1)+k,2k+1=2-k+1,

tai i§ (4) formulés turime, kad
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Ok+4,2k+1)=2k+1L k)=(k,1)=1.
Taigi skai¢iy 2k+1 ir 9k+4 didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Jie
yra tarpusavyje pirminiai.
Ats.: 1.

5. Maziausias bendrasis kartotinis. SkaiCius m, kuris dalijasi i§
skaiCiy a ir b, vadinamas $iy skaiCiy bendruoju kartotiniu. Pats maziau-
sias i$ skaiCiy a ir b bendry kartotiniy vadinamas maziausiu bendruoju
kartotiniu ir Zymimas

MBKa, b] arba tiesiog [a, b].
Kaip ir didziausio bendrojo daliklio atveju, i$ skai¢iy « ir b kanoniniy
skaidiniy lengva surasti ju maziausia bendraji kartotini. Tereikia paimti
visy pirminiy skai¢iy, kurie jeina i skai¢iy «a ir b kanoninius skaidinius,
laipsnius su didesniaisiais rodikliais. Taip pat teisinga tokia formulé
a-b=(a,b)|a,b], (7
susiejanti maziausia bendraji kartotini ir didziausia bendraji daliklj.

5 pavyzdys. Raskime skai¢iy 20580 ir 3920 maziausia bendraji
kartotinj.
Sprendimas. 1 biudas. Skai¢iy 20580 ir 3920 kanoninés israiskos (zr.
2 pavyzdj) yra tokios:
20580 =22-3-5-7°, 3920=2%.5.72.
Todél
[a,b] = 2max{2, 4}3max{1, O}Smax{l, 1}7max{3, 2y _

=2%.3.5.73 =82320.

2 biidas. Zinodami, kad (20580, 3920) = 980 (zr. 2 pavyzdi), i§ (7)
formulés turime

20580-3920 80673600

[20580, 3920] = _
(20580, 3920) 980

=82320.

Ats.: 82320.

6 pavyzdys. Raskime skaiCiy 241 ir 94+4 maziausia bendraji
kartotini priklausomai nuo £, kai & yra natiiralusis skaicius.
Sprendimas. Pirmiausia surasime skaiiy 2k—1 ir 9k+4 didziausia
bendraji dalikli. Naudosimés Euklido algoritmu ir (4) formule. Kadangi
O%k+4=4-Qk-1)+(k+8),2k—-1=2-(k+8)-17,
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tai (9k+4, 2k—1) = (2k—1, k+8) = (k+8, 17). Skaitiy k+8 ir 17 didZiausias
bendrasis daliklis yra 17, kai k+8 yra 17-o0s kartotinis, t.y. k+8 = 17/ arba
k=17/-8. Kai k+8 néra 17-os kartotinis, tai skai¢iy k+8 ir 17 didZiausias
bendrasis daliklis yra 1.

Maziausiam bendrajam kartotiniui surasti pasinaudojame (7)
formule:

18k% — k-4 .
_Ok+4)(2k-1) — 1 kai k=17]-38,
9k +4,2k-1) )

18k —k—4, kai k#171-8,

[9k + 4, 2k —1]

¢ia [ — naturalusis skaicius.

2
Ars,; 1BKT k-4
17

, kai k=17/-8, ir 18k> —k—4, kai k #17]-8.

Skai¢iy ay, ay,...,a, bendrieji dalikliai ir bendrieji kartotiniai, o
taip pat didziausias bendrasis daliklis ir maziausias bendrasis kartotinis
apibréziami analogiskai kaip ir dvieju skaiciu.

Skai¢iy ay, ay, ..., a, bendruoju dalikliu vadinamas skaicius, i§
kurio dalijasi visi skai¢iai ay, ay, ..., a,, . Pats didZiausias i§ tokiy skaiciy
vadinamas didziausiu bendruoju dalikliu ir Zymimas

DBD(ay, ay, ..., a,) atba (ay, ay, ..., ay).

Skaiciy ay, as, ..., a, bendruoju kartotiniu vadinamas skaicius, kuris
dalijasi 1§ visy skai€iuy ay,a,,...,a, . Pats maziausias i§ tokiy skaiciy
vadinamas maziausiu bendruoju kartotiniu ir Zymimas

MBK[ ay, ay,...,a,]arba[ay, ar, ..., a,]

Didziausiam bendrajam dalikliui ir maziausiam bendrajam kartoti—
niui surasti padeda formulés:

(a1, az,...,ay)=((ay, ap, ..., ay_1), ay), (8)

[a17a2,"'7an]:[[al’az’"',an—l], an]' (9)
7 pavyzdys. Raskime skaic¢iy 34125, 377300 ir 88935 didziausia
bendraji dalikli ir maziausia bendraji kartotini.

Sprendimas. 13 (8) iSplaukia, kad
(34125, 377300, 88935)=((34125, 377300), 88935).
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Todél pirmiausia surasime skaiCiy 34125 ir 377300 didZiausia bendraji
daliklj. Pasinaudoj¢ Euklido algoritmu, turime

377300 =11-34125+1925,
34125 =17-1925+1400,
1925 =1-1400 + 525,
1400 = 2- 525+ 350,
525=1-350+175,

350 =2-175.

Taigi (34125, 377300) = 175. Toliau ieSkome skaiciy 175 ir 88935
didziausio bendrojo daliklio:

88935 =158-175+35, 175=5-35.
Todél (34125, 377300, 88935) = 35.
MaZziausiam bendrajam kartotiniui surasti naudosimés (9) formule. IS jos
[34125, 377300, 88935] = [[34125, 377300], 88935].
Pasinaudoj¢ (4) lygybe, turésime, kad
34125-377300 12875362500
(34125,377300) 175
Skai¢iy 73573500 ir 88935 didziausiam bendrajam dalikliui surasti vél
naudojame Euklido algoritma:
73573500 = 827 - 88935 + 24255,

88935 =3-24255+16170,

24255=1-16170+ 8085,

16170 =2-8085.

Taigi (73573500, 88935) = 8085. Todel

(73573500, 88935] = L22/3°00-88935 _ ¢49308500.

8085
Skaiciy 34125, 377300 ir 88935 maziausias bendrasis kartotinis yra
lygus 809308500.

Ats.: (34125, 377300, 88935) =35,
[34125, 377300, 88935] = 809308500.

[34125,377300] = =73573500.
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6. Aritmetinés funkcijos. Funkcijos, kuriy apibrézimo sritis yra
natiiraliyjy skaiciy aibé, yra vadinamos aritmetinémis funkcijomis. Tokiy
funkciju savybés yra ne tik idomios, bet ir naudojamos kitiems
svarbiems skaiCiy teorijos uzdaviniams sprgsti. Su viena aritmetine
funkcija mes jau susidiréme. Tai natiiraliojo skaiCiaus » dalikliy
skaiCius. Susipazinkime su dar pora aritmetiniy funkciju, susijusiy su
skaiCiaus n dalikliais.

Skaic¢iaus n visus skirtingus daliklius pazymékime dy,d,, ..., dj .
Funkcija

o(n)y=dy+dy +...+d;
vadinama dalikliy suma. Pavyzdziui,
o(12)=1+2+3+4+6+12=28.

Kita aritmetiné funkcija — Oilerio funkcija ¢(n) yra lygi skaiciui
natiraliyjy skai¢iy, nedidesniy uz n» ir tarpusavyje pirminiy su #.
Pavyzdziui, ¢(10)=4, nes tik keturi skai¢iai, ne didesni uz 10, yra
tarpusavyje pirminiai su 10. Tai 1, 3, 7, 9.

Zinant kai kurias svarbias aritmetiniy funkcijy savybes, ju tyrinéji—
mas (taip pat ir juy reikSmiy apskai¢iavimas) pasidaro gerokai lengvesnis.
Vieng tokig savybg ir panagrinékime.

Aritmetiné funkcija f(n) vadinama multiplikatyvigja, jei

(m,n) =1= f(mn)= f(m)f(n).

Jeigu funkcija f(n) yra multiplikatyvi ir zinome skaiciaus n
skaidinj pirminiu skai¢iuy laipsniais, tai i§ multiplikatyvumo apibrézimo
iSplaukia, kad

f)y=f(p{" p32..p) = F(p{")f(P3?) o f(PFT).

Taigi norint apskaiciuoti multiplikatyviosios funkcijos f(n) reiks—

me, uztenka Zinoti jos reikmes su n= p®, t.y. pirminiy skai¢iy laips—
niais.
3 teorema. Dalikliy suma o(n) yra multiplikatyvi funkcija.
[rodymas. Jeigu m ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiciai, t.y.
(m,n)=1, tai kiekviena sandaugos mn dalikli d galime iSreiksti
sandauga kl; C¢ia k yra m daliklis, o /—n daliklis. Aisku, kad visus
sandaugos mn daliklius gausime, kai k perbégs skaiciaus m daliklius, o /
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— skaiciaus n daliklius. Tegul &y, k», ..., k,. yra visi skirtingi m dalikliai,
o, 1y, ..., 1y —visi skirtingi n dalikliai. Tuomet
o(mn)=kily +kily +...+ kilg +kply + kyly +...+ kylg +
+otk k) 4tk =
=ki(h++. .+ )+ k(L + 1+ + 1)+
totk (h+L++)=
=kio(n)+kyo(n)+...+k,.o(n)=(k; +ky) +...+k,.)o(n) =
=co(m)o(n).
Vadinasi, dalikliy suma o(n) yra multiplikatyvi funkcija. Teorema
irodyta.

Yra teisingos tokios formulés: o(mn) = o(m)c(n), jei (m,n) =1, ir
o(py'py?..p)=c(p")o(py?)...o(py"), jei pi,py,...p, yra
skirtingi pirminiai skai¢iai. Be to, o(p®)=1+p+ p2 +o.+p%=

p(x+1 1

=-————, jei p yra pirminis skaicius.

8 pavyzdys. Raskime skaiciaus 100 dalikliy suma.

Sprendimas. Skaiciaus 100 dalikliy suma

2°-1 5 -1
2-1 5-1

5(100) = 5(2%5%) = 5(2%)6(5%) = =217.

Ats.: 217.

I§ tikryju ir dalikliy skaiciaus funkcija d(n), ir Oilerio funkcija
¢(n) yra multiplikatyvios funkcijos. Todél ir joms yra teisingos analo—

giskos formulés. Dalikliy funkcijai
d(mn) =d(m)d(n),

jei (m,n)=1,
d(p/py?..pir)=d(p{")d (py?) ... d (pi),
jet p1, pa, ..., p, yraskirtingi pirminiai skaiciai. Taip pat
d(p*)=a+1,
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jei p yra pirminis skaicius, nes p® dalijasi i§ a +1 skai¢iaus:
L p, pz,...,pa.
Oilerio ¢(n) funkcijai teisingos lygybés:
@ (mn) = @(m)e(n),
jei (m,n)=1,ir @(p;" p3?..p77) =0 (p;")(P5?) - 0(py7),
jei pi,pa,..., p, yra skirtingi pirminiai skai¢iai. Be to, ¢@(p%)=
a a-1

=p —p° , jeip yrapirminis skaicius.

9 pavyzdys. Raskime skaiciy, nedidesniy uz 200 ir tarpusavyje
pirminiy su 200, skaiciy.

Sprendimas. Skaiciy, ne didesniy uz 200 ir tarpusavyje pirminiy su
200, skaiCius yra lygus

0(200) = 0(2°5%) = 9(2*) (5%) = (2° —2%)(5* -~ 5) = 80.
Ats.: 80.

TRECIOJI UZDUOTIS
1. Raskite visus skaic¢iaus 38500 daliklius.

2. Raskite skai¢iy 2044 ir 1771 didziausia bendraji daliklj ir maziausia
bendraji kartotini.

3. Raskite skaiCiuy 4k+1 ir k—1 didziausia bendraji daliklj priklausomai
nuo k, kai k yra nelygus vienetui natiiralusis skaic¢ius.

4. [rodykite, kad skaiciai 244+1 ir 12k—1 yra tarpusavyje pirminiai su
visais natiiraliaisiais k.

5. Raskite skaiciy 20631, 2640239, 10810 ir 9269 didziausia bendraji
daliklj ir maziausia bendraji kartotinij.

6. Raskite maziausia nattralyji skaiCiy, turintj lygiai 15 skirtingy
dalikliy.
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10.

Raskite skaitiaus n° dalikliy skaiéiy, jei 7> turi 15 dalikliy, o skai-
¢iaus n kanoninis skaidinys yra tik dvieju skirtingy pirminiy skaiciy
laipsniy sandauga.

Raskite skaiciaus 10125 dalikliy suma.

Kiek skai¢iy, ne didesniy uz skaiéiy 10125, turi su skai¢iumi 10125
bendrus daliklius didesnius uz 1?

Tegul ¢(n) yra Oilerio funkcija lygi skai¢iui natiiraliyjy skaiciy, ne
didesniy uz # ir tarpusavyje pirminiy su z. [rodykite, kad
a-1

o(p*)=p*-p*,

kai p“ yra pirminio skaiciaus p laipsnis, o >1.
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4. SIFRAI IR SKAICIAI

Vilius Stakénas
(Vilniaus universitetas)

1. SKYTALES SIFRAS

Graiky istorikas Herodotas rase, kad apie 400 m. pr. Kr. Spartos
karvedziai slaptiems praneSimams Sifruoti naudojo skytalés Sifra. Skytale
graikiskai reiSkia lazdelg. Be lazdelés Sifrui sudaryti dar reikia popieriaus
juostelés (graikai naudojo odos dirzus).

Isivaizduokime, kad ant lazdelés pagal ,,sraigto linija™ uZvyniojame
popieriaus juostele (1 pav. juostelé apvyniota tris kartus). Sifruojama
teksta raSysime eilutémis ant uzvyniotos juostelés iSilgai lazdelés.
Matome, kad 1 pav. eilutéje telpa trys raidés. Eiluciy skaicius priklauso
nuo lazdelés skersmens.

TR L e
1 pav. . 2paV.

Tarkime, ant 1 pav. lazdelés galima uzrasyti keturias eilutes, taigi i§
viso 12 raidziy. Uzrase pirma eilute lazdelg pasukame ir uzraSome antra
eilute, po to antra ir tredia. Sitaip uZraSykime, pavyzdziui,
SLAPTASZODIS, 7r. 2 pav.

Nuvyniojg juostelg raidé po raidés skaitome, kas ant jos uzrasyta:

SPSDLTZIAAOS.

Tai ir yra miisy teksto SLAPTASZODIS Sifras.
2. SABLONU SIFRAI

Si sifra sugalvojo matematikas ir gydytojas Dzirolamo Kardano
(1501-1576). Jo idéja labai paprasta. ISsikirpkime i vienodus langelius
padalyta staciakampi, keleta langeliy iSkirpkime. Tai miusy Sablonas.
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Kiek langeliy iskirpome, tiek raidziy turinti praneSima galésime
uzsifruoti. IS popieriaus iSsikirpkime tokio pat dydzio kaip Sablonas
stac¢iakampi. Uzdékime ant jo Sablong ir i iSkirptuosius langelius raidé po
raidés jraSykime teksta. Sablona nuéme uZpildykime tuséius popierinio
staCiakampio langelius bet kokiomis raidémis. Tekstas, kuri uzraséme
ant §io staciakampio ir yra misy pranes$imo Sifras. Kad ji pamatytume
ant staciakampio reikia uzdéti Sablona. Vadinasi miisy Sablonas yra §io
Sifro raktas.

Naudojant toki Sablona praneSimas tarsi paslepiamas tarp
nereikalingy simboliy. Taigi gaunamas $ifras yra ilgesnis uz pati
pranesima.

Galime $ifravima su Sablonais taip patobulinti, kad Sifras biity tokio
pat ilgio kaip praneSimas.

Imkime (4n)x(4n) (n=1) dydzio Sablona, t.y. kvadrata, kuri gali—
ma padalyti i keturis nxn kvadratus. ISpjaukime Sablone lygiai n lan-
geliy ir Sifruokime su $iuo Sablonu taip. Uzdékime Sablong ant popierinio
kvadrato ir {rasykime i atidengtus kvadratélius pirmuosius n simbolius.
Po to pasukime Sablona 90° kampu prie§ laikrodZzio rodykle ir {
atsidengusius naujus langelius jrasykime dar » teksto simboliy.
Pakartokime $iuos veiksmus dar du kartus ir iraSykime likusius teksto
simbolius. PraneSimo Sifras — tekstas, kuri gauname skaitydami
popierinio kvadrato eilutése uzra§ytus simbolius. Taigi praneSimo Sifras
sudaromas atitinkamai ,,iSbarstant™ jo simbolius.

3 pav.

Aisku, kad Sitoks Sifravimas tik tada pavyks, kai langeliai bus
iSpjauti pagal tam tikra taisykle. Reikia taip iSpjauti langelius, kad pa-
sukus Sablona 90°, 180°, 270° laipsniy kampais pries laikrodzio rodykle
joks popierinio kvadrato langelis neatsidengty pakartotinai. 3 pav.
pavaizduotas vienas toks i§pjovimo biidas 16 x16 dydzio kvadrate.
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3.,,GELEZINKELIO TVORELES“ SIFRAS

Kad piigos neuzpustyty gelezinkelio bégiy palei gelezinkeli
statomos zigzaginés formos tvorelés. Lauzyta, Sias tvoreles primenancia
linija Sifravimui panaudokime taip: iSrasykime pranesima iSilgai tokios
linijos, o po to perskaitykime teksta eiluté po eilutés. Sis tekstas ir bus
praneS$imo Sifras. Jis priklauso nuo to, kokio aukscio tvorelg
pasirinkome. Taigi Sio S$ifro raktas — natlralusis skaiius £ >1.
Pavyzdyje (Zr. 4 pav.) parodytas teksto PUCIA RUSTUS SIAURES
VEJAI sifravimas naudojantis ,,gelezinkelio tvorelés* sistema su raktu
k=4.

4 pav.

Gautasis Sifras:
PUIVURSSASECATSUEJITURA.

4. CEZARIO SIFRAS

Romos istorijos S$altiniai raSo, kad imperatorius Julius Cezaris
Sifruodavo savo laiSkus labai paprastu buidu: kiekviena teksto raide
keisdavo ,.trecigja" jos kaimyne abécéléje, t.y. raide, kuri stovi abécéléje
trimis pozicijomis deSiniau. Paskutinigsias tris raides tenka keisti
atitinkamomis pirmosiomis abécélés raidémis. Sis Sifravimo biidas
kriptografijoje vadinamas Cezario $ifru.

Jeigu naudotume Cezario Sifra lietuviskam tekstui Sifruoti, tai
raidziy keitimo taisyklé bty tokia:

Tekstoraide: A ABCCDEEEFGHTI [Y]J
Sifroraide: C CDEEEFGHTI [ YJKLM
Tekstoraide: K LMNOPR SSTUUUV Z Z
Sifroraide: N OPR SSTUUUVZZAAB

Taigi, pavyzdziui, zodzius JULIUS CEZARIS Ssifruotume taip:
MVOJVU EFACTIJU.
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Siuolaikingje kriptografijoje daznai simboliai keiiami skaiCiais.
Pakeiskime lietuviskos abécélés raides skaiciais ir mes:

Abécélés raidé: A A
Eilés numeris: 0 1
Abécélés raidé: K L
Eilés numeris: 16 17

CCDEEEFGHTII[Y]
34567 8 9101112131415
NOPRSSTUUUVZZ
22324252627 28293031

X
—
)
N
S
\®]
—
N

Dalydami viena natiiralyji skai¢iy i§ kito gauname dalmeni ir

liekana. Pavyzdziui, dalydami 13 i§ 3 gauname:

13=4-3+1,
taigi dalmuo yra 4, o lickana 1. Jeigu dalytume, pavyzdziui, 3 i§ 5,
gautume dalmeni 0, o liekana 3,t.y. 3=0-5+3.

Liekana, kuria gauname dalydami nattralyji skaiiy n i§ m yra
visada mazesné uz m (ji gali bati lygi 0,1, ... , m—1). Susitarkime
skaiciaus n dalybos i§ m lickana Zyméti n(mod m).

Dabar Cezario Sifra galima nusakyti labai paprastai. Jeigu neSifruoto
praneSimo raidés eilés numeris abécéléje yra m tai e(m) pazZymékime
atitinkamos $ifro raidés eilés numerj abécéléje.

Tada Sifravima Cezario Sifru galime nusakyti paprasta lygybe:

e(m) = (m+3)(mod 32).

Dabar Cezario galime apibendrinti. Pasirinkime natiiralyji, mazesnj
uz 32 skai€iy k ir susitarkime pranesimo raideg, kurios eilés numeris
abéceéléje yra m keisti raide, kurios eilés numeris e(m) apibréziamas
lygybe

e(m) = (m+ k)(mod 32).

SkaiCius k& yra Sio Sifro raktas. Pavyzdziui, jeigu k=20 (galime

sakyti, kad raktas yra abécéleés raidé O), tai
e(15) = (15+20)(mod 32),

e(15)=3,
t. y. prane§imo raidg J atitinka Sifro raide C.

Jeigu Cezario Sifru Sifruojame naudodamiesi lygybe e(m)=
=(m+k)(mod 32), tai pranes§imo raidés numerj m ir atitinkamos $§ifro
raidés numeri e(m) sieja lygybé

m+k=e(m)y+32-1,
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¢ia / yra sveikas skaiCius (jei k yra nedidesnis uz 32, tai gali bati tik
[=0,1).
Galima Sifravima apibrézti ir, pavyzdziui, tokia lygybe:
e(m) = (k- m)(mod 32),
taciau tokiu atveju skai€iy k (rakta) reikia parinkti taip, kad su skai¢iumi
32 jis neturéty didesniy uz 1 bendryju dalikliy (zr. 7 uzdavinio salyga.)

5. VIZENERO SIFRAS

Blaise de Vigenere (Vizene) (1523-1596) buvo pranciizy diploma-
tas. Jis taip pat doméjosi ir kriptografija. Sifras, kurj dabar nagrinésime,
jo vardu pavadintas nelabai pelnytai. Gerokai anks¢iau uz Vigenere ji jau
naudojo kitas Zzymus Renesanso kriptografas Alberti (1404—1472).

I$ pradziy trumpam sugrizkime prie Cezario Sifro. UzSifruokime,
pavyzdziui, zodi PASLAPTIS Cezario $ifru su raktu £ =5 (jis atitinka
abécélés raide D), naudodami lygybe e(m) = (m+ k)(mod 32). Sifruo-
dami i§ pradziy pakeisime teksto raides skaiciais, apskaiciuosime $ifro
raidZiy numerius ir pakeisime juos raidémis. Sifravimo procediira uzra-
Sykime tokia lentele:

Tekstas: P A S L A P T I S
Tekstas: 21 0 23 17 0 21 25 12 23
Raktas: 5 5 5 5 5 5 5 5 5§
Sifras: 26 5 28 22 5 26 30 17 28

Sifras U DUR RUDUZ L U

Rakto eilutés visi elementai yra vienodi. O jeigu i $ia eilutg suraSy-
tume nevienodus elementus? Pasirinkime, pavyzdziui, tris skaiCius: 18,
6, 23 ir surasykime juos is eilés i rakto eilutg, po to dar karta ir dar. O po
to  Sifruokime naudodami  Cezario Sifro lygybe e(m)=

=(m+ k)(mod 32) , taCiau imdami k reikSmes iS rakto eilutés:

Tekstas: P A S L A P T I S
Tekstas: 21 0 23 17 0 21 25 12 23
Raktas: 18 6 23 18 6 23 18 6 23
Sifras: 7 6 14 3 6 12 11 18 14
Sifras E EY CE I HMY
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Tai ir yra Vigenere $ifras. Siame pavyzdyje rakto vaidmenij atliko
skaiCiy trejetas 18, 6, 23. Ji galime uzraSyti ir kaip triju raidziy zodi
MES. Gal¢jome pasirinkti nebitinai tris skaicius. Pasirinkg, pavyzdziui,
keturis skaiCius 29, 12, 6, 25, 0 i rakto eilutg biitume rase¢ skaiéius 29, 12,
6, 25, 0, 29, 12, 6, 25, 0, 29. Pati rakta Siuo atveju galétume prisiminti
kaip zodi VIETA.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Zinoma, kad skytalés skersmuo toks, kad ant uZvyniotos juostelés
galima uzrasyti 3 eilutes. I$Sifruokite su §ia skytale sudaryta Sifra
DSAADVRAEBRJABA.
Pavaizduokite $io §ifro sudaryma piesiniu, panasiu i 2 pav.

2. Penkiy simboliy tekstui Sifruoti norime pasigaminti $ablong — 3x5
dydzio staciakampi. Taigi statiakampyje yra trys eilutés po penkis
langelius. Nutaréme, kad jokie du gretimi tos pacios eilutés langeliai
neturi buti iSpjauti. Kiek tokiy Sablony (Sio paprasto Sifro rakty)
galima pasigaminti? [$nagrinékite atvejus:

a) Sablone nurodyta, kuria puse reikia ji déti ant Sifro ir nurodyta,
kuri eiluté pirmoji;

b) Sablone nurodyta, kuria puse reikia ji déti ant Sifro, taciau
nenurodyta, kuri eiluté pirmoyji;

¢) Sablone nenurodyta, nei kuria puse reikia ji uzdéti ant Sifro, nei
kuri eiluté pirmoji.

Pastaba. Pirmuoju atveju du Sablonus laikome vienodais, jeigu uzdéjus
viena ju ant kito nurodytaja puse taip, kad pirmosios Sablony eilutés
sutapty, pirmojo Sablono iSpjautuosius langelius atitinka antrojo $ablono
iSpjautieji langeliai, neiSpjautuosius — neispjautieji langeliai.

Antruoju atveju du Sablonus laikome vienodais, jeigu uzdéjus viena ju
ant kito nurodytaja puse bent vienu i§ dviejy galimy biidy, iSpjautuosius
langelius atitinka i$pjautieji, neiSpjautuosius — neispjautie;ji.

TreCiuoju atveju du Sablonus laikome vienodais, jei uzdéjus viena ju
ant kito bent vienu i§ keturiy galimy biidy, iSpjautuosius langelius atitinka
i$pjautieji, neispjautuosius — neiSpjautieji.
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. Turime kvadrata, sudaryta i§ 16 langeliy. IS jo norime pasigaminti
Sablong su 4 langeliais, kad ji sukinédami galétume uzsifruoti i§ 16
simboliy sudaryta teksta. Kiek tokiy skirtingy Sablony galima
pasigaminti, jeigu ant Sablono nurodyta, kuria puse ji reikia uzdéti
ant $ifro ir kuri Sablono eiluté yra pirmoji?

. Jeigu norime Sifravimo Sablong pasigaminti i§ nxn dydzio
kvadrato, bet n nesidalija i$ 4, tai nepavyks taip iSpjauti langeliy,
kad sukiodami Sablong galétume uZsifruoti n? ilgio pranesima.
Teks iSpjauti maziau kaip n langeliy; baigg Sifruoti galésime i
tuScius popierinio kvadrato langelius iraSyti bet kokius simbolius.
Tarkime Sablona norime pasidaryti i§ 5x5 dydzio kvadrato.
Nubraizykite $ablono, kurj naudojant galima uzsifruoti 24 simboliy
ilgio teksta, brézinj.

. I8sifruokite ,,gelezinkelio tvorelés Sifrus
a) GNDEYIUYEOAASPRZUBBTVKIAIOE;
b) JZIKLIOITPATYUMGUERROKTEROSE.

. Zinoma, kad pranesimas uZSifruotas Cezario $ifru, naudojant arba
lygybe e(m)=(m+ k)(mod 32), arba lygybe e(m) =
= (k-m)(mod 32). I8sifruokite Sifra naudodamiesi tuo, kad Zinoma
viena praneSimo raidé

PraneSimas: * = # * % % k% S

k% k ok %
Sifas FGOD I USAOSEOZSAO

. Jeigu pranesima Sifruotume Cezario §ifru naudodamiesi lygybe

e(m) = (4-m)(mod 32), atsitikty taip, kad skirtingos pranesSimo

raidés biity keiCiamos ta pacia Sifro raide, taigi i$ Sifro praneSimo

atkurti nebegalétume.

a) Tarkime, nepatyrgs Sifruotojas uzSifravo praneSima Cezario Sifru
naudodamas lygybe e(m) = (4 - m)(mod 32) . Kokia galéjo biti
pranesimo raidé, jeigu ja atitinkanti $ifro raidé yra 1?
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b) Tegu skaiCiy £ ir 32 bendrasis didziausias daliklis d yra didesnis
uz vieneta. Tarkime praneSimas Sifruojamas Cezario Sifru
naudojantis lygybe e(m)=(4-m)(mod 32). Irodykite, kad
kiekvienai abécélés raidei yra daugiau ta pacia Sifro raide
keic¢iamy abécélés raidziy.

8. Cezario Sifra galima apibendrinti taip. Pasirinkime nelygini skaiciu
ky ir bet koki naturalyji skaiCiu k,; Sie skaiiai bus Sifro raktas.
Teksto raides Sifruokime naudodamiesi lygybe
e(m) = (ky -m+ ky)(mod 32) . Pavyzdziui, jei k; =5, 0 k, =10, tai
raidé E (jos numeris abécéléje yra 6) bus kei¢iama raide, kurios
numeris abécéléje yra (5-6+10)(mod 32), t.y. raide, kurios eilés
numeris 8, taigi raide E. [rodykite, kad Sitaip Sifruojant skirtingas
teksto raides visada atitiks skirtingos Sifro raidés, taigi Sifra visada

v

9. Norédamas, kad Sifras biity saugesnis, Sifruotojas teksta Sifravo
Cezario Sifru naudodamas lygybe e(m) = (15-m + 3)(mod 32), o po

to gautaji Sifra dar karta uzsifravo naudodamasis ta pacia lygybe.
Irodykite, kad teksto $ifra, gauta po dvieju Sifravimy galima gauti
Sifruojant teksta Cezario Sifru viena karta ir nurodykite, kokia
lygybe reikty naudotis.

10. Issifruokite Vigenere $ifra, jei zinoma, kad rakta sudaro triju raidziy
zodis, ir Zinomos dvi prane$imo raidés:

Prane$imas; * * * x U * S * =* =

Sifrass F L G O H K HT K E

Prane$imas: % % % % % % %k % ok sk

Sifras: S U N H T S G E
A3

-
lfg
-7

\/'o‘
(& ”//
&N



5. TIESINIU LYGCIU SISTEMOS

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

1. Tiesiné lygtis ir jos sprendiniy aibé. Tiesine lygtimi su »

nezinomuyjy vadinama tokia lygtis:

a)x; +a)x, +...+a,x, =b;
¢ia ay,a,,..,a, ir b yra zinomi realieji skaiciai, o x;,x5,...,x, —
nezinomi realieji skaiciai. Skai€iai ay,a,,...,a, yra vadinami tiesinés
lygties koeficientais, b — laisvuoju nariu, o skaifiai x;,x,,..,x, —
nezinomaisiais (kintamaisiais).

ISspresti tiesing lygti reiSkia rasti visus nezinomujy X, Xj, ..., X,
reikSmiy rinkinius (X715 X5, Xy, ), su kuriais skaicius
ayx; +a,x, +...+a,x, yra lygus skaic¢iui b. Kiekvienas toks realiyjy
skaiciy rinkinys yra vadinamas tiesinés lygties sprendiniu, o jy visuma —
tiesinés lygties sprendiniy aibe.

1 pavyzdys. I$nagrinékime tiesinés lygties su dviem neZinomaisiais

2x; +5x, =10
sprendiniy aibg.

Skaiciy poros (5; 0), (0; 2), (5+3=w; —1, 21) yra pasirinktosios tiesi-
nés lygties sprendiniai. Aisku, Si lygtis turi ir daugiau sprendiniu, — ju
yra be galo daug. Nesunku pastebéti, kad viena sprendinio komponente
galima laisvai pasirinkti, o kita pritaikyti prie jos, t.y. apskaiciuoti.
Pasirinkg, pavyzdziui, x, =7, reR, sprendinio (x;x,) pirmaja
komponentg x; galétume apskaiciuoti i§ lygybés 2x;+5r=10.
Gautume x,;=5-2,5r. Taigi tiesinés lygties su dviem neZinomaisiais
2x1+5x,=10 sprendiniy aibg¢ sudaro realiyju skaiciy poros (5-2,5r; r),
reR.

Siame pavyzdyje laisvai pasirinke pirmaja sprendinio komponente,
tarkime, x;=r, re€R, gautume, kad nagriné¢jamos tiesinés lygties
sprendiniy aib¢ sudaro realiyju skaiciy poros (7; 2-0,4r), r € R .

Gretinant abu rezultatus yra svarbu suvokti, kad gautosios
sprendiniy aibes

{(5-2,5m;r): reR }ir{ (r;2-0,4r): reR }
yra lygios, t.y. sutampa.
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I§ mokykliniu matematikos vadovéliy jau zinome, kad Dekarto
koordinaciy plokStumoje tiesinés lygties su dviem nezinomaisiais
ajx; +a,x, =b (a; #0 arba a, #0) sprendinius vaizduojantys taSkai
iSsirikiuoja vienoje tieséje nepalikdami jokiy tarpeliu. Suvokus Sia
tiesinés lygties su dviem nezinomaisiais savybg, visai nesunku
pavaizduoti grafiskai bet kurios tiesinés lygties su dviem nezinomaisiais
sprendiniy aibg. Reikia pasirinkti bet kuriuos du sprendinius, pazyméti
juos vaizduojancius taSkus Dekarto koordinaciy plokStumoje ir per Siuos
taskus nubrézti tiesg¢ — sprendiniy aibés grafika. Pavyzdyje nagrinétos
tiesinés lygties 2x; +5x, =10 sprendiniy aibés ties¢ L pavaizduota 1
paveiksle.

Xo 2
(3:3)
0;2)

(5;0) X
o ol T@o !

‘
1 pav. 2 pav.

2 pavyzdys. Sprendziant tiesing lygti su dviem nezinomaisiais
3x;+0xy, =9 laisvai pasirinkti galima tik antraja sprendinio kompo-
nent¢. Be to, nezinomojo x, reikSmeé, sakykime, x, =r, reR, neturi
itakos pirmajai sprendinio komponentei x; — ji butinai lygi 3, t.y. x;=3.
Taigi tiesinés lygties 3x;+0x,=9 sprendiniy aibé yra {(3;r): reR}. Sios
aibés geometrinis vaizdas (grafikas) Dekarto koordinaciy plokStumoje
yra tiese, einanti per taSkus (3; 0) ir (3; 3). Ji yra lygiagreti su ordinaciy
asimi Ox;, (Zr. 2pav.).

Tiesinés lygties su trimis nezinomaisiais ax; +ax,+asx;=b, kai nors
vienas koeficientas nelygus nuliui, sprendiniai turi du laisvés laipsnius.
Tai reiskia, kad dvi sprendinio (x;; x;; x3) komponentes galima pasirinkti
laisvai, o treciaja — apskaiciuoti (pritaikyti prie pasirinktyjy). Pavyzdziui,
tiesinés lygties su trimis nezinomaisiais 2x;+3x,—x;=6 sprendiniy aibg
sudaro realiyju skai¢iy trejetai (ry; rp; 2r+3r—6), 11 €R, r,eR. Laisvai
pasirinke antra ir treCia komponentes, sakykime, x,=r, m€eR, x;=r;,
r;€R, gautume kitaip uzrasSyty realiyju skaiciy trejety aibg — tiesinés
lygties 2x;+3x,—x3=6 sprendiniy aibg

{(3-1,5r,+0,5r3; ry; r3): R, r;eR}.
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Tiesinés lygties su trimis nezinomaisiais sprendiniy aibés grafinis
vaizdavimas yra Siek tiek sudétingesnis negu dvieju nezinomuyju atveju.
Aisku, kad kiekviena sprendini — realiyju skaiciy trejeta (x;; xo; x3) —
atitinka kuris nors Dekarto koordinac¢iy erdvés taskas. Nesileisdami i
i§samius samprotavimus, pasakysime, kad pavaizdave visus tiesinés
lygties su trimis neZinomaisiais sprendinius, gautume kuria nors
plokstuma. Kadangi ploksStumos padéti erdvéje visiskai nusako trys jos
taskai, nesantys vienoje tieséje, tai pakanka pasirinkti tris nagrinéjamos
lygties sprendinius, pazyméti juos

vaizduojancius Dekarto koordinaciy X3
erdvés taSkus ir nubrézti per Siuos I
taskus (isitikinus, kad jie néra vienoje o (0:2:0) > X,

ties¢je!) plokstuma. Ka tik nagrinétos
tiesinés lygties 2x;+3x,—x;=6 spren-
diniy aibés grafikas Dekarto koor-
dinaciy erdvéje yra plokStuma, einanti
per taskus (3; 0; 0), (0; 2; 0), (0; 0; —6) 3 pav.
(Zr. 3pav.).

Kai tiesiné lygtis a;x; + a,x, +...+a,x, =b turi daugiau kaip tris

(0;0;-6)

nezinomuosius ( # > 4), jos sprendiniai grafiSkai nevaizduojami.

Norétume atkreipti skaitytojo démesi i viena, krastutini, atveji, kai
tiesines lygties a;x; + a,x, +...+ a,x, = b visi koeficientai lygis nuliui,
ty. ay =ap =...=a, =0. Tokia lygt] galima uzraSyti taip:

0x; +0xp +...+0x, =b.

Aisku, kad $i lygtis neturi né vieno sprendinio, kai b= 0. Jei b=0,
tai kiekvienas realiyjy skaiciy rinkinys (#; 75; ...; 5, ) yra jos sprendinys.
Tiesiné lygtis 0x; +0x, +...+0x,, = b yra vadinama fapatybe.

Tapatybés su vienu nezinomuoju Ox; =0 sprendiniy aibé yra
realiyjy skaiciy aibé R. Jos grafikas yra realiuju skaiciy tiesé. Tapatybés
su dviem nezinomaisiais Ox;+0x, =0 sprendiniy aibés {(7;n):
n €R, r e R} grafikas yra visa Dekarto koordinaciy plokStuma.

2. Veiksmai su tiesinémis lygtimis. IS pradziy apibréZkime tiesinés
lygties daugyba i§ skaiCiaus, tiesiniy lygéiu sudéti ir atimti. Paskui
susipazinsime su tiesiniy lyg€iy tiesiniais dariniais. Kad biity papras¢iau
formuluoti apibrézimus ir kai kuriuos teiginius, kartais neras§ysime paciy
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tiesiniy lyg¢iy, o vartosime jas zyminc¢ius simbolius (dazniausiai L, L;,
i=1, 2, ...) Norédami pabrézti, kad raidé L reik§ tiesing lygti
ajx; +ayx, +...+a,x, =b, raSysime tiesiog

L: ayxy +ayxy +...+a,x, =b.
Kai nagrinésime kelias tiesines lygtis, vartosime papildomus indeksus
koeficientams ir laisviesiems nariams uzrasyti. Pavyzdziui, uzrasas

L;: ajx)+apxy +...+ap,x, =b;,i=1,2, ..., m, reiks§ bet kuria i§
tiesiniy lygéiy Ly, Ly, ..., L,,.

Daugyba is skaiciaus. Tiesinés lygties

L: ayxx) +ayx, +...+a,x,=b
ir realiojo skaiCiaus A sandauga (Zym. AL) yra vadinama tiesiné lygtis su
n nezinomuyju (Aaj)x; +(hay)xy +...+(ra,)x,, =Ab.

Pavyzdziui, padauging tiesing lygti su trimis nezinomaisiais
5x; —4x, +x3 =11 1§ 3, gautume tiesing lygti su trimis nezinomaisiais
15x) —12x, +3x3 =33.

Sudeétis. Tiesiniy lyg¢iy su # nezinomuyjy

L;: agx)+apxy +...+a;,x, =b; ir

Ly : apx)+agxy +...+ap,x, =b;, (¢a i ir k — kurie nors
natliralieji skaiCiai) suma (zym. L;+L;) yra vadinama tiesiné lygtis
(aj1 +ag)x) +(a;y +agp)xy +..+ (ajy + agy )Xy = b; + by

Pavyzdziui, tiesiniy lygfiy su keturiais nezinomaisiais
2x) =3xy +4x3 —x4 =1 ir 3x; +2x5 —3x3 +5x4 =0 suma yra tiesiné
lygtis su keturiais nezinomaisiais 5x; —xp +x3 +4x4 =1.

Atimtis. Tiesiniy lyg€iu su n nezinomujy L; ir Lj skirtumu (Zym.
L; —L;) yra vadinama tiesiniy lyg€iy L; ir (-1)L; suma: L; —L; =
=L; +(-1)Ly.

Pavyzdziui, atémg tiesing lygti su trimis mneZinomaisiais
2x1—xp —=3x3 =7 1§ tiesinés lygties su trimis nezinomaisiais
5x; —xp +4x3 =8, gautume tiesing lygti su trimis nezinomaisiais
3x; +7x3 =1. Atkreipiame démesj, kad ¢ia praleidome lygy nuliui su
visomis nezinomojo x, reikSméms démeni Ox, .
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Tiesinio darinio apibrézimas. Tiesiniy lygCiy su n nezinomyju

L;: agxy+apxy +...+a;,x, =b; ir

Ly : apxy +agrxy +...+ay,x, = by tiesiniu dariniu yra vadinama
tiesiniy lyg€iu AL; ir pl; suma AL;+ul;, ¢ia A ir p (realieji skaiciai)
vadinami tiesinio darinio koeficientais.

Aisku, kad tiesinio darinio savoka apima ir tiesinés lygties sandauga
i§ skaiciaus (A =0 arba p=0), ir tiesiniy lygéiy suma (A=p=1), ir
tiesiniy lygciy skirtuma (A =1,p=—larba A=-1,pn=1).

Konstruojant tiesiniy lygciy su n nezinomyjy L; ir Lj tiesinius
darinius kartais galima taip pasirinkti koeficientus A ir p, kad tiesinés
lygties AL; +pl; koeficientas prie pasirinkto neZinomojo biity norimo
zenklo ir norimo didumo.

3 pavyzdys. Sudarykime tiesiniy lyg¢iy su trimis neZinomaisiais

Lyt 2x)—xp+3x3=5 ir Lp: 4x+3xp —x3="Ttiesini darinj
ALy +uL,, kad: a) jo koeficientas prie nezinomojo x, bity lygus nuliui;
b) jo koeficientas prie neZinomojo x3 biity lygus 5.

Sprendimas. Tiesinis darinys AL;+uL, yra tiesiné lygtis su trimis
nezinomaisiais (21 +4p)x; + (—A +3p)xp + BA—p)x3 =54+ 7.
Pirmuoju atveju koeficientai A ir p turi tenkinti vienintele salyga
—A+3u=0. Tai tiesiné lygtis su dviem nezinomaisiais A ir p. Ji turi be
galo daug sprendiniy (A; p), kurivos galima uZzrasyti taip: (3r; r), reR.
Taigi galima sudaryti be galo daug tiesiniy dariniy AL;+uL, taip, kad
koeficientas prie nezinomojo x, buty lygus nuliui. ParaSykime kelis tokiy

tiesiniy dariniy pavyzdzius: 3L;+L, (atvejis r=1), L1+%L2 (atvejis

r :%), 5L1+§L2 (atvejis r = %).

Spresdami antraja uzdavinio dalj, koeficientus A ir p renkamés taip,
kad jie tenkinty lygti 3L —p=5. Sios lygties sprendiniy (A; p) aibe
sudaro realiyjy skaiciy poros (7; 3—5), reR. Kai =2, ieSkomasis tiesinis
darinys yra 2L;+L,. Reikiama salyga tenkina tiesiniai dariniai [;—
2L,, —L;—-8L,,—ju yra be galo daug.
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3. Tiesiniy lyg¢€iy sistema ir jos sprendiniy aibé. Tiesiniy lygciu
su n nezinomuyjy
Li:agx; +apxy +..+a,x, =b;,i=1,2,...,m,
rinkinys
ap Xy +appxy +...tay,x, = bl'
ay|Xy +axxy +...+ar,x, = bz,

(1)

A1 X1 + Ay Xy + .+ Xy = by,
vadinamas m tiesiniy lygciy su n neZinomyjy sistema (trumpai — tiesiniy
lygciy sistema).

ISspresti tiesiniy lygciy sistema (1) reiskia rasti visus nezinomuyjy
X1, X2,..., X, reikSmiy rinkinius (x; xp;...; X, ), kurie tenkina kiek—
vieng §ios sistemos lygti. Tokie realiyju skaiciy rinkiniai vadinami §ios
tiesiniy lygCiy sistemos sprendiniais, o ju visuma — tiesiniy lygciy
sistemos (1) sprendiniy aibe.

Tiesiniy lygciy sistemos (1) sprendiniy aib¢ pazymékime X, o ja
sudaranciy tiesiniy lyg€iy L; sprendiniy aibes paZymékime X;;i=1, 2,
... ,m. Tada tiesiniy lygcCiy sistemos (1) sprendiniy aibe¢ X galésime
apibudinti kaip aibiy X, X,, ..., X,, sankirta (bendraja dalj):
X=X1NX,N..NX,,.

4 pavyzdys. Raskime trijy tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais
sistemos

2X1 - 3X3 = 1,
5x, =0, )
x|+ 7X2 =2
sprendiniy aibg X.

Sprendimas. 1§ pat pradziy atkreipiame démesi (kad nekilty
nesusipratimy) | vieng esminj dalyka — kiekviena (2) sistemos lygtis turi
po tris nezinomuosius (nuliui lygls démenys paprastai nerasomi).
Apibrézimo (1) forma atitinkantis duotosios sistemos uzrasas yra toks:

2X1 + 0X2 + (—3))63 = 1,
Ox1 + 5)62 + 0)(,'3 =0,
1)61 + 7)62 + OX3 =2.
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Pabandykime rasti atskiry lyg€iy sprendiniy aibiy X;, X, ir X;
sankirta. AiSku, kad X,= { (r; 0; r3) : reR, r;eR }. Kad trejetas
(75 0; r3) tenkinty pirmaja lygti turi galioti salyga 27-3r3=1, o kad
biity trecios lygties sprendiniu, turi biiti 1= 2. Taigi abiems lygtims ( L;
ir Ly) tinka tik tie trejetai (77; 0; r3), kuriuose =2 ir r3=1.

Ivada: X1 NX,NX3={(2;0;1)}. Sistema (2) turi vieninteli
sprendini (2; 0; 1).

5 pavyzdys. Raskime triju tiesiniy lygciu su trimis nezinomaisiais
sistemos

2)(,'1 = 4,
3X2 = 0,
5)63 =5

sprendiniy aibg X.
Sprendimas. Kadangi

X1=1{(@2; rn; r3):eR, r;eR},

Xy={(n:0; r3):n€R, r;eR},

X3={(n; r;l): neR, neR},
tai visoms trims aibéms (X, X, ir X3) gali priklausyti tik toks realiyju
skaiCiy trejetas (7; r2; r3), kuriame #»=2 (prieSingu atveju jis
nepriklauso aibei X;), r» =0 (kad priklausyty aibei X;), r;=1 (turi bati
aibéje X3).

Taigi X=X, N X, N X5 ={(2;0;1)}.

Zinoma, pavyzdziuose nagrinétoms tiesiniy lygéiy sistemoms
spresti taikytas biidas néra universalus. Tuo galétume isitikinti pasirinke
spresti, pavyzdziui, tokia trijy tiesiniy lygciuy su trimis nezinomaisiais
sistema:

X+ SXZ +4X3 = 6,
3 +14xy —x3 =5, 4)
2X1 - 6X2 + X3 =5.
[zvalgesnis skaitytojas greitai aptikty, kad skaiciy trejetas (2; 0; 1) tenki-
na kiekviena Sios sistemos lygti (patikrinkite savarankiskai), taciau likty
atviras klausimas, ar $i sistema neturi daugiau sprendiniy.
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A=0AE G u=2
X5 4
L
0;3)
02 ™~—~u_ A=-3u=1
- > = 1’ =
0 - H
;0,3 40 !
- A=1Lu=2
L ] 0:-4) 4 pav.

4. Tiesiniy lygéiy sistemy ekvivalentumas. Dvi tiesiniy lygciy
sistemos su n nezinomyjy vadinamos ekvivalenciomis, jeigu ju spren-
diniy aibés sutampa. Lygciy skaiciai tose sistemose gali biiti skirtingi.
Pavyzdziui, dvi tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistemos,

X1+ 2XZ =7,

2X1 +3X2 =11,
1r 2)C1+)C2 =5,

3x1—x5 =0
! 2 x1+x2=4,

yra ekvivalencios, nes ir viena, ir kita turi vieninteli sprendini — skaiciy
pora (1; 3). Ketvirtame ir penktame pavyzdziuose sprestos (2) ir (3) triju
tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemos taip pat yra ekvi-
valencios, nes ju sprendiniy aibés sutampa — gavome X = {(2; 0; 1)}.
Tiesiniy lygéiy sistemy ekvivalentumo savoka yra ne tik teoriné.
Jei, pavyzdziui, Zinotume, kad tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais
sistemos
SXI + 2X2 —X3 = 7,
3)(,'1 —Xpy t X3 =3, (5)
Xp + 3x2 +X3 = 9
ir
X2 = 2,
3)61 = 3, (6)
2X3 =4
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yra ekvivalencios, tai vietoj (5) sistemos sprestume (6) sistema, nes jos
sprendiniy aibe X lengva rasti sugretinus $ig sistema sudaranciu lygéiy
sprendiniy aibes X|= {(71; 2; r3): neR, r3eR}, Xo={ (1; rp; 13):
rn eR, reR} ir X5= { (n;m; 2): neR, rneR}. Rezultatas toks:
X1NX,NX3={1;2;2)}. Toliau belikty pasakyti, kad (5) tiesiniy
lygc€iy sistema turi vieninteli sprendini (1; 2; 2). Taciau tokia iSvada
nebuty korektiska neZinant, ar abi tiesiniy lygiy sistemos yra
ekvivalencios.

Tiesiniy lygcéiy sistemoms sprgsti pakanka mokéti turima tiesiniy
lygéiu sistema pakeisti jai ekvivalencia paprastesne tiesiniy lygéiu
sistema. Kokiais veiksmais, atliekamais su sistemos lygtimis, gaunama
ekvivalenti tiesiniy lygCiu sistema? Patyrinékime rysj tarp dviejuy tiesiniy
lygciy ir ju tiesinio darinio sprendiniy aibiy.

6 pavyzdys. Pasirinkime dvi tiesines lygtis su dviem nezinomaisiais

Lli X1 +4x2 =12 ir in 3X1 —2X2 =8 .
Ju tiesinis darinys AL;+pl, yra tiesiné lygtis su dviem nezinomaisiais

(A +3w)x; + (41 —2p)xy =121+ 8.

Imdami jvairias A ir p reikSmes, gauname konkreéias tiesines lygtis.
Pavyzdziui,

5x1 =8xp = 4 (kaiA=-1,p=2),

Ox) —14x, =28 (kaiA=-3,pn=1),

7x1+0xy =28 (kaiA =1, n=2).
Aisku, tarp ty tiesiniy lygc¢iy yra ir pradinés lygtys L; (kai A =1, p=0)
bei L, (kaiA=0,p=1).

Pavaizduokime §iy lygciu sprendinius toje pacioje Dekarto koor-
dinaciy plokStumoje ( Zr. 4 pav.). Gausime tiesiy, susikertanciy viename
taske pluosta. Susikirtimo tasko koordinatés yra (4; 2).

Remdamiesi grafiku, galime padaryti tokia iSvada: skaiCiy pora
(4; 2) yra tiesinio darinio AL; +uL,, t.y. tiesinés lygties

(A +3w)x; + (4L —2p)xp =120+ 8u
sprendinys su bet kuriomis A ir p reikSmémis. Tuo galima isitikinti
apskaiciavus reiskini (A +3u)4+ +(4h—2p)2.

Kita i$vada: tiesiniy lygCiy sistemos

53



V TEMA

X1 +4X2 = 12,

(7
3X1 —2X2 = 8,
x| +4X2 =12, (8)
(A+3p)x; + (40 —2p)xy =120+ 8, p=0;
A +3w)x; + (4h —2p)xy =120 +8u, A #0;

©)
3X1 —2X2 = 8,
X +4xy =12,
3)61 —2X2 =38, (10)

(A +3w)x; +(4h—2pn)xy =120+ 8
yra ekvivalencios. Visos jos turi vieninteli sprendini — skaiciy pora
(4;2).

Kokios praktinés naudos galétume turéti i§ ty iSvady? Pirmiausia,
spresdami (7) sistema galétume ja pakeisti (8) arba (9) sistema, pasirinke
tokias A ir p reikSmes, kad tiesinio darinio (A +3p)x; + (41 —2p)x, =
=121 +8u koeficientas A+3p prie x; arba koeficientas 4A —2p prie x;
buty lygus nuliui. Tokios lygéiy sistemos sprendimas lengvesnis.
Pavyzdziui, antraja (7) sistemos lygti pakeitg tiesiniu dariniu L; +2L,,
toliau sprestume dviejy tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistema:

xXp +4x, =12,
7xy =28.
Sios sistemos sprendiniy aib¢ aiski: ji turi vienintelj elementa — sprendini

(4; 2).

Kitas praktinis momentas toks: jei spresdami triju (ar didesnio
skai¢iaus) tiesiniy lygéiy su dviem nezinomaisiais sistema isitikintume,
kad viena lygtis yra kity dviejy lygc€iy tiesinis darinys, tai galétume ta
tiesini darini pasalinti i$ sistemos ir toliau spresti ekvivalencia sistema su
mazesniu lygciy skai¢iumi (pavyzdziui, vietoj (10) sistemos spresti (7)
sistema).

Nagrinéto pavyzdzio iSvadas galima apibendrinti ne tik bet kuriai m
tiesiniy lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistemai
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a1y +apx; =by,

ay X +axnx; =b,

A X1 + A Xy = by,
bet ir didesnj nezinomuyjy skaiciy turinCiy tiesiniu lygc¢iu sistemai. Dviejy
nezinomuyju atvejis yra isskirtinis tuo, kad sistemos sprendiniy analizei
galima pasitelkti grafika. Stebint sistemos lyg¢iy sprendiniy aibes ati-
tinkanciy tiesiy tarpusavio padéti kartais btina lengviau izvelgti sistemos
sprendiniy aibg, formuluoti teorines hipotezes, apsisaugoti nuo klaidingy
iSvady. Bendruoju atveju, t.y. nagringjant bet kuria m (m > 2) tiesiniy
lyg€iy su n (n>1) nezinomuyjy sistema (1), iSvados grindziamos api-
brézimais, zinomais teiginiais, naudojant loging analizg, algebrinius skai-
giavimus. Cia suformuluosime tik sistemy ekvivalentumo savybes.

1 savybé. Pakeitus bet kuria (1) tiesiniy lyg€iy sistemos lygti L :
ap1X] +agyxo + ...+ ay,x, tiesiniu dariniu AL; + pL; (AR, peR, u#0),
gaunama ekvivalenti tiesiniy lygéiy sistema. Cia L; yra bet kuri kita (1)
sistemos lygtis.

{rodymas. Remiantis tiesiniy lygc€iy sistemos sprendinio apibrézimu
pakanka jrodyti, kad yra ekvivalenCios §ios dvieju tiesiniy lygciu su n
nezinomuyjy sistemos:

{aﬂxl +apxy +...+a;,x, :bi' )
apX) +agpXxy +...+ag,x, =b;
ir
{ailx] +ajpxy +...t+ap,x, :bl., (12)
(Majy + Rag )x) + ..t My + Wy )Xy = 2D; + pby, p# 0.

IS pradziy tarkime, kad (11) sistema turi nors viena sprendini. Pasirin-
kime bet kuri i§ ju, pavyzdziui, (n;7;...;7,). Pagal sprendinio
apibrézima turi galioti Sios lygybés: a;n +aprm +...+a;,n, =b ir
apn +agyr +...+ag,r, =by .

Patikrinkime, ar skaiCiy rinkinys (7;7y;...;7,) yra (12) sistemos
sprendinys. Aisku, kad jis tenkina pirmaja lygti, todél belieka patikrinti,
ar jis tenkina antraja lygti. Skai¢iuodami gauname:
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(hajy + pag)n + Majy +pago)ry +.t Mgy +pagy )1, =
=Mayn +ajpr +...+ar,) Yulagn +agar +.+ag,r,) = Ab; + by .

Taigi rinkinys (#;7y;...;7,) tenkina abi (12) sistemos lygtis ir
todél yra Sios sistemos sprendinys.

Kadangi tikrinome laisvai pasirinkta (11) sistemos sprendini, tai
galime daryti iSvada, jog kiekvienas (11) sistemos sprendinys yra (12)
sistemos sprendinys.

Targ, kad kuris nors realiyjy skaiiy rinkinys (7; 75;...;1;,) yra (12)
sistemos sprendinys, aiSkinkimés, ar jis tenkina ir (11) sistema. Pagal
sprendinio apibrézima turi galioti lygybé

(Aajy +pag)r +(Aajp +pagy)ry +..+ (Mg, +pag, )1y = Ab; + uby.
ReiSkinys pirmuosiuose skliaustuose lygus b;, nes (r;ry;...5r,) yra
lygties L; sprendinys. Todel

}\‘bi + u(aklrl +aporn +..+ aknf'n) = 7\‘bl + Mbk ,
wagin +agary +..tagly) = pby
ir
ap N +agay +...+apty, = bk (nes p = 0).
Taigi rinkinys (ry; 7»;...; ;) tenkina ir lygti L;, ir lygti L; . Jis yra (11)
sistemos sprendinys.

Dabar jau pagristai galima teigti, kad realiyjy skaiCiy rinkinys
(n; ;... 1,) yra (11) sistemos sprendinys tada ir tik tada, kai jis yra
(12) sistemos sprendinys.

Dar atkreipiame démesij i atveji, kai viena i§ nagring¢jamy sistemy
((11) ir (12)) neturi sprendiniy. Remdamiesi ka tik suformuluota iSvada,
gautume (priestaros metodu), jog ir kita sistema neturi sprendiniy.

2 savybé. Pasalinus i$ tiesiniy lygCiy sistemos tapatybe (jeigu tokia
bity), gaunama ekvivalenti tiesiniy lyg€iy sistema.

[rodymas. Tarkime, kad (1) tiesiniy lygéiy sistemos paskutiné lygtis
Ly, aun +a,or +..+a,,r, =b, yra tapatybé, ty. a,; =a,, =
=..=a,,, =b, =0. Sia lygti tenkina kiekvienas realiyju skaiciy
rinkinys, todél

XxinNxnN.nNx,Nx,=XNx,N.NXx,.nDNXx, =
=X1NX,N...NX,,_;;¢a X;,i=1,2,...,m—1, m, yra (1) sistema
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sudaran¢iy tiesiniy lygéiuy L; , i=1, 2, ..., m—1, m, sprendiniy aibés.

AnalogiSka iSvada gautume ir tada, kai bet kuri kita (1) sistemos
lygtis yra tapatybé.

5.Nezinomyjy eliminavimas. Gauso metodas. Taikant tiesiniy
lygéiu sistemy ekvivalentumo savybes sprendziama tiesiniy lygéiu
sistema sickiama pertvarkyti taip, kad gautos sistemos lygtyse bty kuo
daugiau nuliui lygiy koeficienty. Atitinkami lygciy démenys tada
nerasomi (nes lygls nuliui su visomis nezinomyjy reik§mémis), ir
nezinomyjuy skaicius kai kuriose lygtyse tarsi sumazéja. Todél tokio
pobudzio tiesiniy lygCiy sistemos pertvarka vadinama neZinomyjy
eliminavimu (pasalinimu). Yra natiralu ieskoti trumpiausio kelio
supaprastinti duotaja tiesiniy lygc€iy sistema ir taip rasti jos sprendiniy
aibg, bet daZniausia taikomos nuoseklaus nezinomyjy eliminavimo
schemos. Viena i$ ju — Gauso metodas (Carl Friedrich Gauss — vokieciy
matematikas, 1777—-1855). Sprendziant §iuo metodu (1) tiesiniu lygéiy
sistema siekiama ja suvesti | trikampg tiesiniy lygéiy sistema

C11X] +C1aXy + ..+ CppX,, =dy,
CopXy + ..+ CopXy = d2,
ConXn =d,.

Kai ¢;; 20, ¢3p #0, ... , ¢,, #0, tokia tiesiniy lyg€iy sistema turi
vienintelj sprendinj. Jo komponentés lengvai apskai¢iuojamos pradedant
paskutiniaja lygtimi. Kitais atvejais §i tiesiniy lygéiy sistema gali turéti
tik be galo daug sprendiniy arba né vieno sprendinio. Tokiy atvejy cia
visai negvildensime. Ziniy apie juos galima rasti jvairiose knygose, tarp
kuriy yra A. Apynio ir E. Stankaus “Elementarus matematikos taikymas
ekonomikoje” (Presvika, 1997).

7 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime tiesiniy lygciy su trimis
nezinomaisiais sistema

X1 +3X2 — X3 =8,
2)C1 +7X2 +2X3 =5, (13)
3)61 — 2)62 + 2)C3 =-2.

Sprendimas. Siekdami gauti trikampg tiesiniy lygciy sistema,
eliminuokime nezinomaji x; i$ antros ir trecios lyg€iy. Nezinomajam Xx;
eliminuoti i$ antros lygties sudarykime lygéiy
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Lyt xy+3xy—x3=8 ir Ly: 2x;+7xy+2x3=>5tiesinj darinj
ALj+u L, —tiesing lygti

(A +2p)x; + BA+7p)xy + (A +2p)x3 = 8L +5u
su nuliui lygiu koeficientu A+2p prie x;. Skai¢iams A ir p pasirinkti ¢ia
yra daug galimybiy (i§ lygties A +2u =0 sprendiniy). Imkime A =-2,
pn=1. Tada turésime tiesing lygti Ox; +x, +4x3 =—11. Ja pakeiskime
antraja sistemos lygti ir gausime ekvivalencia tiesiniy lygc€iy sistema

X1 +3x) —x3 =8,

Xy +4x3=-11, (14)
3x1 —2xp +2x3 =-2.

Nezinomajam x; eliminuoti i§ trecios lygties sudarykvime tiesini
darini 3L;—Lj, ty. tiesing lygti Ox;+11x, —5x3=26. Sia lygtimi
pakeiskime treciaja lygti ir turésime ekvivalencia tiesiniy lygciy sistema

x) +3xy —x3 =8,
Xy +4x3=-11, (15)
11x, —5x3 =26.

Antros ir treCios lygciy tiesiniu dariniu 11L,—L; pakeiskime
treciaja lygti ir gausime ekvivalencia, — jau trikampe¢ — tiesiniy lygciu
sistema

X1 +3xy —x3 =8,
Xy +4x3=-11, (16)
49x3 =—147.

IS Sios sistemos treciosios lygties 0x; +0x, +49x3 =—-147 nusta-
tome, kad sistemos sprendiniy (x;; x5; x3) tre¢ioji komponenté x3 gali
bati lygi tik —3. Tada i§ antrosios lygties randame vienintelg antrosios
komponentés reikSme¢ x, =1, o paskui (i§ pirmos lygties) ir pirmaja
sprendinio komponent¢ x; =2 . Taigi trejetas (2; 1; -3) yra vienintelis
(16) sistemos, todél ir (13) sistemos vienintelis sprendinys (nes (13),
(14), (15) ir (16) sistemos yra ekvivalencios).

8 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime Sia keturiu tiesiniy lygéiy
su keturiais nezinomaisiais sistema:
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X +2xy —x3+2x4 =9,
3x) +5xp +3x3 +x4 =6, (17)
3xy —2x3 +x4 =5,
bl +2x3 —2x4 =—6.

Sprendimas. Nezinomaji x; reikia eliminuoti tik i$ antros ir ketvir-
tos lygciu. Tai atlikime vienu Zingsniu, antraja lygti pakeisdami tiesiniu
dariniu 3L;—L, (tiesine lygtimi Ox; +x, —6x3 +5x4 =21), o ketvirtaja
— tiesiniu dariniu L;—L4 (tiesine lygtimi Oxj +2xp —3x3 +4x4 =15).
Toliau nagrinésime tokia ekvivalencia sistema:

Xp+2xp) —x3 +2x4 =9,
Xy —6x3 +5x4 =21, (18)
3xp —2x3 +x4 =5,
2xy —3x3 +4x4 =15.

Sios sistemos lyg¢iy tiesiniais dariniais —3Ly+ Ly it —2L,+ 1y
pakeite atitinkamai treCig ir ketvirta lygtis, gauname tokia (ekviva-
lencia!) sistema:

X] +2xp —x3 +2x4 =9,
Xy —6x3 +5x4 =21,
16x3 —14x4 =58,
Ox3 —6x4 =-27.

Trikampei sistemai gauti belieka eliminuoti nezinomaji x5 i§ ketvirtos

(19)

lygties. Sia lygti pakeiskime tiesiniu dariniu %L3 —§L4 — tiesine lyg-
timi 0xj +0xy +0x3 —5x4 =—15. I§ gautosios trikampés keturiy tiesiniy
lygCiy sistemos
X +2xy —x3+2x4 =9,
Xy —6x3 +5x4 =21,
16x3 —14x4 =-58,
—5x4 =-15

randame vienintelj duotosios, t.y. (17) sistemos sprendini (2; 0; —1; 3).
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PENKTOJI UZDUOTIS

1. Susitiko du piemenys ir derasi dél ganomuy aviy. ,,Atiduok man
viena savo avi, tada a$ turésiu dvigubai daugiau aviy negu tu‘, —
siillo pirmasis. Antrasis jam atkerta: ,Jokiu budu! Veréiau tu
atiduok man viena savo avj, tada abu turésime po lygiai!* Kiek aviy
turéjo kiekvienas piemuo?

2. Nubreézkite tieses mx+ny =mn ir nx—my =mn; ¢ia m yra Jisy
vardo raidziy skai¢ius, o n — Jiisy pavardés raidziy skaicius. Apskai-
¢iuokite Siy tiesiy susikirtimo tasko koordinates.

3. Nustatykite, kokias reikSmes gali igyti m, kad tiesés mx+y=1,
x+my=1 ir x+y=m susikirsty viename taske. Nubrézkite Sias
tieses toje pacioje Dekarto koordinaciy plokStumoje.

4. Nustatykite, ar ekvivalencios §ios tiesiniu lygciu su dviem nezino-
maisiais sistemos:

2x-3y =3,
. 4x+7y =45,
3x+y=21, 1r
Tx—-3y =33.
x+4y=18

5. Raskite visas parametro p reik§mes, su kuriomis tiesiniy lyg¢iy su
dviem neZinomaisiais sistemos

2px+3y=Tp, . [2x-py=0,
ir
3px—-2y=4p 5x+py=Tp
yra ekvivalencios.

6. Uzrasykite tiesiniy lyg€iy su dviem nezinomaisiais
Ly:3x+2y=131ir Ly: 5x-3y=9
tiesini darini A L; + L, ir nubrézkite jo grafika Dekarto koordinaciy
plokstumoje, kai A reikSmés lygios 2, —1, 3. Raskite tokias A
reikSmes, su kuriomis tiesinio darinio AL,+L, grafikas yra tiesé:
a) einanti per taska (5; -2);
b) lygiagreti su koordinaciy asimi Oy.
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7. Raskite tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemos
Xy +X3= 7,
3x +Xx, =2,
1 3 C e
sprendiniy aibg.

3x, =6
8. Gauso metodu iSspreskite tiesiniy lygciu su trimis nezinomaisiais
sistema :
3x] —2x9 — x3 =5,
2x) +4xy +3x3 =2,
Sx1+ xp+ x3=6,
S5x14+2xy +2x3 =7.

Gauso metodu i$spreskite tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisiais
sistemas:

X+ xy =2,
N x1+2x2+ x3+x4=5,
3x2 +4x3—x4=6,
2x1 - x3—x4=0;
x1+2x2— x3+ x4=1,
10, —X| +2xy + x3-3x4 =4,

—2X1 +3x2 +2.X'3 —3X4 :2,

Xl +5X2 - X3 +2X4 =-1.



6. ALGEBRINES LYGTYS

Rimantas Skrabuténas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Paprasciausias pirmojo laipsnio algebrines lygtis su vienu ne-
zinomuoju sprendziame jau pradinése klasése. Véliau susipazistame su
kvadratinémis ir aukStesniy laipsniy lygtimis, kurioms spregsti taikome
pazyméjimo ar kitokius metodus. Sioje uzduotyje Jums sitilome aptarti
algebrines lygtis, kuriy sprendimas paremtas klasikinés algebros faktais
ir nereikalauja kokiy nors specifiniy, tik tai konkreciai lygciai tinkanc¢iy
samprotavimy. Norime Jums pristatyti, o Jisy mokytojams, — priminti,
kai kuriuos tipiniy, bet aukstesnio laipsnio lygéiy su vienu neZinomuoju
ir realiaisiais koeficientais sprendimo metodus. Tikimés, kad patirtis,
igyta sprendziant pateikiamus uzdavinius, ne tik susistemins Jlisy Zinias
apie algebrines lygtis, bet ir jgalins plaCiau pazvelgti i mokykloje
nagriné¢jamas temas.

Pirmiausia kelios pagrindinés savokos.

n-tojo laipsnio algebrinés lygties su vienu neZzinomuoju bendrasis
pavidalas:

a,x" +an_1xn_1+...+a1x+a0 =0; (1)

¢ia a,#0, a,_,.,a,ay yra realieji skaiCiai — lygties
koeficientai. Natiiralusis skai¢ius n vadinamas lygties laipsniu (Zym.
n=deg f(x). f(x)=a,x" + an_lxn_1 +..+tax+ag).

Algebrinés lygties sprendinys tai — skaicius, kurj istate i (1) ir atlikg
veiksmus, gauname teisinga lygybeg. Lygties f(x)=0 sprendiniai vadi-
nami daugianario f(x) Saknimis.

Apie skaifiy aibes. Kompleksiniai skaiciai

Pirmiausia, visi skaiciai, su kuriais pagal programa susipazistama
mokykloje, yra realieji. Jy aibé zymima R. Aib¢ R geometriskai
interpretuojame skaiciy tiesés taskais. Aibés R poaibiai: natiiraliyjy
skaiCiy aibé N, sveikuyju skaiciy aibé Z, racionaliyju skaiciy aibé Q.
Taciau aibé R netenkina matematikos poreikiu, nes joje néra pakankamai
skaiciy. Tuo norima pasakyti, kad ne visos algebrinés lygtys turi
sprendiniy. Tokios, pavyzdziui, yra lygtys:

x2+1=0, 2x2 —4x+17=0.
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Situacija esminiai keiCiasi, jei aibg R iSpleCiame jvesdami
vadinamuosius kompleksinius skaicius (sutrumpintai — KS). Formalioji
KS teorija uzimty daug laiko, todél mes pasielkime paprasciau: KS
pavadinkime simbolius a +ib, kuriuose a ir b reiSkia bet kokius
realiuosius skaiCius, o raide i Zymime vadinamaji menamqji vienetq,
apibréziama kaip dydi, kuriam teisinga lygybé i 2 =_1. Tad formaliai:
i=+-1. Kadangi aibéje R tokio skaiCiaus néra, tai i ir yra tas naujo tipo
(kompleksinius) skaiCius generuojantis objektas. KS (simboliu a +ib)
aibg¢ Zymésime raide K.

Kai =0, tai laikysime, kad a+i-0=a. Todél Rc K. Du KS
a+ib ir ¢ +id laikome lygiais tada ir tiktai tada, kai a=c ir b=d .

Aritmetiniai veiksmai su KS a +ib ir ¢ + id : ju suma vadiname KS
skaic¢iuy (a+c)+i(b+d), skirtumu KS (a—c)+i(b—d), ju sandauga
yra KS (ac —bd) +i(ad + bc) . Skai¢iu a +ib ir ¢ +id santykis yra toks
KS x+1iy, sukuriuo teisinga lygybe (c+id)-(x+iy)=a+ib.

Pavyzdziui, (1-2i )+ (-3+5/)= -2+3i,

(1-2i) (3+51)=T7+11i, (1-i): (1+i) =—i.

VokieCiy matematiko K.Gauso (Karl-Fridrich Gauss, 1777-1855)
irodyta teorema (daznai vadinama pagrindine algebros teorema,
sutrumpintai: PAT) tvirtina, kad: bet kuri (1) pavidalo lygtis turi bent
vienq (apskritai — kompleksing) sprendinj.

Dvinarés ir kvadratinés lygtys. Yra iSvesta formul¢, kurios pagalba
1§ KS a + bi galima traukti n-tojo laipsnio Saknj, kitaip sakant, spresti

dvinare lygti: x" =a +bi .

IS PAT isplaukia, kad ji turi lygiai n sprendiniy.

Iki Siol, nustatg, kad kvadratinés lygties diskriminantas yra
neigiamas, konstatuodavome: [lygtis sprendiniy neturi. Dabar,
remdamiesi PAT, patiksliname: tokia kvadratiné lygtis neturi realiyjy
sprendiniy. Uztat ji turi lygiai du kompleksinius sprendinius. Tuo
isitikiname, taikydami iprasta kvadratinio trinario Sakny radimo formuleg.

1 pavyzdys. Lygties X2 —2x+5=0 sprendiniai yra
Xpp=1t4(=1)-4=1£24y-1=1£2i.

KS a+bi ir a-bi vadinami jungtiniais. Darome iSvada:
kvadratiné lygtis su realiaisiais koeficientais ir neigiamu diskriminantu
turi du jungtinius kompleksinius sprendinius.
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2 pavyzdys. Kadangi 1=1+0-ie K, tai dvinaré lygtis x> =1 turi
tris sprendinius, kurie yra vadinami kubinémis Saknimis is vieneto. Tad
skaiCius x; =1 yra tik viena i§ trijy kubiniy Sakny i§ vieneto! Kitas dvi
galima rasti pagal minéta Saknies traukimo i§ KS formulg, arba taip:

X ol=x-DEZ+x+) >

I S
NE)

Xy =i
3T

Svarbi lygties kompleksiniy sprendiniy savybé: jei algebrinés
lygties su realiaisiais koeficientais sprendinys yra kompleksinis skaicius
a + bi, tai ir jam jungtinis skaicius a — bi yra tos lygties sprendinys.

Daugianariy dalyba ,,kampu*

Vieno kintamojo daugianariams, kaip ir sveikiesiems skaiciams,
galioja dalybos su liekana teorema (DLT): kiekvienai daugianariy porai
f(x), g(x)=0O(x) (¢ia O(x) zymime tapatingai lygu nuliui daugianarj),
egzistuoja  vieninteliai  daugianariai = ¢(x), »(x)  tokie, kad
f(x)=q(x)g(x)+r(x); g(x) vadinamas nepilnuoju santykiu, o r(x), —
liekana. Be to, degr(x) <degg(x), arba r(x)=0O(x) . Pastaruoju atveju
sakome, kad f(x) dalijasi is g(x) ir raSome: g(x)| f(x), arba kitaip:
f(x):g(x). Daugianariy dalybos algoritmas primena sveikuyju skaiciy
dalyba ,.kampu*.

1 pavyzdys. Kai f(x)= X -3x2+2 , 0 g(x)= x> -3x2 + 2, tai
qg(x)= x2 +3x+9 ,0 r(x)= 22x? —6x—16. Ragome:

F(0)=(x" =3x2 +2) - (x® +3x+9) +22x> —6x—16.

2 pavyzdys. Kai f(x)= x*-3x2 42 , 0 gkx)=x-1, tai

q(x) =x -2,0r(x)=0(x),ty. x—1| x* —3x? +2. Rasome:
o3l 1 2=(x - (1 -2).
Atskiru atveju, kai g(x)=x—c, ceR, tai f(x)=q(x)(x—c)+r,

t.y. lickana r yra tiesiog skaiCius. IS ¢ia iSplaukia vadinamoji Bezu
teorema (E.Bezout, 1730-1783).
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Liekana, gauta dalijant daugianari f(x) is dvinario x—c, lygi
f(c). Jei skaicius ce€ R yra n-tojo laipsnio daugianario f(x) Saknis,
tai  egzistuoja toks daugianaris q(x), degq(x)=n-1, kad
S =(x-0)q(x).

Vijeto teorema (Francois Viete, 1540-1603)

Lengvai jrodomas ZzZinomos Vietos teoremos bendrinys. Pvz, kai

3 L ax? + bx +c turi tris Saknis, tarkime,

n =3, tai daugianaris f(x)=x
X, Xp, X3, tai
X +Xy +XxX3 =—a,
X1Xy +X1X3 +Xpx3 =b,
X|XpX3 =—C. (2)

Dabar aptarsime (1) lygties sprendimo budus, kai lygties
koeficientai — realieji skai¢iai, 0 n>3.

Kubinés lygtys. Dar XVI a. italy matematikas Kardano (Geronimo
Cardano, 1501-1576) surado bendrosios kubinés lygties

ax3+bx2+cx+d=0,a;tO,a,b,c,deR 3)
sprendimo metoda. Kardano iSvedé formules, kurios visus tris kubinés
lygties sprendinius iSreiskia per jos koeficientus.

Kardano teorema. Kickviena (3) pavidalo lygtis turi tris spren-
dinius (jy tarpe gali biiti kartotiniy, — lygiy tarpusavyje). Bent vienas is
sprendiniy yra realusis.

[rodymas. Kad buty kiek paprasCiau, susitarkime nagrinéti jau
redukuotq kubing lygti:

3
y +py+q=0, p,geR. 4)
(Kiekvieng (3) lygti galima suvesti | (4) pavidala dviem pertvarkiais —

keitiniu x = y—3i ir abiejy lygties pusiy dalyba i§ a #0). Tuokart
a

y=u+v, o kompleksiniai skaiCiai u ir v randami i§ Kardano iSvesty
formuliy:

u=3\/—%+ D,v=3\/—%—\/5- )

2 3

Cia skaiGius D:= qT + 12)—7 vadinamas kubinés lygties (4) diskriminantu.
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Bendruoju atveju i$ (5) formuliy gaunamos sprendinio y dedamosios
dalys u ir v turi biiti taip suderintos, kad tenkinty papildoma salyga
3uv=—p. (6)
Panasiai kaip ir kvadratinés lygties atveju, atsakymas priklauso nuo
to, koks yra (4) lygties diskriminantas D (D>0 , D=0 ar D<0).
Pirmi du atvejai néra sudétingi. Kardano surasti atsakymai yra tokie.
1. Kai D >0, tai realieji (!) skaiciai

Uug Z=31/—1+\/B , Vo ;:3/_1_\/5
2 2

tenkina (6) salyga (isitikinkite tuo juos daugindami) , o realusis (4) lyg-
ties sprendinys yra

y1=M0+V0=?i/—%+'\/B +3\/—%—\/B. (761)

Kitus du sprendinius galima rasti pasinaudojus dalybos ,, kampu** patir-
timi, arba Kardano rastomis ju iSraiSkomis
y233=—”0;V0i”02V0\/§i. (7b)

2. Atvejis D <0 Kardano amzininkams atrodé labai komplikuotai.
Mat tada, apskaiCiuojant (4) lygties sprendinius tenka traukti kvadrating
Saknj i§ neigiamo skaiciaus: atsakymai yra tarpusavyje jungtiniai KS.
Ilgai matematikai nemokéjo rasti realiojo tokios kubinés lygties
sprendinio, nors ir Zinojo, kad jis egzistuoja. Sis atvejis buvo pavadintas
Casus irreduciblis ir buvo daugelio 15-16a. matematiky nesékmingu
tyrinéjimy objektu, kol tas pats pranciizy matematikas Franciskas Vieta
(F.Viete, 1540—1603) pateiké i§samy Sio atvejo apraSyma — sprendima.

Teorema. Redukuota kubiné (4) lygtis su realiaisiais koeficientais
p, q visada turi bent vienq realy sprendinj. Kai D >0, — kiti du
sprendiniai yra tarpusavyje jungtiniai KS. Kai D <0 — visi trys lygties
(4) sprendiniai yra realieji skaiciai.

Taigi atveju D <0, visi trys sprendiniai yra realieji. Jiems rasti
F.Vieta iSvedé formules, kuriy, taupydami vieta, detaliai neapraSinésime.
Pateikiame supaprastinta ty formuliy varianta.

Kai D<0,tai p<0,0 —D>0. Tadais$ (5) turime:

u=3\/—%+i\/—D , v=i/—%—z\/—D ,
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o i$ Cia, atsizvelgiant | (6), iSvedama, kad (4) lygties sprendiniai yra
realieji skaiciai:
+4mn

" =2rcos%, V9 =2rcos ir y3 =2rcos (8)

Cia r= A {—g , 0 kampui ¢ nustatyti (kai g # 0) galima naudoti tokia

taisykle:
kai g >0, tai (p:n+arctg2 -D ,
q

2\/5‘

kai ¢ <0, tai @ =arctg

Pavyzdziai. 1. Kardano formuliy pagalba iSspreskime kubing lygti:
x*+3x% =3x-9=0.
Po standartinio pakeitimo x =y —1gauname atitinkama redukuota

lygti: y3 —6x—-4=0. Jos D=-4<0, todél taikysime (8) formules.

Zﬁn

Turime: p=—-6, ¢g=-4<0, r=ﬁ, (pzarcthzz.Tad:

y1=2\/§cos%=\/4+2\/§=1+\/§,
T 2n
=2+/2 —+—|=-2,
2 fcos[lz 3)
y3=1-43.

Ats.: xp=1+3-1=43; x, =—2-1=-3; x3 =—/3.
2. Dar isspreskime  lygti: 8x> +12x2 +54x+9=0. Pakeitimas
x=y—%. Redukuota lygtis y3+6y—2=0. Cia p=6, g=-2,

D =9>0, todél taikome (7a, b) formules. Gauname:

_ 2 3
U :i/——2+ 2—+2—7 =1+3 =34, v0=\3/1— =32

2 4
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R P RS

y1=uo+vo=%—§/§,y2,3=— 5 5

. 1 1
Tuomet, pavyzdziui, x; = y; — 5= 34 -3 - >

Ketvirtojo laipsnio lygtys
Italy matematikas Feraris (Lodovico Perrari (1522—-1565) rado ir
bendrosios ketvirtojo laipsnio lygties

x4+ax3+bx2+cx+d=0,a,b,c,deR 9)

sprendimo algoritma.

Ferrari teorema. Kickviena (9) pavidalo Iygtis turi keturis
sprendinius — ju tarpe gali biiti kartotiniy.

Metodo idéja - iSskaidyti (9) lygties kairg pusg i dvieju kvadratiniy
trinariy sandauga. Pasirodo, kad tai visada galima padaryti.

Pazymékime raide ¢ kol kas nezinoma parametra ir uzrasykime (9)

lygti taip:
4 2 a2
[x2+§x+f) Z[Tw—b}“z+<af—c)x+(t2—d). (10)

Pareikalaukime, kad deSinéje puséje uzrasytas kvadratinis
(x atzvilgiu) trinaris biity pilnasis kvadratas. Tam tereikia, kad jo
diskriminantas buty lygus nuliui, t.y.
2

(at—c)2—4(a7+2t—b](t2—d):O. (11)

Kitaip sakant, reikia, kad skai¢ius ¢ biity (11) kubinés lygties (vadi-
namos (9) lygties rezolvente) sprendinys. IS Kardano teoremos zinome,
kad bent vienas i$ trijy sprendiniy yra realusis. PaZymékime ji ¢ . Tada

(10) lygti galésime uzrasyti Sitaip:
2
(xz +%x+t0j —(ax—i—B)z =0.

Koeficientai a, 3 iSreiSkiami skai¢iais a, b, c,d ir t;.
IS Cia, suskaide, gauname, kad (9) lygtis ekvivalenti lygciu visumai

[x2+%x+t0=0(x+[3, x2+%x+t0=—ax—|3. (12)
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ISsprendg jas, rasime visus keturis (9) lygties sprendinius. AiSku,
tarp ju gali baiti lygiu tarpusavyje (kartotiniy).
Kad biity paprasciau, mes imsime tik tokias lygtis, kurioms skaiciai
o, B yra realieji.
Pavyzdziui, idspreskime lygti x* —4x> +3x? +2x-1=0 .
Uzrasome ja (10) pavidalu:
(2 =2x+0)> =Qt+1) x> = (4 +2)x+ (> +1).

Jos rezolventé tokia: —8° +12¢> +8¢=0. Nebitina ja spresti
Kardano metodu. Perskait¢ visus Cia pateikiamus patarimus, neretai
galésite bent vieng rezolventés sprendinj rasti gerokai paprasciau.

Matome, kad Siuo atveju vienas i§ sprendiniy yra f; =0. Todé¢l
pradinés lygties (10) pavidalas yra

(x2 —2)6)2 =x2 —2x+1.
IS ¢ia gauname dvi kvadratines lygtis:
x2 —2x=x-1, x22x=—x+1
3+4/5 ML V5
5 .

2

Ju sprendiniai atitinkamai yra

3+4/5 1£4/5
2 72
Sangrazinés algebrinés lygtys

Apibrézimas. n-ojo laipsnio daugianaris

Ats.:

a,x" Jran_lxn_1 +..+ax+ag (ap €R k=0,1,2,...,n;a, #0)
yra vadinamas pirmojo tipo sangrqzZiniu daugianarivu, jeigu jo
koeficientai tenkina salygas a; =a,_;, k=0,1,..,n. Si daugianarj
zymésime £, (x) .

Apibrézimas. n-ojo laipsnio daugianaris

a,x" +a,1_1x"_1 +..+ax+ag (ap €R, k=0,1,2,..,n;a, #0)
yra vadinamas antrojo tipo sangrqziniu daugianarizf, jeigu jo
koeficientai tenkina salygas a;, =-a,,_;, k=0,1,...,n. Si daugianarj
zymésime f,, (x) .

Pavyzdziui, f5 (x) = 2% +3x% —5x3 —5x2 +3x-2.

69



VI TEMA

Apibrézimas. Daugianaris f, (x)€ R[x] vadinamas sangrqZiniu
antrojo tipo daugianariu, jei jo koeficientai a; tenkina salygas:
ap =—a,_, k=0,1,2,...,n.

Pavyzdziui, fg (x) = V230 +3x° 73t +7x% —3x =2

Nesunku parodyti, kad pirmojo ir antrojo tipo sangrqzines lygtis
f7(x)=0 bei f, (x)=0 tinkamu keitiniu galima suvesti i bent dvi-
gubai maZesnio laipsnio lygtis. Taip prapleciant pagal formules (kartais
sakoma — radikalais) i$sprendziamy algebriniy lygciy aibg.

1. Bet kurio tipo sangrazinés lygties sprendima galima suvesti |
pirmojo tipo lyginio laipsnio lygties (n = 2 m) sprendima:

— antrojo tipo lyginio laipsnio lygtis f,,,(x)=0 visada turi
sprendinius xj 5 =+1. Todel f3,,(x) = (x2 ~1) g3 (¥).

Be to, g5,,_,(x) yra jau pirmojo tipo sangrqzZinis lyginio laipsnio
daugianaris;

— pirmojo tipo nelyginio laipsnio lygtis f5,.1(x)=0 visada turi
sprendini x; =—1. Todél f5,,.;(x) =(x+1) A3, (x), vélgi su pirmojo
tipo sangrqZiniu lyginio laipsnio daugianariu /3, (x) ;

— pagaliau antrojo tipo nelyginio laipsnio sangraziniam daugia-
nariui: f5,,,1(x)= (x—1)d5,,(x) su pirmojo tipo sangrqZiniu lyginio
laipsnio daugianariu d3,, (x).

2. Lieka aptarti pirmojo tipo lyginio laipsnio f5,,(x)=0 lygties
sprendimo metoda.

Sugrupave f5,,(x) narius su vienodais koeficientais ir jvede keitin{

1 ..
X +—=z, turesime:
X

1 - 1
+ _ m| _m m| _m—1
fzm(x)—aox [x +—mJ+a1x [x + m_1J+...+

X X

1
+ am_lxm(x +—|+a,x" =
X
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=x"(a, +ay,_1z+ay_ (z2 =2)+..+ ag(z" —.))=
=x"(4z" + B" 4 Cz4 D).
Kadangi x =0 néra lygties f5,(x)=0 sprendinys, tai gauname jau
tik m-tojo laipsnio lygti:
Az™ + Bz 4.+ Cz+ D=0, 4,B,..C,DeR.
Jei pastaraja lygti spresti mokame (pvz, jei m<4), tai, radg jos

.. .. .. 1
sprendinius  zy,...,z,,, gauname m kvadratiniy lygéiu x+—=z;,
x

k=12,..,m,o01iS ¢ia 2m pradinés lygties sprendiniy xy,..., X5, .
Pavyzdziui, aptarkime lygti
A0 42x? a8 43x7 4 a0 —x? —3xd X% —2x—1=0.
Tai — antrojo tipo lygtis. Ji turi sprendinius x = £1, tod¢l, padalije i$

dvinario x% —1 , suvedame ja i lygti

x8+2x7+2x6+5x5+3x4+5x3+2x2+2x+1:0,

0 tai — jau pirmojo tipo lyginio laipsnio lygtis. Padalijame i§ xtir sugru-
puojame kaip nurodyta:

[x4 +L4j+2(x3 +L3J+2(x2 +L2J+5(x+lj+3=0.
x b b X

. 1 . .. 1
Pazyméje x+—=2z ir pastebéje, kad X2+ — = P) ,
X x

x> +L3=Z3 -3z, x4 +L4=Z4 —4(Z2 —2)—6=Z4 —4z%2 42 ,
X X

gauname 2223 -2 -4 1=0.
Tai Ferrari metodu iSsprendziama lygtis.

Lygtys su racionaliaisiais koeficientais

Aptarsime, kaip randami lygiu su racionaliaisiais koeficientais
racionalieji sprendiniai. Pastebésime, kad daugianari padauginus i§
skaiCiaus c¢#0, jo Saknys nesikei¢ia. Pavyzdziui, daugianariai
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f(x)= lx4 —=X _3 su racionaliaisiais koeficientais ir 14 f(x)=

=7x* —12x -3 su sveikaisiais koeficientais turi tas pacias Saknis.
Kai daugianario f(x)=a,x" +..+a;x+aq koeficienty (a; € Z,
k=0,1,2,...,n) didziausias bendras daliklis D(a,,a,_i,...,ay) yra

lygus 1, tai ieSkant jo racionaliyjy Sakny galima verta pasinaudoti tokia
teorema.

: . ) .
R1 teorema. Jei nesuprastinama trupmena — yra f(x) racio-
m

nalioji Saknis, tai || ay, 0 m|a, .
Pastebésime, kad atvirksCias tvirtinimas, néra neteisingas. Taciau
yra teisinga tokia ,,pretendentus i Saknis ,,riSiuojanti* teorema.

. . ) : .
R2 teorema. Jei nesuprastinama trupmena — € Q yra daugianario
m

f(x) su sveikaisiais koeficientais, D(a,,,a,_q,...,ay) =1 Saknis, tai su
visais sveikaisiais k (tokiais, kad | —km=0) yra teisingas teiginys:
[ —km| f(k).

Atkreipiame démesj: 1§ salygos (/—km)| f(k) neiSplaukia, jog
f (Lj = 0. Pavyzdziui, jei sprgstume lygti

m
8x7 —12x% +22x° = 25x* +20x% —14x? +6x-1=0,

tai i§ pradziy patikrintume, ar ji neturi racionaliyjy sprendiniy. Pagal R1
teorema, jais tegali buti skaiCiai: +1,* %, * 7 + % Visy ju tikrinti
irasant | lygti néra reikalo. Apskaiciuojame daugianario f(x) reikSmeg su
bet kuriuvo k € Z. Paprastai (i§ pradziy) imama k==1. Misy atveju
f()=4, f(-1)=108. Pagal R2 teorema Saknimis gali buti tik tie

e . : 1
skaiciai L , kuriems (/-m)|4 ir ([+m)|108. Lz—, bet 1-8=
m m 8
< I . . : N S B |
=-7/4. Isvada: 3 néra lygties sprendinys. Netinka ir g iz, 5

nes —1-8=-9/4, 1-4=-3]4, —1-4=-5[4, —1-2=-3/4.

72



ALGEBRINES LYGTYS

. : 1 e
Taciau ir 1 -2=-1|4, ir 1+2=3]|108, todél 5=0,5 gali biiti sprenk-

dinys. Tad i$ pretendenty saraso liko tik 0,5. Istate i lygti, isitikiname,
kad f(0,5)=0. Isvada: duotoji lygtis turi racionalyji sprendini 0,5.
Padalij¢ f(x) i dvinario 2x —1, gauname Sestojo laipsnio lygti:

4x0 —4x® +9x* -8 +6x? —4x+1=0,
kurios sprendimo tgsinio lyg ir nesimato. Taciau atsiminkime, kad
lygties sprendinys gali bati kartotinis! (Zinoma, tereikia tikrinti jau
surastus racionaliuosius sprendinius). Pasirodo, skai¢ius 0,5 tenkina ir Sia
lygti, todél jis yra bent jau antrojo kartotinumo sprendinys. Vél padalije
i§ dvinario 2x —1, gauname lygti: 2300 —xt +4xd —2x? +2x-1=0.

Skaicius 0,5 yra ir Sios lygties sprendinys... Dalijame dar kartg ir
gauname: x*+2x2 +1=0 arba kitaip: (x2 + 1)2 =0.

Sios lygties sprendiniai yra kompleksiniai skaigiai i ir —i, o i§
skaidinio matome, kad abu jie antrojo kartotinumo. Visi septyni lygties
sprendiniai yra: 0,5; 0,5; 0,5; i; i ; —i; —i.

Algebrinéms lygtims f'(x) = 0 spresti naudojami ir kiti metodai. Kai
né vienu i$ ju lygties sprendiniu rasti nepavyksta, tai kompiuteriu lygti
galima i8spresti apytikriai reikalingu tikslumu.

Kai didelio tikslumo nereikia, kartais naudojamas grafinis algebri-
niy lygc€iu sprendimo biidas.

Toliau logiska buty ieskoti aukStesnio negu ketvirtojo laipsniy
lygciy sprendimo metoduy. Istoriskai taip ir buvo — jvairiy Saliy matema-
tikai XVI-XVIII a. ieskojo Kardano ir Ferrari metody analogy lygtims,
kuriy laipsnis # > 5. Taciau visi bandymai buvo nes¢kmingi. Tada imta
galvoti kitaip: ar apskritai yra formulés, tarkime, bendriausios penktojo
laipsnio algebrinés lygties sprendiniams rasti?

1824 m. norvegy matematikas N. Abelis (Niels Henrik Abel, 1802—
1829) parodé, kad atsakymas i Sitaip formuluojama klausima yra
neigiamas. Kita vertus, akivaizdu, kad atskiroms (pvz, dvinaréms)
lygtims tokios formulés tikrai egzistuoja. Imta dométis, kokiu tipuy
lygtims tas formules visgi galima rasti? Talentingas pranctizy
matematikas E.Galua (Evariste Galois, 1811-1832) iSvysté bendra
teorija (Galua teorijq), kuria iSsamiai atsaké i $i klausima. Bet tai jau
gilesniy matematikos studijy tematika.
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10.

W W

SESTOJI UZDUOTIS

ISspreskite lygti 2x% = 7x? +ax=0, kai a reiSkia Jusy amziy
(metais). Raskite visus tris jos sprendinius.
Taikydami Kardano formules, raskite visus tris kubinés lygties

x> +3x2 —3x+4=0 sprendinius.

Kiek realiyjuy sprendiniy turi kubiné lygtis 23 +3x2 —6x-9=02?
Raskite juos.

2003 _ (. _ 1)3002

Irodykite, kad daugianaris (x —2) +1 dalijasi i$

trinario x2 —3x+2.

Ferrari metodu i$spregskite ketvirtojo laipsnio lygti
x*—4x® 4557 —2x-6=0.

Isspreskite algebring lygti X1 —ax? 58 1 10x* +6=0 , suves-
dami ja i nedidesnio kaip ketvirtojo laipsnio lygtis. Kiek sprendiniy
yra i§ viso? Kiek tarp ju yra realiyjy?
ISspreskite antrojo tipo sangrazing lygti

28 43x7 =3x8 4 ax® —axd 4357 —3x-1=0.
Zinoma, kad vienas i3 lygties

7 6 5 4 3 2 _

x' —6x" +14x” —13x" —x7 +14x" -14x+5=0

sprendiniu yra kompleksinis skaicius 2 —i. Raskite likusius SeSis.

Su kokia parametro ¢ reikSme dviejy kubinés lygties

x> —20x+c=0
sprendiniy sandauga lygi treciajam jos sprendiniui? Raskite tuos
sprendinius.

ISspreskite lygti f(x)=0, i§ pradziy rasdami jos racionaliuosius

sprendinius, kai f(x)=6x® —17x> + 2x* + 4x3 +23x% +4x - 4.
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7. BREZIMO UZDAVINIAI
Vladas Vitkus
(Vilniaus ,,Minties* gimnazija)

Brézimo uzdavinyje reikalaujama nubraizyti kuria nors geometring
figtira nurodytais braizymo jrankiais. Dazniausiai tie jrankiai yra liniuoté
be padaly ir skriestuvas. Liniuote galima nubraizyti tiese, spinduli, atkar-
pa, tiesg, einancia per duotaji taska, arba per du duotus taskus. Ja ne-
leidziama daryti kity veiksmuy, pavyzdziui, matuoti atkarpy. Skriestuvu
galima nubréZzti apskritima, lanka, duotoje tiesé¢je nuo duoto tasko galima
atidéti atkarpa, lygia duotajai atkarpai.

Kartais nurodoma, kad brézimo uzdavinj reikia atlikti vien tik li-
niuote arba vien tik skriestuvu. Sioje uzduotyje tokiy uzdaviniy nena-
grinésime.

Tiek planimetrijos, tiek stereometrijos brézimo uzdaviniai spren-
dziami pagal tokia schema: analiz¢, brézimas, irodymas, tyrimas.

Analizé — tai bréZimo plano sudarymas. Tarus, kad uzdavinys jau
iSsprestas, nusibraizomas apytikslis ieSkomos figiiros brézinys ir sten-
giamasi rasti tokius uzdavinio duomeny sarysius, kurie leidZia sprendima
pradéti nuo anksciau iSmokty paprasciausiy brézimo uzdaviniy atlikimo.

Brézimas — tai tiesioginis figliros braizymas bei jo zingsniy apra-
Symas. Paprasé¢iausio uzdavinio atlikimas laikomas vienu brézimo zings-
niu. Tokiais vieno zingsnio paprasciausiais uzdaviniais laikysime:

e atkarpos dalijima pusiau;
statmenos tiesés per duotaji taska brézima;
kampo pusiaukampinés brézima;
kampo, lygaus duotajam, atidéjima;
trikampio braizyma pagal dvi krastines ir kampa tarp ju, pagal
krasting ir du kampus prie jos, pagal tris krastines;

e apskritimo liestinés nubrézima;

e apskritimo apibrézima apie trikampi;

e apskritimo ibrézima i trikampi ir kt.

Irodymas — tai isitikinimas, kad nubréztoji figiira atitinka visus
salygos reikalavimus. Irodoma remiantis Zinomomis aksiomomis ir
teoremomis.

Tyrimas — tai nagrinéjimas, kokie turi biiti duomenys, kad uzda-
vinys turéty sprendinj, kiek sprendiniy turi uzdavinys, kada nebus
sprendiniy.
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VII TEMA

Nebiitina, sprendziant kiekviena uzdavini, iSskirti visus keturis
etapus: kartais aiSku kaip reikia braizyti ir be analizés, kai kada jrodoma
jau analizéje arba braizant, daznai praleidziamas tyrimas.

Pateikiame keleta brézimo uzdaviniy sprendimo pavyzdziy.

1 pavyzdys. Kampo £ (k/) viduje duotas taskas C. Raskite kampo
krastinése po taska 4 ir B, kad trikampio ABC perimetras biity
maziausias. c

I. Analizé.

1 pav.

Tegul taskai A€k ir B el tokie, kad CA+A4B+BC yra maziausias.
Nubrézkime taSkui C simetriSkus taskus C; ir C, kampo kraStiniy & ir /
atzvilgiu. Kadangi k£ yra atkarpos CCj vidurio statmuo, tai CA4 = C;A4.
Analogiskai BC = BC,. (1 pav.).

Vadinasi, CA+ AB+ BC=CA+ AB+ BC,. Kadangi C| ir C,
pastovis, tai lauzt¢ C;A4+ AB+ BC, bus trumpiausia, kai imsime

atkarpa C,C, . C

II. Brézimas.



BREZIMO UZDAVINIAI

1. k(C)=C) (taskas C; simetriSkas taskui C tiesés k atzvilgiu);
2. 1(C)=Cy;

3. C1C2;
4, C1C2 meA;
5.C,C,NI=B.

A ABC perimetras yra maziausias (2 pav.).

II1. Irodymas.

3 pav.

Imkime bet kuri kita taska A; krastingje k ir — taSka B; krastinéje /
(3 pav.).

Kadangi CAI = ClAl ir BIC = B1C2 , tai

Ci4 + 4By +B,C=Ci 4 + 4By +B,Cy >C,Cy =CA+ AB+ BC.

IV. Tyrimas. Kai Z(kl) smailusis, uzdavinys visada turés viena
sprendini. Kai Z(kl) bukasis, tai atkarpa C;C,kerta vienos kampo
krastinés tgsinj, kitos krastinés nekerta ir salyga tenkinanciy tasky
negauname (4 pav.).

Kai Z(kl) statusis, tai abu taskai 4 ir B sutampa su kampo vir$tine ir
trikampis ,,iSsigimsta“ | atkarpa (5 pav.).
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2 pavyzdys.
Per smailiojo kampo A4 vidaus taSka M nubrézkite tiesg, kuri atkirsty
duotojo perimetro 2p trikampi (6 pav.).
Duota: £4, M —kampo A vidaus taskas,
K L

KL=2p

6 pav.
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Nubrézti: AABC, kad Py =2p.

I. Analizé.

7 pav.

Sakysime, kad nubréztas trikampis ABC, kurio AB+BC+CA=2p
ir M € BC . Nubrézkime apskritima, kuris liesty trikampio krasting BC ir
kity dvieju krastiniy tesinius. Lietimosi taskus pazymékime F, D ir E. 1§
to paties tasko nubrézty apskritimo liestiniy dalys yra lygios: BD = BF
CE=CF ir AD=AE. Tada AB+BC+CA=AB+BF +FC+ AC =
=AB+BD+ AC+CE=AD+ AE =2AD =2p . Vadinasi, AD = AF =
=p (7 pav.).

II. BréZimas.
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Duotojo kampo 4 krastinése atidedame AD=AE=p.

Bréziame k1AD, Dek ir [1AE , E<l.

kNI=0.

Nubréziame apskritima w(O,; OD).

Per duotaji taska M iSvedame apskritimui liesting BC, B € AD,
Ce AE.

AABC ieskomasis (8 pav.).

ME S

III. Irodymas. Analizéje irodéme, kad
AB+BC+CA=AD+ AE=2p.

Taskas M € BC pagal brézima.

IV. Tyrimas. Uzdavinys turés:

e du sprendinius, kai M bus srities, apribotos atkarpuy 4D, AE ir

lanko DFE vidaus taskas;

e vieng sprendini, kai ME € UDFE;

e neturés sprendiniy, kai M nepriklauso minétai sriciai.

Kai kuriems brézimo uzdaviniams taikomas panasumo metodas.
Nekreipiant démesio { kuri nors salygos reikalavima, pirmiausia
nubraizoma ieSkomai figiirai panasi figtira, o po to papildoma iki norimo
brézinio.

3 pavyzdys. | skritulio nuopjova ibrézkite kvadrata, kurio dvi
vir§tinés biity ant stygos, o kitos dvi ant lanko.
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I. Analizé. Sakykime, kad ABCD 1| skritulio nuopjova ijbréztas
kvadratas. Nubréziame skersmenj PR, statmeng stygai MN. PR yra
kvadrato simetrijos asis.

AP=PD=%AB.

Vadinasi, AP = 1
AB

5
Imkime A; € AP ir i§ jo iSkelkime statmenj 4;B; stygai MN.
AP
A B{NBP=B,. AABP~AABP, todél 1= AP _ L Vadinasi,
AB, AB

brézima galima pradéti nuo staciojo trikampio 4B P braizymo (9 pav.).
II. Brézimas. (brézinys analizéje 9 pav.).
1. Atidedame MP = PN ir bréziame PRLMN .
2. Imame A4y eMN, bréziame A4 BjLMN ir atidedame
A|B; =24,P.
3. Bréziame PBy, PBj(V\UMRN =B.
4, BALMN, BANNMN=A4. S
5. BC|| MN, BCNUMRN =C .
6. CDLMN ,CD(NMN=D.
III. Irodymas.
Pagal brézima statieji trikampiai
AP
A By P ir ABP panasus ir L :l_ A
AB; AB 2
Be to, pagal brézima 4 su D ir B su C yra C
simetriski skersmens QR atzvilgiu. Todél XM
AP=PD ir AD=AB.
AB=CD, BC = AD. Vadinasi,
AB = BC =CD = DA ir kampai statts, todél
ABCD — kvadratas.
IV.Tyrimas. 10 pav.

Jei skritulio nuopjovos lankas yra didesnis uz % apskritimo lanko,

tai uzdavinys neturés sprendinio.
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4 pavyzdys. Nubraizykite tetracdro SABC pjuvi, gauta, perkirtus ji
plokstuma, kuri yra lygiagreti briaunai S4 ir kurioje yra pagrindo
pusiaukrastiné CM.

I. Analizé. Sakykime, kad ieSkomasis pjuvis CMK yra nubraizytas.
Kadangi S4 || (CMK), tai plokstuma ABS eina per tiesg SA4, lygiagrecia
pjiivio plokitumai ir kerta ja. Vadinasi, MK || S4 (10 pav.).

II. Brézimas.

. Atidedame AM = BM.

. Bréziame MK || SA, K €SB.

. Taska C sujungiame su K ir su M.
ACMK — ieSkomas pjuvis.

W N =

III. Irodymas.

CM c (CMK) — pagal brézima.

SA|| (CMK), nes S4 || MK (brézéme) ir MK < (CMK).

IV. Tyrimas.

Uzdavinys turi vienintelj sprendinj, nes visi brézimo zZingsniai atlie-

kami vienareikSmiskai:

1) atkarpa 4B turi tik viena vidurio taska M;

2) egzistuoja tik vienas §ios tiesés susikirtimo taskas K su briauna
SB;

3) per tris taSkus C, M, K, nesancius vienoje tiesé€je, eina vienintelé
ploksStuma.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Nubrézkite lygiaSoni trikampi, kai duotas jo perimetras ir | pagrinda
nuleista aukstiné.

2. Nubrézkite statyji trikampi, kai duotos dvi jo pusiaukrastinés m,, ir
m, (raide c pazyméta jZambin¢).

3. Nubrézkite lygiaSonj trikampi, kai duotas kampas prie virs§tinés o ir
pagrindo bei aukstinés, nuleistos | pagrinda, suma s.

4. Nubrézkite trikampi, kai duotos kraStinés a, b ir zinoma, kad
kampas A trigubai didesnis uz kampa B.
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10.

Nubrézkite stac¢iakampi, kai duota jo didesnioji krastiné a ir i tos
krastinés vidurio | jstrizaine nubréztas statmuo A.

I duota skritulio iSpjova ibrézkite kvadrata taip, kad viena jo
krastiné buty spindulyje, viena virS§tné iSpjovos lanke ir viena —
kitame spindulyje.

Apie duotaji apskritima apibrézkite lygiasone¢ trapecija, kurios
perimetras lygus 2p.

Raskite trikampio viduje taska, i§ kurio visos kraStinés bty
matomos tuo paciu kampu.

Taskai M ir N — tetraedro DABC briauny AD ir AB vidaus taskai.
Nubraizykite tetraedro pjiivi, gauta, perkirtus ji plokStuma, einancia
per duotuosius taskus ir lygiagrecia tiesei AC.

Nubraizykite gretasienio ABCDA1B1C1D; pjuvi, gauta, perkirtus ji
plokstuma, einancia per ties¢ BC| ir briaunos DD vidurio taska M.

A/’
O

N\ 2)
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8. SUDETIS, ATIMTIS IR DAUGYBA STULPELIU BEI
DALYBA KAMPU

Romualdas KaSuba
(Vilniaus universitetas)

Nurodytieji veiksmai kazkada buvo labai iprasti moksleiviskame ir
net studentiSkame gyvenime, nes jokiy skaic¢iuokliy nebuvo, ir susidiirus
su neiSvengiamais skaiCiavimais tekdavo arba skaiCiuoti mintinai, arba
atlikti veiksmus stulpeliu ar istoriSkai vélesniais laikais pasitelkti logarit—
ming liniuote.

Siais informacinés visuomenés laikais, kai skaiGiuoklis guli ant
kiekvieno stalo ir yra kone kiekvienoje kiSenéje, Sios riiSies aritmetinis
menas yra gerokai primirstas.

Tai labai gerai, bet...

Skai¢iuojant kampu arba stulpeliu daug informacijos arba jzvalgu
gauname jau vien i§ parodyty veiksmy formos. Kartais vien i§ jos galime
net vienareikSmiskai nustatyti, kas ten buvo daryta.

1. Ryskiu tos rusies pavyzdziu galéty buti Zinomas uzdavinys,
sprestas I Lietuvos jaunesniyjy klasiy moksleiviy olimpiadoje 1999 me—
tais. Dauginant stulpeliu skai¢iy RASK patj i§ savegs arba, kitaip tariant,
keliant ji kvadratu, visi kiti tarpiniai skaitmenys buvo pazyméti vienu
simboliu X. Suraskite, kas buvo daryta, jei struktiiriSkai veiksmas atrodo
taip (zr. 1 pav.):

RASK
xRASK
XXXX
+ XXXX
XXXX
XXXXXXXX

1 pav.

Pasizitiréje i antraja ,,pasistimusia“ daugiau negu iprasta X-y eilute,
suprantame, kad taip nutinka, kai antrajame daugiklyje esama nuliy —
Siuo atveju nulis yra antrasis daugiklio (deSimciy) skaitmuo. Kitaip sa—
kant, $iuo atveju S = 0. Be to, dar yra aisku, kad sandaugos vyriausiosios
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skilties skaitmuo yra 1, o tada auksStesnés eilutés pirmasis skaitmuo yra
9. Suprantama ir tai, kad antrasis sandaugos skaitmuo yra 0. Surasg tai,
kas i§ karto aisku, turime (zr. 2 pav.):

RAO0K
xRAOK
XXXX
+ XXXX
9XXX
l10XXXXXX

2 pav.

Dabar suprantame, kad skaitmuo R turi buti lygus 3 — kitaip pries—
paskutinéje eilutéje neturétume 9, o jeigu taip, tai tada 4 ir K tegali buti
tik 1 arba 2. Jeigu 4 biity lygus 1, tada galutinis rezultatas negaléty biiti
aStuoniazenklis skai¢ius, todél 4 =2, vadinasi, K=1 ir mes jau viska
suzinojome. Vadinasi, miisy daugyba arba Siuo atveju kélimas kvadratu
atrodo taip:

3201

x3201

3201
+ 6402
9603
10246401

2. Paimkime kita paprasta uzdavinj. Imame tris trizenklius skaicius,
kuriy uzrase yra visi devyni nenuliniai skaitmenys. Sudedame juos kad ir
stulpeliu. Koks yra pats didziausias galimas taip gaunamas keturzenklis
skaicius?

Atsakymas yra visai nesunkiai randamas. Jeigu norime rasti patj
didziausia galima skaiciy, gaunama kaip trijy trizenkliy skai¢iy suma,
uzrasomga panaudojus visus 9 nenulinius skaitmenis, tai visai aisku, kad
Simty skaitmenys turi biiti patys didziausi — 9, 8 ir 7. Likusius pagal
didumg skaitmenis reikia imti deSimc¢iy skaitmenimis — tai biity skait—
menys 6, 5 ir 4. Likusius tris skaitmenis 3, 2 ir 1 imsime vienety
skaitmenimis. Todél pati didziausia galima suma yra
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J’_

~J o0 O
B~ 0 N
—_ N W

2556

Beje, tokia suma galima gauti 6x6x6 =216 budy, kadangi Simty,
desimciy ir vienety skaitmenis galima laisvai kaitalioti.

Lygiai taip pat, jeigu keltume klausima, kokia pa¢ia maziausia suma
galime gauti sud¢je tris trizenklius skaicius, kuriuose pavartoti visi
9 nenuliniai skaitmenys, gautume 147+ 258 +369 =774, beje, irgi gau—
nama 216 budy.

O dabar paklauskime, kiek skirtingy sumy galime gauti, sudédami
3 skirtingus trizenklius démenis, kuriuose panaudoti visi 9 skirtingi ne—
nuliniai démenys.

3. Dar toks uzdavinys.

Natiiralusis skai¢ius ,,baigiasi“ 4. Perkélus ta ketverta | prieki,
skaiCius padidéja 4 kartus. Koks yra pats maziausias toks skaicius?

Jeigu skaiCius baigiasi 4, tai ji galima uzrasyti ABCD...JK4 (nezi—
nome, kiek skaitmeny).

Perkélus 4 i prieki, skaicius atrodys 44BCD...JK ir pagal salyga

ABCD..JK4
X 4
4 4BC ... JK

Prisiming, kad 4 x4 =16, suvokiame, kad K = 6, o tada jau galime
patikslinti, kad

ABCD..J 6 4
X 4
4 4BC ...J6

Dabar galime testi toliau ir suzinoti sekanti nezinoma skaiciy J,
kuris lygus 5, kadangi 6 x4 =24 ir dar ,,vienas mintyje* biity 25. Todél
galime paraSyti

ABCD..564
X 4
4 4BC..156
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Kadangi 5x4 yra 20 ir 2 ,,buvo mintyje*, tai i§ viso gausime 22 ir
todel 7 =2.

Tesdami toliau pamatytume, kad viskas greitai baigiasi, nes sekan—
tys zingsniai atitinkamai rasant tik paskutiniuosius skaitmenis biity tokie:

256 02564 102564
x 4 X 4 X 4
256 0256 10256

Kadangi 1x4 =4, o ,,mintyje* nieko nebuvo, tai 4 ir pasilieka, o tuo
paciu miisy darbas pasibaigia, nes 102564 x 4 = 410256.

4. Netradiciniai dalykai.

Tradiciniuose isSifravimo uzdaviniuose visada yra pasakoma ir
pakartojama, kad skirtingoms raidéms atitinka skirtingi, o vienodoms
raidéms — vienodi skaitmenys. Tac¢iau biina ir kitaip.

4.1. Kitame pavyzdyje visi nelyginiai skaitmenys pazymimi raide L,
o visi lyginiai skaitmenys — raide &, o pati daugyba, pavyzdziui, atrodo
taip:

NLL
x L L
LNLL
LNL
NNLL

Ar galima biity nustatyti, ,.kas ¢ia buvo dauginta“?

Papasakosime, kaip toks uzdavinys sprendziamas.

Kadangi 188 x8=1504, tai pirmoji NV turi buti didesné uz 1. Po §io
N padauginimo i$ pirmosios L turi gautis nevirSijantis 8 skaicius, todél
N=3, 0 L=2. Pavidalo 3LL skaiciai, kuriuos padauginus i§ 2, gautysi
LNL pavidalo skaiciai, gali biti tik 306, 308, 326, 328, 346 ir 348.
Taciau, jeigu mes padauginsime tuos skaiCius i§ 4 arba i§ 6, tai negau—
sime LNLL. Jeigu mes tuos skaicius dauginsime i$ 8, tai tik paskutinieji
du skaic¢iai duos LNLL pavidalo iSraiska.

Toliau, 346 x 28 =9 688, tod¢l vienintelis sprendinys yra toks:

348

* 28

2784
696

9744
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4.2. Lietuvos jaunesniyju klasiy moksleiviy olimpiadoje yra buves
toks uzdavinys, kuriame irgi labai patogu mokéti dalyti kampu.

Imsime atskirg to uzdavinio atveji.

Nagrinékime visus skaiciaus 23 kartotinius ir suskai¢iuokime tokiy
skai¢iy skaitmeny sumas. Kokj pati maziausia skaiCiy galime gauti taip
darydami?

I§ pradziy mums labai norétysi paklausti, ar negalima bty gauti 1?
Tai tikrai biity pati maziausioji galima suma. Tac¢iau skaitmeny suma 1
turi 1 su keliais nuliais, o tokie skaiCiai viena ar daugiau karty gali
dalintis tik i§ 2 ar 5, o jau niekaip i 23.

Jeigu negalima gauti vieneto, tai gal galima tikétis, jog imanoma
rasti skaiciy, kuris dalijasi i§ 23 ir kurio skaitmeny suma yra 2?

Tokio skaiciaus pradzioje turéty buti 1, po to kazkiek nuliy ir gale
vél 1. Tai vienintele galimybeé, nes 2 su daug nuliy tesidalija i§ 2 ir 5
laipsniy.

Todél pradedame 1 su daug nuliy dalyti kampu laukdami liekanos,
lygios 16, tada dalinyje jraSytume 1 ir baigtume dalyba, nes 161=7-23.

100000000001|2 3
92 434782687
80
69
110
92
180
161
190
184
60
46
140
138
200
184
161
161
0
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ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Sioje dalyboje teparodytas vienintelis (dalmens) skaitmuo ir vis tiek
visa dalyba ,,atstatoma“ vieninteliu bidu. Kaip ta dalyba atrodo?
XXXXXXXX XXX
XXX XX8 XX

XXXX
XXX

XXXX

XXXX

0

2. Raskite keturzenkli skaiciy, jeigu jo dalyba i§ dviejuy vienazenkliy
skai¢iy uzraSoma taip:

XX XXX XXX X|X
X XXX XX XXX
XX XX
X XX
XX 0
XX
0

Kiek atsakymuy turi $is uzdavinys?

3. Issifruokite galvosuki (ji biity galima laikyti lakoniska studento
Zinute tévams®), kuriame reikia issiaikinti, kokie yra démenys ir
kokia jy suma:

LSEND
MORE

MONEY

4. [sitikinkite, kad i§ teisingos ,,angliSkos™ sudéties ,keturiasdesimt
plius desimt ir dar plius deSimt yra SeSiasdeSimt® iSplaukia kita
teisinga skaitiné lygybé:

n FORTY
TEN
TEN

SIXTY

* ir kas i§ to 18¢jo isikiSus matematikams
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5. Vél nelyginius skaitmenis pazymésime raide N, o lyginius - raide L.
Issifruokite daugyba

><LLN

NN
LNLN
L NN
NNNNN

6. O dabar vél prisiminkime, kad pirminiai skaiciai yra tokie, kurie
tesidalija tik i$ 1 ir patys i$ saves. 1 nelaikomas pirminiu skai¢iumi.
UzraSytoje daugyboje visi dalyvaujantys skaitmenys yra pirminiai ir
visi jie pazyméti raide P. Atstatykite daugyba

><PPP
PP
PPPP
PPPP
PPPPP

7. O siame uzdavinyje tik dali lyginiy ir nelyginiy skaiciy tepazy—
mésime iprastinémis raidémis L ir N, o visas likusius Zymésime
simboliu X. Nepaisant to, Zemiau pavaizduotaja dalyba galima
i8§ifruoti. Pabandykite.

XXXXXXXXXX|XXX
NLX XXXXXXX
XXXX
NNXX

XXX
LLX
XXX
LNX
XXXX
LLXX
XXX
NNX
0
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SUDKETIS, ATIMTIS IR DAUGYBA STULPELIU BEI DALYBA KAMPU

8. SkaiCius n baigiasi skaitmeniu 2. Sj dvejeta perkélus { skaiGiaus
pradzia, skaiCius padidéja 2 kartus. Raskite pati maziausia galima
tokj skaiciy n.

9. Raskite pati didZiausia trizenklj skaiCiy, kuris, nubraukus jo Simty
skaitmeni, sumazéja 51 karta.

10. Ar yra toks natiiralusis skaiCius, kuris, nubraukus jo pirmaji skait—
menj, sumazéty 50 karty?

3

v @)
( N\ 2)
R
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Raskite skai¢iy 35035, 54 450 didziausia bendra daliklj ir ma—
ziausia bendra kartotinj.

. ISspreskite lygcCiu sistema

x| —xy +3x3 =4,
3xp+xp —4x3 =9,
2x1+3xy —x3 =9,
4x) —2xp +5x3 =-5.

. ISspreskite lygti x5t v 2% +5x+1=0.
. Apie apskritima, kurio spindulys 3 cm, apibréztas lygiaSonis tri—

kampis. Raskite trikampio perimetra, jeigu trikampio kampas prie
pagrindo lygus 30°.
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Uzcueciy
sprencimal

-5
O

D)




SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Funkcijos f (x):x2—2ax grafikas — parabolé, kurios Sakos

nukreiptos aukstyn, o virSiinés tasko abscisé¢ xy =a.

Kai ¢<0,tai f(x)= x% —2ax>0 su visomis x reikimémis i
intervalo [0; 3] ir tod¢l funkcija reikSmés —4 nejgyja. Kai 0 <a <3,
funkcijos f(x) maziausia reikSmé intervale [0; 3] yra — a’. Pagal
salyga —a’ =-4. Taigi a=2. Kai a>3, funkcijos f(x)
maziausia reikSmé intervale [0; 3] yra f(3)=9 —6a. ISspreskime
lygti 9—6a=-4. I8 ¢ia a :%. Kadangi %< 3, tai Siuo atveju
tinkamy a reikSmiy néra.

Ats.. a=2.

2. Sprendziame lygciy sistema:

{y=3x2 +6x,:{3x2 +7x—-6=0,

y=6—x y=6—x.

Gautosios kvadratines lygties sprendiniai x; =-3, x, =§. Tuomet

16

:9, =—.
1 ) 3

Ats.: (=3; 9) — I ketvirtis, (%, %} — I ketvirtis.

3. Pagal kosinusy teorema
2 _ 42 2 2 _ 2 2
a“=b" +c¢” —2bccosAd, b =a” +c” —2accosB,

¢? =a’ +b% —2abcosC.
Sudéje Sias lygybes gauname:

a’ +b% +¢? =2a% +2b% + 267 —2(bccos A+accosB+abcosC) =
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STOJAMOJI UZDUOTIS

A B
=a?+b%+c? =2abc(cos +COS +cost:>

a b c
2

a?+b% +c _cosA +cosB N cosC
2abc a b c

. Pazymékime didesniji skai¢iy 4, mazesniji — B. Tuomet pagal
salyga
99 < B < A4<1000, 99 < B < A<1000,
A=5B, = A=415k,
A+B=498-k,keN B=83k,keN.

Nelygybé 83k >99 galioja tik su k£ >2, o nelygybé 415k <1000 —
tik su k<2 . Vadinasi, k=2 . Taigi 4A=830, B=166.
Ats.: 830, 166.

. Vienas i$ trijy paeiliui einanciy naturaliyjy skai¢iy n—1, n, n+1
dalijasi 1§ 3, o kiti du — nesidalija (lickanos yra 1
ir 2). Jeigu n—1 dalijasi i§ 3, tai ir (n —1) n dalijasii§ 3,0 (n+ 1)2
nesidalija i§ 3. Jeigu n dalijasi i§ 3, tai ir (n—1)n dalijasi i§ 3, o
(n+1)2 taip pat nesidalija i§ 3. Jeigu n+1 dalijasi i§ 3, tai i§ 3
dalijasi ir (n+ 1)2 ,onei n,nei n—1, taigi ir jy sandauga (n—1) n,
i$ 3 nesidalija.

Natiiralusis skai¢ius dalijasi i§ 3 tik tuomet, kai jo skaitmeny
suma dalijasi i§ 3. Kadangi vienas i$ skai¢iy n(n—1) ir (n+1)2

visuomet dalijasi i§ 3, o kitas — ne, tai ju skaitmeny sumos negali
bti lygios.

Jx —\/; =10=>x=y+ 20\/; +100. Nagrinékime reiskini

200-x+2y:

200—x+2y =200—(y+20/y +100)+2y = y =20,y +100 =
=y -10220=200-x+2y>0 = x -2y <200.
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SPRENDIMAI

7. Figiry ploty (Zzr. 1pav.) Zyméjimui naudokime raidg F.
1 1
F4ps =§FADC= Foca =§FACB = Fyps +Focp =

1 1
=3 (Fapc +Facp) = EFABCD =

= Fusco =3 Fapcp - Tadiaw Fosg =Fore > Fpsp = Fasp-

Todél FPSRQ :gFABCD =8 sz.

2

Ats.: 8cm”.
C
R
D S
A P 0 B
1 pav. 2 pav

8. £ MDA=30°= MD=2a, BD=b+2a; ZBDO=30°=>

— OD =208 T§ statiojo trikampio OBD: OD?> —OB? = BD? =

= OB = b :L/_za . I§ staciojo trikampio OBM:
3

2
OM? = OB? + MB? =(bj/§2“j +b2 =§(a2 +ab+b?).  Taigi

oM =2\a? vabib? .
NE)

Ats.: i\/a2 +ab+b? .
NG}
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STOJAMOJI UZDUOTIS

9. Pazymékime (zr. 3 pav.) ABC piramidés pagrinda, D — jos virSiing.

10.

Tuomet ADIBD, ADICD, BD1CD. Pazyméje AD=x,
BD=y, CD =z, gausime:

1 2 1 2 1 2
Sapp=7xy=a”, Sypc=5x2=b", Sppc =7 yz=c.

Sudauginame Sias lygybes: D
x2 yZZZ 2 b2 02 )

IS ¢ia xyz= 272 abc. Piramidés tiir]

apskaiG¢iuojame  pagrindu laikydami * Y

trikampi BDC: c

1 1
V=—Sppc-AD==yz-x=
3 BDC 2)/

1 242 2 4

ngyZ_T abc =Tab 3paV.
2
Ats.: gabc.

Pazymékime x — eskalatoriaus laipteliy skaiciy, kai jis iSjungtas, u —
Lino greiti (laipteliy per minute skaiciy), v — eskalatoriaus greiti
(laipteliy per minute skaiciy). Tuomet Linas veikianciu eskalato-

riumi uzbégs i virsy per

minuciy, o nubégs zemyn per
+v u—v

minuciy. Tuomet pagal salyga:

X X u+v
-u =30, —= ,
u+v = 30 u Sudéje gautasias lygtis gauname
X X u-v
‘u =150 —=
u—v 150 u
6x _
——=2.Taigi x=50.
150
Ats.: 50.
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SPRENDIMAI

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Remiantis liestinés teoremos iSvada B
NR=NM , RS =S8T, KL=LM,
KG=GJ, JE=HE, HF =FT (1 pav.).

Tai trikampiai BNS, FCE ir LGA NA—"—=<
I8silanksto® i trikampi ABC: M T
AB+ BC+ AC =48 L F
Pazyméje¢ AB = BC =a, gauname: 'H
2a+12=38; a=18. A G J E C
Ats.: AB=18. 1
pav.

2. Duota 1 =2, r, =3, =4, C,C|4B, BB,|AC, A4,4,|CB
(2 pav.). Reikia surasti 7.

Taikydami ,iSlankstymo™ metoda, gauname Pypc = Py, 44, +

+Pg, B, +Fc,cc, - Trikampis A A4, panaSus { trikampi 4BC,

trikampis B, BB panasus { trikampi ABC, trikampis C,CC;

panasus | trikampi 4BC, nes tiesé, lygiagreti bet kuriai trikampio
krastinei, atkerta trikampi, panasy i duotaji. Todél:

n_p~
r p,
n_P2
r p ’
B3_P3.
r p ’

¢ia py, po, p3 ir p yra atitinkamai
trikampiy 4, A4y, ByBB;, C,CC; 4l
ir ABC pusperimetriai. Sudéje Sias

lygybes  panariui, gauname: 4
Nt _pPitpPatps Py
r p p
Todél r=rn +mn +r3=2+3+4=9.
Ats.: 9.
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ANTROJI UZDUOTIS

3. Duota: Pypc =20, AjBy||AB, AB;=24 (3 pav.). Reikia
surasti AB. Kadangi 4B, ||AB , tai trikampiai 4,B;C ir ABC
panasus:

Pspc  AB

Pypc AiBr
Cla Pypc ir Pypc — trikampiy ABC ir A;B|C perimetrai.
Pazyméje AL=AM =x , BM =BN=y,CL=CN =z ir
pasinaudoje¢ liestinés teoremos iSvada (LA = 41K, KB1 =B|N)
bei parasytaja lygybe, gauname:

Pypc =2x+2y+2z=20;
2z=20-2(x+Y);

20 Xty
20-2(x+y) 24
(ery)2 -10(x+»)+24=0;

AB =x+y=4 arba AB=x+y=6.
Ats.: 4 arba 6. 3 pav.

4. Duota o=pf—-vy; ¢ia a,B,y — trikampio kampai, AB=1,
Sy + Sy =28 isuiio - Suraskime BC (4 pav.).

Kadangi o+ +vy=180° ir B=0+7, tai

2B=180° = B=90°. Trikampis ABC C
status. Tarkime £A4=90°, BC=x.
2 S TK
Tuomet a2 o1=2F s,
o 2
4—1 4 pav.
Ats. 2
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SPRENDIMAI

5. Duota: AB=AC =60, BO:0D=12:5 B

(5 pav.). Raskime OD.
Krastinés 4D ilgi paZzymékime x.
Trikampiui ABD taikome pusiaukampinés
OB AB 1260

savybe: —= ; —, 12x=5-60,
OD x 5 x
x=25, AC=50.
Ats.: 50. (0]

. Taikome Ptoloméjaus teorema (6 pav.) A X p C
BC-AM =BM - AC + AB-MC . Padalij¢ abi e
Sios lygybés puses i§ BC, gauname pav:
AM =BM + MC,nes AB=BC=AC.

D
B /00
E
M A u C
4 0
60°
C

6 pav. 7 pav.

SAOD :SAOB :SOBC :SDOCv nes DO=0B ir AE=EC

1 . . .
(7 pav.). Tuomet S 40p ZZSABCD =#. Trikampis AOD yra

lygiakrastis su krastine R (apskritimo spindulys). Todél

R2 .ﬁ_9.ﬁ
4

S40p = 2
Ats.: 3.

,R*>=9, R=3.

. Duota £BAK =/ KAC, jbrézto | trikampi ABK ir apibrézto apie

trikampi ABC apskritimy centrai sutampa (8 pav.). Suraskime kampus
A4, B, C.
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ANTROJI UZDUOTIS

Taskas O yra trikampio ABK pusiaukampiniy susikirtimo
taskas, todél £ BAO = LZ0OAK . Pazymékime $i kampa a. Atkarpa
AK yra kampo BAC pusiaukampine, tod¢l £ KAC =2« . Kadangi
OA=0B=0C=R, (o apibrézto apie trikampi ABC apskritimo
centras), tai trikampis AOB lygiasSonis ir L ABO=/BA0=«.
Atkarpa OB yra kampo ABC pusiau-
kampiné, todél LOBC =« .

Analogiskai:

Z0OBC=/Z0CB=«,
ZLOAC=ZL0CA=a,

Z/BAC + 2 ABC + Z BCA=10a =180°

,a=18",
JA=/C=4a=T72°,
ZB=2a=36".

Ats.: 72°;72°;36°.

9. Duota r:%’ R =%. Suraskime AB ir AC (9 pav.). Tegu AB=a,

AC =BC =b. Tuomet
SABCZI"'pZ%'(LI-I‘Zb), C

g _abb_2b%a ‘\
Tk E quA
3 2.b%.a B

—. +2b =—; A
5 @+2)=—03 N

75(a +2b) =8ab?.. 9 pav.
Si lygtis turi vienintelj sveikaji sprendini: a=6,b=5.
Ats.: 6; 5.

10. Duota Z£C=90°, £A=60°, BC=5, CD=12 (10 pav.).
Suraskime B4 ir AD.
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SPRENDIMAI

Trikampis BCD statusis, todél BD?=5%+12%2=169,
BD=13.Tegu AD=x, AB=y. c
Pagal apibréztojo  keturkampio

savybe gauname: 5 12
S+x=12+y, y=x-T7.
Trikampiui BDA taikome kosi- B D
nusy teorema:
2 _.2 2 °
13 =x"+y“ —2xycos60 ",
169=x>+(x-7)2 —=x(x-7), A
10 pav.

x2 —7x-120=0,x; =-38,
xy =15 Taigi x=15, y=15-7=8.
Ats.: 15; 8.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tarkime, kad taskas M (x; y) (1 pav.) ieSkomosios aibés taskas.
Pagal salyga ZAMO = /Z0OMB, taigi OM — kampo M pusiau-

kampiné.
Pasinaudosime jos savybe, kad A0 = % IS ¢ia
AM  MB
6 B 2
\/(x+6)2 +y2 \/(x—2)2 +y2
3V -2 432 = (x +6) + 32,

9()62 —4x+4+y2j:x2 +12x+36+y2,

8x2 —48x+8y2 =0, v A
X2 —6x+ y2 =0, M
(x— 3)2 + y2 =9
) A B
Ats.:  Apskritimas, kurio P 0 4 7
centras yra taskas (3; 0) ir
spindulys lygus 3. 1 pav.
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ANTROJI UZDUOTIS

2. Padalijg abi lygties puses i§ 400, turime
2 2

r LYoo, Y
25 16 4
Vadinasi,
a® =25,b% =16, A B _
todel a=5, b=4. 3 0 3 5 x
Tuomet 1§ formulés
c=+la®—b?

2 pav.
gauname ¢ = 3.

Ats.: 5,4, (=3; 0), (3; 0).

3. I3 salygos aisku, kad ZF{BF, =90°, OA=a, OB=b (3 pav.).
Kadangi OF} =OF,, tai BO=O0OF,. Taigi b=c. 1§ formulés

c? =a%-p? gauname, kad a=c \/5 ) Vadinasi,
p=b__c _ V2
a c \/E 2 . |
Yy
B
3 0 P %
3 pav.

NG

Ats.: —.
2

4. ISnagrinékime atveji, kai taSkas M yra tarp 4 ir B. Atvejis, kai taskas
M yra atkarpos 4B tgsinyje nagrinéjamas analogiskai.
1 biidas. Pasinaudojg¢ sinuso apibrézimu, turime (4 pav.):

sin ZMAC =2, cos ZDMB = cos /MAC = %.
a
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SPRENDIMAI

Kadangi sin> Z MAC +cos> Z MAC =1,
tai gauname

4 pav.
2 budas. Kadangi trikampiai ACM ir MDB yra pana$ieji, tai
AM  CM .
— =——, taigt
MB DB
a x
b [,2_ .2
b™—y
I3 &ia a (b2 —yz) =bx?,
2 2
X_ + y_ — 1
a b

1 b 1
5. IS salygos y:iEx iSplaukia —:5, taigi a =2b. Kadangi
a

2¢=10, tai ¢ =35. I§ lygybés c?=a’+b? gauname
b* =5, b=+/5. Vadinasi, a =2,/5 .
x2 y2

Ats.: ———=1.

20 5
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ANTROJI UZDUOTIS

Pazymékime tasko M koordinates x ir y: M (x;y) (5pav.),
ZMAB=a, ZMBA=2a . Aisku, kad taskas M gali buti tik
desinéje asies Oy puséje.

Randame tg(x:L, tg2o = Y
x+1 2

; Clax <2,

Nesunku ijsitikinti, jog S§i lygybé teisinga ir tada, kai x> 2.
Pasinaudoj¢ zinoma formule
2tga y A

tg2a = 3

l-tg“a ’
gauname lygti

Yy
y_2— ‘il/ B

_ x+1 o
2—x 2" -1 0 2 x
[y
x+1 5 pav.

1
Pertvarke ja, turime x? —g y2 =1.

1
Ats.: Hiperbolés x? -3 yz =1 desinioji Saka.

. Apskritimo lygtis x? —i—y2 = rz; ¢ia r = OF, (6 pav.).

Pazyméekime OF, =c. y A

I hiperbolés lygties

2 B C

X y—2 =1 turime, Kkad
a“ a

a=>b. Tuomet i§ formulés

2 =a? +b? gauname ¢> = R ¢ F

=2a2, todél r=c=a\/§.
Vadinasi, apskritimo lygtis A D

yra x? +y2 =2a°. Kadangi

hiperbolés asimptotés yra
y =*x, tai iSsprendg lygciy sistema

[\

N

6 pav.
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SPRENDIMAI

x2+y2 :2a2,

y==%x

randame keturiy susikirtimo ta$ky koordinates (fa;+ta). Taigi

apskritimas eina per kvadrato ABCD virStnes.
Ats.: (xa;xa).

8. Parabole nubrézkime taip, kaip pavaizduota 7 pav. Tuomet jos
lygtis bus xr=-2 py . Kadangi taskas M (1,5;—4) yra parabolés

taskas, tai jo koordinatés tinka lygciai x2=22 py .18 cia

2 9 A
L5* =-2p-(-4), =—. y
p-(-4) 2

Tuomet parabolés lygtis 011 IL 1.5 -

Y 16" |
1
Kaix=1,taiy=—36=—lg. I
Todsl  [LN|=1  ir
9 7 pav.

KN|=4-11-2252.
k| =4-15=27

Ats.: Gali.
x2
9. Parase elipsés lygti T+ y2 =1, randame jos pusases a =2, b= 1.

Parabolé yra simetriSka asies Oy
atzvilgiu (8 pav.).
ISsprende lygciy sistema

)c2+4y2 =4,
x* =6y,

randame elipsés ir parabolés
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ANTROJI UZDUOTIS

10.

1 1
susikirtimo tasky M ir M, ordinatg y :E. Tuomet x2 = 6-5 ir

tasko M, abscis¢ x = \/5 . Vadinasi,
MMy =23, 44y =4ir
243+4 1 2+\/§
2 2 2

SA1M1M2A2 -

Ats.: %(2+\/§).

Pazymékime spindulio, i$€jusio i$ zidinio F, susikirtimo su parabole
taska M (x; y) (9 pav.).
Kadangi 2p = 12, tai gz 3, todél zidinys yra taskas F (3; 0).

Pasinaudosime tiesés, einancios per taska (xg;yq), lygtimi

y=yo=k(x=xp);
Cia k—tiesés krypties koeficientas, k = tga. Taigi tiesés FM lygtis
yra tokia:

3
Y= Z(x - 3) . y
ISsprende lygciy sistema M N
3
=—(x-3),
y 4( ) g
y2 =12x, 0 d -
: F(3;0) x
randame taSko M ordinate
y=18. Tieses MN lygtis
yray = 18.
Ats.: y=18. 9 pav.
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SPRENDIMAI

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kadangi

tai skaiCius

38500

19250
9625
1925

385
77
11

1

—_— =3 D L D NN

38500=22-53.7-11

i$ viso turi 48 daliklius, nes
d(38500)=2+DB+DHA+1)(1+1)=48.

Skaiciaus 38500 dalikliai uZzrasomi taip:

¢ia rodikliai o, B, v, 0 gali igyti tokias reikSmes:

d=2%.5P.77.11°;

a=0,1,2, p=0,1,2,3, y=0,1,
ISrase visus 48 skaiciaus 38500 daliklius turésime

s, 7, 10,
28, 35, 44,
110, 125, 140,
308, 350, 385,
1100, 1375, 1540,
5500, 7700, 9625,

6=0,1.

1,
50,
154,
500,
1750,
19250,

14,
55,
175,
550,
1925,
38500.

Ats.: d=2%-5P .77 118 0 =0,1,2, =0,1,2,3, y=0,1,

1, 2, 4,
20, 22, 25,
70, 77, 100,
220, 250, 275,
700, 770, 875,
2750 3500, 3850,
6=0,1.

2. Kadangi
2044
1022
511
73

1771 | 7
253 | 11
23 | 23

~N 3 N
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TRECIOJI UZDUOTIS

tai
(2044,1771) =17,
[2044,1771]=22 -7-11-23-73=517132.
Ats.: 7,517132.

. Didziausiam bendrajam dalikliui surasti naudojame Euklido algo-
ritma:
4k +1=4-(k-1D+5.
Todél
Gk+1 k-1)=(k-1, 5).

Skaicius 5 yra pirminis. Todel (k—1, 5)=5, jei k—1 dalosi i§ 5.
Taip yra tada, kai k—1=5/ arba k=5/+1. Jei k—1 nesidalija i§ 5,
tai (k—1, 5)=1.

Ats.: (4k+1, k—=1)=5,jei k=51+1,ir (4k+1, k-1 =1, jei
k#50+1.

. Pasinaudoj¢ Euklido algoritmu gauname, kad
24k +1=2-(12k-1)+3,
12k-1=4k-3-1.
Todel
24k +1,12k-1)=(12k-1,3) =3, =1.
Taigi skaiCiai 24k +1 ir 12k —1 yra tarpusavyje pirminiai.

. 1. Pirmiausia pasinaudokime formule
(20631,2 640239,10810,9 269) =

=(((20631,2 640 239),10810), 9 269).

Toliau spresdami uzdavini daug karty naudosimés Euklido algorit-
mu. Kadangi
2640239=127-20631+20102,

20631=1-20102 +529,
20102 =38-529,

tai
(20631, 2 640 239) = 529.
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Toliau skai¢iuojame didziausia bendraji dalikli (529,10810). Vél

turime
10810 =20-529+ 230,
529=2-230+69,
230=3-69+23,
69=3.23.
Todél

(529,10810)=23.
Dar reikia suskaiciuoti (23,9 269). Turime
9269=403-23.

Taigi

(20631, 2 640 239,10810,9 269) =23.

2. Maziausiam bendrajam kartotiniui surasti naudosimés

formule

[20 631, 2 640 239,10810,9 269] =

=[[[20 631, 2 640 239],10 810], 9 269].

Turime, kad

[20 631, 2 640 239] = 20 031:2640239 _
(20 631-2 640 239)
_ 54470770809

529

=102 969 321.
Kadangi
102969321=9525-10810+4 071,
10810=2-4071+2 668,
4071=1-2668+1403,
2668 =1-1403+1265,
1403 =1-1265+138,
1265=9-138+23,
138=6-23,

tai
(102969321,10810) =23
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ir
102969 321-10810
(102969 321,10810)

[102969321,10810] =

1113098360010

23
Tesdami procesa toliau, turime
48395580870=5221230-9269.

=48395 580 870.

Todél
(48395 580870,9269) =9 269
ir
[48 395580870,9 269]= 48395 580 870-9 269 =48395 580 870.

(48395580870, 9 269)

Taigi
[20 631,2 640 239,10810,9 269] =48 395 580 870.
Ats.: 23,48 395580 870.

. SkaiCius » turi 15 skirtingy dalikliy, kai dalikliy skaiciaus funkcija

d(n)=15.
Jei n kanoninis skaidinys
— p%1,%2 Ay
n=py Py - Pr

tai
d(n)=(o; +D)(oy +1)...(a, +1).
Matome, kad lygybé
15=(oy +1)(oy +1)...(a,. +1)
galima tik dviem atvejais. Kai » =1, ay =14, artba r=2, oy =4,
oy =2 . Vadinasi
n=p114 arba n=p14p§.
Maziausia skai€iy n =144 gausime antruoju atveju, imdami
p1=2,0 py=3.
Ats.: 144,

. Skaicius n yra dviejy pirminiy laipsniy sandauga, todél jo kanoninis
skaidinys:
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nzplalpgz, oy 21, ap21.

Taigi

n2 — p12(x1 p;az ]
Kadangi n? turi 15 skirtingy dalikliy, tai

d(n?)=(Qa; +1)(2ay +1)=15.

I§ ¢ia gauname vienintelj sprendinj

o = 2 , Oy = 1.
Dabar galime suskaiciuoti n’ dalikliy skaiciy:

d(n®)=d(p;" p3*?) = Bay +1)3ay +1)=7-4=28.
Ats.: 28.

8. Skaiciaus 10125 skaidinys pirminiy skaiciy laipsniais yra toks:
10125=34.53.
Todél jo dalikliy suma
331 5% -1

5(10125) = 5(3*) 6(5°) S

=18876.

Ats.: 18 876.

9. Skaic¢iaus 10125 skaidinys pirminiy skai¢iy laipsniais yra toks:
10125=3%.5%.
Todél skaiciy, nedidesniy uz 10125 ir tarpusavyje pirminiy su
10125, skaicius yra lygus Oilerio funkcijos reikSmei
0(10125) = (3*) 0(5%) = (3* -3) (5% = 5%) =5 400 .
Skaiciai iki 10125, kurie néra tarpusavyje pirminiai su 10125, turi
su 10125 bendrus daliklius didesnius uz 1. Tod¢l ieskomas skaicius

yra lygus
10125— @(10125)=10125—-5400=4725.

Ats.: 4725.
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10. Skai¢iai, kurie yra nedidesni uz p“ ir néra tarpusavyje pirminiai su
p, o taip pat su p®, yratik p kartotiniai:
-1
p.2p.3p,... " p.
Aiskiai matyti, kad tokiy kartotiniy yra lygiai p‘l_1 . Visi kiti
skaiciai iki p“ neturi su p® bendry dalikliy didesniy uz 1, todél jie
yra tarpusavyje pirminiai su p“. Tokiy skai¢iy yra
pcx _ poc—l‘
Taigi

a-1

o(p*)=p%*-p

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Lietuviskos abécélés simboliy keitimo skaiciais lentelé:

Abécélés raide |A|A|B|C|C|D|E|E|E|F|G|H|T1|I|Y]|]J
Eilésnumeris |0 |12 [3[4|5]6|7|8]9[10/11]12]13|14]|15
Abécélesraide |[K|L|M|{N|O|P|R|S|S|T|U|U|U|V|Z]|Z
Eilés numeris |16/17]18]19|20(21]22|23|24]25|26|27(28(29|30|31

1. Kadangi ant skytales telpa tik trys eilutés, tai uzvyniojus juostelg,
Salia raidés D atsidurs raidé A, Salia pastarosios R ir t.t. Nesunkiai
i8Sifruojame ir visa teksta: DARBASDARBAVEIJA, Zr. 1 pav.

A |V IE | |A

S |[ID |A [R |B

D /A |[R |IB |A
1 pav.

Ats.: DARBASDARBAVEIJA.
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2. a) 3 x 5 Sablone (ir. 2 pav.) reikia iSpjauti penkis langelius.

2 pav.

Kadangi du gretimi tos pacios eilutes langeliai negali biiti
iSpjauti, tai eilutéje daugiausiai galine iSpjauti tris langelius. Penkis
langelius, kuriuos iSpjausime, eilutése galime pasirinkti taip:

0+2+3, 0+3+2, 1+143, 1+2+2, 14+3+1, 2+0+3,
24142,  242+1, 24340, 3+0+2, 3+1+1, 3+2+0.
Cia, pavyzdziui, uzraas 142+2 reiskia, kad i$pjauname viena
pirmos eilutés langelj, ir po du antros ir tre¢ios eiluciu langelius.
Viena langeli eilutéje galime iSpjauti penkiais btidais, du langelius
SeSiais biidais, zr. 3 pav., o tris langelius — vienu budu.

Vadinasi, 0+2+3 rusies Sablony yra 6, 1+1+3 raisies —25, 1+2+2
rusies Sablonuy i§ viso yra 5-6-6 = 180. Kiekvienos i§ kity risiuy
Sablony skai¢ius priklauso tik nuo démeny, bet ne nuo démeny
tvarkos. Taigi viso skirtingy Sablony, kuriuose nurodyta, kuri eiluté
yra pirmoji, yra 6x6+3x25+3x180=651.

Ats.: 651.

b) Jeigu 3x5 Sablonuose iSpjove po penkis langelius kaip
parodyta 4 pav. a) ir b), pazymésime pirmaja eilute (pavyzdziui,
paraSydami pieStuku + kuriame nors nei$pjautame pirmos eilutés
langelyje) visi galés juos atskirti.

X X X

4 a) pav. 4 b) pav.
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Taciau jeigu pirmosios eilutés nepazymésime, ju atskirti nebus
galima. IS tiesy, apsukus viena i§ ju 180° kampu jis atrodys taip pat,
kaip kitas. Vadinasi, tiek pjaudami langelius kaip parodyta 4
a) pav., tick 4 b) pav. parodytu btidu, gauname tg pati Sablona.

Pazymékime skirtingy Sioje dalyje nagrinéjamy Sablony skaiciy
x. SkaiCiuodami Sablonus a) dalyje kiekviena b) dalies Sablona
iskai¢iavome dukart, iSskyrus vienuolika simetrisky Sablony, (trys i$
ju pavaizduoti 5 pav.)

X X X X X
X X X X X
X X X X X
5 pav.
Taigi

2x-11=651, x=331.
Ats.: 331.

Jeigu naudojame Sablona, su nepazZyméta pirmaja eilute, tai ji
ant staciakampio, ant kurio rasysime raides, galime uzdéti dviem
budais. Vadinasi ir ta pati 5 simboliy teksta galime irasSyti dviem
budais. Desifruodami uzdedame Sablona ant raidziy staciakampio ir
vienu ir kitu biidu. Gauname du tekstus. Reikia tikétis, kad sugebé-
sime atskirti, kuris tekstas prasmingas, o kuris ne.

¢) Isisizitiréekime i du Sablonus, kuriuose nepazymeéta, kuri
eiluté pirmoji, Zr. 6 pav.

X X X X

6 pav.
Jeigu nurodyta, kuria puse Sablonus reikia uzdéti ant

staciakampio su tekstu, tai gave tokius Sablonus nuspresime, kad jie
skirtingi. Taciau jeigu nezinoma, kuria puse juos reikia uzdéti, tai ju
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atskirti negalésime. IS tiesy, apvertus antraji Sablona, jis atrodys taip
pat kaip pirmasis.

Pazymékime §ioje dalyje nagrin¢jamy skirtingy Sablony skaiciy
y. Skai¢iuodami Sablonus b) dalyje kiekviena toki Sablona iskaicia-
vome dukart, iSskyrus tuos Sablonus, kuriuos apvert¢ (ir galbut
pasuke) gauname taip pat atrodantj Sablong kaip ir prie§ apverciant
(keletas tokiy Sablony pavaizduota 7 pav.)

X X X X X
X X X X
X X X X X X
X X
X X X X X X X
X X X X X X
7 pav.

Tokius $ablonus reikia nusibraizyti ir suskai¢iuoti. IS viso ju yra 17.
Taigi
2y—-17=331, y=174.
Ats.: 174,

3. Sablone langelius reikia i$pjauti taip, kad uzdéjus $ablona ant kvad-
rato su raidémis ir Sablona sukinéjant, kiekviena raidé atsidengty tik
vieng karta. Prie§ iSpjaudami langelius suzymékime juos skaiciais
taip, kaip parodyta 8 pav.

WA~
— W N

N W

—_— N W =

8 pav.

I§ keturiy langeliy pazyméty ,,1°“ galime iSpjauti tik viena lan-
gelj, i8 skaiCiumi ,,2* pazymeéty langeliy irgi tik viena ir t.t.
Sablona pasigaminsime i§ kiekvienos grupés pasirinke ir
iSpjove po vieng langeli. Galimybiy tai padaryti i§ viso yra
4x4x4x4=256.
Ats.: 256.
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4. Sablonas bus pagamintas teisingai, jeigu bus i$pjauti 6 langeliai:
vienas i§ skaitmeniu ,,1“ pazyméty langeliy grupés, vienas i
skaitmeniu ,,2* pazymétos grupés ir t.t., zr. 9 pav.

1121341

41516(51(2

316 613

21516514

1141321
9 pav.

5. Kadangi zinome, koks Sifras naudotas, galime bandymu keliu
ieskoti rakto. Sifras a) gautas imant k=3, o b) Sifras— k=4.

Ats.: Q) GYVENOKADAISEPARYZIUIBOBUTE;
b) IMEGOZIURETIPRORAKTOSKYLUTE.

6. Zinome, kad raidé S uzgifruota raide A. Raidés S numeris m =23, 0
raidés A — e(m)=1. Taigi jei buvo $ifruojama naudojantis lygybe
e(m)=(m+k)(mod 32),
tai imdami m =23, e(m)=1 gauname, kad k£ =10. Pabandykime
desifruoti naudodami §i rakta keturias pirmasias Sifro raides FGOD.
Ju numeriai yra 9, 10, 20, 5. Statydami i lygybe
e(m)=(m+10)(mod 32,)
e(m)=9,10, 20,5, randame m=31,0,10,27, t.y. pirmosios teksto
raidés biity ZAGU. Neatrodo, kad tai baty prasmingas Zodis, ar
prasmingo zodzio pradzia. Galbut Sifruojant buvo naudota taisykle
e(m) = (k-m)(mod 32)?
Imdami e(m)=1, m=23 i§ lygybés k-23=1(mod32) gauname
k =7. V¢l pabandykime i$sifruoti pirmasias keturias Sifro raides. [
lygybeg e(m) = (7-m)(mod 32) statome e(m)=9,10,20,5:
9=7m(mod 32), m=15,
10=7m(mod 32), m=6,
20=7m(mod 32), m=12,
5=7m(mod32), m=19.
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Taigi gauname tokia praneSimo pradzia: JEIN. Verta tgsti! Galbiit
kai kas pastebéjo, kad deSifruojant galime naudotis lygybe
m = (23e(m)) (mod 32.) Desifrave gauname:

JEINORESILAIMESI. Atrodo, sifruotojas padaré gramating klaida.
Ka gi, pasitaiko.
Ats.: JEINORESILAIMESI.

7. Kadangi raidés I numeris yra 12, tai i$ lygybés 12 = (4 - m)(mod 32)
gauname, kad m galéjo biti:

m=73, 3+8=11, 3+2-8=19, 3+3-8=27.
Ats.: a) Pranesimo raidé galéjo biiti C,H,N arba U.

b) Pasirinkime natiiralyji skaic¢iy 0 <m <31 (raidés numerj) ir

nagrinékime skaicius
4(m+8k)=4m+32k, k=0,£1,£2,..

Visi Sie skaiCiai duoda ta pacia dalybos i§ 32 liekang. Jeigu
0<m+8k <31, tai m+8k taip pat yra raidés numeris. Naudojantis
taisykle e(m)=(4-m)(mod32) raidés su numeriais m, m+8k
Sifruojamos ta pacia raide.

Koks bebtityu m, 0 <m <31, visada galime parinkti k£ # 0, kad
buty 0 <m+8k <31. Taigi kiekvienai raidei atsiras kita raidé (i$
tikryjy dar trys raidés), kuri Sifruojama ta pacia raide.

8. Tarkime prieSingai: yra dvi raidés su skirtingais numeriais m, n, kad

jos Sifruojamos ta pacia raide. Tada skaiciai
A=km+ky, B=kn+k, (m#n)

duoda ta pacia dalybos i§ 32 liekana. Tada 4 — B =kj(m—n) yra 32
kartotinis, t.y. dalijasi i§ 32. Kadangi k; yra nelyginis skaicius, tai
m—n turi dalylis i§ 32. Tai imanoma tik tada, kai m =n. Gavome
priestara. Taigi negali buiti dvieju skirtingy raidziy, kurios Sifruo-
jamos ta pacia raide.

9. Raide, kurios numeris m, Sifruotojas Sifruoja, naudodamasis lygybe

e(m)=(15-m+3)(mod32). Kadangi e(m) yra 15-m+3 dalybos i§
32 liekana, tai
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10.

15-m+3=32-t+e(m), e(m)=15-m+3-32¢.

Po to gautaja raide (jos numeris e(m)) Sifruotojas Sifruoja pakar-
totinai:
e(e(m)) =(15-e(m)+3)(mod 32),
skaiCius e(e(m)) yra 15-e(m)+3 dalybos i§ 32 liekana. Taciau
15-e(m)+3=(m+16)+32(7m—15t+1),

taigi skaiciai 15-e(m)+3ir m+16 duoda ta pacia dalybos i§ 32
liekana. Vadinasi, Sifras, kuri gauname po dvieju Sifravimy su
lygybe e(m)=(15-m+3)(mod 32) sutampa su S§ifru, kuri gauname
viena karta Sifruodami su lygybe e(m) = (m+16)(mod 32).

Ats.: Du kartus Sifruodami gauname ta patj kaip Sifruodami
viena karta su lygybe e(m) = (m+16)(mod 32).

Zinome, kad §ifruojant naudotas trijy simboliy ilgio raktas. Taigi
pakanka surasti $iy simboliy eilés numerius k;, kp, k3 .Naudojant
k, gautos $ifro raidés FOHE..., naudojant k, — $ifro raidés LHTS...,
naudojant k3 — GKKU...

Zinome, kad pirmosios grupés raide H gauta i3 raidés S.
Kadangi raidés S numeris yra 23, 0 raidés H — 11, tai i§ lygybés
11=(23+ k) (mod 32) gauname, kad k; =20.

Zinome, kad antrosios grupés raidé H gauta i§ raidés U.
Kadangi raidés U numeris yra 26, o raidés H — 11, tai i§ lygybés
11=(26+ky)(mod 32) gauname, kad &k, =17.

Treciojo numerio k3 taip apskaiCiuoti nepavyks. Pabandykime
i$Sifruoti tq Sifro dalj, kuri gauta naudojant skaicius ky, k, .

Gauname: PA*AU*SE*ME*ZU*DE*OP. Dabar jau reikia
paspélioti.  Nesunku  ispeti, kad  tekstas yra  toks:
PAGAUKSEKMEUZUODEGOP, taip pat nesunku ispéti, kad jeigu
Sifruotojas nebuty apsirikes, paskutiné raidé buty buvusi S.

Ats.: PAGAUKSEKMEUZUODEGOP.
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PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu pirmasis piemuo turéjo x aveliy, o antrasis tur¢jo y aveliy.
Pagal pirmojo piemens pasiilyma turi galioti lygybé
x+1=2(y—-1), o pagal antrojo piemens pasiilyma — lygybé
y+1=x—1. Taigi turime i$spresti dviejy tiesiniy lygciy su dviem
nezinomaisiais sistema:

x+1=2(y -1, x=2y-3, x=2y-3,
& =
x—-1=y+1 x=y+2 2y-3=y+2

x=2y-3, x=17,
=
y=5 y=3.

Ats.: pirmasis piemuo tur¢jo 7 avis, o antrasis turé¢jo 5 avis.

2. Reztai priklausultao nuo m ir n reikSmiy. Apskaiciuokime tik tiesiy
susikirtimo  taSko  (x;y) koordinates, sprgsdami lygciu
mx +ny=mn ir nx —my =mn sistema:
mx + ny =mn, mx + ny = mn,
o 5 9 =
nx —my=mn (m”=+n")x=mn(m+n)
mx mn(n —m)
y=m==r, Y=o o
n m +n
_mn(m+n) mn(m+ n)
I R e e o
m +n m°+n
mn(m+n) mnmn—m
o 222, =)
m+n m +n
3. Sprendziame trijy tiesiniy lygc¢iy su dviem nezinomaisiais sistema
mx+y=1,
x+my=1,
X+y=m.

Sudéje pirmasias dvi lygtis, gauname lygti (m+1)(x+y)=2.1ja
jrafome x + y =m ir sprendziame kvadratine lygti (m+1)m=2.Si
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lygtis turi du sprendinius: my =1 ir mp =—2. Kai m=1, tai visos
trys lygtys yra x + y=1. Taigi §i m

reikSmé  netenkina  uZdavinio Y
salygos. Kai m=-2, tai gauname -2xty=1
trijy tiesiniy lygciy sistema 0; 1)
-2x+y=1, »2
|
x=2y=1, (1;0) x
x+y=-2. ap
C g .. (0;-2)

Ji turi vieninteli sprendini: x=-1,
y=-1. Taigi visos trys tiesés xty=-2

susikerta taske (-1;—-1), kai

1 pav.
m=-2 (Zr. 1 pav.).

Sprendziame abi sistemas ir palyginame ju sprendiniy aibes:

2x -3y =3, x=18-4y, x=18-4y, 6
X =0,
D<3x+y=21, < 12(18-4y)-3y=3, < 1y=3, <:>{ 3
x+4y=18 3(18—4y)+ y =21 y=3 re
45-T7y
4x+7Ty =45, =T x:45__73”
& & 4 &
Tx-3y =33

45-7
7-Ty—3y=33 y=3

x=06,
=
y=3.
Abi sistemos turi po vieng sprendinj — skaiciu pora (6; 3), todél jos

yra ekvivalencios.
Ats.: taip.

. I8 pradziy iSspreskime abi sistemas:

p=0, p#=0,
2px+3y="Tp, 2px+3y=Tp,
& & 1y =0, arba <x=2,
3px—-2y=4p 13px =26p
x=r,reR y=p;
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p=0, p#0,
2x—py =0, 2x—py =0,
2 = < 3x=0, arba {x = p,
Sx+py=Tp Tx=Tp
y=r,reR y=2.

Taigi pirmosios sistemos sprendiniy aibe sudaro poros (r; 0), » €R,
kai p=0, ir poros (2;p), kai p=#0. Antrosios sistemos
sprendiniy aibe sudaro skai¢iy poros (0;7), r€R, kai p=0, ir
poros (p;2),kai p#0.
Kai p=0, abiejy sistemy sprendiniy aibés nesutampa, todél
sistemos néra ekvivalencios.
Kai p # 0, tai abi sistemos turi tik po viena sprendini. Jie sutampa,
kai p=2.

Ats.: sistemos yra ekvivalencios su p=2.

6. Lygciy Li: 3x+2y =13 ir L,:
5x—-3y=9 tiesinis darinys
ALy + L, yratiesing lygtis 3L+ L,
BGr+5)x+2A-3)y=131+9.
Kai A=2, A=-1, A=3,
gausime tokias lygtis:
2L+ Ly 1lx+y=35,
_Ll +L22 2x—5y=—4,
3L+ L,: 14x+3y=48.
Pirmoji tiesé eina per
taskus (3; 2) ir (4; —9), antroji — (2,0)
per taskus (-2;0) ir (3;2), o
tre¢ioji — per taskus (3;2) ir
(0; 16). Visos trys tiesés eina
per viena taska — (3;2) (zr.
2 pav.). 2L+ Ly (4.9
Toliau randame parametro
A reikSmes, su kuriomis
tiesinio  darinio AL+ Ly

.. e . 2 pav.
sprendiniy aibés tiesé tenkina pav
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papildomas salygas: a) eina per taska (5;-2); b) yra lygiagreti su
asimi Oy.

a) Ties¢ AL;j+Lp: (BA+5)x+(2A-3)y=1314+9 eina per
taska (5;-2), kai (BA+5)-5+(2A-3)-(-2)=131+9.
Gauname A =11.

b) Ties¢ AL; + L, yra lygiagreti su asimi Oy, kai 2L -3 =0,
t.y. A=15. Tos tiesés lygtis yra x=3.

Lygc¢iy sprendiniy aibes pazymékime X;, i=1,2,3,4. Analizuo-
dami Sias aibes, gauname:

Xq={(n;2;m3): neR, 3 eR},

X4NXy=1{(n;2;5: n eRy,

(X4 NXPDN X, ={(-125)}.

Taigi XN X, NX4={(-1;2;5)}. Dar reikia patikrinti, ar
trejetas (—1; 2; 5) priklauso aibei X5 . statg | treciaja lygti, gauname
3-(-1)-2+2-5#9. Vadinasi, aibiy X, X,, X3 ir X4 sankirta
yra tuscioji aibé.

Ats.: sistema sprendiniu neturi.

Sistemos lygtis pazymékime L;, i=1,2,3,4. IS pradziy lygti L,
keiciame tiesiniu dariniu —2L; +3L,, lygti L3 — tiesiniu dariniu
—5L; +3Ly ir lygti Ly — tiesiniu dariniu —5L; +3L,. Gauname
ekvivalencia tiesiniy lygc€iy sistema
3x1 —2x2 - X3 = 5,

16x2 +1 1x3 =4,

13x2 + 8x3 =-7,

16x, +1 1x3 =—4.

Sios sistemos lygtis vél zymime L;, i=1,2,3,4. Trediaja ir

ketvirtaja lygti kei¢iame tokiais tiesiniais dariniais: 13L, —16L5
(treciaja) ir L, — Ly (ketvirtaja). Gauname sistema
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3x1 —2x2 - X3 = 5,
16x2 +11x3 =4,
15x3 = 60,
0=0.
Ketvirtoji lygtis yra tapatybé Ox; +0x, +0x3 =0, todél ja

pasaliname i§ sistemos ir gauname ekvivalencig (Siai ir pradinei
sistemai) trikampg tiesiniy lygciy sistema

3x1 —2x2 - x3= 5,
16x2 +1 1x3 =4,
15x3 = 60.
Si sistema, taigi ir duotoji, turi vieninteli sprendini (1; —3; 4).
Ats.: (1;-3; 4).
9. Lygti L, keiCiame tiesiniu dariniu —L; + L, , o lygti L, — tiesiniu
dariniu —2L; + L4. Gauname sistema
x|+ X =2,
Xy + X3+xy = 3,
3x2 +4x3 —x4 = 6,
—2xy —x3—xy =4
Eliminuodami x, i§ L3 ir L4, jas keiiame (atitinkamai)
tiesiniais dariniais —3L, + Ly ir 2L, + L, . Gauname sistema
X+ x5 =2,
Xy + X3+X4= 3,
x3 —4xy =-3,
x3+xy =2
Nezinomaji x3 i§ L4 eliminuojame, pakeisdami S§ig lygti

tiesiniu dariniu — L3 + L4 . IS trikampés tiesiniy lyg€iy sistemos
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10.

X1+ X2 22,
X9 + X3 +X4 =3,

X3 —4X4 2—3,
5)64 =5

randame S§ios, taigi ir duotosios, sistemos vieninteli sprendini
(1; 1; 1; 1).
Ats.: (1;1; 1; 1).

Sia sistema galima i§spresti nuosekliai eliminuojant nezinomuosius.
Tereikia sudaryti atitinkamus tiesinius lyg¢iy darinius ir jais pakeisti
lygtis. Gausime viena lygti, neturin¢ia sprendiniy, todél galutiné
iSvada tokia: sistema sprendiniy neturi. Norint jrodyti, kad duotoji
sistema neturi sprendiniy, pakakty sudaryti tiesini darini
2L + Ly — Ly — Ly . Gautume tiesing lygti su keturiais nezinomai-
siais Ox; +0x, + Ox3 + 0x4 =1, neturincia sprendiniy.
Ats.: .

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Jokiy ,,gudrybiy“. Tik pageidautina prisiminti, kad lygtis turi #is
sprendinius. Vienas i§ juy, aiSku x; =0, o kitus du surandame
spresdami kvadrating lygti 2x2 —Tx+a=0.

Ats.: 0, %i%i«/Sa —49. Pavyzdziui, penkiolikmeciai mokslei-

. . . - 7.1
vial turety gauti tokius sprendinius: x; =0; xp3 =Zizi«/ 71.

Beje, a — nebutinai sveikasis skaifius. Be to, jei atsiras koks
penkiametis vunderkindas, tai jis gaus x, =1, x3 =2,5...

Salyga reikalauja taikyti Kardano formules. Jei to reikalavimo neba-
ty, tai bty tikslinga pradzioje patrikrinti, ar lygtis neturi
racionaliyjy sprendiniy.
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Standartiniu keitiniu x =y —1 redukuojame duotaja lygti ir
gauname: y3 -6y+9=0.

2 3
. q p 49
Tad =-6,g=9 ir D="—+1—=—

P 1 4 27
Vijeto teorema, darome iSvada: redukuotoji lygtis turi vienq realyji
ir du tarpusavyje jungtinius kompleksinius sprendinius.

Kadangi D >0, tai realieji skaiciai

Z00) 23—5-}-— \/_ ,VO —3———— \/ =

> (0. Remdamiesi

tenkina salyga uv = ~ P _ 5 i realusis redukuotos lygties sprendi-

nys yra y; =-1+(-2)=-3. Kitus du sprendinius randame i$§
Kardano formuliy:

u0+v0+u0—v0\/§ . 3 1 .
= — T ‘lZ—i— 31.
2.3 2 2 272

Belieka prisiminti, kad x = y —1.

Ats. x1=—4, X2’3 Z%i% 3i.

3. Sj karta salyga Kardano formuliy taikyti nereikalauja. Tadiau, jei
racionaliyjy sprendiniy néra, tai be ty formuliy vargu ar apsieisime.
I§ pradziy atsakykime i klausima apie lygties realiyjy sprendi-

niy skaiCiy. Atitinkamais pertvarkiais (keitiniu x = y 3 ir dalyba

1§ 2) redukuojame duotaja lygti ir gauname:

3 L 1
d 4y 4
Matome, kad : p_—g,q——ﬂ D_E_gz_i<o.
4 4 64 64 16

Prisiming Vietos teorema, jau turime atsakyma | pirmaji uzduoties
klausima: redukuotoji (Zinoma, ir pradiné) lygtis turi tris realiuo-
sius sprendinius.

Pagal Vijeto formules, tie sprendiniai yra tokie:
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. 4
ir y3 =2rcos(P+3 n;

2
—2rcosg, Vs =27 cos 22T

3
\/7 — . Kadangi ¢ <0, tai
1

=D _ 2y 2
=arctg =arctg—.
-q 11 11
Toliau belieka pereiti prie x. Be to, turint po ranka skai¢iuokli,
ar kompiuterj, galima norimu tikslumu rasti sprendiniy raciona-
livosius artinius (pabandykite tai padaryti).

Kita vertus, nesunku matyti (ypa¢ uzraSius redukuotaja lygti

¢ = arctg

pavidalu: 4y3 —15y-11=0), kad vienas i$ redukuotosios lygties
sprendiniy yra y; =—1. Tada daugianaris 4 y3 —15y—11 turi daly-
tis i§ dvinario y + 1. Gauname
4 3 _ 2
> —15y—11= (y+1)(4y —4y—11),
0 i3 Cia apskaiCiuojame, kad y,3 =1+ 3. Tad Kardano formulés

duoda teisinga, bet kiek ,,uzmaskuota* atsakyma.

3
Ats. Trys realieji sprendiniai: x; = X X33 = +3 .

. Kadangix? —3x+2=(x-1)(x—2), tai pakanka isitikinti, jog
duotasis daugianaris dalijasi i§ dvinariy x—1 ir x—2. Pagal Bezu

teorema Sio daugianario reik§més taskuose x—1 ir x—2 turi bati
lygios nuliui: f(1)=0, f(1)=0, f(2)=0.Gauname:

7y =(1=2)2003 _ (113002 4y _q,
f(2)=(2-2)2 _(2-1)%2 110,

. Uzrasome duotaja lygti pavidalu:

(x2 —2x+t)z = (=142 x? + (-4t +2)x+1% +6;
¢ia t , — kol kas laisvas parametras. Pareikalave, kad deSinioji pusé
bty pilnasis kvadratas, gauname rezolvente:
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~203 45t ~161+7=0,
kurios realyji sprendini randame i§ Kardano formuliy, arba tarp
racionaliyjy skaiciy, betarpiskai patikrindami pretendentus:

+1,+7, iz, iz. Pasirodo, rezolventé turi racionalyji sprendini

ty = % . Todél prading lygti galima uzrasyti pavidalu:

2
)cz—2x+l =£.
2 4

Sia lygti isskaidome i dvi kvadratines lygtis:
x2—2x-2=0ir x?2-2x+3=0..
Ats. xl’z Zli\/g, X3,4 =1il\/5 .

6. Pazyméje y = x4, gauname ketvirtojo laipsnio lygti
y4=3)° =3y +15y-10=0.
Ja sprendziame Ferario metodu. Rezolventés
—83 —12¢6% +10¢ +15=0
racionalusis sprendinys yra ¢y = —% , todél prading lygti galime
parasyti pavidalu:
2
2 3 3 1 2
——y-——| =—=By-7)".
(y v 2) ;By=7)
Si lygtis turi 4 realiuosius sprendinius: y; =1, y,=2,
34 =45,
Dabar spresdami 4 dvinares lygtis,
x4 =y, k=12,3,4.
gauname visus Sesiolika pradinés lygties sprendinius:
x4 =l=x 0 =%, x3 4 =41}
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xt =2= X556 =i42,x7,8 = +idl2 ;

x* =5 = x50 = +¥5, 3y 15 = 4445 ;

x4=—\/§:>{x:§/§’ :{x:%’ =

ut+1=0 (uz—\/gu+1)(u2+\/§u+1)=0
V2

. V2 . V2
= X314 = z%(l il)%, X516 = l%(—liz)T.
Ats.: 16 sprendiniy; 6 18 ju, — realieji.

7. Antrojo tipo [lyginio laipsnio lygtis visada turi sprendinius

x1» =+1. Dalindami jos kairg pusg iS (x —1)(x + 1) =x2-1 gausi-
me jau pirmojo tipo lyginio (SeSto) laipsnio sangrazini daugianarj ir
atitinkama lygti:
x®+3x% —2x* +7x% —2x% +3x+1=0.
Padaliname i§ x° ir sugrupuojame:
X3 +L3+3(x2 +L2J—2(x+lj+7 =0.
X X x

Ivede pazyméjima x+—=z ir pasinaudoje tuo, kad
X

1 . . . .

X t— = 2 -3z, x? t—= 22 -2 , gausime jau tik kubing
X X

lygti: 23 +3z2 —5z+1=0. Vienas i3 jos sprendiniy yra z; =1,

todél lengvai randame ir kitus z3 = -2 +4/5 . Licka iSspresti tris

NG

1 1 .
x+—=1=x34 =Eiz—;

2
X+l=—2—\/§:>x5,6 — _2_\/§izm,
X
5-2xif45-5

x+l=—2+\/§:>x78—
X ’ 2

kvadratines lygtis.
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Ats. i, liiQ’ —2—\/§i\/m’
2772 5
J5-214)5-5
) .

8. Metodiniuose nurodymuose akcentavome: jei lygtis su realiaisiais
koeficientais turi sprendini a + bi, tai ir jungtinis skaicius a — bi
irgi yra tos lygties sprendinys. Tad du sprendinius jau turime:
x12 =2 *i. Padaling kairigja lygties pusg i§ kvadratinio trinario

(x—2—i)(x—2+i):x2 —4x+5,
gauname lygti:

x0=2x* 430 43x% —2x 4120,
Tai, — pirmojo tipo nelyginio laipsnio sangraziné lygtis. Tokios
lygtys visada turi sprendini x3 =—1. Todél , dalindami i§ x+1,
suvedame ja | pirmojo tipo lyginio laipsnio sangrazing lygti:

x* 327 1 ax? 3x41=0.

Padalijg i x2, gauname:

20 —2x* 430 4 3x% —2x 4120,

2 X

x2 +L—3(x+lj+4=0.
X

Pakeitimas z =x+ 1 . Atitinkama lygtis: 22 -3z+2=0. Jos
X

sprendiniai: z; =1,z =2.

x+l=1:>x45=lii£, x+l=2:>x67 =1.
X T2 2 X ’
Ats. 2+i, -1, lii—3 , 1,1,
2 2

9. Duotosios lygties sprendinius pazymékime xj, x5, x3, pagal Vijeto
teoremos bendrinj gauname lygciy sistema:
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10.

X +xp +x3=0,
XXy + Xpx3 + x1x3 = =20,
X|XpX3 =—C ’
XXy = X3.
[ antrajg lygti istatome: xjx, = x3 ir x| + x5 = —x3. Gauname:
X3 —x%z —20.18 ¢ia: x3 =5 arba x3 =—4.
Kai x3=5, tai xjxp =5 ir c=-xjxpx3=-5-5=-25, o

5.5

M2=-gE g
Kaix3:—4,taix1x2:—4, 02—16, xl’z— %i\/zg
5 5
Ats. c¢c=-25 , xl’zz_EiT’ x3=5 arba c=-16,

Xip =222, x5 =—4.

Daugianario f (x) Saknys (zr. teorema R1) tegali biti Sie raciona-
lieji skaiciai:
1 1 1 2 4
—y k==t —;t—.
27376 3 3

Galétume tiesiogiai patikrinti, kurie i$ Siy skai¢iy tenkina lygti,
bet verta elgtis racionaliau ir ,,pretendentus i$sijoti pasitelkiant R2
teorema. D¢l to apskaiCiuokime, pavyzdziui, f (— 1) =36 ir
f()=18 ir patikrinkime, ar galioja salygos (/+m)|36 ir
(I—m)|18.

+1;£2;+4; +

Skaicius 4 néra sprendinys, nes L = %, k=-1, l+m=5, o

m
36 nesidalija i§ 5.
. 4 . /I 4
Skaicius 5 néra sprendinys, nes — = 5, k=-1, l+m=7, o
m

36 nesidalija i§ 7.
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Skaicius % néra sprendinys, nes L = 2, k=-1,l+m=5, o

36 nesidalija is 5.
e 1 .
Skaicius s néra sprendinys, nes L =

18 nesidalija i§ 5.
Skaicius % gali biti lygties sprendinys, nes L = %, I+m=4
m
ir 36 dalijasi i§ 4; / —m = -2 ir 18 dalijasi i§ —2.

Taip galima patikrinti visus auk$¢iau parasytus skaiCius —
,pretendentus { sprendinius. Pasitelke pagalbon skaiciuokli galy
gale randame, kad racionalieji lygties sprendiniai yra 2, —% ir % .

Padalijus daugianari f(x) i§ dvinariy x—2, 2x+1 ir 3x—1
lieka daugianaris 63> —11x% —3x+2. Atitinkama lygti jau galima
iSspresti  Kardano metodu, taciau ieSkant daugianario Saknuy,
nereikia pamirsti, kad jos gali biiti kartotinés. Stai ir dabar lengvai
pastebime, kad skaicius 2 yra ir §io treciojo laipsnio daugianario
Saknis. Todél ji dar syki daliname i§ dvinario x—2 ir lieka tik

kvadratinis trinaris x2 + x +1 ,Saknis lengvai apskai¢iuojame.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Duota: 2p - trikampio perimetras; s — trikampio auks$tiné |

pagrinda.
2p

h
Nubréti: AABC (AB = BC).
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I. Analizé (1 pav.). Sakykime, kad uzdavinys iSsprestas ir
trikampis ABC yra ieSkomasis, t.y.

AB=BC, BD1AC, BD=h, AB+ BC+CA=2p.

Pratgskime AC 1 abi puses ir atidékime AM =CN =AB.
Gauname lygiasonj trikampi MBN, kurio pagrindas MN =2p ir
aukstiné BD = h. Taskai 4 ir C yra Soniniy krastiniy BM ir BN
vidurio statmenyse

B

M A D c N
1 pav.

I1. Brézimas (2 pav.).
1. Bréziame lygiasoni trikampi MBN, kurio pagrindas MN =2p ir
1§ atkarpos MN vidurio tasko D iSkelta aukstiné DB =h.
2. Bréziame atkarpy BM ir BN vidurio
statmenis k ir /.
3. MNNk=A4; MNNI=C.
4. Sujungg taska B su taskais 4 ir C
atkarpomis, gauname trikampij ABC.

K B

2 pav.
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II1. Irodymas. [rodysime, kad gautasis trikampis ABC atitinka
visus salygos reikalavimus.
AB+BC+AC=AM +CN+ AC=2p;; BD 1 AC ir BD=h -
pagal brézima. Trikampiai MBN, ABM ir BCN yra lygiaSoniai, todel
LM = 4N = LABM = ZCBN . Remiantis trikampio priekampio
savybe: ZBAC=/4M + ZABM, Z/BCA= =/N+/ZCBN, todél
/BAC = ZBCA ir AABC - lygiasonis.

IV. Tyrimas.

Jeigu O0<h< p, kur p — pusperimetris, uzdavinys turi viena
sprendini, nes visi brézimo etapai atlickami vienareik§miskai.

Jeigu &> p, uzdavinys neturi sprendinio (neegzistuoja
trikampis ABD).

2. Duota: m,

m,, m, — pusiaukraStinés

Nubreézti: AABC (£C=90%).

I. Analizé (3 pav.). Sakykime, kad statusis trikampis ABC
(£C=90°) yra nubréztas, kurio dvi pusiaukrastinés lygios
CO=m, ir AN =m,. Remiantis trikampio pusiaukraStiniy
susikirtimo tasko M savybe ir tuo, kad O4A=0B=0C =m,,
galima nubrézti trikampi AOM (pagal tris krastines), o po to ji
papildyti iki ieskomo trikampio ABC.

A

3 pav.
I1. Brézimas (4 pav.).
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1. Bréziame AAOM pagal tris krastines: O4 =m,., OM :%mc ir

2
AM :gma.

2. Pratesiame A0 uz tasko O ir atidedame OB = OA, pratgsiame

I 2 .
OM uz tasko M ir atidedame MC = Em ¢» pratgsiame AM uz

tasko M ir atidedame MN = %m

a:

3. Taska C sujungg atkarpomis su taskais 4 ir B, gauname ieSkoma
trikampi ABC.

III. Irodymas. Laikydami M trikampio pusiaukrastiniy susi-
kirtimo tasku atidéjome OC =m, ir AM = %ma (tada AN =m,).

Pagal brézima OA4 = OB =OC =m,. Kadangi apie trikampj 4BC
apibrézto apskritimo centras yra jo krastinés vidurys, tai trikampis
ABC yra statusis.

IV. Tyrimas. Pagal trikampio krastiniy nelygybés savybe, kad
egzistuoty trikampis 4OM viena trikampio krastiné turi buti
mazesné uz kity dviejy krastiniy suma, bet didesné uz ju skirtuma,

) 1 1
todel m, ——m,. <—my, <m,+—m.; m. <m, <2m,.
3 3 3
Vadinasi, kai m,. <m, < 2m, , uzdavinys turi vienintelj

sprendini.

3. Duota:

Nubrézti:  AABC (AB = AC).
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I. Analizé (5 pav.). Taikome panaSumo metoda. Jei
nekreiptume démesio | salygos reikalavima, kad trikampio
aukstings, bei pagrindo ilgiy suma bty lygi s, tai galetume nubrézti
be galo daug lygiaSoniy trikampiy, kuriy virStinés kampas biity
lygus « . Jie visi biity panasis ieSkomajam trikampiui ABC.

Tegul ieSkomasis trikampis ABC (LA=a, AB=AC,
AD+ BC=s) bei vienas i§ jam panaSiy trikampiy AB;C,
(LBIACI =0, 4B = ACl) yra nubrézti. Siy trikampiy aukstinés
AD ir AD, yra nubréztos { pagrindus. Spindulyje AD atidékime
AE =AD+BC =5, AE| =AD,+B;C; ir nubrézkime atkarpas

. A AE .
EC, E;C;. Kadangi ¢ =——, tai CE || C\E.
ACy,  AE;

A

E
5 pav. 6 pav.

I1. Brézimas (6 pav.).
1. Bréziame A4B,C) (£BjAC) = o, AB; = AC}).
2. Bréziame AD; L B|C.
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3. Atidedame AE| = AD; + B;C; ir sujungiame E; su Cj.
4. Atidedame AE = s ir bréziame EC || E\Cy (ECNAC =C).
5. Bréziame CB || C,\B, (CB (4B, =B ) ir gauname ieskoma
AABC.
II1. Jrodymas. Nesunku jsitikinti, kad Z4=a ir AB= AC.
Sunkiau jrodyti, kad AD+ BC =s. Pagal brézima E;C; || EC
AE, A

todel A4E,C) ~ AAEC ir = arba
AE  AC

(D
AD + DE AC
Pagal brézima B, Cy | BC, todél AdB|Cy ~ AABC ir
AD ~ BC  AC’
Sudarome iSvesting proporcija:
ADI +BIC1 _ AC] ‘ (2)
AD+ BC AC
Is (1) ir (2) lygybiw: D;E; = B;Cy ir DE = BC . Vadinasi,
AD+DE=A4AD+BC=s.

AD] +D1E1 _ ACI

IV. Tyrimas. Siam uZdaviniui tyrimas néra charakteringas,
todél jo galime ir neatlikti. a

4. Duota: /A =3/B

Nubrézti: AABC A

I. Analizé
(7 pav.). Sakykime, a-b
kad AABC - ies-
komasis,
BC=a,AC=5b,
/BAC=3/B. 7 pav.
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Kadangi “ZA> /B, tai a>b. Atidékime <£BAD=/B
(4DNBC=D).

Tada LCAD =/ZCDA=2/B ,t0dél CD=CA=b ir
AD=BD=a-b.

I1. Brézimas. (8 pav.)
1. Bréziame AACD pagal tris A
krastines: AC=CD =b,
AD=a-b. b b
2. Pratgsiame CD ir
atidedame DB =a—-b. B
Sujunge A4 su B atkarpa,
gauname ieSkoma AABC .

8 pav.

IIL Irodymas. AC =b (brézéme), BC =b + (a — b) =a. Pa-
gal priekampio savyb¢ £ADC= =/4B+ £ZBAD=2/B. Lygia-
Sonio trikampio ACD kampai prie pagrindo lygis, todél
ZCAD = ZCDA=2/B . Tada ZBAC = /ZB+2/B=3/B.

IV. Tyrimas. Kad egzistuoty trikampis ADC, turi galioti
nelygybé: b—-b<a-b<b+b; arba b<a<3b. Vadinasi, kai
b<a<3b, egzistuoja vienintelis sprendinys, o kitais atvejais
sprendiniy néra.

5. Duota: a

h

O——O

Nubrézti: staciakampi ABCD.

I. Analizé (9 pav.). Sakykime, kad staciakampis ABCD yra
nubréztas: AD = a , M — AD vidurio taskas, MN 1 BD ir
MN = h . Apie statyjj trikampj MND apibrézkime apskritima. Sio
apskritimo centras O bus atkarpos MD vidurio taskas, o spindulys

lygus %MD .
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II. BrézZimas.

Bet kurioje ties¢je atidedame atkarpa AD =a .

Randame atkarpos AD vidurio taska M.

Randame atkarpos MD vidurio taska O.

Nubréziame apskritima w(O;0D).

Nubréziame apskritima w(M;h), w(O,;0D) () w(M,h)=N.
Bréziame DN it AB L AD (ABN DN = B).

Trikampi ABD papildome iki ieskomo staciakampio ABCD.

N AR

9 pav. 10 pav.

Irodyti, kad gautasis brézinys patenkina visus salygos reikala-
vimus nesunku.

Visi brézimo etapai bus jvykdomi, kai # <Ea. Uzdavinys

turés vieninteli sprendini, nes tokio paties ilgio ir plocio
staCiakampis, nubréztas kitoje vietoje, nelaikomas skirtingu
sprendiniu.

. Duota i8pjova MON , kurios spindulys OM . Taikykime pana§umo
metoda. Pirmiausia nubrézkime kvadrata, panasy ieSkomajam,
atmesdami reikalavima, kad viena jo vir§iné buty iSpjovos lanke.
(Zr. 10 pav.).
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I spindulio OM tasko A4, iskeliame statmeni iki susikirtimo
su iSpjovos spinduliu ON taske B;. Nubraizome kvadrata
A1 B,C\ Dy, kurio krastiné lygi iSkelto statmens ilgiui 4;B) ir viena
krastiné yra iSpjovos spindulyje OM .

Bréziame spinduli OC; c
(OC;NUMN =C). 1§ tasko
C bréziame statmenj | spindulj
OM (CDN\OM = D). M N
Nubraizome ieSkoma kvadratg D B
ABCD, kurio krastiné lygi
iSkelto statmens ilgiui CD .

Tyrimas. Uzdavinys turés o
sprendini, kai iSpjovos kampas 11 pav.
yra smailus arba status. Misuy
apraSytas sprendimas tinka tik smailiajam i$pjovos kampui.

Jei skritulio iSpjovos kampas yra status, tai bréziame kampo
pusiaukamping OC ir nuleidziame { spindulius OM ir ON stat-
menis CD ir CB . Keturkampis OBCD yra ieSkomasis kvadratas.

7. Duota: apskritimas, apibréztinés trapecijos perimetras 2p .
Apibrézti: trapecija ABCD (AB =CD).

I. Analizé B M c
(12 pav.).Tegul ABCD
- apie duotaji
apskritima apibrézta
lygiaSoné trapecija. o
Pagal apibréztinio
keturkampio savybe
AB+CD=BC+ AD= O n
=p. Tada AB=CD= A P N

1 o 12 pav.
:5 p . Per apskritimo

centrg O nubréziame trapecijos auksting MN, o per taska —
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1
atkarpa MP| AB (MP () AD = P). Gauname MP = AB = 3P
Zinant statinj ir {zambine galima nubrézti statujj trikampi MNP .

I1. BréZimas.

1. Bréziame bet kurj apskritimo skersmeni MN .

2. Per taskus M ir N bréziame skersmeniui statmenas apskritimo
liestines m ir n.

1
3. Bréziame apskritima W(M ;5 pj ir atkarpa MP (wﬂ n= P).

4. Pasinaudodami duotojo apskritimo spinduliu OR, statmenu
MP , bréziame liesting AB , lygiagreéia su MP .
5. Atidéje MC = MB ir ND = NA , nubréziame CD .
Keturkampis ABCD - ieS§komoji trapecija.

Tyrimas. Uzdavinys turés sprendini, kai galima bus nubrézti
statyji trikampi MNP , t.y., kai duotojo apskritimo skersmuo

1
MN <—=p.
2}7

. NubraiZzome prie trikampio ABC dvieju
krastiniy ( AB ir BC') lygiakras¢ius
trikampius ABD, BCE . Apibréze apie
gautuosius trikampius apskritimus,
gauname apskritimy susikirtimo taska

O, kuris ir yra ieSkomasis taskas.
Sujungg §i taska su duoto trikampio

vir§inémis, gauname ibréZtinius 120°
kampus. 13 pav.

. L Analizé (14 pav.). Sakykime, kad pjlvis yra nubraizytas.
Kertan¢ios plok§tumos ir sienos ABD pjavi gausime, sujunge
taskus M ir N . Remsimés teorema ,Jeigu plokStuma eina per
tiesg, lygiagrecia kitai plokStumai, ir kerta ta plokStuma, tai
plokstumy susikirtimo linija yra lygiagreti duotajai tiesei‘.
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Pagal salyga ties¢ AC, esanti plokStumoje ABC, lygiagreti
pjuvio plokStumai MNP, todél ty plokStumy susikirtimo linija NP
yra lygiagreti tiesei AC.

Analogiskai MQ || AC , nes
AC = (4CD), AC| (MNP),
(4CD)N(MNP) = MQ.

I1. Brézimas.

1. Bréziame MN .

2. Bréziame NP || AC (NPﬂ BC = P). |
A

3. Bréziame MO | AC (MQNCD = Q). 14 pav

4,

Sujungiame taskus P ir Q.
Keturkampis MNPQ - ieskomasis pjuvis.

III. Jrodymas. Remsimés teorema ,,Jeigu ties¢ yra lygiagreti
tiesei, esanciai plokStumoje, tai duotoji ties¢ ir plokStuma yra
lygiagrecios®. Pjuvio plokstuma MNP lygiagreti tiesei AC, nes
MQ || AC .. Akivaizdu, kad ivykdyti ir kiti salygos reikalavimai.

IV. Tyrimas. UZzdavinys turi vieninteli sprendinj, nes visi
brézimo etapai atlickami vienareik§miSkai. Briauna BC kerta
pjuvio plokstuma vieninteliame taske P, o pagal aksioma per
taSkus M, N, P eina vienintel¢ plokstuma. Be to, per taska
duotai tiesei galima iSvesti tik viena lygiagrecia tiese.
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10. Bréziame
K=CMNCD ir
N=BKNAD.
Ieskomasis pjuvis —
keturkampis BC; MN .

15 pav.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. 1 0 0 2 0 3 1 6|1 2 4

9 9 2
10

— e (\O
(@)

2. 10143

—_

—_—

8 08 09
0142
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0
035]|5
0 207
35
35
0
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Uzdavinio salygas taip pat tenkina skaiciai:

1176316785:245=4801213,

1156518078:246=4701293,

1181118078:246=4801293.
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8. 105. 263. 157. 894. 736. 842

2
210. 526. 315. 789. 473. 684
9. 918|138
90 51
18

10. Jeigu biity toks skaicius, tai tada

axy..t =50xy...t,

10"a+ xy.t =50xy..t,
10" a =49 xy...

Kadangi a skaitmuo, tai tokia lygybé yra neimanoma.
Vadinasi, tokio skaiciaus néra.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4
ih i
55 (1;2;-1) ’ 144/3 + 24
34 684 650 -5+421
2
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ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios temos:

I KNYGA
J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.
G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.
R. Kasuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo metodai.
A.Skiipas. Funkcija.
V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.
Pr. Survila. Kombinatorikos ir tikimtybiy skaic¢iavimo pradmenys.
L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

I KNYGA
J. Sinkdinas, A. Urbonas. Funkcija.
E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréztiniai daugiakampiai.
Taisyklingieji daugiakampiai.
B. Vosyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.
J. Sinkanas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.
J. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.
A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.
B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés markovo grandinés.
A. Juozapaviéius, J. Sinkinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

I KNYGA
E. Stankus. Skaiciy dalumas.
R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.
V. Vitkus. Vidurkiai.
E. Mazc¢tis. Vektoriai.
J. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.
St. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.
A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
AG. Stepanauskas. Sekos.

IV KNYGA
G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
P. Va3kas. Antrosios eilés kreivés.
L. Maliaukieneé. [domioji logika.
A. P. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.
A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.
P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.
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