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PRATARME

Siame $estajame Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos leidinyje
»Jaunajam matematikui* skaitytojas ras 2003—2005 mokslo mety LIMM
visy temy metoding medziaga, uzdavinius bei ju sprendimus.

Per Siuos dvejus mokslo metus LIMM klausytojai turés galimybg
iSsamiau panagrinéti finansy matematikos uZzdavinius, geometrines
transformacijas, funkciju reikS§miy sritis, Paskalio trikampi, tiesiniy
lyg€iy sistemy taikymo uzdavinius, Invarianty metodo subtilumus,
tiesiniy rekurenCiyju seky savybes ir uzdaviniy su parametrais
sprendima.

Kad skaitytojui biity patogiau naudotis LIMM knygelémis
»Jaunajam matematikui®, paskutiniuose Sios knygelés puslapiuose
idéjome visy anksciau iSleisty knygeliy temy pavadinimus. Tikimés, kad
ir §i knygelé, papildanti jau esamos metodinés literattiros sarasa, bus
naudinga jos skaitytojams.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams uz metoding medziaga ir
kolegei Kristinai Lyndienei uz nuoSirdy darbg renkant ir maketuojant

vvvvv

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

I kiekviena 3x3 matmeny kvadratinés lentelés langeli laisvai
pasirenkant jraSomas vienas i§ triju skai¢iu: -1; 0; 1. Paskui
apskaiCiuojamos eilutése, stulpeliuose ir istrizainése parasyty
skaiciy sumos. [rodykite, kad tarp Siy 8 sumy yra bent dvi vienodos.

Raskite trizenkli skaiCiy, kad skirtumas tarp 328 ir Sio skaiciaus
buty lygus ieSkomojo skaiciaus skaitmeny sumai.

Ceche pagamintas detales nutarta sukrauti i vienodas dézes, kuriose
telpa po 20 detaliy. Kai | turimas dézes sudéjo po 12 detaliy, viena
detalé liko. Paskui visas detales 1§ vienos dézés iSémé ir jas bei
likusiaja sudéjo po lygiai i kitas dézes. Kiek detaliy buvo
pagaminta?

Inde buvo 12% druskos riigsties tirpalo. I$ pradziy nupylé 1 litra Sio
tirpalo ir ipylé 1 litra vandens. Paskui v¢él nupylé 1 litrg tirpalo ir
ipylé 1 litra vandens. Taip susidaré 3% druskos rugsties tirpalas.
Kiek litry tirpalo buvo inde?

Isspreskite Sig lygciy sistema:
{xzy - xy2 =30,

x+xy—y=13.

Kambaryje yra keli Zmonés, mokantys bent viena kalba i$ triju —
angly, vokie¢iy ir pranciizy: 6 moka angly kalba, 6 — vokieCiy
kalba, 7 — pranciizy kalba. Keturi zmonés moka angly ir vokieciy,
trys — vokie€iy ir pranciizy, o du — pranciizy ir angly kalbas. Visas
tris kalbas moka vienas Zmogus. Kiek zmoniy yra kambaryje ir keli
i$ ju moka tik angly kalba?



FINANSU MATEMATIKA

10.

Vienas pusskritulio skersmens galas yra lygiaSonio trikampio
kampo prie pagrindo vir§iingje, o kitas — Sio trikampio pagrinde.
Raskite pusskritulio spindulj, jeigu pusapskritimis viena Soning
krastine liecia, o kita dalija i dvi 5 cm ir 4 cm atkarpas (skaitant nuo
trikampio pagrindo).

Trapecija ABCD yra lygiasong, atkarpos BE ir CF yra jos aukstinés.
Irodykite kad figiros EKOLF plotas yra lygus subriik§niuoty
trikampiy ABK, BOC ir CLD ploty sumai.

A D
E F

I kuigio pagrinda ijbréztas lygiakrastis trikampis, kurio krastiné lygi
a. Plok§tuma, einanti per kiigio vir§ing ir trikampio krasting, kiigyje
iSkerta lygiakrasti trikampi. Raskite kiigio tiiri.

Realieji skaiciai x, y ir a tenkina lygc¢iy sistema
{x +y=2a-1,

x2+y2=a2+2a—3.

Nustatykite, su kuriomis a reikSmémis sandauga Xy igyja maziausia
reikSme.
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1 tema. FINANSU MATEMATIKA

Albertas Bakstys
(Siauliy universitetas)

1. [VADAS

Laikui bégant pinigy verté kinta. Jeigu sausio 1 padésime i stal¢iy
100 lity, gruodzio 31 ji iSémg i§ stalCiaus pamatysime, kad banknotas
nepasikeite, taciau jo verté nebe ta, kokia buvo mety pradzioje. Tarkime,
tais metais prekés pabrango 4 %. Jeigu mety pradzioje preké kainavo 1
lita, tai mety pabaigoje ji kainuos 1,04 lity. UZ ta 100 lity banknota mety
pradzioje gal¢jo nupirkti 100 tokiy prekiy, o mety pabaigoje tik
100/1,04 = 96 prekes. Ir atvirksciai, padéje 100 lity | banka, kuris moka
3 % palikany, po mety galésime atsiimti 100 + 100 - 0,03 = 103 (Lt).

Taigi pinigy verté priklauso nuo laiko. Finansu matematika
nagrinéja jvairius pinigy vertés skaic¢iavimo budus. Tai — uz { banka
padétus pinigus paliikany skaic¢iavimas, vertybiniu popieriy pirkimas uz
mazesng kaina, pinigy kaupimas periodinémis imokomis i banka, kredito
grazinimo biidy nagringjimas.

Finansy matematikos uzdaviniams spresti patogu naudoti Excel
programa (zr. [1]). Taciau visus skaifiavimus galima atlikti ir skaiciuo-
tuvu, tik reikia, kad juo galétume pakelti skaiciy laipsniu. Pastebésime,
jog atsakymus reikia pateikti piniginio vieneto Simtyjy tikslumu.

2. PROCENTAI IR PROMILES
Norédami surasti dydZzio a dalj b, kuri sudarancia, pavyzdziui % Sio

.. . . " 3 . 3 . .
dydzio, dydi a dauginame i$ e Gausime b=a-z. Finansiniuose
skai¢iavimuose daZniausiai naudojamos Simtosios dalys. Viena Simtoji

dydzio a dalis ﬁa vadinama 1 procentu (dydzio a) ir Zymima 1 %, o

. om
m yra dydis —a .
yracy 100



FINANSU MATEMATIKA

1 pavyzdys. Parduotuvé padidino prekés kaing 10 %, o po to
paskelbe, kad ja tiek pat procenty sumazinsianti. Ar galutiné prekeés
kaina bus ta pati, kaip ir pradiné?

Sprendimas. Tarkime, kad pradiné prekés kaina yra ¢ Lt. Kaing
padidinus, ta prekeé kainuos ¢ +c- % =1,1c (Lt).

Sia kaina sumazinus 10 %, preké kainuos
1
Llc-1,1c 10 =0,99¢ (Lt).
100
Ats. Galutiné prekés kaina bus 1 % mazesné uz prading kaina.

2 pavyzdys. Parduotuvé pries Sventes sumazino prekés kaing 20 %.
Todél ja buvo galima nupirkti uz 260 Lt. Kiek preké kainavo pries
atpiginima?

Sprendimas. Prekés kaing prie§ atpiginima pazymékime x. Ja
randame spre¢sdami lygti:
x—x-ﬁz 260,
100

80x =26 000,
x =325 (Lt).
Ats. Prie§ atpiginima preké kainavo 325 Lt.

3 pavyzdys. Pridétinés vertés mokestis (PVM) yra 18 % didumo.
Kiek procenty prekés kainos reikia sumazinti, kad gautume jos kaing be
PVM?

Sprendimas. Jeigu prekes kaina be PVM lygi ¢, o jos kaina
su PVM lygik, tai c+c-0,18=k . I$ Cia c=k-ﬁ.
Sitoje lygybéje esanéia trupmena galime iSreiksti skirtumu:
L=1—x, x~0,153.
L18
Vadinasi, ¢~k (1-0,153).
Ats. Kaing reikia sumazinti apie 15,3 %. Prekybininkai §j skai¢iuy
dar labiau suapvalina ir sako, kad norint gauti kaing be PVM, reikia
kaing su PVM sumazinti 15 %.



I TEMA

Kartais prireikia smulkesniy negu Simtosios dalys. Tada naudo-
jamos tikstantosios dalys, kurios vadinamos promilémis (lot. pro mile —
nuo tikstancio) ir zymimos %eo. Taigi,

1 %= —— = 0001, p%o=—L—
1000 1000

4 pavyzdys. Baltijos jiiros vandenyje yra 6 %o drusky. Kiek drusky

yra viename kibire (10 kg) Baltijos jiiros vandens?

Sprendimas. Randame 10 kilogramy vandens 1000 dalis:
6
10-——=10,06 (kg) =60 (g).
1000 (kg)=60(g)

Ats. 60 g.

3. PALUKANOS

Padéje pinigus i banka ar juos paskoling, nebegalime jais naudotis.
Uz tai yra mokamos paltukanos. Bankai skelbia metini palikany
procenta, t.y. kiek procenty gautum paliikany, jei indélj laikytum metus.
Taciau paliikanos gali buti skai¢iuojamos ir uz trumpesni laikotarpi —
pusmeti, ketvirtj, ménesj ir t.t. Metinis paltikany procentas vadinamas
paliikany norma ir Zymimas i.

Paprastosios paliikanos. Yra ne vienas paliikany skaic¢iavimo
budas. Kai palukanos skai¢iuojamos nuo pradinio kapitalo, jos vadi-
namos paprastosiomis. Dar sakome, kad procentai yra paprastieji.
Pradinis kapitalas drauge su paliikanomis per laikotarpi ¢ vadinamas
sukauptaja verte ir zymimas A(¢). Todél sukauptosios vertés ir pradinio
kapitalo skirtumas yra paliikanos.

Jeigu { banka padéjome £ lity, tai po ¢ mety sukauptoji verté lygi

At)=k+kit=k (1+it).

5 pavyzdys. Kam bus lygi sukauptoji verté, jei 73 dienoms
paskolinsime 5000 lity su metiniy 16 % paprastyju palikany? Tais
metais buvo 365 dienos.

10



FINANSU MATEMATIKA

Sprendimas. Laikotarpis, iSreikStas metais, lygus t=%=0,2,

1 . .
i= % =0,16. Todél sukauptoji verté lygi
A(0,2) =5000 (1+0,16-0,2) =5160 (Lt).
6 pavyzdys. Kiek metiniy palukany procenty reikia pareikalauti,
kad paskoling 10000 lity 8 ménesiams gautume 1200 lity palikany?

. C . 8
Sprendimas. Laikotarpis, iSreikStas metais, lygus tza. Procenty

skai¢iy p randame is lygties:

4| )= 40)=1200=10000- 2.3 ~ 1200 =
12 100 12

:@zlzoojpzlg.

Ats. Reikia pareikalauti 18 %.

Sudétinés palukanos. Kai palikanos skaic¢iuojamos pagal papras-
tuosius procentus, kiek karty jas skaiCiuotume, skaiciuojame nuo tos
pacios pradinés sumos k. Taciau jei pinigus padésime i banka 3
ménesiams ir, suéjus terminui, sutartj pratgsime prie pradinés sumos
prijunge paltkanas, naujos paltikanos bus skai¢iuojamos nuo sukaup-
tosios vertés.

Paltkany skai¢iavimas nuo sukauptosios vertés vadinamas sudéti-
niais procentais, o palukanos — sudétinemis.

Vienodo ilgio laiko tarpai, uz kuriuos skaiciuojamos palikanos,
vadinami /aiko periodais arba tiesiog periodais.

Paskolinto ar padéto | banka kapitalo k& didumas (drauge su
paltikanomis) po n periodu taip pat vadinamas sukauptqja verte ir
zymimas A(n) .

Skaiciuojant sudétines paliikanas, i$ paliikany normos reikia surasti
vieno periodo paliikkany norma. Tarkime, paltikany norma lygi 2,8 %, o
palikanos skai¢iuojamos kiekviena mety ketvirti. Tada uz viena perioda

2,8%

gausime =0,7% palikany. Sis skai¢ius vadinamas periodo

palitkany norma.

11
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Suraskime, kam lygi sukauptoji vert¢, kai k lity padedame { bankg »

periodams, o periodo paliikany norma lygi i. Po pirmojo periodo
A =k (1+i).

Toliau gausime:
AR)=A) (+i)=k (1+i)2,
AB)=A4AQ2)(A+i) =k (1+z‘)3 ,
A(n)=A(n-1)(1+i)=k 1+)".

Vadinasi, po n periody sukauptoji verté lygi
A(n)=k (1+)".
7 pavyzdys. | kokia suma iSaugs 1500 Lt kapitalas, jei ji padésime {

banka 12 mety su 4 % sudétiniy palitkany?
Sprendimas. Periodas yra metai, todél periodo paliikany norma lygi

i=4% , o sukauptoji verte lygi
4 12
A(12) =1500 (1+—j =1500-1,6010 =2401,5 (Lt).

8 pavyzdys. | banka padéjo 10000 lity su 2,4 % sudétiniy paliikany
jas perskaiciuojant kas 3 ménesius. Kam lygi sukauptoji verté po 5 mety?
Sprendimas. 2,4 % yra metiniai procentai, todél vieno periodo

_ .. 24%
palikany norma lygi Z=T=O,6%. Per 5 metus yra 4-5=20

periody, todél
A(20)=10000 (1+ 0,006)20 =10000-1,15439 =11543,9 (Lt).

Ats. Sukauptoji verté lygi 11543,9 Lt.
9 pavyzdys. Keliy sudétiniy procenty paliikanas turi duoti bankas,
kad indélis po 20 mety padvigubéty? Paliikany skaic¢iavimo periodas

lygus metams.
Sprendimas. Jeigu indélis lygus £, tai po 20 mety sukauptoji verté

A(20) = 2k . Meting procenty norma 7 randame i§ lygties:
2k =k 1+, 1+i)?° =2, 201g(1+i)=1g2,

L 1g2
Ig(1+i)=—===0,01505,
g(1+1) >0

12
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1+i=1,035, i=0,035=3,5%.
Ats. Metiné paliikany norma lygi 3,5 %.

4. ANUITETAS

Norédami sukaupti 1éSy, periodiskai | banka imokame indélius.
Paskola taip pat galime grazinti ne i§ karto, o dalimis.

Periodiniy mokéjimy srautas vadinamas anuitetu arba finansine
renta.

Panagrinékime anuiteto biisimaja vertg, kai dydzio C periodines
imokas mokésime #n karty kiekvieno periodo pabaigoje. Tarkime, periodo
paliikany norma lygi 7. Pirmoji imoka per likusius n—1 perioda uzaugs {

c+i",
antroji imoka per n—1 perioda uzaugs i
c1+i)"?
ir t.t. Drauge su paskutiné imoka C baigiasi mokéjimy srautas, todél
anuiteto bisimoji verté lygi
S=CU+)" ' +CU+)" 2+ A C=C(A+)" " +1+D)"2 4. +1).

Skliaustuose esantis daugianaris Zymimas simboliu s,];, kuris
skaitomas ,,s kampas n prie i“. Pagal geometrinés progresijos sumos
formule randame, kad

N/
szl (+i)+..+ Qg = AFDT =1

todeél anuiteto, kai jmokos mokamos kiekvieno periodo pabaigoje,
bisimoji verté lygi

S=C Suli-
Daugikli s,7; galime skaiCiuoti pagal formulg
N7
sip= A7 =1

l
arba paimti i$ lenteliy, kurios yra finansy matematikos vadové-
livose.
10 pavyzdys. [ banka, kuris moka 3 % metiniy paliikany, kiekvieno
mety ketvir€io pabaigoje padedame po 1000 lity. Kam lygi anuiteto
biisimoji verté po 6 mety?

13
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Sprendimas. Imoky bus n=4.6=24 o periodo palukany norma lygi
‘= 3%

=0,75 % . Todél biisimoji anuiteto verte lygi

S =1000.52470.75 % =1000-26,1885 = 26188,5 (Lt).

Ats. Buisimoji anuiteto verté lygi 26188,5 Lt.

Jeigu imokos mokamos periodo pradzioje, kiekviena imoka iSbiina
banke vienu periodu ilgiau negu mokant periodo pabaigoje, todél dabar
anuiteto buisimoji verté lygi

S=C(A+)" +(1+)" 4. . +(1+i)).
Daugiklis, esantis prie C, Zymimas § ,); , todél anuiteto biisimoji
verté, kai imokos mokamos kiekvieno periodo pradzioje lygi
S=C§,.
§ 1: galime i8reiksti s,+17; :
Sali=(1+i)+(1+0)2 +.+(1+0)" =

A" a4 )™ -1
i I
Todél pakanka vien tik s,7; lenteliy.

—-1= Sp+11i — L.

11 pavyzdys. [ banka, kuris moka 3 % metiniy paltikany, kiekvieno
ménesio pradzioje padedu po 100 lity. Kiek sutaupysiu per 6 metus?

0,
Sprendimas. Ménesio paliikany norma lygi i= 31—2/0 =0,25%, o
anuitetas tesiasi 12 -6 =72 periodus. Tada

(1+0,0025)73 -1 e
0,0025

S =100 (5 727050 1) = 100{

=100-78,9763 = 7897,63 (Lt).
Ats.: Sutaupysiu 7897,53 Lt.

12 pavyzdys. Bankas moka 3,5 % metiniy paliikany. Kokio didumo
turi biiti imokos C, kad per 20 mety sutaupyc¢iau 25000 lity, jei pinigus i
banka padéciau kiekvieny mety pradzioje?

Sprendimas. 1§ anuiteto busimosios vertés formulés randame, kad
imokos 1yglOS C=25000/§ 2010,035 -

Kadangi Ky 2010,035 = $2170,035 —1= 29,2698,

14
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. 25000
tai C=———

29,2698
Ats.: Kasmet reikia padéti | banka po 854,13 Lt.

=854,13 (Lt).

5. KREDITO GRAiINIMAS

Kai miisy sumanymams neuztenka pinigy, juos skolinamés arba
prekes imame skolon. Pinigy ar prekiy perleidimas laikinam naudojimui
vadinamas kreditu (lot. creditum — paskola). Istaiga ar asmuo, kuris
duoda kredita vadinamas kreditoriumi, o tas, kuris ima kredita —
debitoriumi.

Kreditorius, kol jam negrazins kredito, negali naudotis savo turtu,
tod¢l uz tai reikalauja atlyginimo, kuris vadinamas paliikanomis.
Vadinasi, suéjus kredito terminui, reikia grazinti ne tik pasiskolinta
suma, bet ir palikanas. Artimi Zmonés skolina pinigus be palukany.

Yra jvairiy kredito grazinimo biidy. Vienas i§ ju yra grazinti
pasiskolinta sumg ir paprastasias paliikanas. Tarkime, kreditas lygus B, o
paliikany reikia mokéti p paprastyjy procenty per metus. Jeigu kreditas
gautas ¢ metams, suéjus terminui reikés grazinti

K:B+B-L-t=B(1+p—lj.
100 100

13 pavyzdys. Devyniems ménesiams pasiskolinau 12000 lity su
16 % paprastyju palukany per metus. Kiek lity, suéjus terminui, turésiu
grazinti?

Sprendimas. Formuléje kredito terminas iSreikStas metais, todél

t= % =0,75. Grazinama suma yra lygi

16-0,75

K =12000 (1+ j=13440 (Lt).

Ats.: Turésiu grazinti 13440 lity.

Kitas budas yra kredito grazinimas lygiomis dalimis, paliikanas
skai¢iuojant pagal sudétinius procentus. Sis biidas vadinamas laipsnisku
kredito grqzZinimu.

Tarkime »n metams paimtas kreditas B su p sudétiniy procenty
palikanomis. Kredita drauge su paltikanomis reikia grazinti lygiomis

15
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dalimis po m karty per metus. Tod¢él yra n=m-t kredito grazinimo
periody. Vieno periodo paltikany norma lygi
100
o per n periody kreditas iSaugs iki
B(1+i)".
Sita suma esame isipareigoje grazinti periodinémis jmokomis R. Per
n periody anuiteto blisimoji verté lygi
S=Rs,;.
Kreditas bus grazintas, kai anuitetas bus lygus uzaugusiam kreditui:
R Snli =B(1+i)n .
Todél periodinés imokos lygios
R=B(1+i)"Is,;.

i

b

Kadangi
N _ N
aﬂizsnh/(l_i_i)n:(l-i-l) 1:1 (1.+z) _.
i(1+0)" i
kredito laipsniSko grazinimo periodiniy imoky dydis lygus
R=B/a,;.

14 pavyzdys. Noriu paimti 100000 Lt kredita. Kreditorius reika-
lauja 15 sudétiniy procenty metiniy palikanuy, o kredita reikia grazinti
per 3 metus, kiekvieno ménesio gale imokant po vienoda pinigy suma.
Kam lygios imokos?

Sprendimas. Vieno periodo palikany norma lygi 15 %/12=
=1,25%=0,0125, o periody yra 12-3=36. Todél
1-(1+0,0125) % 1-0,6394

=28,8473
0,0125 0,0125

a3610,0125 =
ir jmokos lygios
100 000
R =100000/a =
3610,0125 28,8475

Ats.: Kreditui grazinti periodinés imokos lygios 3466,53 Lt.
Literattura

1. A. Bakstys, Finansy matematika, Siauliai: SU leidykla, 1998.
2. P. Katauskis, Finansy matematika, V.: VU leidykla, 1997.

=3466,53 (LY).
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PIRMOJI UZDUOTIS

. Keliais procentais reikia padidinti kiekviena stac¢iakampio
gretasienio briauna, kad kiino tuiris padidéty dvigubai?

. Prekeés kaina, priskai¢iavus PVM, lygi 599 Lt, o jeigu PVM imty
1,5 % mazesni, preké kainuoty 591,39 Lt. Kiek procenty sudaro
pradinis PVM?

. Asmuo uz 75000 lity nusipirko buta ir nutaré ji iSnuomoti. Kiek lity
nuomos jis turi reikalauti per ménesj, kad gauty tiek pat, kiek
bankas mokéty per ménesi paprastyjy palikany? Uz indéli bankas
moka 2,8 % metiniy palikany.

. Bankas mokas 3 % metiniy paprastyjy paltikany. Kuriam laikui i ji
reikia padéti 2000 lity, kad gauciau 90 lity palikany?

. Paimtas 25000 lity kreditas, bet po pusés mety reikés grazinti 26500
lity. Su keliais paprastaisiais procentais buvo suteiktas kreditas?

. Pries 5 metus namas buvo jvertintas 120000 lity. Jei tada namas
biity parduotas ir ta suma padéta i banka, kuris moka 4 % sudétiniy
paliikany, kokia dabar bty to indélio sukauptoji verté?

. Bankas moka 2.4 % metiniy paliikany, kai indélis padedamas 3
ménesiams. Noriu 3 ménesiams | banka padéti tam tikra suma, o
su¢jus 3 ménesiams, prijungti paltkanas ir pratgsti terming dar 3
ménesiams ir t.t. Kiek lity reikia padéti i banka, kad po dviejy mety
galéciau atsiimti 5000 lity?

. Irodykite formules:
a) Syuili = Sl T 56 (1+0)" 5

b) @yl = an)i + ar; Q+i) ™"

. Kokiomis periodinémis imokomis galima laipsniskai grazinti 30000
lity kredita, jei per 4 metus imokos mokamos kiekvieno mety
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10.

ketvirCio pabaigoje? Kreditorius reikalauja 15 9% sudétiniy
paltkany.

Noriu paimti paskola, bet galiu 4 metus kiekviena ménesi grazinti

po 100 lity. Kam lygi paskola, jei kreditorius reikalauja 12 %
sudétiniy paliikany?

£}
A

<

Py
(" ‘(//L' )\
N
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I tema. GEOMETRINES TRANSFORMACIJOS

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Transformacijos savoka yra viena svarbiausiy savokuy ne tik
matematikoje, bet ir kituose gamtos moksluose. Gamtoje nuolat viskas
juda, keiciasi, pereina i§ vienos vietos i kita, i§ vienos biisenos i kita, t. y.
vienaip ar kitaip transformuojasi. Atlikdami $ig uzduoti, Jis detaliau
susipazinsite su plokStumos transformacijomis.

Transformacijos savoka — tai termino ,,funkcija® sinonimas. Kai
nagrinéjame funkcija y= f(x), tai suprantame, kad kintamojo x
reikSmei i§ vienos skaiCiy aibés (vadinamos tos funkcijos apibrézimo
sritimi) nurodytu buidu yra priskiriamas vienintelis skaicius y i§ kitos
skaiiy aibés (vadinamos funkcijos reikSmiy sritimi). Kai kalbama apie
geometrines transformacijas, tai uzrasas ¥ = g(X) yra suprantamas taip:
bet kuriam plokStumos taskui X pagal tam tikra taisykle f yra
priskiriamas vienintelis plokStumos taskas Y, arba kitaip sakant,
transformacija f taSkas X atvaizduojamas i taska Y. Tuomet taskas Y yra
vadinamas tasko X vaizdu. Jei ® — duotoji plokStumos figiira (t.y.
plokStumos tasky aibé), tai visy jos tasky X e ® vaizdai Y = f(X)
sudaro plokstumos tasky aibeg, vadinama figizros @ vaizdu.

Sakykime, kad f ir g yra dvi plokStumos transformacijos, ir trans-
formacija f plokStumos taSkas X atvaizduojamas { taska Y = f(X), o
transformacija g taskas Y atvaizduojamas i taska Z = g(Y¥) . Tuomet api-
bréziama nauja transformacija 4, kuria taskas X atvaizduojamas i taskq Z;
§i transformacija yra vadinama dviejuy transformaciju f'ir g kompozicija.
Geometrijoje paprastai nagrinéjamos tokios transformacijos, kuriomis ne
tik kiekvienas plokStumos taskas X vaizduojamas vieninteliu plokStumos
tasku f(X), bet ir kiekvienu plok§tumos tasku vaizduojamas vienintelis
plokStumos taSkas. Tokios transformacijos vadinamos bijekcijomis. Jei f
yra plokStumos bijekcija, kuria bet koks plokStumos taskas X
vaizduojamas tasku Y = f(X), tai tasku Y vaizduojamas tik taskas X.
Todél apibréziame transformacija, kuria taskas Y vaizduojamas tasku X;
§i transformacija yra vadinama transformacijai f atvirkstine trans-

formacija ir zymima f -1 Pagal apibrézima f _I(Y )=X tada ir tik
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tada, kai ¥ = f(X), bet kuriam ploks§tumos taskui Y. Nagrinéjama ir tokia
transformacija, kuria bet kuris plokStumos taskas atvaizduojamas pats i
save. Tokia transformacija vadinama plok§tumos tapatinggja trans-
formacija. Dvieju viena kitai atvirkStiniy transformaciju kompozicija
visuomet yra tapatingoji transformacija.

Plokstumos taskas M, kuris duotaja transformacija f atvaizduojamas
1 save, vadinamas $ios transformacijos invariantiniu tasku. Figira ©,
atvaizduojama pati { save, vadinama transformacijos f invariantine
figura.

Plokstumos judesiu (arba poslinkiu) vadinama tokia plokStumos
transformacija f, kuri nekeicia atstumu tarp tasky, t.y. bet kuriems
taSkams A, B ir ju vaizdams A'= f(A4), B'= f(B) atstumai 4B ir A'B’
vienodi. Pateiksime judesiu pavyzdziy.

%
1. Lygiagretusis postamis. Jei a — plokStumos vektorius, tai
plokstumos transformacija L, kuria kiekvienas taskas 4 atvaizduojamas

> -
1 taska A' taip, kad AA'=a, vadinama [lygiagreciuoju postimiu

N
vektoriumi a . Jei taSky A ir B vaizdai yra atitinkamai taskai 4’ ir B’, tai
keturkampio ABB'A’' prieSingos krastinés A4’
ir BB' yra lygios ir lygiagrecios (1 pav.), todél
Sis keturkampis yra lygiagretainis, o atstumai
AB ir A'B' yra vienodi. Todél lygiagretusis
postiimis yra judesys. Akivaizdu, kad néra 4 B
tasky, invariantiniy lygiagreCiojo postlimio 1 pav.
nenuliniu vektoriumi atzvilgiu, o invariantinés

A B’

%
tiesés yra tos, kurios lygiagrecios su vektoriumi « . Be to, dvieju lygia-
greCiyju postimiy L; ir L; kompozicija yra lygiagretusis postimis
. . - —>
vektoriumi a + b .

2. PlokStumos posiikis apie taska. Plokstumos posiikiu apie taska
O kampu o vadinama plok§tumos transformacija, kuria kiekvienas
taskas A4 atvaizduojamas i taska A’ taip, kad 04=04', 0 LAO0A'=«

(2 pav.).
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1 uZduotis. [rodykite, kad plokStumos posikis apie taska yra
judesys (irodydami pasinaudokite 3 pav.).
A!

(0] ’ °4 o
2 pav. 3 pav.
Akivaizdu, kad taskas O (vadinamas positkio centru) yra vienintelis in-
variantinis postikio atzvilgiu taskas, invariantiniy tiesiy Siuo atveju néra.

2 uzduetis. [rodykite $i teiginj: posiikio kampu o kiekviena ties¢ a
atvaizduojama i ties¢ a', sudaranCia su tiese ¢ kampa o (jei o —
smailusis arba statusis kampas) arba kampa 180°—a (jei o — bukasis
kampas).

3. Centriné simetrija — tai plokStumos postkis apie taska O 180°
kampu, taskas 4 ir jo vaizdas A4’ yra vadinami simetriskais tasko O
atzvilgiu; akivaizdu, kad taskai 4 ir A’ yra simetriski tasko O atzvilgiu,
jei taskas O yra atkarpos AA' vidurio taskas. Aisku, kad centriné
simetrija yra judesys, simetrijos centras O yra vienintelis invariantinis
taskas, kiekviena tiesé, einanti per taska O yra invariantiné centrinés
simetrijos atzvilgiu.

3 uzduotis. Jei ties¢ a neina per simetrijos centra O, tai jai
simetriSka tasko O atzvilgiu tiesé a'’ yra lygiagreti su tiese a. [rodykite.

4. Asiné simetrija. Taskai 4 ir A’ yra vadinami simetriskais tiesés /
atzvilgiu, jei ties¢ / yra atkarpos 44’ vidurio statmuo (4 pav.). ASiné
simetrija (arba simetrija tiesés / atzvilgiu) — tai plokStumos transfor-
macija S;, kuria kiekvienas taskas 4 vaizduojamas taSku 4’, simetrisku

oA’ A
B
M / oM !
N
B'
| A’
4 pav. 5 pav.
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jam tiesés [/ atzvilgiu. Jei taskas yra simetrijos asSyje /, tai jis
vaizduojamas savimi.

4 uzduotis. [rodykite, kad asiné simetrija yra judesys (5 pav.).

5 uzduetis. [rodykite, kad aSinei simetrijai atvirkstiné transforma-
cija yra ta pati aSiné simetrija.

Akivaizdu, kad aSinés simetrijos atzvilgiu invariantinés tiesés yra
simetrijos asis / ir visos jai statmenos tiesés.

5. Slenkanc¢ioji simetrija. Sakykime, kad duota ties¢ / ir su ja

74 e lygiagretus vektorius Z. ASinés  si-
7~ metrijos S; ir lygiagretiojo postimio

=l I L; kompozicija yra judesys, vadinamas
slenkancigja simetrija (6 pav.). Aki-

vaizdu, kad néra tasky, invariantiniy Sio

Qo oy judesio atzvilgiu, o vienintel¢ inva-
6 pav. riantiné tiesé yra slenkanciosios simetri-

jos asis.
. . . . . . . ﬁ .
6 uzduotis. [rodykite, kad kai ties¢ / lygiagreti su vektoriumi « , tai
transformacijy §; ir L; kompozicija nepriklauso nuo juy atlikimo

tvarkos.

Bet kurios dvi lygios atkarpos AB ir A'B' atvaizduojamos viena i
kita (taSkas 4 atvaizduojamas i taska A’, o taSkas B — i B') arba aSine
simetrija (jei AA'|| BB') arba slenkanciaja simetrija (jei tiesés A4’ ir BB’
nelygiagrecios, 7 pav.); abiem atvejais simetrijos asis yra atkarpy A4’ ir
BB’ vidurio taskus jungianti tiesé.

(sl

B

A

re——---
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ISvardijome penkiy riisiy judesius. Pasirodo, kad bet kuris judesys
yra viena i§ §iy iSvardyty transformacijy.

1 pavyzdys. I$ lygiagretainio ABCD virsiinés B nubréztos aukstinés
BK | AD, BH 1 CD. Rasime atstuma nuo tasko B iki trikampio BKH
aukstiniy sankirtos tasko, jei KH =a, BD=b.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampio P
BKH aukstinés kertasi taSke H; (8 pav.). B ¢
Kadangi HH, 1 BK, tai HH;| AD. Ka- H
dangi KH; L BH, tai KH,| DC. Taigi > H
keturkampis HHDK yra lygiagretainis. 4 X D
Todél lygiagreciuoju postimio vektoriumi 8 pav.

_)
H|H taskas K atvaizduojamas | taska D. Jei tasko B vaizdas yra taskas
P, tai keturkampis BPDK yra staCiakampis, todél KP=BD =5b. Kita
vertus, keturkampis BPHH, yra lygiagretainis, tod¢l PH || BH;. Taigi

Z PHK =90° ir i$ sta¢iojo trikampio PHK gauname

BH, = PH =N KP? —KH? =b? —a? .
2 pavyzdys. Lygiakras¢io trikampio ABC viduje yra taskas M; be
to, AM =1, BM=+/3, CM=2. Raskime
kampy AMB, BMC ir AMC didumus. A
Sprendimas. Pasukime plokStuma apie taska
C 60° kampu (9 pav.) taip, kad tasko A vaizdas

buty taskas B. Tuomet taskas M vaizduojamas
tasku D ir trikampis CMD - lygiakrastis, nes

CM=CD, o ZMCD=60°. 1§ ¢ia B c
MD=CM =2. Kadangi atkarpa  AM

vaizduojama atkarpa BD, tai AM =BD =1. I§ D

trikampio MDB gauname, kad 9 pav.

MD? = MB? +DBZ, t.y. trikampis MBD yra
status. Kadangi MD=2, BD=1, tai kampas DMB lygus 30°.
Tuomet ZCMB =60°+30° =90°, Z AMB =180° -30° = 150°,

ZAMC =360° —150° —90° =120°.
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3 pavyzdys. Atkarpa AM yra trikampio ABC pusiaukrasting.
Irodysime, kad yra teisinga nelygybé AM > %(AC + AB) cosg .

Sprendimas. Sakykime, kad tiesé
AN yra trikampio ABC priekampio A
pusiaukampiné (10 pav.), taskai B', M’,
C' yra simetriski taskams B, M, C tiesés
AN atzvilgiu. Kadangi tiesés BB', CC' ir
MM' yra statmenos tiesei AN, tai
keturkampis BCC'B' yra lygiasoné
trapecija, o atkarpa MM’ yra jos vidurio

linija. Todel MM'=%(BB'+CC’). IS

staciojo trikampio ADB randame 10 pav.

BB'=2DB = 2ABsin% —24B cosg :

analogiskai i§ staciojo trikampio CAE gauname CC'=2AC cos%. Taigi

MM'=(AC + 4B) cosg. Lygiasoniam trikampiui AMM’ pritaike

trikampio nelygybe, gauname AM + AM'> MM', arba AM Z%MM ',
A

t.y. AM > (AC + AB)COSE.

4 pavyzdys. Duotos dvi susikertancios tiesés a ir b, o taip pat joms
nepriklausantis taSkas M. [rodysime,
kad per taska M eina vienintelé tiesé,
kuri kerta tieses a ir b taskuose 4 ir B
taip, kad taSkas M yra atkarpos 4B
vidurys.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesé
AB eina per taSka M, kuris yra atkarpos
AB vidurio taskas (11 pav.). Tuomet
taskai 4 ir Byra simetriski tasko M
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atzvilgiu. Jei ties¢ a’ yra simetriSka tiesei a tasko M atzvilgiu, tai ji eina
per taska B (taskas A yra tieséje a, todél jam simetriSskas taskas B yra
tieséje a'). Bet pagal uzdavinio salyga taskas B yra ties¢je b. Kadangi
tiesés a ir b nelygiagrecios, o tiesé a’ lygiagreti su tiese a (zr. 3 uzduoti),
tai tiesés a’ir b kertasi taske B. Taigi ties¢ BM yra ieskomoji. Jei 4A'B' —
kita tiesé, tenkinanti uzdavinio salyga, tai taskai 4’ ir B’ simetriski tasko
M atzvilgiu. Taskui A’ simetriskas taSkas B’ priklauso ir tiesei a’, ir tiesei
b, t.y. jis sutampa su taSku B; todél tiesés AB ir A'B' sutampa.
5 pavyzdys. Kaimai 4 ir B yra
skirtingose upés pusése (12 pav.). A T\ M

Nustatysime, kur reikia pastatyti tilta '
MN per upg, kad kelias AMNB i§ kaimo 4 N
A 1 kaima B buty trumpiausias (upés \oB

krantai yra lygiagretis, o tiltas MN yra
jiems statmenas).
Sprendimas. Taska A pastumiame lygiagreCiuoju postimiu vekto-

12 pav.

- - -
riumi MN | taSka A'. Kadangi AA'= MN , tai keturkampis AMNA' yra
lygiagretainis ir AM = A'N . I§ ¢ia gauname, kad kelias i$ kaimo A4 i
kaima B AM +MN +NB yra lygus AA+A'N+NB. Sis kelias
trumpiausias, kai taSkai 4’, N ir B yra vienoje ties¢je. Taigi reikia rasti
taska A’ ir tiesés A'B sankirtos su artimesniuoju kaimui B upés krantu
taske N statyti tilta.

Dabar nagrinésime transformacijas, kuriomis atkarpos nebutinai
vaizduojamos joms lygiomis atkarpomis. Papraséiausios tokios
transformacijos yra panasumo transformacijos.

PlokStumos transformacija f, kuria bet kurie du taSkai 4 ir B
atvaizduojami i taskus 4" ir B' taip, kad atstumy 4'B’ ir AB santykis k yra
vienodas visoms taSky poroms, vadinama panasumo transformacija;
teigiamas skai¢ius k& yra vadinamas panasumo transformacijos f
panasumo koeficientu. Jei trikampio ABC virSiinés vaizduojamos taskais
4B = AC = B'C =k, t.y. trikampiai ABC ir A'B'C’
AB AC  BC
panaSis. I§ cia iSplaukia, kad panaSumo transformacija kampas
atvaizduojamas { jam lygy kampa.

Homotetija, kurios centras — taskas O, o koeficientas k=0 — tai
plokstumos transformacija, kuria bet kuris taskas M vaizduojamas tasku

A', B, C', tai

25



II TEMA

— —
M' taip, kad teisinga lygybé OM'=k-OM (13 pav.). IS apibrézimo
iSplaukia, kad taskai O, M ir M" yra vienoje ties¢je.

M

M M

a) k>1 b) 0<k<l1 ¢) k<0
13 pav.

7 uzduotis. [rodykite, kad homotetija, kurios centras O, o koefi-
cientas k =—1, yra simetrija centro O atzvilgiu.

Homotetijos centras O yra vienintelis invariantinis homotetijos
atzvilgiu taskas; bet kuri tiesé, einanti per taska O, atvaizduojama i save.

Sakykime, kad homotetija, kurios centras O ir koeficientas £, taskai

- N -
A ir B atvaizduojami i taskus A’ ir B, t.y. OA'=k0OA, OB'=kOB.
Tuomet

> > o - - - o -
A'B'=0B'-0A4'=kOB-kOA=k(OB—0OA) =k AB .

IS cia iSplaukia, kad a) A'B'=|k| AB, t.y. homotetija yra panaSumo

transformacija, kurios panasumo koeficientas |k |; b) A'B'|| 4B, t.y.

tiesé, neinanti per homotetijos centra atvaizduojama i lygiagrecia su ja

tiese.

Homotetijos, kurios centras O ir posiikio apie taska O kompozicija
vadinama homotetiniu posukiu. Homotetijos, kurios centras O ir asinés
simetrijos S}, jei O €/, kompozicija yra vadinama homotetine simetrija.
Ir homotetinis postkis, ir homotetiné simetrija yra panaSumo trans-
formacija. Apskritai, bet kuri panaSumo transformacija yra arba
homotetija, arba judesio ir homotetijos kompozicija.

6 pavyzdys. Trapecijos istrizainiy susikirtimo taskas vienodai
nutolgs nuo jos Soniniy krastiniy. [rodysime, kad §i trapecija yra
lygiasone.
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Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD S$oninés krastinés AB
ir CD kertasi taske K, o istrizainés — taske L (14 pav.). Nagrinéjame
homotetija, kurios centras K ir kuria taskas B atvaizduojamas i taska 4.
Kadangi tiesés BC ir AD lygia- K
grecios, o taskai K, C ir D yra
vienoje ties¢je, tai tasko C
vaizdas yra taskas D. Todél
pagrindo BC vidurio taskas M
atvaizduojamas i pagrindo 4D
vidurio taska N, t.y. taskai K,
M ir N yra vienoje tieséje. 4 D
Analogiskai homotetija, kurios
centras L ir kuria taikas B 14 pav.
vaizduojamas tasku D, taSkas
C vaizduojamas tasku A4, todél taSko M vaizdas yra taskas N, t.y. taskai
M, L ir N yra vienoje tieséje. Taigi visi taskai K, M, L ir N yra vienoje
ties¢je. Jei LP L AB, LQ LCD, tai trikampiai LPK ir LOK lygis (jie
statiis, izambin¢ LK bendra, LP = LQ pagal salyga). IS ¢ia gauname, kad
ZPKL=/ZQKL, t.y. ties¢ KL yra trikampio AKD pusiaukampiné.
Kadangi ji yra ir Sio trikampio pusiaukrastingé, tai trikampis AKD
lygiaSonis, o tai reiSkia, kad ir trapecija ABCD yra lygiaSoné.

7 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastinése AB ir BC pazZyméti taskai P
ir O, be to, BP = BQ . Atkarpa BH yra trikampio BPC aukstiné.
Irodysime, kad kampas DHQ status. C’

Sprendimas. Kadangi trikampiai BHC ir
PHB panasiis, tai rasime panaSumo trans- B 0
formacija, kuria taskai B, H ir C atvaizduojami
atitinkamai | taskus P, H ir B (15 pav.).
Pasukame trikampi BHC apie taska H 90° H
kampu, gauname trikampi B'HC'. Atlikime B’
homotetija, kurios centras H, o koeficientas

k:%. Tuomet trikampis B'HC' vaizduo-

15 pav.

jamas trikampiu BHP. Taigi trikampis BHC vaizduojamas trikampiu
PHB transformacija, kuri yra homotetinis postkis apie taska H 90°
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kampu su koeficientu £k =%. Sia transformacija kvadratas 4BCD

vaizduojamas kvadratu. Duotojo kvadrato vir§iinés C ir B vaizduojamos
taskais B ir P, o BP = BQ ; taskas D vaizduojamas tasku Q. Todél tiesés

HD vaizdas — tai ties¢ HQ. Kadangi posiikio 90° kampu bet kuri tiesé
pasukama 90° kampu (zr. 2 uzduoti), o homotetija tiesé vaizduojama
lygiagrecia su ja tiese, tai kampas tarp tiesiy HD ir HQ yra status.

ANTROJI UZDUOTIS

1. Du lygts apskritimai iSoriskai lieCiasi taske K. Ties¢, lygiagreti su
ju centry tiese, kerta apskritimus taSkuose, kurie paeiliui pazyméti
A, B, C, D. Raskite kampa AKC.

_)
(Nagrinékite lygiagretyji postiimi vektoriumi AC.)

2. Duoti du taskai 4 ir B ir dvi nelygiagrecios tiesés m ir n. [rodykite,
kad egzistuoja vienintelis lygiagretainis ABCD, kad Cem, Den.

_)
(Lygiagretusis postimis vektoriumi 4B .)

3. Apskritimai ;| ir w, kertasi taSkuose 4 ir B. Ar egzistuoja tiesé /,
einanti per taska A, kertanti apskritimus ®; ir @, atitinkamai

taskuose C ir D taip, kad atkarpos AC ir AD yra lygios? (Centriné
simetrija taSko 4 atzvilgiu.)

4. Kampo ABC viduje pazymétas taskas M. Kaip reikia parinkti kampo
krastinése AB ir BC taSkus K ir L, kad suma MK + KL + LM bty
maziausia?

5. 1 apskritima ibréztas lygiaSonis trikampis ABC, AB=AC,
£ A=30°. Lanke AC yra taskas D toks, kad lanko dydis CD lygus

30°. Taskas G yra lanke AB ir DG = AC (AG < BG). Ties¢ DG
kerta ties¢ AB taske E. Raskite trikampio AEG kampus. (Postikis
apie apskritimo centra 30° kampu.)
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6. Trikampio ABC krastiné AC ilgesné uz krasting AB. Krastinéje AC
yra taskas D toks, kad CD = AB. Atkarpy AD ir BC vidurio taSkai
yra M ir N, kampas BAC lygus 40°. Raskite kampa CMN.
(Slenkancioji simetrija, taSkus 4 ir B atvaizduojanti i taSkus D ir C.)

7. 1 trikampi ABC ibréztas apskritimas lie¢ia krasting AB taske M,
atkarpa MN yra to apskritimo skersmuo. Tiesé CN kerta ties¢ AB
taske D. Irodykite, kad AC + AD = BC + BD . (Homotetija su centru

C ir atitinkamais taskais 4; ir 4.)

8. Kampo MON krastinéje OM yra taskai A4;, A4,, o krastinéje ON —
taskai By, B,, be to, ties¢s 4 B; ir A,B, yra lygiagrecios. Tiesés
AP ir BjQ, statmenos atitinkamai tieséms OM ir ON, kertasi taSke
X, o tieses 4,S ir BT , statmenos tieséms OM ir ON, kertasi taske

Y. Irodykite, kad taskai O, X ir Y yra vienoje ties¢je. (Homotetija su
centru O ir atitinkamais taskais 4, ir 4,.)

9.Apie trikampi ABC apibréztas apskritimas, atkarpa CD — jo skersmuo.
Taskas C; yra simetriSkas taSkui C atkarpos 4B vidurio tasko
atzvilgiu. Raskite kampa tarp tiesiy 4B ir C;D . (Homotetija su centru
C ir koeficientu 0,5.)

10.Staciojo trikampio ABC ( £C =90°) aukstiné yra atkarpa CD. Raskite
kampa tarp trikampiu ADC ir DBC pusiaukrastiniy AM ir CN.

(Homotetinis posiikis su centru D, 90° kampu ir koeficientu
k=DC/AD.)
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III tema. FUNKCIJOS REIKSMIU SRITIS

Biruté Galbogiené
(Jurbarko Antano Giedraicio-Giedriaus gimnazija)

Dazniausiai  funkcija  apibréziama  formule, pavyzdZiui
yzx2 +2x+1. I§ formulés matyti, kaip, turint argumento reik§me x,
galima apskaiciuoti funkcijos reik§me¢ yp. SkaiCius y, atitinkantis
pasirinktaja argumento reikSme x, vadinamas funkcijos reiksme taske x.
Visa funkcijos y = f(x) reikSmiy aibé zymima E arba E(f(x)) ir
vadinama funkcijos reikSmiy sritimi. Pradékime nuo funkciju f(x)=[x]
ir g(x)={x}; Cia [x] yra skaiCiaus x sveikoji, o {x} — jo trupmeniné
dalis. Prisiminkime, kad [x] — sveikoji skaifiaus x dalis, yra didziausias
sveikasis skaiCius n, su kuriuo galioja nelygybé n<x. PavyzdZiui,
[2,3]1=2, [0,7]=0, [-1,2] =-2. Trupmenine skai¢iaus x dalimi {x},
vadinamas skirtumas {x}=x—[x] Pavyzdziui, {2,3}=0,3, {0,7}=0,7,
{-1,2} =-12-(-2)=0,8. Funkciju f(x)=[x] ir g(x)={x} grafikai yra
tokie:

M y={x}

A,

210012345 "

1 pav. 2 pav.
I8 ju matyti, kad E([x])=Z, E({x})=[0;1). Rodiklinés funkcijos
y=a*, a>1 ir a#1 bei logaritminés funkcijos y=1log, x, kur a >0
ir a#1,0 x>0, grafikai yra tokios kreivés:

y
0<a<l1 y a>1
a>1 \/
1 /\ '
0<a<l1
X
3 pav. 4 pav.

30



FUNKCIJOS REIKSMIU SRITIS

Matome, kad Siy funkcijy reikSmiy sritys yra aibés
E(@*)=(0;+o) ir E(log, x)=(-o0;+). Priminsime logaritmo
apibrézima. SkaiCiaus N logaritmu pagrindu a (a>0 ir a=1)
vadinamas laipsnio rodiklis, kuriuo reikia pakelti pagrinda a, norint gauti

skai¢iy N. log, N=n, nes a"=N. Pavyzdziui, log327=3, nes

-3
33 =27, log;8=-3, nes (lJ =8 . Tadiau ne visuomet ieSkant
5 2

reikSmiy srities reikia brézti funkcijos grafika. Funkcijos reikSmiy sriti
galima surasti analiziniu budu. Kaip tai atlikti matysime i§ tolesniy
pavyzdziy.

1 pavyzdys. Raskime funkcijos

f(x)=logz x+log, 3

reikSmiy sritj.

Sprendimas. Tarkime, jog

logy x+log,3=a,kai xe D(f(x)).

Ieskosime galimy a reikSmiy, su kuriomis gauta lygtis turés

sprendiniy. Surastosios a reikSmés ir sudarys funkcijos f(x) reikSmiy

sriti, kai x € D(f(x)).

10g§x—a10g3x+1=0.

(Pasinaudojome logaritmo pagrindo keitimo formule log, x =

log,a’

Si lygtis yra kvadratiné logz x atzvilgiu, todél ji turés sprendiniy, kai

D=a’>-4>0. I$sprende nelygybe, gauname a € (—o0; —2]U[2; + ).
Ats.: E(f(x)) = (-o0; =2]U[2; + ).

2 pavyzdys. Ar skaic¢ius —0,4 priklauso funkcijos
f(x)= cos x —sinxcosx
reikSmiy sriciai?
Sprendimas. Prisiminkime, kad

acosx+bsinx =Va’® +b? cos(x—a).

Pirmiausia funkcijos f(x) iSraiska pertvarkykime taip
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2

cos? x —sin xcosx = cos>

x—l-2sinxcosx=
2
=0,5c082x — 0,5sin 2x + 0,5 = 0,5 /2 cos(2x — o) + 0,5 =

= —2c05(2x —-a) +l.
2 2
Funkcijos f(x) reikSmiy srities ieSkokime auksc¢iau parodytu
metodu. Tarkime, kad
—Zcos(Zx—a) +l =a.
2 2

Panagrinékime, su kuriomis a reikSmémis gauta lygtis
2a-1

NG

turi sprendiniy. Kairioji lygybés pusé cos(2x —a) igyja reikSmes i$

cos(2x—a) =

intervalo [—1; 1], tai ir deSiniosios Sios lygybés puseés reik§meés priklausys
tam paciam intervalui:

Ats.: ne.
3 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)= {1—} apibrézimo sritj.
X

Sprendimas. Funkcijos apibrézimo sriti sudaro tik tos kintamojo x
reik§més, su kuriomis {x} # 0. Vadinasi, x reikSmés negali buti sveikieji
skaiciai

Ats.. {x:xeR, x#n; neZ}.

4 pavyzdys. Nustatykime funkcijy

f(x)zm ir g(x):4x+2x

reikSmiy aibiy sankirta.
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Sprendimas. Pazyméje ./logycosx =a >0, iSsiaiskinsime, su
kuriomis a reik§mémis gauta lygtis turi sprendiniy, kai x e D(f(x)).

2
Kadangi logy cosx = a? , cosx=3% e[-1;1], todél
a’<0 = a=0 = E(f(x))=0.
Funkcijos g(x)=4" +2% reikSmiy sritis (ieSkoma analogiskai) yra
intervalas (0;+ ).
Matome, kad E(f(x)) ir E(g(x)) bendry elementy neturi, todél $iy
aibiy sankirta tuscia aibé.

Ats.: O.
5 pavyzdys. [$spreskime lygciy sistema
{y ~2|x[=3,
| y|-x=-3.

Sprendimas. Pasinaudoj¢ modulio apibréZimu nustatykime galimas
y ir x reikSmes:

y=2|x=3 = |x|=yT_3 = y2>3.

|y|-x=-3 = x=|y|+3 = x>6.
Todél duotoji lygciy sistema ekvivalenti sistemai

y—2x=3, y—2x=3, x=-0,
o &
y—x=-3 x=-6 y=-9.

Taciau x>6 ir y>3, todél duotoji lygciy sistema sprendiniy neturi.
Ats.: D.

Suradus funkcijos reikSmiy sriti, daznai palengvéja sudétingesniy
lyg€iy, nelygybiy sprendimas bei irodymai.
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TRECIOJI UZDUOTIS
1. Raskite funkcijos f(x)=+ 3x% —4x+3 reikSmiy sritj.
2. Raskite funkcijos f(x)=1g(2—x?)—1 didziausia reikime.
3. Raskite funkcijos f(x)=x+ 1 +1 didziausios neigiamos ir
maziausios teigiamos reikSmiy sk)icrtumo modulj.

4. ISspreskite nelygybe
-cosz(l—x)-lg(9+2x—x2) >1.

x2+1

5. [Irodykite, kad lygtis sin% =6 " +6" —1 neturi sprendiniu.
6. Nustatykite, ar yra realiyjy skaiciy x, tenkinanc¢iy lygybe 3t = {x}.
ISvadas pagriskite.
7. Raskite funkcijos f(x)= ﬁ +1-x2 apibrézimo sritj.
X
8. Trodykite, kad nelygybé [sinx+cosx]<2/°* yra teisinga su
visais realiaisiais skaiciais x.

1

x—2

9. Zinoma, kad f (ljz . Ar skaiCius —% priklauso funkcijos
X
f(x) reikSmiy sriciai?

10. ISspreskite lygcCiu sistema
| x=1[+[y=5=1,
y=5+|x—-1].

i\a:»
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IV tema. PASKALIO TRIKAMPIS

Vilius Stakénas
(Vilniaus universitetas)

Isivaizduokime aibg i$ n elementy (pavyzdziui, krepsi su n obuoliy).
Visi elementai skirtingi (vieni obuoliai maZesni, kiti didesni, vieni
sukirmij¢ kiti ne).

Keliais biidais galime pasirinkti vieng aibés elementa? Zinoma, n
budy. O keliais biidais galime pasirinkti n—1 elementa, t.y. nepasirinkti
vieno (palikti viena obuoli krepsyje)? Irgi n budy. O dabar
pasvarstykime, keliais budais i§ n elementy galime pasirinkti m. Si
skai¢iy jprasta zyméti C,' arba (’,@)

Jau Zinome, kad C,l1 = C,’f_l. Taip pat nesunkiai suvoksime, kad
cd=cr, apskritai C" =™,

Taciau grizkime prie C,’' . Isivaizduokime, kad pries pradédami
rinkti elementus, juos perzvelgéme ir isidémé&jome viena (pavyzdziui,
labiausiai sukirmijusj obuoli). O dabar pasirinkime elementus. Yra dvi
galimybés: arba jsidémétas elementas (labiausiai sukirmijgs obuolys)
pateks i atrinktuosius arba nepateks. Keliais biidais galime atrinkti
elementus, kad patekty? Zinoma, C,’,"__ll , nes atidéjus isidémétajj 1§ n—1
dar reikia atsirinkti m—1. O kad nepatekty? IS n—1 elementy reikia
atsirinkti m, taigi biidy yra C,,"; . Taigi gauname:

Crl =i+ Gl (1)

Gavome svarbig dydziy C;' savybe, kuria naudodamiesi galime
skaiciuoti juos viena po kito. ISraSysime Siuos dydzius taip, kad dydziai
C,? ,C,I, , ..., C) biity vienoje eiléje. Kiekviena tokia eilé prasideda ir
baigiasi vienetu, o n-oje eil¢je yra n+1 skaiCius. ISdéstysime Siais eiles
taip, kad jos sudaryty trikampi, nusitgsianti { begalybg. [rodytoji (1)
lygybé duoda mums galimybeg lengvai surasti n-osios eilés skaiCius, jeigu
jau iSrasyti n-1-osios eilés skaiCiai. Sudéje du gretimus Sios eilés
skaiCius gauname n-osios eilés skaiciy.
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,m=0
n=0 1.7 n=1
n=1 1.7 1.7 m=2
n=2 1,7 2,7 1,7 m=3 2=1+1
n=3 1,7 3,7 3,7 1,27 m=4 3=142,3=2+1
4 I Va 4 4 1

47177 4143, 6343, 4=3+1

Sudarytasis skai¢iy trikampis vadinamas Paskalio trikampiu. Sie
skaiCiai ir jy iSdéstymas trikampio formos lenteléje buvo zinomi gerokai
pries Paskali. Ta¢iau pranctizy matematikas Blezas Paskalis (1623—-1662)
buvo pirmasis matematikas atskleides daug $iy skaiCiy savybiy. Ir mes
patyrinésime keleta ju.

Sudarykime Paskalio trikampi ir prie jo skaiciy prirasg¢ kintamojo x
laipsnius juos susumuokime. Dabar kiekvienoje Paskalio trikampio
eilutéje gausime daugianari.

Py(x)= 1

P(x)= 1+ Ix

Py(x)= 1+ 2x 4+ 1x2

Py(x) = 1+ 3x  + 3xr o+ I
P)= 1 4+ 4x o+ ex? + 4+ 1yt

Ps(x)=1 + 5x + 10x2 + 10x> + s5x* + 1

Pazymékime n-osios eilutés daugianari P, (x) . Taigi
P,(x) =1+Clx+ C2x% +..+Cr x4 xm
Vos zvilgteléje i trikampi isitikinsite, kad
B(x)=1, P(x)=1+x, B(x)=(1+x)%, B(x)=(1+x)>.

Kiekvienam tikriausiai kils nuojauta: P, (x)=(1+x)" teisinga su
visais m=0,1, 2,.... Taciau kaip tai jrodyti?

Jau zZinome, kad teiginys teisingas, kai m=0,1,2, 3. Tarkime, kad
jis teisingas su kazkokia reikSme m=n—-1, t.y.

Py (x) =14CL_x+C2x? + .+ CI "2 4 x" = 1+ 0)" L

Nagrin¢kime daugianari P,(x) :
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P,(x) =1+Clx+C2x? +..+Cr x4 xm
Dydziams C,li, C ,f sy C) -1 pritaikykime (1) lygybe:
P,(x) =1+(CY +C_Dx+(Cl+C2 x?+.+
+(CI 2+ xn
ir narius suporuokime taip, kad i§ kiekvienos poros galétume iskelti
daugikli 1+ x (jstatysime C,(,)_l = C,?:ll =1):
P,(x) =1+x+C},_1x (1+x)+C,f_1x2(1+x)+...+
+ O 1+ )+ X" (14 x)
I8kélg 1+ x gauname: P,(x)=(1+x)P,_;(x)=(1+x)".
Dabar pasvarstykime: kadangi lygybé teisinga su m =0, tai teisinga
ir su m=1; kadangi teisinga su m =1, tai teisinga ir su m=2 ir t.t.
Sukonstravome tarsi kokias logines kopécias, kuriomis galima pasiekti
kiekviena lygybe, t.y. jrodyti, kad ji teisinga. Sis svarbus matematinio
samprotavimo metodas vadinamas matematine indukcija.
Taigi pasinaudoj¢ matematine indukcija jrodéme, kad su visais
natiraliaisiais 7
(+x)" =1+Clx+C2x% +..+ ' Iy ik 2)
Sudarydami Paskalio trikampi, dydzius C;' skai¢iuojame viena po
kito. Praversty ir tiesioginis Sio dydzio skai¢iavimo biidas, t.y. formulé,
kuri C,' i3reiksty tiesiog per n ir m. Tokia formulg tikriausiai jau Zinote:
su visais naturaliaisiais n ir m=0,1,...,n
n!
T ml(n—m)! ®)
¢ia zymime: kl=k-(k—-1)-(k—-2)-...-2-1, 0'=1.
Irodykime §ia formulg pasinaudoj¢ matematinés indukcijos metodu.
Kai n=1, tai dyd¥iai tik du: C =C] =1. Akivaizdu, kad (3) for-
mulé Siems dydziams yra teisinga. Padarykime prielaida, kad (3) formulé
teisinga visiems dydziams su n=k—1 ir nagrinékime dydi C}' su

m=0,1,...,k.Kai m=0 arba m=+k, tai C;'C" =1 ir (3) formulé teisinga.
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Taigi galime nagrinéti atveji O<m<k. Pritaikykime dydziui C}'
(1) lygybe ir pasinaudokime tuo, kad (3) teisinga, kai n=%k—1:

—1)! -1
eroeptyep o DU Dt
(m—-D)I(k—m)! ml(k—m—1)!

B (k-1 ( 1 +lj_ k!
Cm=Dk-m-D\k-m m) mk—m)
Gavome, kad ir su n=4k (3) formulé teisinga. Taigi matematinés
indukcijos budu (3) formule jrodéme.
Spresdami uzdavinius atskleisite dar keleta Paskalio trikampio
skai¢iy (binominiy koeficienty) savybiu. Linkiu sékmés!

KETVIRTOJI UZDUOTIS
m+1
1. Panagrinékite santykius ”m , kai m=0,1,...,n—1ir jrodykite,

n
kad didéjant m dydziai C,' i pradziy didéja, o po to ima mazéti.
Duotajam »n suraskite m, su kuriuo C,' yra didziausias. Atskirai
iSnagrinekite atvejus, kai n yra lyginis ir nelyginis.

2. Pasinaudokite (3) formule ir jrodykite Sias dydziy C, savybes:
crch =ciep, cp =L,

3. Pasinaudokite (2) lygybe ir jrodykite, kad su visais skaiCiais a, b
teisinga lygybé

(a+b)" =a"+Ca" b+ C2a" b + ..+ C lap" 4 b7

4. Apskaiciuokite sumas:
1+Cl+C2 4.+ g

1-cl+c2 -+ e -
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5. Trikampiais skaiciais vadinami nattralieji skaiciai, kuriuos
geometriskai galima pavaizduoti taip:

i

Taigi n-asis trikampis skaicius 7,, lygus taSky, paZyméty n-ajame
trikampyje skaiciui. Raskite sekos {7,, } bendrojo nario formulg ir
nurodykite trikampiy skaiciy vieta Paskalio trikampyje.

6. Ketvirtis plokStumos padalytas kvadratéliais kaip pavaizduota
paveikslélyje.

= = = =

1 11

A
Nagrinéjame, kiek trumpiausiy keliy veda i§ taSko 4 { kvadratéliy
virstines. Ties kvadratéliy virSinémis uzraSome trumpiausiy keliu
skaiciy. [rodykite, kad Sitaip gauname ta pati Paskalio skaiciy tri-
kampi, t.y. n-oje kvadrato istrizainéje bus skaiciai C,(,) , C,I,, e

.
7. Taskai 4 ir B yra dvi prieSingos »n x n kvadrato, padalyto i kvadra-

télius, virSunés.
B
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10.

Irodykite, kad trumpiausiy keliy, vedanciy i§ 4 1 B mazyjuy kvadraté-

liy krastinémis skaicius lygus C5, .

Kiekvienas trumpiausias kelias i$ taSko 4 i B (zr. 7 uzdavinio bré-
zinj) kerta vieninteliame taske kvadrato istrizaing, kurios
prieSingose pusése yra taskai A ir B. Suraskite, kiek trumpiausiy
keliuy veda i§ tasko A i ant jstrizainés esancius taSkus ir jrodykite,

kad trumpiausiy keliy i$ 4 i B skai¢iui C3, teisinga lygybé
Cch, = (C,?)z +(C,ll)2 +(C,f)2 +...+(C,Z’_1)2 Jr(C,’,’)2 .

Kiekvienas trumpiausias kelias i$ tasko 4 | B, einantis nxn kvadrato
kvadratéliy kraStinémis pasiekia atkarpa CD ir viename i$ jos tasku
palikes ja, kyla i virSy ir uzsibaigia taske B.
BO
C D

Qg

A

[o,

Uzrasykite, kiek trumpiausiy keliy veda { krastingje CD esancias
kvadratéliy virStunes ir jrodykite, kad trumpiausiy keliy i§ 4 i B
skai¢iy galima uZzrasyti taip:

ch o =cilvert erd v ol

Keliais budais galima skai¢iy 5 uzrasyti dvieju natiiraliyju skaiciu
suma, jeigu reiskinius, sudarytus i$ ty paciy démeny, taciau uzrasyty
skirtinga tvarka laikysime skirtingais? Zinoma, keturiais bdais:
5=1+4,5=2+3,5=3+2,5=4+1.
O keliais buidais galime uzrasyti trijy démeny suma?
Isivaizduokime 5 m ilgio atkarpa AyAs, kurioje atidéti dar
keturi taSkai A4, A, A3, A4, dalijantys atkarpa A4yA4s 1 vienodas
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1 m ilgio dalis. Pasirinkime i§ Siy keturiy tasky du, pavyzdziui, 4,
ir A4. Tada
AOA5 = AOA2 + A2A4 + A4A5 arba 5=2+2+1.
Nesunku isitikinti, kad kiekviena skaiCiaus 5 uzra§yma triju
démeny suma galima gauti tokiu budu.
Pasinaudoj¢ panasSiu samprotavimu irodykite, kad natiralyji

skaiCiy » trijy natiiraliyju démeny suma galime uZraSyti Cﬁ_l

bidais, o m (m <n) démeny suma — C,’,"__ll biidais.

D3
fe19)

N
c;“f)
) -!J}
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V tema. TIESINIU LYGéIU SISTEMU TAIKYMO
UZDAVINIAI
Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

1. Tiesinés lygtys ir jy sistemos. I§ pradziy prisiminkime tiesines
lygtis ir ju sistemas. Perzengdami vidurinés mokyklos matematikos
programos ribas jas apibtidinsime truputj bendriau.

Tiesine lygtimi su # nezZinomyjy yra vadinama tokia lygtis:

apxy +axxy +...+aux, =b;
¢ia ay, ap, ..., a, ir b yra zinomi realieji skai¢iai, o xj, X, ..., X, —
nezinomi realieji skaiciai. Skaiciai a;, a,, ..., @, yra vadinami lygties

koeficientais, b — laisvuoju nariu, ox;, Xy, ..., X, — neZinomaisiais

(kintamaisiais).
ISspresti tiesing lygti reiskia rasti visus nezinomuyju rinkinius
(xy; X3 ..., x,), su kuriais skai¢ius ajx; +ayx, +...+a,x, yra lygus

skaiciui b. Kiekvienas toks konkreCiy skaiCiy rinkinys yra vadinamas
tiesinés lygties sprendiniu, o ju visuma — tiesinés lygties sprendiniy aibe.
PavyzdZiui, tiesing lygti su trimis neZinomaisiais 2xj +5x, —4x3 =7
tenkina realiyju skaiciy trejetai (1; 1; O), (O; 3; 2), (2; 2; 1,75),
(— 1; 2, 0,25), todél visi jie yra Sios lygties sprendiniai. Tuo tarpu
trejetas (1; 2; 3) nepriklauso sprendiniy aibei, nes 2-1+5-2-4-3#7.
Kartais reikia nagrinéti ne viena, o kelias tiesines lygtis (su tokiu

paciu nezinomyjy skai¢iumi) ieSkant visoms lygtims bendry sprendiniy.
Tada sakoma, kad reikia iSspresti tiesiniy lygéiy sistema. Bendrasis m
tiesiniy lygc€iy su # nezinomuyjy sistemos pavidalas yra toks:

ap Xy +apxy ...t ay,x, Zbl,

ay1xy +axpxy +...+ar,x, = b2,

(1)

A1 X1 + aypXy ...+ a,, X, =by,.
Tegu X yra tiesiniy lygc¢iy sistemos sprendiniy aibe, o X;, Xo, ..., X,

— atitinkamai pirmos, antros ir t.t. lygciu sprendiniy aibés. Tada aibé X
yraaibiy X;, X,, ..., X, bendroji dalis (sankirta):
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XZXI sz ﬁme

ISspresti tiesiniy lyg€iu sistema reiskia rasti visus jos sprendinius
arba jrodyti, kad X =O.

2. Tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendimas. Gauso metodas. Tiesiniy
lyg€iy sistemos dazniausia yra sprendziamos eliminuojant (Salinant)
nezinomuosius. Viena i§ nuoseklaus nezinomyju eliminavimo schemuy
yra Gauso metodas (Carl Friedrich Gauss — vokieCiy matematikas,
1777-1855). Sprendziant Siuo metodu (1) tiesiniy lygciy sistema
sickiama suvesti | ekvivalenia (turinia ta pacia sprendiniy aibg)
trikampg tiesiniy lygéiy sistema

11X + Xy +... X, =4y,
CypXp + ...+ CopXy = dz,
Cnn¥Xn =dp-
Kai ¢;1#0, ¢y #0, ..., ¢,, #0, tokia tiesiniy lyg€iy sistema turi
vienintelj sprendini. Jo komponentes visai lengva apskaiciuoti pradedant
paskutiniaja lygtimi. Taciau nekiekvieng tiesiniy lygc¢iy sistema pavyksta
suvesti i trikampe sistema. Tada baigiamoji sistemos analizé biina Siek
tiek sudétingesné. Apskritai, tiesiniy lygciy sistema gali turéti tik vieng
sprendini, be galo daug sprendiniy arba né vieno.

Tiesiniy lyg€iy ir ju sistemy teorija yra gana iSsamiai iSdéstyta
A.Apynio straipsnyje ,,Tiesiniy lyg¢iy sistemos®, kuri galima rasti
LIMM penktojoje knygeléje ,Jaunajam matematikui“ (Danieliaus
leidykla, 2004) arba LIMM interneto svetaingje (www.mif.vu.lt/ljmm;
2002-2004, penktoji uzduotis). Cia yra aiskinami veiksmai su tiesinémis
lygtimis (daugyba i§ skaiCiaus, sudétis, atimtis), supazindinama su
tiesiniais lygciy dariniais, gvildenamas tiesiniy lygéiy sistemy ekviva-
lentumas, mokoma eliminuoti nezinomuosius. Ziniy apie tiesiniy lygéiy
sistemy sprendima galima rasti ir kitose knygose, tarp kuriy yra
A. Apynio ir E. Stankaus ,,Elementarus mate-matikos taikymas bekono-
mikoje* (V.: Presvika, 1997). Vis délto pora pavyzdziy i§nagrinésime ir
cia.

1 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime keturiy tiesiniy lygCiu su
trimis nezinomaisiais sistema
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2x) +3xy —4x3 =9,
3 —xp +x3=1,
x| +4x, =5, @
2x1 —xp —x3=2.

Sprendimas. Sistemos lygtis pazymékime atitinkamai L;, L,, Ly ir
Ly . I§ pradziy eliminuokime nezinomaji x; i8 antros, tre€ios ir ketvirtos
lyg¢iu. Tuo tikslu sudarykime lygciy tiesinius darinius —3L; +2L,,
Ly —-2L3, L —L4 ir pakeiskime jais (2) sistemos atitinkamai antra,
trecia ir ketvirta lygtis. Gausime ekvivalencia (!) tiesiniy lygéiy sistema
su nezinomuoju x, tik pirmoje lygtyje, nes kitose lygtyse koeficientai
prie x; bus lygis nuliui. Taigi sudarykime uZraSytuosius tiesinius
darinius — tiesines lygtis —3L; +2L,, Lj — 2Ly ir L} —Ly:

1) =3L; +2Ly: —11xy +14x3 =-25;

2) L1 —2L3: —5xp —4x3 =—1;

3) Ly —Ly: 4xy —3x3=T7.

Toliau nagrinéjame tokia tiesiniy lyg€iy sistema:

2x1+3xy —4x3 =9,
—11x, +14x3 =-25,
—5x7 —4x3=-1, ®)
4xy =3x3 ="7.

Eliminuodami neZinomaji x, 1§ trec¢ios ir ketvirtos lygCiu, jas
pakeiskime atitinkamai tiesinémis lygtimis (tiesiniais dariniais)
5Ly —11L5 ir 4L, +11L4 (Cia Lp, Ly ir L4 yra (3) sistemos lygtys).
Gausime tokias tiesines lygtis:

1) 5L, —11L5: 114x3 =-114;

2) 4L, +11L4: 23x3 =-23.
Dabar vietoj (3) sistemos sprendziame jai ekvivalencia lygciy sistema:
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2x) +3xp —4x3 =09,
—11x, +14x3 =-25,
114x3 =-114,
23x3 =-23.
IS ketvirtosios lygties gauname x3 =—1. Toki patj rezultata gauname ir
i§ treCiosios lygties. Tada i§ antrosios lygties randame x, =1, o i§
pirmosios lygties — x; =1. Taigi duotoji (2) sistema turi vienintelj
sprendini (l; 1; —1).
2 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime trijy tiesiniy lygciu su
keturiais nezZinomaisiais sistema
X +2xy =3x3 +x4=-1,
3x; —xp +2x3 —2x4 =5, @)
2x) =3xp +4x3 —x4 =4.
Sprendimas. 18 pradziy eliminuokime neZinomaji x, i§ antros ir
trecios lygties pakeisdami antraja lygti tiesiniu dariniu (tiesine lygtimi)
3L —Ly: Txy —11x3 +5x4 =8,
o tre¢igja lygti — tiesiniu dariniu
2Ly — Lyt Txp —10x3 +3x4 =—6.
Toliau spreskime ekvivalencia tiesiniy lygéiy sistema
X +2xy =3x3 +x4 =-1,
Txy —11x3 +5x4 = -8, (5)
7Txy —10x3 +3x4 =—6.
Nezinomaji x, i§ trecios lygties eliminuokime keisdami treciaja
lygti tiesiniu dariniu
—Ly+Ly: x3-2x4=2;
Cia L, ir Ly yra (5) sistemos lygtys. Turésime trapecing tiesiniy
lygéiy sistema
X +2xy =3x3 +x4 =-1,
Txy —11x3 +5x4 =8, (6)
X3 —2x4 =2.
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Nesunku isitikinti, kad §i sistema (taigi ir duotoji) turi be galo daug
sprendiniy. Targ, kad x4 =¢ (¢ — bet kuris realusis skaicius), i$ treciosios
lygties gauname x3 =2¢+2. Tada i§ antros lygties apskai¢iuojame

Xy =177t+2, 0 i§ pirmos lygties — x; =%t+1. Taigi (4) sistemos

sprendiniy aibe X sudaro realiyjy skaiciy rinkiniai
(ltﬂ; 1—7t+2; 2t+2; tj, teR.
7 7

3. Probleminiy situacijy matematinis modeliavimas. Tiesinés
lygtys ir ju sistemos turi daug idomiu savybiy, taciau §i karta prie ju
nesustosime. Pagvildensime tik praktinio pobiidZio problemas, kurias
nagring¢jant yra sudaromos tiesinés lygtys, o atsakymams | ripimus
klausimus rasti reikia i§spresti tam tikras ju sistemas.

Kiekvienam moksleiviui yra teke spresti ne viena ir ne du
vadinamuosius ,,zodinius* ar ,,salyginius* uzdavinius. Juose paprastai
vientisu tekstu apraSoma situacija ir suformuluojama uzduotis, — jokiy
lyg€iy, nelygybiy, funkcijy. Netgi kintamuosius dydzius paciam reikia
pasirinkti. Vieniems moksleiviams tokie uzdaviniai patinka, nes jie patys
gali konstruoti matematinius modelius. Kitiems gi — labai nepatrauklis,
nes reikia susikaupus gilintis { salyga, izvelgti ivairius funkcinius
sarySius, analizuoti i§spregsto uzdavinio atsakymus.

Pradékime nuo ,,standartinio” mokyklinio uzdavinio.

3 pavyzdys. Trys skirtingy kvalifikaciju darbininkai sumiirijo tvora.
Pirmasis dirbo 6 valandas, antrasis — 4 valandas, o treciasis — 7 valandas.
Jei pirmasis bty dirbes keturias valandas, antrasis — dvi, o treciasis —
penkias valandas, tai biity sumiryta tik du trecdaliai tvoros.
Apskaiciuokime, per kelias valandas tvora sumiryty visi trys darbininkai
dirbdami kartu.

Sprendimas. Visa darbo apimti pazymékime a ir tarkime, kad
kiekvieno darbininko darbo tempas yra pastovus. Tegu x yra pirmojo
darbininko darbo tempas (atlikta apimties dalis per viena valanda), y —
antrojo darbininko darbo tempas, z — treCiojo. Tada pagal pirmaja
uzdavinio salygos dali sudarome tiesing lygti 6x+4y+7z=a, o pagal

: o : 2 . :
antraja — tiesing lygti 4x+2y+5z = ?a . Laika, per kurj tvorg sumiiryty

visi trys darbininkai dirbdami kartu, pazymékime ¢. Gauname trecia
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lygti: tx+1ty + 1z = a. Taigi turime tris lygtis ir keturis nezinomuosius. I§
treCiosios lygties apskai¢iuojame ieSkomaji laika ¢:
a
t=——.
X+y+z
Matome, kad i§ pirmyju dvieju lygciu pakanka rasti suma x+ y +z. Tuo
tikslu spreskime sistema
6x+4y+7z=a,

4x+2y+5222?a.

Tai dviejy tiesiniy lygciu su trimis nezinomaisiais sistema. Taikydami
Gauso metoda antraja lygti pakeiskime tiesiniu dariniu (tiesine lygtimi)
2Ll —3L2§ 2y—Z=0.
Gauname ekvivalencig sistema
{6x+4y+7z =a,

2y —z=0.
- a a a
IS jos randame z =2y, x:g—3y, Tada x+y+ZZE_3y+y+2y:g'

Vadinasi, t=6.

4. Kreiviy lygtys, trupmeny skaidymas, sumavimo formulés.
Tiesiniy lygéiy sistemos yra gaunamos ir kitokio pobtidzio uzdaviniuose
— ieskant kreiviy lyg¢iy pagal turima daling informacija, skaidant racio-
naligsias funkcijas paprasciausiomis racionaliosiomis funkcijomis ir kt.

4 pavyzdys. Raskime parabolés, einancios per taskus (1; 6), (2; 9)
ir (3, 14), lygti.

Sprendimas. ~Zinome, kad bendroji parabolés lygtis yra
y= ax’ +bx+c. Pagal uzdavinio salyga turi galioti Sios lygybés:

6=a-1>+b-1+c, 9=a-2*+b-2+c ir 14=a-3*+bh-3+c.
Vadinasi, parabolés parametrams a, b ir ¢ rasti reikia iSspresti tokia
tiesiniy lygciy sistema:
a +b+c=6,
da+2b+c=9,

9a+3b+c=14.
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Ji turi vieninteli sprendini: a=1, b=0, c¢=5. Taigi ieSkomosios

parabolés lygtis yra y = x2+5.

5 pavyzdys. Raskime realiuosius skaicius a, b ir ¢, su kuriais galioja
lygybe
X a b c
= + + 7
(x—l)(x+l)(x+3) x-1 x+1 x+3 @)
(Cia x>1).
Sprendimas. Subendravardikling gauname
a_ . b L_C (a+b+c)x2 +(4a+2b)x+3a-3b—c
x—1 x+1 x+3 (x=1)x+1)x+3)
Vadinasi, turi galioti lygybé
(a+b+c)x2 +(4a+2b)x+3a-3b—c=x.
Ji tikrai galioja, kai a+b+c¢=0, 4a+2b=1ir 3a-3b—-c=0.
Issprendg (palickame paciam skaitytojui) triju tiesiniy lygéiu su
trimis nezinomaisiais a, b ir ¢ sistemg

a +b+c=0,
4a+2b =1,
3a-3b-c=0,

. NI 1 1 3 . ) -
gausime vienintelj trejeta g; Z; 3 Taigi (7) lygybé galioja su
azl,bzl,c=—§:

8 4 8

X _ 11 N 2 3 . (8)
(x=1)x+1)x+3) 8\lx-1 x+1 x+3

Pastaba. Siame pavyzdyje apraSytas racionaliojo reikinio i$skai-
dymo buidas yra vadinamas neapibréztyjy koeficienty metodu.

6 pavyzdys. Remdamiesi (8) formule apskai¢iuokime suma
1 2 n

PR J’_ PR + cee J’_ ;
1-3-5 3.5.7 2n-1)2n+1)2n+3)
¢ia n yra nattralusis skaicCius.

©)
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Sprendimas. Pazyméje x =2n, gausime
n X
2n-1)2n+1)2n+3) 2(x—1)x+1)x+3)"
Tada pagal (8) formule

n 1 1 2 3
=— + - .
2n-1)2n+1)2rn+3) 16\2n-1 2n+1 2n+3
Taikydami §ia formulg iSskaidykime visus (9) sumos démenis:

1 1(, 2 3
— = |1+2-2|,
1-3:5 160 3 5

2 1(1 2 3
— N _+___,
3.5.7 16\3 5 7

_3 (1.2 3
579 16\5 7 9)°

n-1 :L( 1,2 3 j
2n-3)2n-1)2n+1) 16\2n-3 2n-1 2n+1)

n =_( 1.2 3 j
2n-1)2n+1)2n+3) 16\2n-1 2n+1 2n+3)
Sudéje juos gausime:
1 2 3
+ + +

1-3-5 3.5.7 5.7-9
N n-—1 N n
(2n-3)2n-1)2n+1) (2n-1)2n+1)2n+3)

1 2 1 3 2 3
=—|l+—+—- + - =
16 3 3 2n+1 2n+1 2n+3

1(2 1 3}2 n(n+1)

T16\7 2n+1 2n+3) 202n+1)2n+3)
Taigi iSvedéme tokia sumavimo formule:
1 2 n _ n(n + 1)

135 357 T n-1)-Cn+1)-(2n+3) 22n+1)2n+3)’
Ji galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais #.
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PENKTOJI UZDUOTIS

1. Gauso metodu iSspreskite Sia keturiy tiesiniu lygciu su trimis
nezinomaisiais sistema:
2x) —xp +3x3 =4,
xX] +3xy —4x3 =0,
3x; +2xy —x3 =5,
4x) 4+ 5x) —=5x3 =7.

2. Trimis traktoriais lauka galima suarti per 4 dienas, pirmuoju ir
antruoju — per 6 dienas, o pirmuoju ir tre¢iuoju — per 8 dienas. Kiek
karty daugiau per viena dieng galima suarti antruoju traktoriumi
negu treciuoju?

3. Sunkvezimio vairuotojas per visa darbo dieng vezioja skalda, sméli
ir plytas. Pirmajq diena pus¢ darbo laiko jis veZziojo skalda, o kita
pus¢ — sméli. Antraja diena 1/7 darbo laiko vairuotojas veziojo
skalda, 4/7 darbo laiko — sméli, o likusj laika — plytas. Tre¢iaja
dieng 1/4 darbo laiko jis veZziojo skalda, 3/8 — smélj ir 3/8 — plytas.
Kiek procenty degaly normos sunaudoty vairuotojas visa darbo
diena veziodamas tik skalda, jei pirmaja diena jis sunaudojo 95%
degaly normos, antraja 708/7% normos, o treciaja diena — 101,25%

normos?

4. I8 dviejy karjery, Ky ir K,, Zvyras veZamas { du statybos objektus,
O, ir O,. Statybininky uzsakymai yra atitinkamai 50t ir 80t, o

karjery galimybés — 60t ir 70 t. Vienos tonos Zvyro pervezimo
vidutinés kainos (litais) suraSytos $ioje lenteléje:

O 0,
K, |20 |40
K, |30 |25
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10.

Reikia sudaryti toki Zvyro gabenimo plana, kad abu uzsakymai biity
ivykdyti, o bendrosios transporto  iSlaidos lygios 4150 Lt. Ar
egzistuoja geresnis, t.y. pigesnis Zvyro gabenimo planas?

Bendroji plokstumos lygtis staciakampéje Dekarto koordinaciy
sistemoje yra ax+by+cz =d (bent vienas i§ koeficienty a, b ir ¢

nelygus nuliui). Raskite triju plokStumy, kuriy Ilygtys yra
Sx+2y+z=11, 2x+5y+z=14 ir x+y+2z=7 susikirtimo
tasko koordinates.

Parabol¢ y = ax? +bx +c eina per taska (8; 0). Raskite a, b ir ¢, jei
parabolés virsiinés koordinatés yra (6;—12).

Raskite kvadratinio trinario mx” +nx+k koeficientus ir laisvaji
narj, jei zinoma, kad trinaris lygus nuliui, kai x =6, o maZiausia
reikSme, lygia — 8, igyja, kai x=4.

Raskite realiuosius skaicius a, b ir ¢, su kuriais galioja lygybé
ax+b c 5x% +4x+7

+ = :
W24l 20+l uri)e? +1)

Apskaiciuokite suma
L + 1 + cee + 1
1-3 3.5 2n-1)\2n+1)

ISveskite sumos
1 1 1

—_— J’_ [ + cee + -
1-2-3 2-3-4 n(n+1)n+2)
skai¢iavimo formule.
A3

2
Z
i) 27
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VI tema. INVARIANTU METODAS

Leonas Narkevicius
(Kauno technologijos universiteto gimnazija)

Apibrézimas. Invariantiniu dydziu vadinamas toks dydis, kuris tam
tikrame procese nesikei¢ia. Pavyzdziui, supantis stipynése, atstumas nuo
sédynés iki skersinio, ant kurio jos pakabintos, yra invariantinis dydis, o
atstumas nuo sédynés iki supyniy stovy néra invariantinis dydis.

Yra daug uzdaviniy, kuriuose reikia nustatyti, ar atliekant duotas
operacijas galima gauti norimg rezultata. Sprendziant tokius uzdavinius
kartais pakanka rasti invarianting savybe, kurios neturi norimasis
rezultatas.

Invariantiniy savybiy pavyzdziai. Trikampio virSinei slenkant
tiese, lygiagrecia su trikampio pagrindu, trikampio plotas nesikeiCia.
Taigi Cia trikampio plotas yra invariantinis dydis. Bet kokiy lyginiy
skaiCiy suma yra lyginis skaicius nepriklausomai nuo to, kiek démeny ta
suma sudaro. Tokios savybés neturi nelyginiai skaiciai.

Invariantai, susij¢ su skai¢iy lyginumu, dalumu bei kitomis skaiciy
savybémis paprastai yra vadinami aritmetiniais invariantais.

Cia susipaZzinsime tik su aritmetiniais invariantais.

1 pavyzdys. Yra 10 audinio gabaly. Kai kuriuos i§ ju sukarpius i 5
arba 7 dalis, visi gautieji gabalai sumaiSomi ir kai kurie i§ ju vél
sukarpomi i 5 arba 7 dalis ir t.t. Ar po kurio nors tokiy karpymuy
skaiCiaus galima gauti 2005 gabalus?

Sprendimas. Siek tiek pasvarste galétume atsakyti — nejmanoma.
Dabar patyrinékime sprendimo eiga.

Sukarpius viena audinio gabala i 5 dalis, bendrasis gabaly skaicius
padidéja 4 vienetais ((9+5)—10=4), o sukarpius | 7 dalis — padidéja 6
vienetais ((9+7)—10=6). Taigi abiem atvejais bendrasis gabaly skai-

Cius iSlieka lyginis — 14 arba 16. AnalogiSka rezultata gausime po kiek-
vieno kito gabalo sukarpymo i 5 arba 7 dalis, nes kiekviena karta
bendrasis gabaly skaiius padidéja arba 4, arba 6 vienetais
((n-1)+5)-n=4, (m—-1)+7)—n=06; ¢ia n — jau turimas gabaly
skaicius).
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Sio uzdavinio invariantiné savybé — lyginis medziagos gabaly
skaiGius. Sia savybe turi pradinis gabaly skaiGius (10), ji islieka
sukarpius pasirinkta gabala | 5 arba 7 dalis. Bet Sios savybés neturi
norimas karpymo rezultatas (2005 gabalai).

2 pavyzdys. Lentoje eile surasyti skaiciai 1, 2, 3, ... , 2006. Vienu
»ejimu® leidziama nutrinti bet kuriuos du Salia esancius skaicius ir ju
vietoje uzraSyti Siy skai¢iy skirtuma (neneigiama skai¢iy). Ar imanoma
pasiekti, kad lentoje likty tik vienas vienintelis skaicius 0?

Sprendimas. Lentoje uzraSyty skaiciy suma yra nelyginis skaicius:
(1+20026)-2006 _ 200722006 — 2007-1003

1+2+3+...+2006 =

Nutrinkime bet kuriuos du gretimus skaicius, tarkime, » ir n+1, o ju
vietoje jraSykime skirtuma (n+1)—n=1. Aisku, kad suma 2007-1003
sumazeés skai¢iumi 2n (n=1, 2, ... , 2006). Taigi v¢él turésime nelyging
lentoje uzrasyta skaiciy suma.

Lentoje uzraSyty skai¢iy suma isliks nelyginé ir po kiekvieno kito
,»ejimo®. Sakykime, kad a ir b (a = b) yra gretimi skaiciai, o S (nelyginis
skaicius!) yra visy uzraSyty lentoje skaiciy suma. Nutrinkime skaicius a
ir b ir vietoje ju uzrasykime skaiciy a—b. Tuomet gausime tokia visy
skaiCiy suma: (S—(a+b))+(a—b)=S5-2b.

ISvada — néra tokios ,.&jimy* serijos, po kurios likty vienintelis
skaicius 0.

Invariantiné Sio uzdavinio savybé — lentoje uzrasyty skaiciy suma
yra nelyginé.

Kartais invarianto nepavyksta rasti taip tiesiogiai kaip nagrinétuose
pavyzdziuose.

3 pavyzdys. Ekrane uzrasyta raidziy X ir Y grandiné XXYXYY.
Raidziy grupg XY galima pakeisti grupe YYXXYY, o raidziy grupg YYX
galima pakeisti raide X. Ar atliekant Sias operacijas imanoma gauti
raidziy eile YXYXYXYXYXYXYXY ?

Sprendimas. Nagrinékime raidziy X skaiiaus n ir raidziy Y
skaiCiaus m skirtumus n—m raidziy grandinése.

Pradinéje grandingje jis lygus nuliui, o norimoje grandingje
n—-m=-1.

Atliekant raidziy grupés XY pakeitima raidziy grupe YYXXYY, Sis
skirtumas sumazéja dviem vienetais, o atlickant raidziu grupés YYX
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pakeitima viena raide X — jis padidéja dviem vienetais. Vadinasi,
atliekant bet kurij i§ minéty pakeitimy, skirtumas tarp raidziy Y skaiciaus
ir raidziy X skaiCiaus keiciasi lyginiu skai¢iumi. Kadangi pradinéje
raidziy grandingje Sis skirtumas lygus nuliui, tai jis negali galinéje
grandingje biti lygiu nelyginiam skaiciui (—1).

Taigi norimos raidziy eilés negalima gauti.

Invariantiné savybé - skirtingy raidziy skaiciaus skirtumas
gaunamoje grandinéje yra lyginis skaiCius.

4 pavyzdys. Miske auga 36 grybai. Kiekviena diena ezys viena
gryba nusinesa i savo guolj, o vietoje nusinestojo grybo iSdygsta keturi
nauji grybai. Po keliy dieny miske bus 15 037 grybai?

Sprendimas. Pastebékime, kad kiekviena diena grybu skaicius
padidéja trimis. Kadangi pradinis grybuy skaiCius 36 dalijasi i§ 3, tai
miSke auganciy grybuy skaicius turi dalytis i§ 3 visa laika. Taciau skaiCius
15 037 i8 3 nesidalija. Taigi miske niekada nebus 15 037 grybu.

Invariantiné savybé — gryby skaicius dalijasi i$ 3.

5 pavyzdys. Slibinas turi 2005 galvas. Riteris vienu kir¢iu slibinui
gali nukirsti 33, 21, 17 arba 1 galva, bet tuoj pat slibinui atauga
atitinkamai 48, 0, 14 arba 349 galvos. Jei bus nukirstos visos galvos, tai
naujos galvos neataugs. Ar riteris galés jveikti slibing?

Sprendimas. Tam, kad riteris nugaléty slibina, jis turi nukirsti visas
galvas. Panagrinékime, kaip po vieno kircio pasikeicia slibino galvy
skaicius:

1) nukirtus 33 galvas, atauga 48 galvos — galvy skaicius padidéja
15, t. y. skai¢iumi, daliu i§ 3;

2) nukirtus 21 galva, naujy galvy neatauga —galvy skaic¢ius sumazéja
21, t. y. skai¢iumi, daliu i§ 3;

3) nukirtus 17 galvy, atauga 14 galvy — galvy skai¢ius sumazéja 3;

4) nukirtus 1 galva, atauga 349 galvos — galvy skaifius padidéja
348, t. y. skai¢iumi, daliu i8 3.

Vadinasi, atlikus bet kuri kirti, slibino galvy skaicius pasikeicia
skai¢iumi, daliu is$ 3.

Slibinas i§ pradziy turi 2005 galvas, t.y., skai¢iy, kuris nesidalija i§
3. Kapojant slibino galvas, visa laika nenukirsty galvy skai¢ius nesidalys
18 3. Taigi galvy skaicius negali biiti lygus nuliui.

Invariantiné savybé: slibino galvy skai¢ius nesidalija i§ 3.
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SESTOJI UZDUOTIS

. Lentoje uzrasyti skaiciai 1, 2, 3, ... , 10. Vienu ,,&jimu* leidZziama
iSsirinkti bet kuriuos du i§ juy ir prie abiejy pridéti po vieneta. Ar,
kartojant Siuos ,.&jimus®, galima pasiekti, kad visi skaiCiai tapty
vienodi?

. Lentoje surasyti skaiciai 0, 1, 0, 0. LeidZziama vienu ,,&jimu‘ prie bet
kuriy dvieju skaiCiy pridéti po vieneta. Ar galima, kartojant §i
»ejima’ keleta karty, pasiekti, kad visi skaiciai buity vienodi?

. Viena $alia kitos i eil¢ sudétos 2004 monetos. Pirmoji i$ ju padéta
skai¢iumi { virSy, likusios — herbu i virSy. Vienu ,.&jimu‘ leidziama
apversti bet kurias tris Salia esanCias monetas. Ar egzistuoja tokia
¢jimy seka, po kurios visos monetos biity padétos herbu i virsy ?

. Ekrane matoma raidziy eilut¢ VOVOVOV. Raidziy grupe VO galima
pakeisti raidziy grupe OVVOVOO ir atvirks€iai, o raidziy grupe OO
galima nutrinti. Ar, atlikus keleta karty §ia operacija, galima gauti
raidziy eilutg VOVOV ?

. Miesto Zemélapyje yra 2004 lemputés. Kiekvienai lemputei yra
atskiras jungiklis. Vienu metu galima keisti jungiklio padéti bet
kurioms 26 lemputéms. Uzdegta 17 lempuciy. Ar imanoma
uzgesinti visas lemputes?

. Jonas turi 15 etikeCiy. Kiekviena dieng jis iSkeiCia viena etikete i
keturias etiketes. Ar kada nors Jonas turés 113 etikeCiy?

. Skritulys padalytas { 6 sektorius, { kuriuos {rasyti (po viena)
skaiiai: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Leidziama prie bet kuriy dvieju gretimy
skai¢iy pridéti po vieneta. Ar galima pasiekti, kad skaiciai visuose
sektoriuose biity vienodi?

. Aris figury eilées O 0O [0 O [0 galima gauti eilg O O 0110 [0 O,

jei figtiry grupg O [1 O galima pakeisti grupe O O [1O 1O O O, o
grupe O1OOO0O0HO-grupe OITOO?
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9.

10.

Su naturaliuoju skai¢iumi galima atlikti tokias operacijas:

1) pridéti 6;

2) dalinti i8 2, jei skai¢ius yra lyginis;

3) keisti vietomis skaiCiaus skaitmenis (skaiciaus pradzioje negali
atsirasti nulis).

Ar §iy operacijy pagalba, atliekant jas kelis kartus, i§ skaiCiaus 21

galima gauti skaiciy 30017

Su nattraliuoju skaic¢iumi galima atlikti Sias operacijas: pridéti prie
skaiCiaus jo skaitmeny suma arba atimti jo skaitmeny suma. Ar,
atliekant tik Sias operacijas, i$ skaiCiaus 41 galima gauti skai¢iy 91 ?

V-4

2>
{ j‘( ;\
Dz )

4
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VII tema. TIESINES REKURENCIOSIOS SEKOS

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Funkcija fi N—R vadinama realiyjy skaiciy seka. Funkcijos
reikSmés f(n) vadinamos sekos nariais. Sekos narius iprasta Zymeti

viena raide su indeksu n: x,=f(n). Sekas dar Zymésime taip:
{x,,neN}, {y,,neN} arba tiesiog {x,}, {y,} ir t.t. Kartais seka
nusakoma uzraSant kelis sekos narius. Pavyzdziui, seka {x,} uzraSoma
taip: Xy, Xp,Xx3,...X,,..., ¢ila x; — pirmasis sekos narys, x, — antrasis
sekos narys, .. , x, — n-tasis sekos narys. Siame straipsnelyje

nagrinésime ir sekas, kuriy pirmasis narys yra su indeksu ,,0,
pavyzdziui, seka ay, a;, a5, a3, ...

Seka, kurios kiekvienas narys x, yra prie§ einanciuy keliy nariy
funkcija, vadinama rekurencigja seka. Jeigu Xpik =
=g(X,4f—1>Xp4k—2>--»X,) su visomis n reikSmémis, tai seka {x,}
vadinama k-tos eilés rekurencigja seka. Pavyzdziui, seka {x,} apibrézta

. 1 . . . -
sarySiu x,,1 =x, +—, neN, yra pirmosios eilés rekurencioji seka, o
X
n

seka  {y,} apibrézta sarySiu = y,,3= 2 y,zl o+

=SVu,
n+l

n=0,1,2,3, ..., yra trecios eilés rekurencioji seka.
Cia nagrinésime tik tiesines rekurenciasias sekas.

I. PIRMOS EILES TIESINES REKURENCIOSIOS SEKOS

1. Pirmos eilés tiesinés homogeninés rekurenciosios sekos.
Pirmos eilés tiesiné homogeniné rekurencioji seka apibréziama
sarysiu
Xp+1=9%,,n=0,1,2,3,.... (1)
Tai gerai Zzinomas i§ mokyklinés matematikos geometrinés
progresijos, kurios vardiklis ¢, apibrézimas. Nesunku isitikinti, kad seka
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n+l

u, =q" yra (1) sqrysio sprendinys, ty. u,,1=q"" =q-q" =qu,.
Taigi seka {¢"} tenkina (1) sary$i. [sitikinsime, kad ir seka x, =C-¢",
CeR, taip pat yra (1) sarysio sprendinys, nes
X,01=Cq" ' =q-(Cq")=qx,. Seka x,=C-q" vadinama bendruoju
(1) sqrysio sprendiniu. Norint rasti atskiraji (1) sarySio sprendini, reikia
papildomos salygos. Pavyzdziui, rasime seka, kurios pirmasis narys
xg=b. Kai n=0, i§ (1) sarySio bendrojo sprendinio gauname:
C-¢°=b, t.y. C=b.

Taigi (1) sarysio atskiras sprendinys yra x, =b-q¢", n>0.

Tai — geometrinés progresijos, kurios pirmasis narys x, =50, 0
vardiklis ¢, n-ojo nario formulé:

X =x9-q=b-q = x,=x;¢"", n>1.

2. Pirmos eilés tiesiné nehomogeniné rekurencioji seka.
Seka {x,}, apibrézta sarySiu
Xpr1=9%x, +P,(n), n=0,1,2,3,...., 2)
yra vadinama tiesine nehomogenine rekurenciaja seka;
Kai P, (n)=d, d R, seka, apibréZta sarysiu

Xpt1 =g X, +d (2a)
vadinama aritmetine-geometrine progresija (kai g=1, x,,1=x, +d —
aritmetiné progresija, kai d=0, tai x,,;=¢x, — geometriné
progresija).

1 teorema. Jeigu seka {u,} yra bendrasis homogeninio sarysio
X,4+1 =9 X, sprendinys, o seka {v,} yra atskirasis (2) sarySio sprenk-
dinys, tai seka {x,} ={u, +v,} yrabendrasis (2) sarySio sprendinys.

[rodymas. Kadangi u, . =qu, ,0 v, =qv, + P,(m), tai

Xpil =Upi] +Vppl =quy +qvy + Py(n) =
=q(u, +v,)+ P,(n)= qx, + F,(m).

58



TIESINES REKURENCIOSIOS SEKOS

Taigi seka {x,,} tenkina (2) sarysi.

(2) sarySio atskirojo sprendinio ieSkosime m-ojo laipsnio daugia-
nario su nezinomaisiais koeficientais pavidalu.

1 pavyzdys. Rasime seka {x,}, apibrézta rekurentiniu sarySiu
Xyl =3x, —n? +n, xp=2.

Sprendimas.  Homogeninés  tiesinés  rekurenciosios  sekos
X,4+1 =3x, bendrasis sprendinys yra u,=C-3", CeR. Kadangi
P, (n) =—n’+n , tai atskirojo nehomogeninés rekurenciosios sekos

sprendinio ieSkome tokio pavidalo: v, = an® +bn+c. v, 1Ir v,
iSraiSkas iraSe i duotaji rekurentinj sary$j turime:

a(n+1)2 +b(n+1)+c =3(0m2 +bn+c)—n2 +n,ty.

an® +2an+a+bn+b+c=3an> +3bn+3c—-n> +n.

Sulyging koeficientus prie n? , nir n® nariy, gauname:

n? a=3a— 1,

n! 2a+b=3b+1,

nO a+b+c=3c.

IS gautosios sistemos randame: a = % ,b=0, ¢ =%. Taigi duotojo
rekurenciojo sarysio bendrasis sprendinys yra
v, =C3 il uo01,2,3,. .
2 4

Kai n=0, c-3° +%-02 +%=2.I§ ¢ia gauname: Cz%.

Ats.: x,, =Z-3" +%n2 +%, nz0.

2 pavyzdys (Hanojaus bokstas). Paveikslélyje pavaizduoti trys
stovai 4, B ir C. Ant stovo 4 sumauta n skirtingo skersmens ziedy. Nuo
stovo 4, imant po vieng zieda, pasinaudojant stovu B visus ziedus reikia
perdéti ant stovo C. Didesnio ziedo negalima déti ant maZesniojo.
Rasime kiek maziausiai reikia atlikti perdéjimy.
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E=E

| |
A B C

Sprendimas. Kai n =1, akivaizdu, kad zieda nuo A perkelsime ant
stovo C vienu perkélimu. Tarkime, kad n ziedy nuo stovo 4 galima
perkelti ant stovo B (pasinaudojame stovu C) atlikus a, perkélimuy.
Jeigu ant stovo 4 yra n+1 ziedas, tai n ziedy galime perkelti ant stovo B
(pasinaudojus stovu C) atlikus a, perkelimy. Tada nuo stovo A
paskutinjji didZiausiaji zieda vienu perkélimu perdedame ant stovo C ir
nuo stovo B (pasinaudojus tusciu stovu A4) n ziedy perkeliame ant stovo
C atlikg a,, perkeélimy. Taigi nuo stovo 4 ant stovo C n+1 Zieda galima

perkelti atlikus

ap. =2a, +1, n>1, ap =1 perkélimy.

Sio sarysio atskirojo sprendinio (P,,(n)=1!) ieskosime pavidalo:
v, =b. Kadangi v, =b, tai b=2b+1. I§ ¢ia: b=-1. Kadangi
¥, =C2" yra homogeninio sarysio a,_| =2a, bendrasis sprendinys, tai
a,=u, +v,=C-2" -1 yra bendrasis nehomogeninio sarysio
sprendinys.

Kai n=1, gauname C-2'-1=1. 1 ¢a C=1. Taigi n ziedy nuo
stovo A ant stovo C, pasinaudojus stovu B, galima perdéti atlikus 2" —1
perkélimy. Pavyzdziui, kai n==64, reikia atlikti
agy =18446744073703551615 perkélimus. Pabandykite apskaiciuoti

kiek reikia laiko atlikti §iems perkélimams, jeigu viena perkélima galima
atlikti per 1 sekunde.

Informacija. SkaiGius ags néra pirminis. Pirminiai skai¢iai 2" —1
pavidalo vadinami Merseno skaiciais. Pats Mersenas nustaté, kad
skai¢ius 2'%7 —1 yra 39-zenklis pirminis skaicius (1876 m.). Jis klydo
teigdamas, kad skaiCius 2257 1 yra pirminis. Kompiuteriais nustatyta,
kad skaiciai 2270221 —1 (1997 m.) ir 224039383 _1 (1999 m., 2098960-
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zenklis skaiCius) yra pirminiai skaiCiai. Manoma, kad ir skaiCius
224036583 _1 (2004 m., 7235733-zenklis skaiius) irgi yra pirminis
skaicius.

3 pavyzdys (bezdzionés ir rieSutai). | bezdzioniy aptvara buvo
atneSta pintiné rieSuty. Pirmoji bezdzioné suvalgé puse visy riesuty ir dar
viena rieSuta. Antroji bezdzioné suvalgé pusg likusiy rieSuty ir dar du
rieSutus. Trecioji bezdzioné suvalgé vél puse likusiy rieSuty ir dar tris
rieSutus ir t.t. N-ji bezdzioné suvalgé visus likusius rieSutus. Rasime
kiek pintinéje buvo rieSuty. Apskaiciuosime ju skaiciy, kai N =8.

Sprendimas. Sakykime, kad pintinéje yra x rieSuty, o 7, — rieSuty
likutis pintinéje, kai rieSuty porcija suvalgé n-ji bezdzioné. Taigi

7, =%—n, 0<n<N,n=x,ry=0.

Ieskosime $io sarysio atskirojo sprendinio tokiu pavidalu:

v,=a-n+b,nes P,(n)=-n.

Turime
-1
an + b = M —-n ,
2
t.y.
2a-n+2b=an—a+b-2n.
Sulyging koeficientus prie atitinkamyjy » laipsniy, gauname:
|l 2a=a- 2,
n| 2b=-a+b
I§ Sios sistemos randame: a=-2, b=2. Taigi v, =—2n+2.
Kadangi homogeninio sarysio 7, = r”T_l bendrasis sprendinys yra
C . v. -1 . .
u,=—-, ftai saryS§io r,= 5 n  bendrasis sprendinys yra

o

7, =£—2n+2.Kai n =0, gauname x=£—2-0+2,t.y. C=x-2.

[ sarysi r, = # —2n+2 jras¢ n= N, gauname
2
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x;v2—2N+2=0,t. y. x =2V (N-1)+2.
2

Kai N =8, gauname: x=29(8—1)+2=3586.

Ats.: Pintinéje buvo o N+l (N-1)+2 rieSuty. Kai aptvare
paskutinius rieSutus suvalgé astuntoji bezdzioné (N =8), pintingje i$
pradziy buvo 3586 riesutai.

Pastaba. Jeigu i$ anksto biity zinoma, kad asStuntoji bezdZioné
suvalgé paskutinius rieSutus, rieSuty skaiCiy pintingje galétume rasti
paprasciau.

IS tikryju, r,,_1 =21, +2n. Kai n =8, turime

r7=2-0+2-8=16, rg =2-164+2-7=46,
rs=2-464+2-6=104, ry=2-104+2-5=218,
r3=2-2184+2-4=444, 1) =2-444+2-3=894,
n=2-894+2-2=1792, ry=x=2-1792+2-1=3586.

II. ANTROSIOS EILES TIESINES REKURENCIOSIOS SEKOS
1. Antrosios eilés homogeninés rekurenciosios sekos.
Nagrinésime rekurenciaja seka, apibrézta taip:
Xpin = PXpyl +qx,, n21. 3)
(3) sarySio sprendinio ieSkosime pavidalu y, =r". Kadangi
v ="y o =12 tai Sias israiskas rase { (3) sarysi, gauname:
n+2

r =prn+1+q-r",t.y. r2=pr+q (r0H. @

Taigi seka y, =r" yra (3) sarySio sprendinys, jeigu r tenkina (4)
lygti. (4) lygtis vadinama (3) sarySio charakteringgja lygtimi.

Galimi 3 atvejai:

a) (4) lygtis turi du skirtingus realiuosius sprendinius
(D=p2 +49g>0) =0 ir n, =B;

b) (4) lygtis turi du realiuosius sutampancius sprendinius

(D=p” +4g=0)n=r =7
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c) (4) lygtis neturi realiyju sprendiniy (D= p2 +4g<0); Sio
atvejo Siame straipsnelyje nenagrinésime.
a) (4) charakteringoji lygtis turi du skirtingus realiuosius
sprendinius 1y = o ir r, =f.
Siuo atveju (3) sarysis turi du sprendinius y, =a” ir z, =p".
Isitikinsime, kad
x, =Clo" + Cf", €1, Cr eR (5)
taip pat yra (3) sarysio sprendinys. I$ tikryju,
Xnv2 = Co 2 4 B2 = G (pot )+ Co" (pB+g) =
= Crpa™! 4 Clag +Copp"! +Cop"g =
= p(Ca" T+ OB +q(Cra” + OB =
=P Xp1 +q Xy
(5) sprendinys yra bendrasis (3) sarysio sprendinys.
Norint rasti (3) sarySio atskiraji sprendini, reikia dvieju papildomy
salygu (yra dvi nezinomos konstantos).
Sakykime, kad ieSkosime sprendinio, tenkinancio pradines salygas:
Xp=a,x,=b.
Kai n=1, 18 (5) lygties gauname

Kai n=2,
Clo? +C,p° =b.
I8 Sios lyg¢iy sistemos randame: C) = ap-b , Oy = —b
ap-a) B(a—P)

2 teorema. Seka x,=Cja" +C,B" yra rekurentiojo sarysio

Xp42 = PXpp1 T4X,, p=0+B, ¢g=—of, sprendinys.
[rodymas. Pagal atvirksting Vijeto teorema, o ir B yra kvadratinés

lygties P2 = pr+q sprendiniai. Todél
Xpia = a2+ O = G (po+q) + CB" (PP +q) =
= p(Cla" M+ O™+ ¢(Co" + CoB") = pxypg +qx, .
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4 pavyzdys. Rasime seka {x,}, apibrézta rekurentiskai:
Xpyn =5%,41—6x,, X =2, xp =5.

Sprendinys.  Duotojo  sarySio  charakteringoji  lygtis  yra
2 —5r+6=0. Jos sprendiniai: # =2, r =3. Taigi $io sarySio
bendrasis sprendinys yra x,, = C;2" + C,3".

C) ir C, rasime i§ sistemos:

2C +3C, =2,
4C; +9C, =5.
1 1
Gauname: Cj=—, () =—.
2 3

Ats.: x, =2"143m71 >,

5 pavyzdys. [rodysime, kad skai¢iai

1 9 9 1 00 00
— [ 1++2] -(1-42 jir [1+\/5 ~l1-+2 J
N0 0 ) R NE L

yra sveikieji tarpusavyje pirminiai skaiCiai (ju didziausias bendras
daliklis lygus 1).
Sprendimas. Nagrinékime seka

unzﬁ((nx@y-(l—ﬁyj.

Nesunku patikrinti, kad u; =1, u, =2. Remdamiesi 2 teorema,
gauname, kad p=1+v2+(1-v2)=2, 0o g=-(1+/2)1-2)=1,
t.y. seka {u,} yra rekurenciojo sarySio u,,, =2u, | +u, sprendinys.

Kadangi u;, uy €N, tai u, eN.

IS gauto rekurentinio sarySio iSplaukia, kad nariy wu, ., ir u,
bendrasis daliklis yra ir nario u, bendrasis daliklis, vadinasi ir nariy
Uy,_1, U,_o 1ir tt ir u; =1 bendrasis daliklis. Taigi bet kurie du
kaimyniniai sekos nariai turi tik vieng bendra daliklj, lygu 1. Taigi ugg ir
ujoo yra sveikieji tarpusavyje pirminiai skaiciai.

6 pavyzdys. Rasime seka {F,}, apibrézta rekurentiniu sarysiu

Foip=F,,+F,, F=F =1. (6)

Nesunku apskai¢iuoti, kad
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n 1121345678910 11]12]13 |14
F, 01112135 8(13{21|34|55|89 (144|233|377

Tai Fibonacio skaiciai.
Jeigu pradines salygas pakeistume: L; =1, L, =3, tai i§ reku-

renciojo sarySio L, » =L, + L, rastume

123 ]4[5]6[7]18]9]10]...
L1314 |7|11]|18|29(47|76/(123]|...

S

Tai Lukaso skaiciai (E. Lucas, 1842—1891).

Daznai ir Fibonacio ir Lukaso skaiCiai gaunami i§ rekurenciojo
sarySio imant pradines salygas F, =0, Fy=11r Ly =2, L, =1.

Rasime (6) rekurenciojo sarysio bendraji sprendini. Sio sarysio
1+5

2

charakteringoji lygtis yra r2—r-1=0. Jo sprendiniai: o =

5

1 .. . . .
B= — Taigi bendrasis (6) sary$io sprendinys yra:

Fnzcl(”z*/gJ +cz[1_2*/§] .

Remdamiesi pradinémis salygomis Fp =0, Fq =1 rasime atskiraji

sprendini:
Kai 0 Cy+C, =0,
ai n=0,
1+
Kai n=1, Cl( 2*/_] cz( 2*/_}:1.

1
=

Taigi (6) sarysio atskirasis sprendinys yra

] .

I§ Sios sistemos gauname: C; =—-C, =

N 2



VII TEMA

7 pavyzdys. Mokyklos kiemo laiptuose yra 12 laipteliy. Antanukas,
eidamas | mokykla kartais lipa tai ant kieckvieno laiptelio, tai ant kas
antro laiptelio. Raskime keliais skirtingais biidais Antanukas gali uZlipti
mokyklos kiemo laiptais.

Sprendimas. Ant pirmojo laiptelio Antanukas gali uZlipti vieninteliu
budu. Ant antrojo laiptelio jis gali uzlipti dviem biidais: 1) lipdamas ant
pirmo, o po to ant antrojo laiptelio; 2) tiesiog lipdamas ant antrojo
laiptelio. Sakykime, kad ant n-ojo laiptelio Antanukas gali uZlipti aq,
skirtingais btidais. Akivaizdu, kad ant n-ojo laiptelio jis gali uzlipti nuo
(n—1)-jo laiptelio arba nuo (n—2)-jo laiptelio, perzengdamos (n—1)-ji
laipteli. Taigi a, =a,_;+a,_,, n=3, be to, a; =1, ay =2. Dabar
nesunku  apskaiCiuoti, kad az=ap+a;=3, ag=a3+ap=5,
as=a4+a3=8, ag=16, ay=21, ag=34, a9=55, ay=84,
a 2144, ain =233.

Ats.: Antanukas mokyklos laiptais gali uzlipti 233 skirtingais biidais.

1+4/5
2
pjuviu. Apie aukso pjiivi galime paskaityti nurodytoje literatiiroje.
Aukso pjiivis ir Fibonacio skaiciai yra tampriai susije.
Teorema. Aukso pjiivis ir Fibonacio skaiciai susieti formule
¢ =F, o+ F, . ®)

V541

2

Informacija. SkaiCius @ = =1,618033989 vadinamas aukso

[rodymas. 18 tikryju ¢ =

b

o2 =p+l,

¢ =p> +9=2¢+,

ot =2(p+)+p=34+2,
(p5 :3(p2+2(p=5(p+3,
(p6 =8p+5

Tarkime, kad (pk =Fo+F;_y.
Irodysime, kad (pk+1 = Fj 19+ Fj, . IS tikrujy,
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k+1 2
¢ = Fo” + Fio10= Fr(o+ 1)+ Fr_j9 =
=(Fp + Fy_))@+ Fy = Fy @+ .
Remdamiesi matematinés indukcijos principu turime

0" = F,0+ F,_; su visais natiiraliaisiais skai¢iais n.

. F . i
Pastebésime, kad % =1,610833963 ... ir su aukso pjiiviu sutampa
19
7 skaitmenys po kablelio.

b) (4) charakteringoji lygtis turi du sutampancius realiuosius

sprendinius: 1 =r, =1 :g .

Siuo atveju galima surasti tik viena (3) sarysio sprendini y, =a .

[sitikinsime, kad seka z, = na taip pat yra (3) sarySio sprendinys:

Zpiy =(n+2)a" 2 =na 02 +20"2 =

= na" (op+q)+2a""? =

n+l n+2 _

= pno +n(lnq+p(1n+1 —1)()anrl +2a
= p(n-i-l)(xn+1 +qnan +2an(a—§j =pzZ,v1+t49z,,

nes a -2 =0.
2
Taigi seka x, =Cja" + Cona”" yra (3) sarysio bendrasis sprenk-
dinys. Sio sary$io atskiraji sprendinj galima rasti i§ dvieju pradiniy
salygu. Pavyzdziui, kai x; =a, x, = b, atskirasis sprendinys yra:
x, =(Q2ao.—b)+n(b—aa))o” 2.
8 pavyzdys. Rasime seka {x,,}, apibrézta rekurentiniu sarySiu
1 1

Xn+2 = Xp41 _an’ X1 =1, 2 %) Z_E'
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Sprendimas. Sio sary$io charakteringosios lygties 472 —4r+1=0

sprendinys n=nr= % . Taigi  bendrasis  sprendinys  yra

1Y 1Y
ancl(zj +C2n[5j .

Kai n=1,tai ~Cy +1C, =1.
2 12

Kai n =2, gauname: lCl +1C2 =—l.
4 2 2

I§éia Cy =6, C; =—4.

1 n—1 1 n—-2
Ats.: xn=3-(5) —n(aj =273 -20).

2. Nehomogeniné tiesiné antros eilés rekurencioji seka.
Nagrinésime seka
Apy2 —Papy1 —qay =Fp(n). ©)

Kaip ir pirmos eilés tiesinéms nehomogeninéms sekoms galima
irodyti, kad (9) sarySio bendrasis sprendinys yra homogeninio sarysio
Ay+n —Pa,4 —qa, =0 bendrojo sprendinio ir (9) sarySio atskirojo
sprendinio suma. Atskirasis sprendinys ieskomas m-ojo laipsnio
daugianario su nezinomais koeficientais pavidalo.

9 pavyzdys. Rasime rekurenciojo sarysio a,,, +a,,. —6a, =8n
bendraji sprendini.

Sprendimas. leSkosime S§io sarySio atskirojo sprendinio tokiu
pavidalu: v, = An+ B (¢ia P,(n)=8n). Kadangi v, ,; =A(n+1)+B, 0
v,4+2 = A(n+2)+ B, tai §ias iSraiskas iras¢ i duotaji sarysi, gauname

An+2)+ B+ An+1)+ B-6(4An+B)=8n,
ty.

—4A4An+34-4B=8n.

Sulyging koeficientus prie atitinkamy #z laipsniy, gauname:

—44=8; A=-2,
=
34-4B=0  B=--.
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. o . 3
Taigi atskirasis sprendinys v, =—2n— 3

Kadangi homogeninio sarySioa, , +a,,; —6a, =0 bendrasis

sprendinys yra u, =Cj(-3)" +C,2", tai duotojo nehomogeninio
sarysio bendrasis sprendinys —

a, =u, +v, =C{(-3)" +C,-2" —Zn—%.
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SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Kvadratinés lygties x?=3x+A4=0 sprendiniai x; ir x5, o kvadra-

tinés lygties x2-12x+B=0 - x3 ir x4 . Raskite koeficientus 4 ir
B, jeigu zinoma, kad skaiiai xj, xp, x3, x4 sudaro didéjancia
geometring progresija.

2. Virs ezery virtinés skrido burys anciy. [ pirmaji ezera nusileido pusé
ju skaiCiaus ir dar pusé, o kitos skrido toliau. | antraji ezera
nusileido pusé skridusiy anciy skaiciaus ir dar pusé ir t. t. [ septintaji
ezera nusileido visos likusios antys. Kiek an¢iy buvo biiryje?
Nurodymas. Remkités 3 pavyzdzio pastaba.
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3. Bankas moka 4 % metiniy palikany ir jas per metus pri-
skai¢iuoja tik viena karta (metu gale). Jaunasis verslininkas
Skiipaitis 2004 m. sausio 2 d. 1 banka ines¢ 25 000 Lt ir nutaré
toliau taupyti pinigus papildydamas savo saskaita po 10 000
Lt kiekvienais metais sausio 2 d. Kiek lity bus Skiipaicio
saskaitoje po n mety?” Apskaiciuokite Skiipai€io santaupas, kai
n=10.

4. Svenéiy proga karalius nutaré apdovanoti savo ministrus. Pirmajam
ministrui jis davé 5 auksines monetas, antrajam ministrui — dvigubai
daugiau negu pirmajam ir dar 2 monetas, treCiajam — dvigubai
daugiau negu antrajam ministrui ir dar 3 monetas ir t.t. n-jam
ministrui karalius davé dvigubai daugiau monety negu (n-1)-jam ir
dar n monety. Kiek monety gavo n-asis ministras? Apskaiciuokite
monety skaiciy, kai n=10.

5. Trapecijoje A4; BB, kurios pagrindai AB=a ir 4B;=b (b>a)
nubrézta atkarpa A4,B,, jungianti istrizainiy vidurius. Gautoje
trapecijoje A4, BB vél nubrézta atkarpa 43583, jungianti Sios tra-
pecijos istrizainiy vidurius ir t. t. Raskite atkarpos 4,, 1B, ilgi.

Nurodymas. Brézinyje pavaiz- a,

duota trapecija AA,B,B. Ay % B,
Sakykime, A,B, =a,, o a e b

. v A n B n
Ay 11B,41=a,,1. Raskite sarys$i P !

tarp a,. it a,. A B
6. Sporto varzybos truko N dieny ir jose buvo iSdalinta x medaliy

(x >1). Pirmaja diena buvo iteikta 1 medalis ir % likusiy (x—1) —

medaliy. Antraja diena buvo iteikta 2 medaliai ir % vél likusiy

medaliy ir t.t. Paskutiniaja N-aja diena buvo iteikti likusieji N
medaliai. Kelias dienas truko varzybos ir kiek medaliy buvo
i8dalinta?
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Nurodymas.
1) Po n-tos varzyby dienos (0 <n < N) likusiy medaliy skaiciy

pazymeékite r, (1) =x) ir raskite sary$j tarp r, ir r,_;. IS gautojo
sarys$io, pasinaudojg¢ salyga r, = x, raskite 7, .
2) Pasinaudokite salyga ry =0.

7. Raskite seka {x,,}, apibrézta rekurentiniu sarySiu:
D) x,00=x,01+2x,+n, x;=1, xp =-2;

2) Xn+2 =4xn+1—4xn, X1=0, %) =2.

8. Irodykite, kad Fn2 + Fn2+1 taip pat yra Fibonacio skaicius. Raskite ji.
Nurodymas. Remkités (7) formule.

9. Irodykite, kad su bet kuriuvo natiraliuvoju »n skaiCius

34417 ) (3-417)" o o
u, = + yra sveikasis nelyginis skaiius.
2

2

10. Desimtzenkliai skaiciai sudaryti tik i§ skaitmeny 2 ir 5. Kiek tarp Siy
skaiiy yra tokiy, kuriuose néra greta dvejety?

Nurodymas. Skaicius, tarp kuriy néra greta dvejety suskirs-
tykite 1 dvi grupes: skaiCius, kurie baigiasi 2 ir skaicius, kurie
baigiasi 5. Juos suskaiciuokite remdamiesi Fibonacio rekurenciaja
seka.
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VIII tema. UZDAVINIAI SU PARAMETRU

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Matematikos uzdaviniuose parametras yra tam tikras kintamasis
dydis. Pagrindiniy kintamyjy atzvilgiu jis laikomas salygiSkai pastoviu
dydziu. Keiciant parametro (parametry) reikSmes paprastai kinta ir
pagrindiniy kintamyjuy reikSmés bei sasajos tarp ju. Pavyzdziui,
nagrinéjant lygti su trimis nezinomaisiais (kintamaisiais) 2xt—y =0
kintamaji x galima laikyti laisvuoju kintamuoju, o ¢ — parametru. Tada su

kiekviena parametro ¢ reikSme ji taptu tiesinés funkcijos y=2xt
lygtimi. Vaizduodami Sios lygties sprendinius (x;2xt), x € (—o0;+ ),
statiakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje gautume tiesiu pluosta (zr.
1 pav.). Visos tiesés eina per koordinaéiy pradzios taska (0; 0). Siam
tiesiy pluostui nepriklauso tik ordinaciy asis Oy —ties¢ x=0.

Naudojant parametrus kartais patogu uZzrasyti jvairiy lygciu
sprendinius. Pavyzdziui, tiesinés lygties 2x+3y =7 sprendiniy aibg

(5 )immer <
t;T 1—00 < f < 400

Tiesinés lygties su trimis nezinomaisiais x+5y—z =4 sprendiniai

galima uzrasyti taip:

priklauso nuo dviejy parametry, tarkime, o ir B. Siuos sprendinius
galima apibtdinti, pavyzdziui, taip: (o;p;o+5p-4), —wo<a<+w,

v 4 f=1 —0 <P <+00.
t=-05 2:4) 05 Daugeliui uzdaviniy su paramet-
1=05" rais spresti nereikia papildomy mate-
3:3) matikos Ziniy, — pakanka mokyklinio
(-2;2) (=0 vadovélio. Sie uzdaviniai yra ,,sun-
o @0 kesni“ tik todél, kad reikia iSsamiau

susipazinti su uzdavinio salyga, ati-
dziau pasirinkti sprendimo strategija,
apsvarstyti skai¢iavimy rezultatus.
UZdavinius su parametrais yra
sunkiau suklasifikuoti pagal kokius

1 pav.
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nors iSorinius pozymius ar sprendimo budus, todél jy lavinamoji verté
lyginant su ,,standartiniais* uzdaviniais yra didesné. Sprendziant juos
galima igyti tam tikry matematinio tyrimo jgidziy. Isitikinkime tuo
nagrinédami konkrecius uzdavinius.

1 pavyzdys. Raskime parametro a reik§mes, su kuriomis nelygybé

ax? —4x+3a+1>0 (1)
galioja, kai x>0.
Sprendimas. Kai a =0, duotoji nelygybé tampa tokia: —4x+1>0.

. .. 1 . . .
Ji negalioja su x> 7 Todél parametro reikSme¢ a =0 turime atmesti.

Kai a <0, tai reiSkinys ax? —4x+3a igyja tik neigiamas reikSmes
su visais teigiamais skaiCiais x. Lengva suvokti, kad su pakankamai
dideliu skai¢iumi x >0 turésime nelygybe (ax2 —4x+3a)+1<0. Taigi
neigiamos parametro a reikSmés uzdavinio salygos taip pat netenkina.

Kai a>0, apskai¢iuokime kvadratinio trinario ax® —4x+3a+1
Saknis. Gausime

2—\/4—61—3612 ) 2+\/4—a—3a2

x| = ir x, =
a a

Leistingsias parametro «a reikSmes randame i§ nelygybés

4-aq-3a’>0. Jos sudaro intervala [—%; 1} . Sudering su salyga a >0,

gauname, jog ae<(0;1]. Aisku, kad x, >0, kai ae(0;1], ir
ax% —4x5 +3a—-1=0. Vadinasi, (1) nelygybe¢ galioja ne su visais x>0,
kai a e (0;1].

Kai a>1, tai 4—a ~3a% <0. Tai reiSkia, kad kvadratinis trinaris
ax? —4x+3a+1 Sakny neturi. Parabole y= ax? —4x+3a+1
nesusikerta su abscisiy aSimi. Ji visa yra vir§ aSies Ox, t.y.
ax? —4x+3a+1>0 su visais realiaisiais (taigi ir teigiamais) skaiciais x.

ISvada tokia — (1) nelygybé galioja su visais x>0, kai a >1.

Ats.: a>1.
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2 pavyzdys. Raskime visas parametro ¢ reikSmes, su kuriomis
maziausioji funkcijos
f(x) =1+4t -8t +8tcosx—2cos> x
reikSmé intervale [O; g} yra pati didZiausia.
Sprendimas. 1§ pradziy raskime maziausiaja funkcijos f(x) reikSme
. T . o . i
intervale {0; E} , kai parametro ¢ reik§mé yra bet koks realusis skai¢ius.

Sios funkcijos iSraiska dydZio cosx atzvilgiu yra kvadratinis trinaris.
Isskirkime pilnaji kvadratg ir nagrinéjamaja funkcija uzrasykime taip:

f(x)=1+4t—2(2t —cosx)?, xe[o;ﬂ,
Aisku, kad maziausia reikSme gausime tada, kai (2t—cosx)2

reikSmé bus pati didziausia. Atkreipkime démesi i tai, kad parametro ¢
reikSmé gali biiti tiek teigiamas, tiek neigiamas skaicius arba nulis, o

. ot e i
funkcija y =cosx monotonisSkai mazéja intervale {O; 5} Be to, cosO=1

ir cosg =0. Todél

5 |@r=1)%, kai 1<0; |42 —4r+1, kai 1<0;
max (2t —cosx)” = =

(2t-0)%, kai t>0 |4¢2, kai ¢>0.
Vadinasi,
, 1+41-2(4t7 -4t +1), kai ¢<0;

min f(x) =

1+4t—2-4¢%, kai t>0

| -8 4121, kai £<0;

—8t2 +4t+1, kai £>0.

Pazymékime

gi()=-8> +12t -1, gy (1) =—8t> +41 +1

74



UZDAVINIAI SU PARAMETRU

ir ieSkokime S$iy funkciju didziausiy reikSmiy: funkcijos g(?)

didZiausios reikSmés intervale (—oo;0], o funkcijos g,(f) — intervale

(0; + o) . Abi funkcijos yra kvadratiniai trinariai, kuriuos galima uzrasyti
taip:

2
gﬁﬂz—&2+1%—1=%—2(%—%),tSO;

2
g, (1) =—8t2 +4t+1=%—2(2t—%} >0,

Matome, kad

7 3)
maxgl(t):g1(0)25—2(2-0—5j =-1,

2
1 3 1 1 3
max 1) = —===-2|2———| =—.
g2 (1) gz(4] 5 ( 2 2) :

Galutiné isvada: funkcijos

f(x)=1 +4t -8t +8tcosx —2cos> x
maziausioji reikSmé intervale [0; g} yra pati didziausia, kai ¢ = l Ji

1ig
yg 7

Irase t = % , gautume tokia funkcijos f(x) iSraiska:
3 2
f(x) =§+2cosx—2005 X.

Sios funkcijos maziausioji reik§mé intervale | 0; g} yra lygi % Ji

igyjama dviejuose taskuose: x; =0 ir x, = (isitikinkite sava-

DA —

rankiskai!).

Atkreipkime démesi i tai, kad spresdami ekstremumuy uzdavinius
apsiéjome be i$vestiniy skaic¢iavimo ir klasikinés teorijos taikymo.
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3 pavyzdys. Nustatykime, su kuriomis parametro m reikSmémis
funkcijos

y=| x2—2x+m |
maziausioji reik§mé intervale [0; 3] yra lygi 7.

Sprendimas. Uzrasykime nagrinéjama funkcija lygtimi

y= (-1 +m-1].

Aitku, kad |(x=DZ+m—1]=(x-1)>+m—1, kai m=>1. Todél
funkcijos y = (x—l)2 +m—1| grafikas intervale [0;3] yra parabolés
lankas su bet kuria parametro m >1 reikSme (zr. 2 pav.). Jos virSunés
koordinatés yra (1; m —1). Taigi maziausioji funkcijos reikSmé intervale
[0; 3] yralygi m—1 (kai m>1).

m=3

m=2

2 pav. 3 pav.

Kai m<1, tai funkcijos y =| (x—l)2 +m—1| grafikas yra Siek tiek
sudétingesnis (zr. 3 pav.). Vis délto pagal gaunama kreiviy Seima (imant
jvairias parametro m <1 reikSmes) nesunku i$siaiskinti, kad maziausioji
funkcijos reik§mé intervale [0; 3] yra lygi:

1) nuliui, kai —3 <m <1 (ji pasieckiama taske (1++/1-m; 0));

2) —m—3, kai m<-3 (ji pasiekiama taske (3; —m—3)).

Reikiamas parametro m reikSmes randame i§ lygéiy m—1=7 ir
-m=3=7:m =8, my=-10.

Ats.: me{-10; 8}.
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ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Raskite parametro ¢ reikSmes, su kuriomis lygtis
%xz +(3' -2 x+672=0

neturi sprendiniy.

2. Raskite parametro m reikSmes, su kuriomis nelygybiy sistema
x2 —12x+m< 0,
x<2

turi vieninteli sprendinj.

3. Raskite parametro p reikSmes, su kuriomis vienas lygties
X2 -2 px—p=0
sprendinys yra didesnis uz 1, o kitas — maZesnis uz 1.

4. Raskite parametro a reikSmes, su kuriomis lygties
x% +2(a® -3a)x - (6a> —14a°> +4)=0
sprendiniy suma yra didZiausia.
Pastaba. Turima mintyje, kad kiekviena kvadratiné lygtis,
kurios diskriminantas néra neigiamas, turi du realiuosius (skirtingus
arba lygius) sprendinius.

5. Raskite parametro m reikSmes, su kuriomis funkcija
m
f(x)=——-x+7
X

didziausig reikSm¢ intervale [1;4] igyja kairiajame Sio intervalo
taSke.

6. Raskite parametro a reik§me, su kuria didziausioji funkcijos
f(x)=|2x* +x+al|
reik§mé intervale [0; 1] yra pati maziausia.
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7. Raskite parametro k reikSmes, su kuriomis maziausioji funkcijos

10.

F(x)=x>+(k+4)x+2k+3
reik§mé intervale [0; 2] yra lygi —4.

Raskite parametro ¢ reikSmes, su kuriomis lygtis
2 —sin’x y
1+sinx
turi tik vieng sprendinj, priklausantj intervalui [0; 27].

Raskite parametro p reikSmes, su kuriomis nelygybé
lg(x? + px+1,01) > -2
galioja, kai x<0.

Raskite visas parametro a reikSmes, su kuriomis nelygybés
(a—xz)(a+x—2) <0
sprendiniy aibéje X ={x:(a— xz)(a +x—-2)<0} néra nelygybés

x? <1 sprendiniy.
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Raskite funkcijos f(x) =+ 4x% —12x+13 reikSmiy aibg.

e 1 1 1 1
. Apskaiciuokite sumg — + + +..+ .
1-4 4.7 7-10 (Bn-2)-(3n+1)

. Raskite sekos  {x,}, apibréztos rekurenCiuoju  sarySiu

X,41 =10x, —9n+19, xy =1, bendraji narj.

. Su kuria teigiama parametro m reikSme  funkcijos

f(x)= mx> —4x+2 didziausia reik$mé intervale {3 + %; 2 + 1}
m m

lygi 5.
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STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kad ir kaip iraSytume skai¢ius —1, 0 ir 1 i 3x3 matmeny
kvadratinés lentelés langelius, gautos skaiCiy sumos eilutése,
stulpelivose ir istrizainése gali buti tik: -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.
Kadangi tokiy sumy yra 8, o juy reikSmés tik 7, tai pagal Dirichlé
principa bent dvi sumos yra lygios.

2. Sakykime, ieSkomasis skaiCius yra abe . Tada pagal salyga:
328—(100a+10b+c)=a+b+c=328=10la+110+2c =
=a=3=328=303+11b+2c=11b+2c=25=b=1c=7.

Ats.: 317.

3. Sakykime, kad i§ pradziy detalés buvo kraunamos i » déziy. Tada
detaliy skai¢iy x galésime uzraSyti formule x=12n+1. Pagal
salyga 13 detaliy buvo sukrauta po lygiai i (n—1) déze. Cia
galimi tik du atvejai: n—1=1 arba n—1=13, nes 13 yra pirminis
skaicCius. Pirmasis atvejis netinka, nes { viena déze¢ telpa tik 20
detaliy. Taigi n=14, x=12-14+1=169.

Ats.: 169 detalés.

4. Sakykime, kad inde buvo x litry tirpalo. Pirma karta nupylus viena
litra 12 % tirpalo, grynos druskos riigsties inde sumazéjo 0,12 1.
Todél jpylus i inda 11 wvandens, buvo gautas

M&OO:(IZ—EJ % druskos rugsties tirpalas. Antra
X

12—E

X

X

karta buvo nupilta

1 grynos druskos riigsties, o ipylus

vieng litra vandens, druskos riigsties tirpalo koncentracija inde
pasidare3 %. Taigi

0,12x-0,12 - 12—E L
x ) 100

=0,03 = x =g, Xy =2.
X 3

Pagal uzdavinio salyga x >1, todél indo talpa lygi 2 L.
Ats.: 2 1.
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5 x2y—xy2=30, - xy (x —y) =30,
) xy+(x—y)=13.

x+xy—-y=13
Iveskime naujus nezinomuosius u=xy ir v=x—y. Tada
duotoji sistema atrodys taip:

u-v=30.

Sios sistemos sprendiniai yra (10; 3) ir (3; 10). Duotosios sistemos

{u+v=13,

. o e x—y=3, .
sprendinius gausime i$sprendg dvi lyg€iu sistemas: ir

x-y=10
x—-y=10,
{x -y =3.
Pirmosios sistemos sprendiniai yra (5;2) ir (-2;-5), o
antrosios — (5+@;@—5) ir (5—@; —5—@).

Ats.: (5;2), (-2; -5), (5++28; —5++/28),
(5-+28; —5-4/28).

. Sudarykime lentelg:
a |v |p lav |vp |pa lavp a |v |p lav |vp |pa lavp
=
6 6 |7 14 (3 |2 |@® 7|5 1|5 (6 |® ]2 |1 |0
a |v |p lav |vp |pa lavp a v |p lav |vp |pa |avp
= =
21216 10 @11 |0 2101410 |0 O 0

a |v |p |lav |vp |pa lavp

1{of[3]0]0|0]| O

I§ pirmos lentelés pasaling zmogy, mokantj visas 3 kalbas,
gavome 2 lentelg. IS antros lentelés pasaling Zzmones, mokancius
angly ir vokieciy kalbas, gavome trecia lentelg ir t.t.
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8.

I§ paskutinés lentelés matome, kad vienas zmogus moka tik
angly kalba ir trys moka tik pranciizy kalba. Bendra zmoniy
skai¢iy  gauname sudéje  visus  apibrauktus  skaiCius:
1+3+1+2+3+1=11.

Ats.: 11 Zzmoniy, vienas tik anglu.

Duota: AD=5cm, DB=4 cm, OKIBC, ZA=ZC. Rasti:
OA=0K =r.

Kadangi BC liecia B
apskritimg taske K, tai
BK?* =BA-BD
(liestinés ir  kirstinés D
savybé), K
BK?=9-4=36,
BK =6 cm. Tada
KC=9-6=3 (cm). A4 [\C
Kadangi 0
AN=ND =25 ir 1 pav.

AOCK ~AOAN  (jie yra statieji ir ZLA=ZC), tai
oc :K—C :i é Is ¢ia OC =ér. Kita vertus, i§ staciojo
04 AN 25 5 5
trikampio OKC:

0C=VOK? + KC* =r? +9.

Taigi ér:\/r2 +9 = r=1—5 cm.
5 N

Ats.: i cm.

Vit

Pastebime, kad
SABC + SCFD =SBED (nes BC+ FD=ED),

SBCD +SBEA :SAFC (HCS BC+AE=AF)
Sias dvi lygybes sudékime:

Sapc +Spcp +Scrp +SBE4 =SBED + S aFC -
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Gautoje lygybéje kiekvieno trikampio plota pakeiskime ji
sudaranciy figiiry ploty suma. Gausime:
S 4kB +SkBo +Sosc +Sosc +SocL +
+Scrp +Scrp +SipF +SakE +S4kB =
=SkBo +SexoLr +SipF +Sake +SexkoLr +Soct s
2(S 4xB +Sosc +SoLp) =2 SgkoLF -
Taigi Sgxorr =S4k +Sosc +SoLp -

B C

2 pav.

9. Trikampis ABC (zr.3 pav.)yra lygiakraStis, ibréztas { kugio
pagrinda, A ASC — taip pat lygiakrastis (jis yra kiigio pjuvis), SO —
kiigio aukstine, AC =a, OB — kiigio pagrindo spindulys. Reikia
rasti Skagio-

80-B _sp op=a3 op_aB op_p
2 6 3
2 2 2
$02 =sp2 - p0?, S0? =24 _ L 207 ,SOza\/Z
4 12 3 3
(SO=H).
2 3
Skﬁgio:_nl”zH:lﬂj-a_.a gzna \/g
3 3 V3 27
3
Ats.: rd \/g
27
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10. Pirmaja lygti pakélg kvadratu ir atémge antraja lygti, gauname
3
xyz—a2 -3a+2.

2

Raskime galimy a reikSmiy aibe, kurioje reikia ieskoti trinario
%a2 —3a + 2, taigi ir sandaugos x y, maziausios reikSmés.
Kadangi duotoji lyg€iy sistema yra ekvivalenti lyg¢iy sistemai:
x+y=2a-1,

xyz%a2 —-3a+2,

tai pagal Vijeto teorema galima imti tik tas parametro a reikSmes,
su  kuriomis x ir y yra  kvadratinés  lygties

2_ 2a-1)z+ %az —3a+2=0 sprendiniai. Si lygtis turi
realiuosius sprendinius, kai

D=(2a—1)2—4(%a2—3a+2j20, ty. kai

V2 V2

2-——=<a<2+—.
2 2

Taigi reikia rasti, su kuriomis « reikSmémis kvadratinis

i, \B

trinaris %az —3a+2 intervale |:2 -—— 2+ —} igyja

maziausia reik§me. Sio trinario grafikas yra parabolé, kurios $akos
eina i virsy, o virsiné (1;0,5) (kai a=1) yra intervalo

=

5 ,2+72} kairéje puséje, todél kvadratinis trinaris

NG

maziausia reikSme igyjasu a =2 ——.

2
Ats.: a=2—g.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Staciakampio gretasienio briauny ilgius pazymékime a, b ir c.
Tarkime, kad briauny ilgiai padidinti p %. Tada

a 1+L b 1+L c 1+L =2abc =
100 100 100

—|14+-2 3:23 1+ -2 :%3p:(%—1)100.
100 100

Ats.: Kiekvienos briaunos ilgj reikia padidinti
(/2-1)100 % ~ 25,99 %

2. Tarkime, kad prekés kaina be PVM lygi a, o pradinis PVM yra p %.

Tada
100 . 100 _ 599
_ -1,5 59139
al1+ 2719 ) 59139 1487 ’
100 100

1+ )50139 (14 212 ) 509
100 100

=0,0761p =1,375= p =18,068331~18,07.
Ats.: 18,07 %.

3. Vieno ménesio paliikanos lygios
75000 - 28 L—175 (Lt).
100 12
Ats.: Turi reikalauti 175 Lt ménesinés nuomos.
4. Tarkime, pinigus reikia padéti i banka # metams. Tada
2000-0,03-¢=90 :>t—28—1,5.

Ats.: Pinigus reikia padéti { banka 1 metams 6 ménesiams.
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5. . Palukany reikia mokéti
26 500—-25000=1500 (Lt).

Jeigu kreditas buvo suteiktas su p paprastaisiais procentais, tai

2500021 Z1500=125p=1500= p=12.
100 2

Ats.: Palukany reikéjo mokéti 12 %..

6. Pagal sudétiniy procenty sukauptosios vertés formule dabar indélio
verte lygi

A(5) =120 000(1 + 0,04)5 =120000-1,2166529 ~145998,35 (Lt).
Ats.: Dabartiné indélio verté lygi 145998,35 Lt.

7. Periodas yra ketvirtadalis mety, todél periodo paliikany norma lygi
2,4%:4=0,6% . Periody yra 4-2 =8 . Sudétiniy procenty
formuléje Zzinome:

A®)=5000, i=0,006 ir n=8§.
Todél padétoji suma lygi
k=5000:(1+ 0,006)8 ~5000:1,04902 ~ 4 766,35 (Lt).
Ats.: Reikia padéti i banka 4766,35 Lt..

8. Pradédami nuo lygybiy deSiniyju pusiy randame, kad
o N
(1+l). 1+(1+z). 1(1+i)"=
i

1
B e SR Kt () L L
i i i
1-(1+)™" 1-Q+i)7F
. + .
1

1

a) 8§, + sk (1+)" =

= Sn+kli s

1+ =

b) a1+ a1+ =

_L@n™ ()™ — 1+ 4R
i i i
= Ap+kli -
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10.

Laipsniskai grazinant kredita periodinés imokos lygios

R=-2_.

an?i

Cia B=30000, n=4-4=16, i=15%:4=375%. Todél
periodinés jmokos lygios

30000 30000

A6l0.0375 11,8702

Ats.: Periodinés imokos lygios 2527,34 Lt.

R= ~2527,34.

I8 kredito laipsnisko grazinimo imoky formulés randame, kad
paskola lygi

B= Raﬂi .
Cia R=100, n=12-4=48, i=12%:12=1%, todél paskola lygi
1-1,0178
B=100a,47,, =100-————~100-37,97396 = 3797,396 ~ 379740

(Lt).
Ats.: Paskola lygi 3797,40 Lt.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Sakykime, kad w; ir w, — duotieji apskritimai. Nagrinékime
-

lygiagretyji postimi vektoriumi AC, kuriuo taskas A4 atvaiz-
duojamas i taska C. Kadangi AB=CD, tai AC=BD ir taskas B
atvaizduojamas i taska D.
Tasko K vaizdas yra taskas
L, esantis apskritime w,.
Kadangi atkarpos 4K vaiz-
das yra atkarpa CL, tai
AK]||CL. Todél

LAKC =ZLCK .

Bet L LCK =90°.
Ats.: 90°.
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- -

2. Kadangi ABCD — lygiagretainis, tai 4B =DC (2 pav.).

N
Atlikime lygiagretyji postiimj vektoriumi 4B, juo taskai A4 ir D
atvaizduojami i taskus B ir C atitinkamai. Jei tiesé n' — tiesés n
vaizdas, tai taSko D vaizdas — taskas C yra ties¢je n". Bet taskas C
pagal salyga yra tieséje m. Kadangi tiesés m ir n nelygiagrecios, tai
ir tiesés m ir n' nelygiagrecios (nes n|| n'). Taigi tiesés m ir n' kertasi
taske C. Nubrézg tiese, einancia per taska C ir lygiagrecia su tiese
AB, gausime taska D.
Jei ABC'D' — Kkitas lygiagretainis ir C"e m, D'en, tai
- -
AB=D'C'". Lygiagre¢iuoju postiimiu

N
vektoriumi AB, taskas D’
atvaizduojamas | taska C', o tiesé n — |
ties¢ n". Taigi C'e n'bet C'e m, todél
C' € n'(1m. Bet tiesés m ir n kertasi
tik taske C, todél taSkai C ir C' 2 pav.
sutampa. Todél egzistuoja vienintelis

lygiagretainis ABCD, tenkinantis uzdavinio salyga.

3. Jei atkarpos AC ir AD lygios, tai taSkas 4 yra atkarpos CD vidurys,
todél centrine simetrija tasko A atzvilgiu taskas C atvaizduojamas
taSka D. Jei w'| — apskritimo ; vaizdas, tai taskas D yra
apskritime @'|. Bet D € w, kertasi taSke 4, tai jie kertasi ir kitame
taske D. Ties¢ DA ieskomoji. Jei C'D’' —
kita atkarpa, kurios galai yra duotuosiuose
apskritimuose, o vidurio taskas — taskas A4,
tai taskai C’ ir D' yra simetriski tasko 4
atzvilgiu. Tod¢l D'e @'| ir D'e wy — taigi
D' yra apskritimy @' ir @, sankirtos tas-
kas. Bet apskritimai @'} ir @, kertasi tik
taSkuose 4 ir D, tod¢l taskai D ir D'
sutampa.

Ats.: Visuomet egzistuoja vienintelé uzdavinio salyga tenki-
nanti tiese.

3 pav.
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4. Sakykime, kad taskai N ir P yra
simetriski taskui M kampo krastiniy AB
ir CB atzvilgiu. Tuomet suma
MK+KL+LM yra lygi KN+KL+LP (nes
KM = KN, LP = LM ). Bet pastaroji
suma maziausia, kai taskai N, K, L ir P
yra vienoje ties¢je. Todél taskai K ir L
yra tiesés NP ir kampo kraStiniy
sankirtos taskai.

Ats.: Jei taSkai N ir P — simetriSki taSkui M tiesiy AB ir CB
atzvilgiu, tai K = NP(Y14B, L=NP(BC.

4 pav.

5. Nagrin¢jame posiiki apie taska O 30° kampu, kuriuo taskas C
atvaizduojamas i taska D. Kadangi Siuo posiikiu apskritimas
atvaizduojamas i save, o0 CA=DG , tai taskas

A
A atvaizduojamas i taska G, t.y. UAG = 30°. G 45‘\

Be to, pagal posukio savybg (Zr. 2 uzduoti)

kampas AFG tarp tiesiy AC ir GD lygus =D
postuikio kampui, t.y. 30°. Tuomet “
£ AEF =180° — £ A~/ AEF =180° —30° =38 C

5 pav.
todél UAC = 150° ir uAD = 120°. IS ¢ia
Z AGD =60°, t.y. trikampio AEG du kampai lygiis 60°, todéljis
lygiakrastis.
Ats.=.60°, 60°, 60°.

6. Kadangi atkarpos DC ir 4B lygios ir nelygiagrecios, tai egzistuoja
slenkancioji simetrija, kuria taskai 4 ir B atvaizduojami atitinkamai
1 taskus D ir C, Sios simetrijos asis yra tiesé, Ar A
jungianti atkarpy 4D ir BC vidurio taskus, t. y. D
tiesé MN. I$ slenkanciosios simetrijos apibrézimo
iSplaukia, kad simetriSkos atkarpos AB ir DC su

simetrijos as§imi MN sudaro lygius kampus. I§ ¢ia & 7 C
LCMNz%ACABzZOO. 6 pav.
Ats.: 20°.
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7. Per taSka N nubrézkime apskritimui liesting A;B; ir nagrinékime
homotetija, kurios centras — taskas C ir ja taskas A4; atvaizduojamas
i taska 4. Kadangi ties¢ CB atvaizduojama i save, o 4By || AB, tai
taskas B; atvaizduojamas i taska B. Tod¢l
ties¢ A)B; atvaizduojama | ties¢ AB, tai
taSko N vaizdas yra taSkas D. Kadangi
CA; + A\N = CB; + BjN (Sios sumos ly-
gios apskritimo liestiniy, nubrézty i$ tasko
C, ilgiui), tai pagal homotetijos savybes
teisinga lygybé C4 + AD = CB + BD . A

D M
8. Nagrin¢jame homotetija, kurios centras — .o < P o
A, atvaizduojamas | taSka A,. Tuomet tasko Bj vaizdas yra taSkas
B;, nes tiesés A4 By ir ApB, lygiagrecios. Kadangi tiesés AP ir

A,S lygiagreCios, tai ties¢ AP atvaizduojama | ties¢ A4,S;

analogiskai, ties¢ BjQ atvaizduojama 0 A) M
i ties¢ B,T . Taigi tiesiy 4P ir B)Q A TY

sankirtos tasSkas X atvaizduojamas i l S
tiesiu 4,8 ir BoT sankirtos taska ¥, O<— <) N
t. y. taSkai O, X ir Y yra vienoje lh P

tieséje. 8 pav.

9. Nagrinéjame homotetija, kurios centras C, o
koeficientas % Kadangi OD = CO, tai

tasko D vaizdas yra taskas O. Jei atkarpos
AB vidurio taskas yra taskas M, tai jis yra
taSko C) vaizdas. Taigi ties¢ C|D atvaiz-

9 pav.

duojama | tiese OM, todél Sios tiesés
lygiagrecios. Bet ties¢ OM yra trikampio ABC krastinés 4B vidurio
statmuo, todé¢l OM 1L AB ir C;D1AB.

Ats.: 90°.
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10. Pasukame ploksStuma apie taska D 90° kampu, tasko 4 vaizdas A’
yra ties¢je DC, o tasko C vaizdas C' — ties¢je DB. Kadangi
trikampiai ACD ir CBD panasis, o ACD ir A'C'D lygis, tai
tnkampiai DA'C’' ir DCB homotetiski, taskas D — homotetijos
centras. Taigi homotetiniu posikiu,
kurio centras — taskas D, kampas lygus AD

JATSC
M

ACD atvaizduojamas 1 trikampi CBD. B
Atliekant homotetini postiki, pusiau- 10 pav.
krastiné AM atvaizduojama | pusiau-
krasting CN; kadangi postikis ties¢ pasuka 90° kampu, o homotetija
ties¢ atvaizduoja i lygiagrecia su ja tiese, tai kampas tarp tiesés AM
ir jos vaizdo CN yra lygus 90°.

Ats.: 90°.

90°, o koeficientas & :D—C, trikampis
AD

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tarkime 3x2 —4x+3=a>0. I$siaiSkinsime, su kuriomis «
reikSmémis gauta lygtis turés sprendiniy. Surastosios a reikSmés ir
sudarys funkcijos f(x) reikSmiy sriti, kai x € D(f(x)).

Lygtis v 3x2 —4x+3=0 kvadratiné. Ji turés sprendiniy, kai
D=12a*-20>0:

a2—§20:>ae —o0; — S U é; 400 |.
3 3 3
Tadiau a >0, todél E(f(x))= {\E + oo} .

2. leSkosime funkcijos f(x) reikSmiy sriti. Targ, kad Ig(2 —x2) -1
igyja reikSmes lygias a, iSsiaiskinsime, su kuriomis a reikSmeémis
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lygtis 1g(2 — xz) —1=a turi sprendiniy, kai x e D(f(x)).
lg2—x?)=1+a=2-x% =10,
Cia pastebime, kad
2-10">0= 10" <2,

Logaritmuojame pagrindu 10:
l+a<lg2 = a<lg2-1= a<1g0,2.

Vadinasi E(f(x))=(~o; 1g0,2].

fmax = 1g0a2 .
Ats.: 120,2.

1 . . - ..
3. Tegu x+—+1=a, surasime visas a reikSmes, su kuriomis gauta
X

lygtis turi sprendiniy, kai x € D( f (x)). Pertvarke gauname lygti

X2 +(1-a)x+1=0,
kuri turés sprendiniy, kai D =(1— a)2 —4>0. Tuomet

(-a)(@a-3)20=ae(-o; —1JU[3; +o) =
= E(f(0)= (=0 ~1JU[3; +20).
Didziausia neigiama funkcijos reikSmiy srities reikSmé yra —1, o
maziausia teigiama yra 3. Todél |-1-3|=4.
Ats.: 4.

4. Analizuoti pradékime nuo logaritminés funkcijos
f0)=1gO+2x-x?).
Kadangi trinaris 9+ 2x — x2 didziausia reikSme 10igyja, kai x=1,
o funkcija lg y — didéjanti, tai su x=1 ir funkcijos f(x) reikSmé
bus didziausia, t.y. fi.x =/f(1)=I1gl0=1.

e e . oy T, 2x
I8siaiskinsime, kokias reikSmes gali igyti reiskinys .
x“+1
2x C .. e
Tare, kad 5 = a, panagrinékime, su kuriomis a reikSmémis ta
x°+1

lygtis turi sprendiniy:
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ax? —2x+a=0= D=4-44° >0 = ac[-1;1].

2x

x2+1 x? 41

reik§mé lygi 1. Nesunku patikrinti, jog §i reikSmé igyjama, kai

Vadinasi E [ J:[_l; 1], o reiskinio , t.y. , didZiausia

x=1. Pagaliau cos?(1 - x) [0;1].
Nesunku pastebéti, kad cos? (I-x)=1,kai x=1.
I8 atliktos uzdavinio analizés matome, kad duotos nelygybés
sprendinys yra tik vienas, t.y. x=1.
Ats.:"{1}.
. Panagrinékime lygties kairiosios ir deSiniosios pusés reiSkiniy
reik§miy sritis. Kairiosios pusés funkcijos y = sin% reikSmiy sritis
yra:
. TX
E | sin— [=[-1;1].
[sn =
Desiniosios lygybés pusés reikSmiu sritj ieSkosime reiskini
6 +6% pazyméje a. IssiaiSkinsime, su kuriomis a reik§mémis
lygtis 6 ¥ +6% =a turi sprendiniy, kai xe D(6™* +6%). Kadangi
6" >0 ir 6 >0, tai a>0. Sprendziame lygti:
(6")2—6% a+1=0=D=a?>-4>0= (a-2)a+2)>0 =
= ae(—0;—21U[2;+ o).
Tagiaua >0, todél E(6™" +6")=[2; + ). Tuomet
E6 7 +6" -1)=[1;+00).
Eq[2-1;+ o) =[]+ o).
Kairiosios ir déSiniosios lygybés pusés reikSmiy sritys turi tik

vieng bendra elementa, t.y. 1. Taciau sin%zl, kai x=1. Tuo

tarpu, su x =1 reiskinys tai 6" + 6% —1=1. Vadinasi, lygtis
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—X

sin— = 6" + 6" —1 sprendiniy neturi.

[rodyta.

6. Duotosios lygties kairiosios pusés ir deSiniosios pusés reiskiniy
reikimiy sritys yra E({x})=[0;1) ir EG™)=[1;3). Sios aibés
bendry elementy neturi, todél tokios x reiksmeés, kuri tikty lygybei
3t = {x} néra.

Ats.: néra.

7. Funkcijos f(x) apibrézimo sritis nusakoma nelygybiy sistema:
[x]=0, xe[0;1),
j—
1-x%>0, xe[-L1].

Vadinasi, sistemos sprendiniai yra intervalo [-1;0) skaiCiai ir
skaiCius 1.

Ats.: [-10)U{1L} .

8. Reiskinj sin x + cos x pertvarkome

sinx+cosx=+2cos(x—a).
Tuomet
E(sin x + cos x) =E(\/§cos (x-a)) =[_ﬁ; \/5].

Aibés E([sinx+cosx]) elementus lengvai surasime pasinaudoj¢

A L S

0 1 2 3 4 X

bréziniu

Vadinasi, E([sinx+cosx])={-2;1;0;1}.
Funkcijos 2/°°¥ reiksmiy sritis — intervalas [1;2]. I§ ¢&ia
matyti, kad kairiosios nelygybés pusés reikSmés mazesnés uz
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e . . T
desiniosios pusés reikSmes, o sutampa, kai x=—+2nn, neZ,t.y

[1]= 20 nelygybé teisinga.

[rodyta.
1 1 1
9. Kadangi —=x,tai f|—|=f (x)z (x#0,
T [ T, -2
X X X
b 2
X#— ) I$spreskime lygti: 1-2r = 3 =>3x="24+4x=>x=2.
L 2 2
Vadinasi ir f(2)= ~3° t.y. 3 e E(f(x)).
Ats.: taip.

10. IS antrosios lygybés pastebime:

|x=1[+|y=5]=1,
{y =5+|x—-1].
IS antrosios lygties:
y=55x-120=>y>5=|y-5=y-5.
Dabar pirmoji sistemos lygtis bus tokia
|x—-1|+y-5=1=|x-1]=6—-y.
Taigi turime spresti lygciy sistema

[x—1=6-y,

{|x—1|=y—5.
IS cia:
y—5=6—y=2y=11=y=55. |x—1=0,5. Vadinasi,
|x-1|=6-55=|x-1]=0,5. I§ ¢ia x=0,5 arba x=1,5. Taigi

duotoji sistema turi du sprendinius: —(0,5; 5,5) ir (1,5; 5,5).
Ats.: (0,5; 5,5); (1,5; 5,5).
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KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. [state binominiy koeficienty iSraiSkas gauname
C,TH 3 n!m! (n—m)! _n—m
cr nm+D)(n-m=1)! m+1"

Nustatykime, kada C”*' >, t.y. kada didéjant m koeficientai
C,' didéja:

n—m>1’ 2m<n-—1, m<n_1

m+1

. n-1 .
Kai m>T,ta1 crtl<cm,

Jei n yra nelyginis. t.y. n=2k+1, tai i§ lygybés n—n11 =1

gauname, kad m =n7_1 =k , taigi nelyginio n atveju yra du lygis
koeficientai:
n-1 n+l

c,2 =C,2 .

Didziausia C,' reik§mg gauname, kai m = [n_} +1.

Kai 7 nelyginis n-l +1:n—_1+1: n+1.
2 2 2

n—1 n+l

Taigi $iuo atveju yra du didziausi koeficientai C,,2 ir C,2 .

2. Lygybés gaunamos atlikus nesudétingus pertvarkius:

cmek n! ‘ m! _
T ml(n—m)! K (m—k)!
n! (n=K)! ok, m—k
—~n“~n—k

T K=k (m—k)! (n—m)!
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3.

4.

m n! _n (n-1)!

" n—m) m (m-D)(n-m)

n (n—1)! n -1
= = n—1 -

“m (m-D!(n—1-m+)! m
Kai bent vienas i§ skai¢iy a ir b lygus nuliui, lygybé yra triviali.

Taigi tarkime, kad a = 0, b # 0 ir istatykime i lygybe (2) x = L :
a

(1+x)" =1+ Clx+C2x? + .+ Ixn Ly,

n 2 n—1 n
(1+2j =1+c}12+c§(2J +...+C{,’_1[éj +(ﬁj .
a a a a a

Abi puses padauging i§ a” ir pasinaudoj¢ tuo, kad

n
a" (1 + QJ =(a+b)" gausime lygybe, kuria reikéjo jrodyti.
a

Istate { lygybe
(+x)" =1+ Clx+C2x? + ..+ x4 yn
x =1, gauname
1+Ch+C2 4.+ 41=2",
o jstatg¢ x=—1
1-C +C2 .+ ()" ey (1" =0.

n-asis trikampis skaiCius 7, lygus taSky, paZymeéty n-ajame
trikampyje skai¢iui

i gingiic

1 pav.
Nesunku pastebéti, kad

T,=1+243+...+n= ”2+1n=c,3+1.

Taigi trikampiai skai¢iai yra Paskalio trikampyje ant tiesés m =2 .
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6. Akivaizdu, kad | kvadratéliy vir$iines, esancias ant tiesiy AX ir 4Y
veda tik po viena trumpiausia kelia, taigi Sios virStinés pazymétos
vienetais kaip ir Paskalio trikampio krastiniy taskai.

Y|

Susitarkime n-osios jstrizainés taskus numeruoti skaiciais 0, 1,

., n, pradedant nuo apacios. Zymékime K n,m trumpiausiy keliy,

vedan¢iy i§ 4 1 m-aji n-osios istrizainés taSka skaiciy. Tada
K,o=1,K,,=1.

Nagrinékime m-aji n-osios istrizainés taska M. Trumpiausieji
keliai i §i taska veda arba per taska N (m—1-aji n—1-osios istrizainés
taska) arba per taska L (m-aji n—1-osios istrizainés taska). Taigi

Kn, m = Kn—l, m-1+1 Kn—l, m-
Matome, kad K, o=Cy, K,,=Cr, o kiti dydzai K, ,
skai¢iuojami naudojantis tuo paliu sary$iu kaip ir dydziai C,’.
Taigi turi bati K, ,, =C,'. I esmés lygybg irodéme matematinés

indukcijos budu tik samprotavimus i§déstéme nevisiskai grieztai.

7. Jeigu kvadrata papildysime iki plokStumos ketvir¢io, padalyto
kvadratéliais kaip 6 uzdavinyje, tai taskas B bus 2n-oje istrizainéje,
0 jo numeris, numeruojant istrizainés taskus skaiciais 0, 1, ... , 2n
nuo apacios bus lygus n. Taigi pasinaudoj¢ 6 uzdaviniu gauname,

kad trumpiausiy keliy i$ 4 | B skaicius lygus an .
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8. Kvadrato su virSunémis taskuose A4 ir B jstrizainé, atskirianti §iuos
taskus yra n-oji plokStumos ketviréio, padalyto kvadratéliais
istrizainé. | jos taskus i§ 4 veda atitinkamai C,(Z) , C,ll, s Cp
trumpiausiy keliy. Nagrinékime trumpiausia kelia i§ 4 1 B, einantj
per m-aji(m=0,1,...,n)

E B

O

A F
istrizainés EF taska C. 1§ tasko 4 i C veda C,’ trumpiausiy keliy, i§

tasko B i C — irgi C,' trumpiausiy keliy. Vadinasi, i§ viso galime

sudaryti C,' -C,' = (C e )z trumpiausiy keliy, einanciy i§ 4 { B per
taska C. Tada i$ viso trumpiausiy keliy i§ 4 | B bus

cy =(c,?)2 +(c,1, )2 +(c,% )2 +...+(c,’,"1 )2 + (c,’,’)2

9. Jeigu kvadrata su virSiinémis 4 ir B papildysime iki kvadratéliais
padalyto ploks§tumos ketvircio, tai kvadratéliy, esanciy krastinéje
CD virstinés bus atitinkamai »n—1-oje, n-oje, ... , 2n—l-oje
istrizainése, o visy ju eilés numeriai bus tie patys — n—1. Vadinasi |

Sios atkarpos taskus veda atitinkamai Cn 1, C,',’_l, C,,+1, e,

C2,,__1 trumpiausiy keliy. Kadangi i§ bet kurio krastinés CD tasko {

B nebegriztant i CD galime nukeliauti vienu keliu, tai keliy skaiciui
teisinga lygybé

cho=ci v e i

—Cn 1+Cn 1+CZ+1+ +C2n 1-
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10. Panasiai kaip pateiktame pavyzdyje, n ilgio atkarpa A4, padalykime
taSkais A;, Ay, ..., 4,_; 1vienetinio ilgio atkarpas Ay4;, 414, ...,
Ap-1 Ay . Parinke i§ aibés { 4y, A5, ..., A, } m—1-ataSka 4; , 4; ,

i, (I1<ij<..<ip j<n-1) gausime atkarpos Ay4,
skaidinj atkarpomis:
AOAZ-1 + Al-1 A,-2 +..+ AZ-W1 A4, = Ap4, ;
imdami atkarpy ilgius gauname skai¢iaus n skaidini, m nattraliyjy
skaiCiy suma:
n=n+..+n,.

Kiekviena tokj skaidinj atitinka atkarpos A4y4,, skaidinys i m atkarpy.

Taigi skaidiniy yra tiek, kiek yra galimybiy i§ n—1-0 elemento aibés

{4, Ay, ..., A,_; } pasirinkti m—1-3 taska.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Nezinomuosius galima eliminuoti pagal tokig schema:
1) _Ll +2L2, —3L1 +2L3 , —2L1 +L4 —2L1 +L4§

2x1 —X) +3X3 = 4,

7X2 —11X3 2—4,
7X2 —11X3 2—2,
7)(,'2 —IIX3 =-1.

2) —L2 +L3, —L2 +L4I
2)61 — X +3X3 = 4,

Txy —11x3 = —4,
0= 2,
0= 3.

Trecioji lygtis yra Ox;+0xp, +0x3 =2, o ketvirtoji
0x; +0x, +0x3 =3. N¢ viena i jy neturi sprendiniy, todél ir lygéiy
sistemos sprendiniy aibé yra tuscia.

Ats. D .
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. Tegu a yra viso darbo apimtis, 0 x, y ir z — arimo tempas

(suarto lauko dalis per viena diena) ariant atitinkamai pirmuoju,
antruoju ir tre¢iuoju traktoriumi. Pagal uzdavinio salyga turi galioti

Sios lygybés:

X+y+z=

a a . a a
Z, X+y=— 1r x+2:§x+2=—.

8

I8$spreskime tiesiniy lygciy sistema

Antraja lygti L, pakeiskime tiesiniu dariniu Z;

Ly — tiesiniu dariniu

sistema
Taigi 2 =12-315.
z 8 2

Ats. Pusantro karto.

X+ty+z=2,
Y 4’
x+y =2
Y 6’

a

x o t+z=—.
8

—L,, o treciaja lygti

— L3. Gausime ekvivalencia tiesiniy lygciy

x+y+z=

oo_lQ 5|Q -bl&

. Sunkvezimiui skiriama degaly norma pazymékime n. Tegu x yra
degaly kiekis, kurio reikty visa darbo diena veziojant skalda, o y ir
z — veziojant smélj ir plytas. Pagal uzdavinio salyga turi galioti

1 1 1 4 2 708
§ios lygybés: —x+—y=0,95n, —X+—y+— ,
ey 2 2 Y 7 7 7 7 °T 700
1,33, 405
4 8 Y 8 400
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Taigi reikia i$spresti tiesiniy lygciy sistema
X+ y =1,9n,
x+4y+2z=7,08n,

2x+3y+3z=8ln

Taikykime Gauso metoda:
1) _Ll +L2, —2L1 +L3 e

X+ y =19n,
3y+2z=5,18n,
y+3z=473n;
2) —L,+3L5:
x+ y =19n,
3y+2z=5,18n,
7z="17,72n.
I§ pastarosios sistemos apskaiCiuojame kintamyjy z, y ir x
reikSmes: z = 172 , y= 694 , X= @n . Matome, kad visa
700 700 700
darbo diena veZiodamas tik skalda vairuotojas sunaudoty
276 = 90é procenty degaly normos.

Ats. 90% %.

4. leskomaji plana pazymékime x, o jo komponentes — planuojamus
vezti zvyro kiekius i§ karjery K;, i=1,2, statybos objektus O 75

J=1,2, — x;;. Tada plang x galima uZraSyti lentele (matrica)
[xl 1 X2 j
x= .
X211 X22
Tegu P(x) yra bendrosios transporto iSlaidos planui x

ivykdyti. Pagal uzdavinio salyga Siy islaidy skai¢iavimo formulé yra
P(X) = 20X11 + 40)(712 + 30)C21 + 25)622 s
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o plano x komponentes turi tenkinti tokias lygybes: x;; + x5 =60,
X1+ X2 =70, X1+ X2 =50, X12 + X292 =80. I8 pradilq
panagrinékime tiesiniy lygciy sistema
X1+ X2 = 60,
Xy1 +Xpp = 70,
X1 +X21 =50,
X12 +Xpp = 80.

Tarkime, kad x;;=¢, 0<¢<50. Tada i§ pirmos ir trecios
lygéiu xyp =60—¢ ir xp; =50—¢. Toliau i§ antros ir ketvirtos
lyg€iu gauname tokj pat rezultata: x,, =20+1¢ xpp =20+7. Taigi

t 60—t
x= , 0<¢<50,
50—t 20+¢
ir
P(x) =20t +40(60—1)+30(50—1) +25(20 + ¢) = 4400 — 25¢ .
Vadinasi, P(x)=4150, kai 4400-25¢=4150, ty. ¢t=10. I§ ¢ia
darome i§vada, kad ieSkomasis Zvyro gabenimo planas yra
10 50
x= .
40 30

Aisku, kad yra ir pigesniy zZvyro gabenimo plany. Pakanka

pasirinkti ¢ reikSme i§ intervalo (10; 50]. Pigiausias Zvyro gabenimo

50 10
xX= .
0 70
Jo ivykdymo kaina lygi 3150Lt.

10 50 _ t 60—t
Ats.: 1) ;2) taip — , 10<t<50.

planas yra

40 30 50—t 20+t
. Kadangi plokstumy susikirtimo taSko koordinatés (x; y;z) turi

tenkinti kiekvienos plokStumos lygti, tai joms rasti reikig iSspresti
sistema
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S5x+2y +z=11,
2x+5y +z=14,
x+ y+2z="1.

Taikykime Gauso metoda:
1) —2L1 +5L2 s _Ll +5L3 :

Sx+2y +z=11,
21y +3z =48,
3y+9z=24.

2) %Lz,%%:

Sx+2y+ z=11,

Ty+ z=16,
y+3z=8§;
3) —Ly+7L5:

Sx+2y+ z=1],
7y+ z=16,

20z =40.

IS pastarosios sistemos randame visy trijy nezinomuyjy
reikSmes: z=2, y=2, x=1.

Ats. (1;2; 2).

6. Pagal uzdavinio salyga parabolé eina per taskus (8;0) ir (6;—-12),
todél ju koordinatés turi tenkinti parabolés lygti. Kitaip tariant, turi
galioti Sios lygybés: 64a+8b+c=0 ir 36a+6b+c=-12.
Parabolés virsuné (6;—12) turi tokiag savybe — per ja nubréZta
liestiné yra lygiagreti su abscisiy asimi O, . Sios liestinés (tiesés)
krypties koeficientas k = y'(6) turi bati lygus nuliui. Skai¢iuodami
gauname: y' =2ax+b, y'(6)=12a+b. Taigi parabolés lygties

parametrams a, b ir ¢ turime dar viena lygti: 12a+5=0.
Tiesiniy lygciy sistema
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64a+8b+c=0,
36a+6b+c=-12,
12a+ b =0

turi vienintelj sprendini: a=3, b=-36, ¢ =96.
Ats. a=3,b=-36, c=96.

. Trinario reikSmé pagal salyga taske x =6 lygi nuliui, o taske x =4
lygi —8. Gauname dvi lygtis: 36m+6n+k=0 ir
lom+4n+k=-8.

2

Trinario mx~ +nx+k minimumo  taSke  iSvestineé
2mx+n2mx+n yra lygi nuliui, todél gauname treCia lygti
parametrams m, n ir krasti: Sm+n=0.

Tiesiniy lygciy sistema

36m+6n+k=0,
16m+4n+k =-8,
8m+ n =0

turi vieninteli sprendini: m=2, n=-16, k=24.
Ats.: m=2, n=-16, k=24.

. I8 pradziy pertvarkykime kairiaja lygybés puse:
ax+b c _(2a+c)x2+(a+2b)x+b+c
x4l 2x+l 2 +1)2x+1)
Lygybé
Qa+c)x® +(a+2b)x+b+c  5x*+4x+7
b2 +1)2x+1) P +1)ex+)

galioja, kai 2a+c=5, a+2b=4 ir b+c=7. ISsprendg tiesiniy
lyg€iy sistema

2a +c=5,
a+2b =4,
b+c=17,

gauname a =0, b=2 ir c=5.
Ats.: a=0,b=2, c=5.
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1 , k=1,
(2k -1)(2k +1)
Isskaidykime $ias trupmenas pagal formulg
1 a b
= + .
Qk-1)(2k+1) 2k—-1 2k+1
Atlike veiksmus deSinéje puséje, gausime lygybe
1 _(2a+2b)k+a-b
Qk-1)2k+1)  (2k-1)(2k +1)
Ji galioja, kai 2a+2b=0 ir a—b=1. Toliau sprendziame tiesiniy
lygCiy sistema

9. Sumos démenys yra trupmenos

2a+2b=0,
a— b=1

ir gauname vienintelj sprendini: a = % , b= —%. Taigi

1 1 1 1
= — —_ ,k=1,2,...,l’l.
k-1)2k+1) 2\ 2k-1 2k+1
Irase Sias iSraiskas i skai¢iuojama suma, turésime:
1 1 1
—_ —_ cee + e —
303 (2n—-1)2n+1)

1 5
(., 1) 1(1 1 1( 1 1
=—|l-=|+=| === |+..+— -
2[ 3] 2(3 sj 2(2;1—1 2n+1j
1
2

- 1 _n
2n+1) 2n+1"

n

Ats.: .
2n+1

Ly
k(k+1)(k+2)°
i§skaidykime neapibréztyjy koeficienty metodu:
1 a b c
=—+ + ,
k(k+1)(k+2) &k k+1 k+2

10. Sumos démenys yra trupmenos =12,...,n. Jas
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1 (a+b+ck?+(Ba+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2) k(k+1)(k +2) ’
a+ b+c=0,
3a+2b+c¢=0,
2a =1.
IS Sios tiesiniy lygiu sistemos apskaiCiuojame a, b ir ¢

reikSmes: azl, b=-1, c=l.

1 1[1 2 1J
—_=—| -4+ — |, k=12,...,n
k(k+1)(k+2) 2\k k+1 k+2

Irase Sias iSraiskas | tirlamaja suma, gausime
1 N 1 . 1 . 1 N 1
1-:2:3 2-3-4 3.4.5 (n=1)n(n+1) n(n+1)(n+2)

)
YA

Taigi

2 ( n n+1j+%(%_nil+ni2]=
( n+l (n+2)J4(nan)+(312)'
n+3

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Lentoje uzraSyty skai¢iy suma pazymékime S, o gaunamy po
kiekvieno ,,&jimo* (t.y. prie iSsirinkta dvieju skaifiy pridéjus po
vieneta) skai¢iy sumas - Sj, Sy, Sz, ... . Aisku, kad Sy =355,
S$1=57, § =59, §3=061, ... . Po n ,¢jimy" turésime suma

S, =55+ 2n. Ji yra nelyginis skaiCius, todel negali buti skaiCiaus
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10 kartotinis. Taigi neimanoma pasiekti, kad visi deSimt skaiciy
pasidaryty vienodi.
Ats.: Negalima.

2. Pradiné skai¢iy suma lygi 1. Pridéjus po viena prie pasirinktyjy
dviejuy skaiciy, suma bus lygi 3. Po tolesniy ,.&jimy“ gaunamos
sumos taip pat bus nelyginiai skaiciai. Taigi niekada nepavyks gauti
skaiCiui 4 kartotinés sumos (tokia ji turéty biti, jei visi keturi
skaiCiai pasidaryty lygus).

Ats.: Negalima.

3. (Pagal LJMM klausytojo Vytauto Stepanausko sprendima).
Monetas sunumeruokime: my, my, ..., mMyyog4. Operacija, kurios

metu apverCiamos trys Salia esanCios monetos, sakykime, my,
My it my o, k=1, 2, ..., 2002, pazymékime O(my), o iy
operacijy skaiciy visoje ,,¢jimy* sekoje pazyméekime s(m;, ).

Kad pirmoji moneta biity padéta herbu i virSy, operacijuy
O(my) skaiCius s(my) turi buti nelyginis. Atlickant operacija
O(m,) apver¢iama ir antroji moneta. Kad antroji moneta galiausiai
bty padéta herbu | virSy, ja galima apversti lyginj skai¢iy karty.
Vadinasi, operaciju O(my) skaiCius s(m,) taip pat turi buti
nelyginis, nes tik tuo atveju bendras antrosios monetos vertimu
skai¢ius s(my)+s(my) bus lyginis. Operaciju O(ms3) skailius

s(mz) turi buti lyginis. Po Sio operaciju O(m,), O(my) ir
O(m3) ciklo pirmosios trys monetos bus padétos herbu | virsu.
Likusiy 2001 monety eilé¢je pirmoji (t.y. my4) moneta bus padéta
skaiCiumi, o visos likusios — herbu { vir§u. Operaciju O(my) ir
O(ms) skaiCiai s(my) ir s(msg) veél turi buti nelyginiai, o
operacijy O(my) skaiCius s(mg) - lyginis. Po antrojo ciklo herbais

1 virsy ,,zitirés* pirmosios 6 monetos, o tarp likusiy 1998 monety —
tik pirmoji bus padéta skaiiumi i virsy.
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Minétasias trijy gretimy monety apvertimo operacijas
sugrupuokime po tris:

(O(m,), O(my), O(m3)), (O(my),0(ms), O(mg)), ..., (O(my999),

O(my000) > O(myp01) )-
Dabar nesunku nustatyti visy monety padétis. Pirmosios monetos,
ty. my, my, ..., Myoo, »Zirés” herbais | virSy, o paskutiniosios
trys taip: myo02 — skai¢iumi, mM>003 ir my004 — herbu | virsy.
Vadinasi, operaciju O(my(p) skaiCius s(myggp) turi buti
nelyginis. Bet tada my(y3 ir mygo4 monetos liks padétos skaicCiais
1 virsuy.
Ats.: Ne.

4. Pradinéje eilutéje raidziy V skaicius yra lyginis, o norimoje gauti —
raidziy V skaicius nelyginis. Kei¢iant grupe VO grupe OVVOVOO ir
atvirks§¢iai naujoje eilutéje raidziy V skaiCius islicka lyginis.
Nutrynus raidziy grupe OO, raidziy V skaicius iSlieka tas pats, taigi
lyginis. Vadinasi, leistinosios raidziy keitimo operacijos turi tokia
invarianting savybe — jos nekeifia raidziy V skaiCiaus lyginumo
ekrane matomuy raidziy eilutéje. ISvada aiski — nejmanoma gauti

raidziy eilutés VOVOV.
Ats.: Negalima.

5. Tegu Sj, k=1, 2, 3, ..., yra uzdegty lempuciy skai¢ius po k-ojo
,»&jimo™. Jei S; =my, , tai
Sy e{(my —1)+(26—1):1=1, .., I} =

={my +26-2t:1=1, ..., I}, [ =min{my;26}

(Cia min{mk;26} reiSkia mazesniji skai¢iy i§ dviejuy — my, ir 26).
Matome, kad uzdegty lempuciy skaiciaus lyginumas nesikeicia.
Pradinis skai¢ius Sy =17 yra nelyginis, todél ir visi kiti uzdegty
lempuciy skaiciai (7, Sy, S3, ...) yra nelyginiai. Vadinasi, nors

viena lemputé nebus uzgesinta.
Ats.: Negalima.
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6. Tegu S( yra pradinis etike¢iy skaiCius, o §;, i=1, 2, ..., n, yra
eitike¢iy skaiCius po i-ojo keitimo. Jei S; = m, tai pagal uzdavinio
salyga S; 1= (m —1)+ 4=m+3. Vadinasi, po n keitimy Jonas
turés S, =15+3n etikeciy. Tarus, kad §, =113, turéty galioti

lygybé 15+3n=113. Tadiau tai nejmanoma, nes skaicius 15+ 3n
dalijasi i$ 3, o 113 — nesidalija is 3.
Ats.: Negalima.

7. Sektoriuose ijraSyty skaiCiy suma yra 21 — nelyginis skaicius.
Pridéjus po vieneta prie bet kuriy dvieju skaiCiy, suma padidés
dviem — lyginiu skai¢iumi. Taigi po kiekvieno tokio veiksmo
visuose sektoriuose jrasyty skaic¢iy suma isliks nelyginé. Jei visuose
SeSiuose sektoriuose skaiCiai buty lygts, tai suma bty lyginé.
Vadinasi, norimo rezultato neimanoma pasiekti.

Ats.: Negalima.

8. Pradiné figliry eiluté baigiasi kvadratéliu [, o norimoji gauti eiluté
- apskritimu O. Kadangi kei¢iamosios figiry grupés ir ju keitiniai
baigiasi apskritimu O, tai po kiekvieno veiksmo gautoji eiluté
baigsis kvadratéliu []. Vadinasi, norimosios figiiry eilutés
neimanoma gauti.

Ats.: Negalima.

9. Pradinis skai¢ius 21 dalijasi i§ 3. Po kiekvienos operacijos
gaunamas skaiCius taip pat dalijasi i$ trijy, o siekiamasis skaiCius
3001 i8 3 nesidalija.

Ats.: Negalima.

10. Zinome, kad bet kurio natiraliojo skaiGiaus » ir jo skaitmeny
sumos skirtumas dalijasi i§ 9. Remdamiesi Sia savybe, darome
iSvada, kad skaiCiaus 91 negalima gauti i§ kurio nors skai¢iaus
atimant jo skaitmeny suma. Vadinasi, skai¢iy 91 galbiit galima
gauti tik prie tam  tikro  dviZzenklio  skaiCiaus,
sakykime,xy =10x+y pridéjus jo skaitmeny suma x+y.
Pradéje skaiCiuoti 41, gauname tokia skaiCiy granding:
41546—56—67—->80—>88—104.
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Dabar jau galima daryti i§vada, kad pradéjus skaiCiumi 41
uzdavinio salygoje nurodytais veiksmais nejmanoma gauti skaiciaus
9L

Ats.: Negalima.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Sakykime, kad geometrinés progresijos vardiklis ¢ >1. Tada
Xy =Xx1q, X3 = x1q2 , X4 = x1q3. Pagal Vijetos teorema:
x(1+q)=3,
xq’ (1+q) =12,
xiq =4,
x12q5 =B
I§ pirmyju dviejy lygciy iSplaukia, kad g =2. Tada x; =1, 4=2,

B=32.
Ats.: A=2, B=32.

. Sakykime r, — anCiy skaiius, nenusileidusiy i n-ji eZera. Tada
ro =x — pradinis anciy skaiCius biiryje, o 7; =0 (visos antys
nusileido i 7 ezera). Turime:
L R et
ty 2r,=r,_1-1,n=12,3,4,5,6,7.
Anciy skai¢iy x galime rasti dviem biidais.

1 biidas. Rasime nehomogeninio sarySio 27, —r7,_1 =-1
sprendinj, tenkinantj dvi salygas: ry =x ir 77 =0.
Homogeninio sary$io 2r, =r,_; bendrasis sprendinys yra

C - “ o
u, =2—n. Nehomogeninio sarySio 27, —r,_; =—1 atskirojo
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sprendinio ieSkosime tokio pavidalo: v, =b. Turime 2b-b=-1.
I§ ¢ia bh=-1. Taigi nehomogeninio sarySio bendrasis sprendinys

yrarnzun+vn=—n—1.
2
. C L. .
Kai n=0, x=—0—1. IS ¢ia C=x+1. Vadinasi,
2
rn=x+1—l.
2n
Kain=7,turimex—-;1—1=0,t.y.x=27—1=127.
2

Ats. Buryje buvo 127 antys.

2 biudas. Kadangi r; =0, tai i§ sarySio r,_; =2r,+1,
gauname: 74 =2r; +1=1.

Kai n=6, rs =2r5 +1=3,

Kai n=5, ry=2r5+1=17,

Kai n=4, ry =2ry +1=15,

Kain=3, r=2r+1=31,

Kain=2,n=2r,+1=63,

Kain=1, ry=x=2n+1=127.

3. Sakykime, po n mety Skiipai¢io banko saskaitoje yra K,, lity. Pagal
salyga Ko =25000 ir K,, =1,04-K,,_; +10 000 .
Nehomogeninés tiesinés rekurenciosios sekos atskirojo
sprendinio ieSkosime tokio pavidalo:
v, =b (P, (n)=10000).
Turime b =1,04+10 000, t. y. b =-250000.

Kadangi homogeninés rekurenciosios sekos K, =1,04-K,_;

bendrasis sprendinys yra K,, = C-(1,04)", tai nehomogeninés sekos
bendrasis sprendinys yra
K, =u, +v, =C-(1,04)" =250 000 .
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Kai n=0, turime C-250000=25000, t.y. C=275000.
Taigi po n mety Skiipai¢io banko saskaitoje  bus
K, =(1,04)" 275000250 000 Lt.

Kai n=10, Ky =157 067 Lt.

Ats.: K, =(1,04)" -275 000 —250 000, 157 067 Lt.

. Sakykime, kad n-asis ministras gavo x,, monety. Tada
X, =2x,_1+n,x =5, n22.
Taigi gavome pirmos eilés nehomogenini rekurentini sarysi. Jo
atskirojo sprendinio ieSkosime tokio pavidalo: v, =A4n+B
(B (n)=n).
Turime:
An+B=2(A(n-1)+B)+n
ty.
An+B=2An-24+2B+n.
IS ¢ia gauname lygciy sistema:
A=2A4+1,
= A=-1, B=-2.
B=-24+2B
Kadangi homogeninio sarysio x,, = 2x,_; bendrasis sprendinys yra
u, =C-2", tai nehomogeninio sary$io bendrasis sprendinys yra:
Xy =u,+v,=C2"-n-2.
Kai n=1, turime: 2C—-1-2=5. 18 ¢ia C=4. Taigi n-asis
ministras gavo:

x, =4:2" —n—2=2"*2 _ ;12 auksines monetas.
Kai n=10, x;g =22 —~10-2=4084 .
Ats.: 2"2 —n—2,4084.

. Brézinyje pavaizduota trapecija AA4,B,B . Sakykime 4,B, =a,,
04,118,541 =a,4- Aisku, kad A4,B; =a; =b. Kadangi CD -

trapecijos A4, B, B vidurio linija, tai
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1 1
Ay1By11 =CB, 1 —CAp g ZEAan _EAB,
Taigi gavome rekurenciaja seka:
1 1 a

an+1=5an —Ea, ap=b. A, B,
c cr” /b

Sios sekos atskiras sprendinys v, = 4 . T5CE

. 1 1 . .
Turime A=—A4A-——a, 1§ Cia A B
2 2

. . 1 .
A=-a. Kadangi homogeninés sekos a, =54 bendrasis

n
. 1 . . .
sprendinys yra u, =C- 5 tai nehomogeninés rekurenciosios

sekos bendrasis sprendinys yra
1 n
a,=C- [5) -a.

%C=a+b,t.y. C=2a+b).

Kai n=1, gauname:

Vadinasi
a+b

a,=4,B, = 2n—1 —-a,

(6]

a+b
Ap+l = An+an+1 = Y —a.
a+b
Ats.: An+an+l = Y. —-a.

6. Sakykime r, — medaliy skaicius, likusiy po n-os varzyby dienos
medaliy iSdalinimo. Tada r, =7, 4 —n—%(rn_l —n) =g(rn_1 —-n).

Beto, iy =x, ry=0.
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Gavome pirmos eilés nehomogening tiesing rekurenciaja seka.
Jos atskiro sprendinio ieskosime tokio pavidalo: v, =an+b

[Pm (n)= —gnj

Turime: an+b= g(a(n - +b—n).Is dia:

azé(a—l),

2 =a=-6; b=36.
b=—(b-a);,

7( a)

. - . 6 . .
Kadangi homogeninio sarysio 7, = 7rn_l bendrasis sprendinys

n
yra u, =C [gJ , tai nehomogeninio sary$io bendrasis sprendinys
yra:
6 n
", =C-(7j —6n+36.

Kai n=0, turime: x=C-6-0+36. IS ¢ia: C=x-36.
Gavome atskirg nehomogeninio sarysio sprendini:

6 n
rnz(x—36)-[7j —6n+36.

Kai n= N, turime
6\ 7N

(x—36)-(—j ~6N+36=0,t.y. x=——(N—6)+36.
7 6N—1

I$ gautos formulés iSplaukia, kad x yra sveikasis skaicius tik
tada, kai N—6: 6V, Tai galima tik tada, kai N-6=0, t. y. kai
N=6.

Kai N=6, x=36.

Ats. Olimpiada vyko 6 dienas ir joje buvo iSdalinti 36 medaliai.
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7. 1) Rekurenciojo sary$io x,,,, =4x,,; —4x, charakteringoji lygtis
yra r2—4r+4=0. Jos sprendiniai 7, =r, =2. Taigi $io sarysio
bendrasis sprendinys yra:

x,=C-2"+Cy-n-2".
Parametry C; ir C, reikSmes rasime pasinaudoj¢ pradinémis

salygomis.
Kai n=1, 2C;+2C, =0, o kai n=2, 4C;+8C,=2. I§
lygciu sistemos

20, +4C, =1
randame C = —l, G =
2
x, =2""14n 2" =2 -1y,

Ats.: x, =2"(n-1).

¥a+c2za

1 ..
—. Taigi
> g

2) Sio sarysio atskirojo sprendinio ieskosime tokio pavidalo:
v, =an+b.
Turime: a(n+2)+b=a(n+1)+b+2(an+b)+n.IS Cia

n'la=a+2a+1
W0l 2a+b=a+b+2b '
. . . . 1 .
Gautosios lygéiy sistemos sprendinys: a = 5 b= 2 ir
e . ” L . 1 1
nagrinéjamojo sarysio atskirasis sprendinys yra v, = —En e

Homogeninio sarysio x,,,, = x,,.1 +2x,, charakteringoji lygtis
yra ¥2—r=2=0 , 0 jo bendrasis sprendinys
u, = Cl(—l)n + C2 2M

Taigi duotojo sarysio bendrasis sprendinys yra

xn=c¢—n"+cy2”—%n—%.
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Konstanty Cj ir C, reikSmes rasime i$ pradiniy salygu:

~Cy +2C, —%—%:1, kai n=1,

c1+4c2—1—%=—1, kai n=2.

IS Siy lygciy sistemos gauname:

13 . 1
Ci=——=1ir Cy =—.
T R
dis: x, =y B Lo L, 1
12 3 2 4
n n
. Kadangi F), L 1+45 - i , tai
NI 2
2n on
2 o 11445 a [1=4/5
Fy +Fn+1:§ ( 2 J -2(-D)" + — +
2n+2 2n+2
:+[1+2\E] 2( 1)"+1+[1_2‘/§] ]:

1 £1+\/§J2".10+2\/§+£1—\/§J2"10—2\/3 B
52 4.5 2 445 |
1 (1+\/§T"'1+\/§_1—\/§'(1—\/§JZ" )
5L 2 2 2 2 N

119



SPRENDIMAI

9.

10.

NG

P S
Taigi Fy' + Fyh = Fop4-

3+\/ﬁ+3—\/ﬁ:
2 2

) 1 1+\/§ 2n+1 1_\/5 2n+1
- 2 2

34417 3-417
3,0 qg=— 5 . 5 =2,

tai duotoji seka yra rekurenciojo sarySio x,.» =3x,,1+2x,

Kadangi p =

sprendinys (Zr. 2 teorema).
Kadangi x; =u; =3,

=252 (57
Xy =uUy = + =13,

2 2

tai, akivaizdu, kad x3, x4, x5, ... yra sveikieji skaiciai. Be to, x|
ir x, — nelyginiai skaiCiai, tai x3 taip pat nelyginis skaicius (lygus
lyginio ir nelyginio skai¢iy sumai). Analogiskai isitikiname, kad
X3, X4, X5, ... taip pat nelyginiai skaiciai.

DesimtZenklis skaiCius sudarytas tik i§ dviejy skaitmeny 2 ir 5,
kuriy tarpe néra greta dvejety, suskirstykime i 2 klases:

1) skaiciai, kuriy paskutinis skaitmuo yra 2;

2) skaiciai, kuriy paskutinis skaitmuo yra 5.

IS pirmos klasés skaiciy, nubraukus paskutinius du skaitmenis
52, gauname astuonzenklius skaiCius, kuriy tarpe néra greta dvejety.
IS antros klasés skaiciy, nubraukus paskutinj skaitmeni 5, gauname
devynzenklius skaicius, kuriy tarpe néra greta dvejety. Akivaizdu,
kad ajg=ag+ag, ¢ia ayy — deSimtzenkliai skaiCiai, ag -
aStuonZenkliai skaiCiai, 0 a9 — devynZenkliai skaiciai, kuriy tarpe
néra greta dvejety. Si lygybés yra gaunama i§ rekurenciojo sarysio

a,=a,_»+a,_1,kai n=10.

Tai Fibonacio rekurencioji seka.

Kai n=1, a; =2 (i§ dvieju skaitmeny 2 ir 5 galima sudaryti
du skirtingus vienazenklius skaicius).
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Kai n=2, a, =3 (trys skirtingi dvizenkliai skaiciai: 25, 52 ir 55).

Dabar nesunku apskaiciuoti, kad
az=ay+ay=3+2=35,
a4 =ap+az3=3+5=8,
as=az+ay =5+8=13,
ag =a4 +as =8+13=21,
a7 =as +ag =34,
ag =ag+ay =55,
ag =aj +ag =89,
ajp =144.

Ats.: 144 deSimtzenkliai skaiCiai.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kvadratiné lygtis neturi realiyju sprendiniy tik tada, kai jos
diskriminantas

D=@3'-2")? —4%6"2 =9' —13.6' "1+ 4!

yra neigiamas skaiCius. ISspreskime (parametro ¢ atzvilgiu)

rodikling nelygybe 9’ —13- 6'"'+4" <0 ir rasime reikiamas
parametro reikSmes:

t t
o —13.6 " +4" <0 = 6| [2] L2 |0
2) 6 \3
3V 13 (2
—| ——+|=] <0>
2) 6 (3
t t

O g

= 2 = 2)° = 2) 5

3

1 5 2
a——+—<0 6a” —13a+6<0 T <a<—
a 3 2
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2 (3 3
= —<|—| <==>-1<t«l.
3 2 2

Ats.: te(-1;1).

2. IS pradziy iSspreskime kvadrating nelygybe x2-12x+m<0. Ji

turi realiyju sprendiniy tik tada, kai trinario X2 —12x+m
diskriminantas D =144 —4m yra neneigiamas skaiCius; taigi, kai
m<36. Tada nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas

[6—«/36—111; 6+«/36—mJ, m <36. Pagal salyga turi galioti dvi

nelygybés: 6—-+4/36—-m <x<6++4/36—m ir x<2. Be to, tik
vienas realusis skaicius turi tenkinti abi nelygybes. Aisku, kad taip
bus tik tada, kai 6-+/36—-m =2. I§ Cia ir apskaiiuojame
ieSkomaja m reikSme:

6-v36-m=2=+36-m=4=36-m=16=>m=20.

Ats.: m=20.

3. Si lygtis turi du realiuosius sprendinius tik tada, kai trinario
X -2 px — p diskriminantas D =4 p2 + 4 p yra teigiamas skaicius;
taigi, kai p <—1 arba p > 0. Sprendiniai tokie:

x1=p—qlp2+p ir x2=p+\/p2+p.

Pagal uzdavinio salyga reikia nagrinéti sistema

p—p+p<l,
p+p’ +p>1 pe(-DU O+ ).
Kai p <—1, tai nelygybé p ++/ p2 + p >1 sprendiniy neturi:
p+\/p2+p>1:> p2+p>1—p:>p2+p>(l—p)2:>

1
=>p>—.
P 3
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Kai p>0, tai p—ﬂp2+p <0; taigi p—\lp2+p <1. Antraja

nelygybe uzrasykime taip: p2 + p >1- p. Lengva matyti, kad ji
galioja, kai p >1. Patyrinékime ja, kai 0< p <1:

ﬂp2+p>1—p :>pz+p>(1—p)2 =3p>1 :>p>%.
Galutiné iSvada: kvadratinés lygties x? -2 px—p =0 sprendiniai

. .. . 1
tenkina uzdavinio salygas, kai p > 3

1
Ats.: p>—.
P 3

. I§ pradziy nustatykime, su kuriomis parametro a reikSmémis duotoji
kvadratiné lygtis turi realiyju sprendiniy. Kitaip tariant raskime
parametro a reikSmes, su kuriomis trinario

x% +2(a® =3a)x—(6a° —14a* +4)
diskriminantas D = 4(a4 ~5a° + 4) yra neneigiamas. Gausime
as-2 arba —1<a<l, arba a>?2, t.y.
ae(—o; - 2]U[-L;1JU[2; + ). Lygties $akny suma pazymékime
S(a). Pagal Vijeto teorema S(a)=-2 (a2 -3a)=6a— 2a° .
Ieskant reiskinio S(a) didziausios reik§més paranku isskirti pilnaji
kvadrata:

2 2
S(a) =6a—2a’ =—2(—3a+a2)=—2[(a—ij —2}2—2((1—3} .
2) 4] 2 2

2
C 3 .
Matome, kad pakanka rasti maZziausia kvadrato (a _Ej reikSme,

kai a e (—o0; —2]U[-1;11U[2; + ) :
2 2 2
min(a—gj =[1—ij =(2—§j =l-
2 2 2 4
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Taigi max S(a) = S(1) = S(2) = %_ 2 .% _4,

Ats.: ae{l;2}.

5. Funkcijos f(x)= T x+7 reikimé kairiajame intervalo [1; 4]
X

taske yra f(I)=m+6. Kad §i reik§m¢ buty didziausia intervale
[1; 4], turi galioti tokia salyga:
= f(x),1<x<4,

t.y.
m
m+6>2——-x+7,1<x<4.
X
Pertvarkykime nelygybe:
m+6>2 x+T > m2l o xil = mx>m—x>+x =
X X

(x—-D(m+x)=20.
Nelygybé (x—1)(m+x) >0 galioja su visais x €[1; 4] tik tada,
kai su visais x €[1; 4] galioja nelygybé m+x>0. Taigi m>-1.
Ats.: m>-1.

6. Zinome, kad funkcijos g(x)= 2x% +x+a grafikas yra parabole,
kurios vir§inés taSko koordinatés yra (%, a +%j, o Sakos

nukreiptos zemyn (zr. 1 pav.). Taciau funkcijos
f)=g(@) 22" +x+al
grafikas nebiitinai yra parabolé. Apsiribokime ty grafiky
fragmentais, atitinkanciais kintamojo x reikSmiy intervala [0; 1] (zr.
2 pav. ir 3 pav.).
Nagrinékime tris atvejus.

1 atvejis. Kai g(x)= 2x? +x+a>0 suvisais xe [0;1], tai

f(x) =g = 2x% +x+a. Taip bus tada, kai a> 2x2—x su
visais x €[0;1]. Gauname a >1.

124



ASTUNTOJI UZDUOTIS

5. . 1 . .
Siuo atveju max f(x)=a+ 3 (tai parabolés y = 2x% +x+a
vir§tnés tasko ordinaté). Pats maziausias maksimumas gaunamas su

parametro reikSme a =1. Taigi min(max f(x))=1 +é = % , kai

a>1.

1 pav. 2 pav.

2 atvejis. Kai

g(x)=—2x2 +x+a<0
su visais x €[0;1], tai
f(x)= 2x% +x+a |:2x2 -x—a,
kai xe[0;1]. Apskai¢iuokime
galimas parametro reikSmes. Jas

gausime i$ salygos a < 2% —x
su visais x €[0;1]. Maziausioji

reiSkinio 2x% —x reikSmé

3 pav.
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intervale [0; 1] yra lygi —% (pasiekiama taSke xz—%), todél

as——.

Siuo atveju kvadratinis trinaris 2x% —x—a didziausia
intervale [0; 1] reikSme¢ pasiekia, kai x=1 (t.y. deSiniajame
intervalo taske). Taigi

maxf(x)zZ-l2 —l-a=1-a, aﬁ—%.

Maziausia $io maksimumo reik§me gauname su parametro reik§me

=—_: 1 =1—-| —-= —_,kai <——,
a 3 min (maX f(x)) [ 8) 3 as 3

. .1 e
3 atvejis. Kai 3 < a <1, tai dalis trinario

g(x)= 2%’ +x+a
reik§miy yra teigiamos, o dalis — neigiamos, kai x €[0;1]. Tas

intervalo [0; 1] dalis nesunku nustatyti pagal trinario — 232 +x+a

1-+/1+8a . _1+\/1+8a
4 7 4

Saknis: x| = 2 . Antroji Saknis priklauso

intervalui [0; 1], kai —% <a<1. Taigi

1++v1+8a

—2x2+x+a, kai OSxST,
2
f(x)g2x"+x+al=
2x2—x—a, kai W<xsl.

DidZiausiai reik§mei rasti paranku pasinaudoti grafiku (zr. 3 pav.).
IS jo matyti, kad didziausia reik8meg intervale [0; 1] funkcija

F(x) = -2x +x+al, —%<a<1, igyja arba taske x:%, arba

taske x =1. Taigi
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max f(x)= max{f(%); f(l)} =max{a +é; l—a}, kai —é< a<l.
PaCia maziausia Sio dydzio reikSme¢ gauname i§ lygybés
1 o 7
a+—=1-a,kuri galiojasu a=—:
8 16

min(maxf(x))z%-k%:l—%:%,kai —%<a<1.

Palyging visais trimis atvejais gautus rezultatus, darome tokia
iSvada:

min(max f(x)) = % .

.. . 7
Sis rezultatas gaunamas su parametro reikSme a = E .

. Kvadratiniame trinaryje x> + (k +4)x+2k+3 isskirkime pilnaji
kvadrata ir duotaja funkcija uzras§ykime taip:

k+4) k2+4
f(x)z(x+ 5 ) B

2
Toliau nagrinékime tik pirmaji démeni (x+k;4j ]

pazymékime g(x); taigi

k+4 2
g(x)z[x%—Tj .

Aisku, kad funkcija f(x) igyja maziausia reikSme tame paciame
intervalo [0; 2] taske kaip ir funkcija g(x). Be to,
k2 +4

min f(x) =min g(x)— YR 1
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2
Funkcijos g(x)= (x + ket 4) grafikas yra parabolé, kurios

k+4

vir§tinés tasko abscisé¢ yra xp=-— , 0 Sakos eina | virSy.

Vadinasi, maziausia reikSme Si funkcija igyja arba taSke x, arba
taske x=0, arba taske x=2, — viskas priklauso nuo tasko

X0 =—M padéties intervalo [0; 2] atzvilgiu. Pagal tai

iSnagrinékime tris atvejus.

1 atvejis. Tegu x, <0, t.y. k>-4. Siuo atveju funkcija
g(x) didéja intervale [0; 2], todél

k+4j2:(k+4)2

min g(x) = g(0) = ( 5 1

2 atvejis. Tegu 0<xy <2,ty. -8<k<H4. Siuo atveju

ming(x) = g(x) = g(— %} -0,

3 atvejis. Kai x5 >2, t.y. k<-8, funkcija g(x) mazéja
intervale [0; 2], todél
2 2
ming(x) = g(2) =| 2 X&) ~EFS”
2 4
Pasinaudoj¢ (1) formule, apskai¢iuokime maziausia intervale
[0; 2] funkcijos f(x) = X2+ (k+4)x+2k+3 reikSme:
4k +15, kai k <-§;
k> +4

min f(x)=4— , kai—8< k<-4

2k +3, kai k >—4.

Belieka i$spresti lygti min f(x) =—4. V¢l turime tris atvejus
(priklausomai nuo dydzio min f(x) israiskos):
1) kai k£ < -8, tai
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4k+15=-4=k=-45= U,
2) kai —8<k <-4, tai

2
L SRS ST SIS W - SIS

1) kai k >4, tai
2k+3=-4=k=-35.
Ats.: k=-3,5.

8. Pertvarkykime lygti:

2-sin’ x {sin2x+tsinx+(t—2)=0,
—_— = =

1+sinx
2 2

—t—4/(t-2)"+4 —t+4/(t-2)" +4

sinx = ( ) arba sinx = ( ) ,

= 2 2
sinx # —1.

sinx # —1

Matome, kad viena sprendini intervale [0;2m] lygtis gali turéti
vieninteliu atveju, — kai sinx=1,t.y. x =5. Kitais atvejais arba

visai sprendiniy nebus, arba ne vienas. Galimoms parametro ¢
reikSméms rasti reikia nagrinéti dvi sistemas:

t<0,
D —t—\/(t—2)2+4_1 ir
- _
t>0,
2) —t+\/(t—2)2+4_1
- _

(atvejis ¢ =0 iS karto atpuola).
Pirmoji sistema sprendiniy neturi, o antroji sistema turi

. .. 1
vienintelj sprendini — ¢ = 3

Ats.: tzl.
2
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9. Spreskime sistema
{lg(xz + px+1,01)> -2,

x<0.
Gausime:
x% 4+ px+1,01>0,
2 _
lg(x* + px+1,01) > 2’:> x2+px+1,01>0,01,:>
x<0
x<0
5 0
_ p=>0,
_ )X + px+1,01 > 2,:> <0 arba 5 =
x<0 p-—-4<0

= (p<0 aba 0< p<2)= p<2.
Ats.: p<2.

10. Kai ¢ <0, tai a— x2 <0 su visais realiaisiais skai¢iais x. Vadinasi,

turéty galioti nelygybé a+x—2>0. Gauname x >2—a > 2. Taigi
su  neteigiamomis  parametro a  reikSmémis  nelygybé

(a— x? )(a+x—-2)<0 neturi sprendiniy, kurie tenkinty nelygybe
x2<l.
Toliau nagrinékime atveji, kai a > 0. Nelygybé
(a— x2 )(a+x—-2)<0 galioja tik tada, kai
a—x2>0, a—x2<0,
arba
a+x-2<0 a+x-2>0.
Pertvarke turésime tokia sistemy pora:

x? < a, . x? > a,
ir
x<2-a x>2-a.
Pirmoji sistema neturi sprendiniy, tenkinanciy nelygybe x? <1 tik
tada, kai 2—a <—1, o antroji — tik tada, kai 2—a >1 arba a>1.
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Kad nelygybé (a-— x? Y@+ x—-2)<0 neturéty sprendiniy,

tenkinanciy salyga x? <1 , ju turi neturéti abi sistemos. Taigi turi
galioti abi salygos, 2—a<-1 ir (2—a=>1 arba a>1). I§ juy ir
gauname ieSkomasias parametro a reikSmes: a >3 .

Ats.: a<0 arba a>3.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4
S (x) €[2;+0) 3n+1 x,=3-10" +n—2 m=4
n
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