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PRATARME

Sioje septintojoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos knygeléje
»Jaunajam matematikui“ yra pateikta 2004-2006 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir ju
sprendimai.

Knygelés turini sudaro Sios temos: skai¢iy dalumas, dalumo
pozymiai (E. Stankus); nelygybés geometrijoje (E. Mazétis); krastinio
elemento principas (J. Sinkiinas); indukcijos principas (A. Apynis,
E. Stankus); grafai, Oilerio formulé (L. Maliaukien¢, J. Sinkinas); tasky
geometrinés vietos (J. Vainavidiené); aibés, taikymo uzdaviniai
(A. Apynis); iSvestinés ir integralai (A. Skiipas). Skaitytojas taip pat ras
2004 mety stojamaja uzduoti ir jos sprendima bei 2006 mety
baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Kad buty lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra idétas ankstesniy SeSeriy
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams ir redaktorei Joanai
Pribusauskaitei.

Taip pat tariame nuoSirdy acit kolegei Kristinai Lyndienei uz teksty
rinkimg ir maketavima.

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Raskite maziausia trizenklj skaiciu, lygu jo vienety skaitmens kubui.

. Ar galima skaicius 1, 2, 3, ..., 21 suskirstyti i tris grupes taip, kad
kiekvienoje grupéje didziausias skaicius biity lygus likusiy skaiciy
sumai?

. Reiskinj
x% +2004x% +2003x + 2004
iSskaidykite dauginamaisiais.

. Raskite nattiraliyju skai¢iy m ir n poras (m, n), su kuriomis galioja
lygybé

mn® +3n% —m =108.
Nurodymas. Lygties kairiaja puse iSskaidykite dauginamaisiais.

. ISspregskite lygciy sistema
2(x+y) =5xy,
8(x3 +y3) = 65.

. Fermeris i§ banko paémé kredita dvejiems metams sutargs moketi
. . .. .3
tam tikra paliikany procenta. Po mety fermeris grazino bankui N

sumos, kuria jis tuo metu buvo skolingas bankui, o dar po mety
sumokejo likusia skola, kuri sudaré 36% paimtojo kredito. Koks
banko paliikany procentas?

Pastaba. Pagal sutartj fermeriui paliikanos prie skolos priskai-
¢iuojamos viena karta per metus (pirma karta — pragjus vieneriems
metams nuo kredito paémimo, antra karta — po dveju mety).

. Teniso turnyre dalyvavo 18 tenisininkuy. Kiekvienam tenisininkui
buvo priskirtas jo eilés numeris. Po to burtais jie buvo suskirstyti
19 grupes po 2. Pasirodo, kad kiekvienos grupés tenisininky nume-



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

riy suma yra natiiraliojo skaiciaus kvadratas. Koks tenisininko, kuris
yra vienoje grupéje su tenisininku Nr. 1, eilés numeris?

Styga AB =12 cm lygiagreti su apskritimo skersmeniu CD ir liecia

mazaji pusapskritimi. Apskaiciuokite figtros, apribotos pusapskri-
timiy lankais CABD ir CFE bei atkarpa ED, plota (brézinyje

uzbrikiniuota). /// ////// _ XN
"

Taskas M yra trapecijos ABCD (AD||BC) krastinés CD vidurio
taskas. Atkarpa AM istrizaing BD kerta taske E. Raskite trapecijos

B

///

D

plota, jeigu S zp =15 cm? it AE:EM =3:1.

IS visy staciakampiy gretasieniy, kuriy pagrindo perimetras 24 cm,
0 vienos sienos perimetras 36 cm, aibés raskite maziausig istrizaing
turinCio gretasienio tiirj.



I. SKAICIU DALUMAS, DALUMO POZYMIAI

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Viena i§ seniausiy matematikos Saky — skaiCiy teorija. Ji nagrinéja
ivairias skai¢iy savybes, taCiau bene svarbiausios yra skaiciy dalumo
savybés.

Zymékime, kaip iprasta, N ={1, 2, 3,...} — natiraliyjy skaiciy aibe,
Z=4.,-2,-1,0,1,2, ..} —sveikyju skaiciy aibe.

DeSimtainé poziciné skaiciavimo sistema. Mes jau seniai ipratg
natiiraliesiems ir sveikiesiems skaiiams uzraSyti vartoti deSimtaing
skai¢iavimo sistema. Sios sistemos pagrindas yra skaiCius 10.
Naturalusis skaicius » uzraSomas vartojant skaitmenis 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8, 9 tokiu bdu: n = aza;_;..ajay . Cia kiekvienas skaitmuo pagal savo
vietg reiSkia atitinkamai ay— vienety skaiciy, a;— deSim¢iy skaiciy,
irt. t....,ay rodo kiek yra 10* laipsniy:
n=a; 10 +a;,_1-10F" + 44,10 +44-10°. (1)
Pavyzdziui, uzrasas n = 74832 i tikryjy reiskia skaiciy
n=7-10*+4.10° +8-10% +3-10' + 2-10°.
Vartojamos ir kitos skai¢iavimo sistemos. Pavyzdziui, kompiuteriy
moksle labai svarbi dvejetainé sistema, kurios pagrindas yra 2.
Natiiralusis  skai¢ius #n Sioje sistemoje uZraSomas panaSiai:
n = agaj_q...aq1a . Tik ¢ia galimi skaitmenys yra 0 ir 1:
n=ay 2k +a,_; -2k_1+...+a1 2! +ay 20,
Pavyzdziui, deSimtainés sistemos skaicius 25, uzraSytas dvejetaine
sistema, yra 11001. IS tikryjy
25=1-2*+1.2 1022 +0-2" +1.2°.
Ragysime: 25y =110015) .
Sveikyjy skaiciy dalumas. Tarkime, a ir b — sveikieji skaiciai,
b#0. Jeigu yra toks sveikasis skaifius ¢, su kuriuo teisinga lygybé
a = bq , tuomet sakoma, kad a dalijasi is b arba b dalija a ir Zzymima

b\a. Skaiciai b ir g vadinami skaiciaus a dalikliais, o skaiCius a yra
skaiCiaus b kartotinis. Nesunkiai irodysime tokias dalumo savybes.
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1. Jeigu a yra skaiciaus m kartotinis, o m yra skaiciaus b kartotinis,
tai skaicius a yra skaiciaus b kartotinis.

[rodymas. Kadangi a = mq, m = bq,, tai a = bq,q,, t. y. skaicius a
yra skaiciaus b kartotinis.

2. Jeigu zinome, kad lygybes

aj+ay+..+a, =b+b+..+b, 2)
kairiosios ir deSiniosios pusés visi démenys, iSskyrus kurj nors viena,
yra skaiCiaus c¢ kartotiniai, tai ir pastarasis démuo yra skaifiaus c
kartotinis.

[rodymas. Tarkime, kad ay, ..., a,,, by, b,,...,b, yra skaifiaus c
kartotiniai, t. y. ap =cqp, ..., ay, =cq,,, by =clj, by =cly, ..., b, =cl,.
[raSg Sias iSraiSkas i (2) lygybg ir iSreisk¢ a;, gauname:

a = C(ll +12 +...+ln b) —...—qm),
t.y. a; yra skaiCiaus c kartotinis.

3.Jei a\b,a\by,...,a\b,, tai a\(by+by +...+b,).

[rodymas. Kadangi by = aqy, by = aqs,..., b, = aqy, tai

by+by+..+b,=alq +qr +..+q,),
t.y.suma b + by +...+ b, dalijasi i a.

Dalyba su liekana.

Teorema. Tarkime, a ir b — sveikieji skaiciai, b # 0. Tuomet yra
tokie vieninteliai skaiciai g irr, 0<r <|b|, su kuriais galioja lygybé

a=bqg+r. 3)

Skaicius g vadinamas dalmeniu, o r — lickana.

[rodymas. Aisku, kad skaiciy g ir r, 0<r <|b|, viena pora, su kuria
galioja (3) lygybé, surasime. Reikia skai¢iu ¢ paimti toki, kad bg biity
pats didZiausias skaiciaus b kartotinis, nevirSijantis skaiciaus a.

[rodysime, kad tokie skaiCiai ¢ ir » yra vieninteliai. Tarkime,
kad dar yra kiti skai¢iai gjirr, 0<n <|b|, su kuriais galioja
lygybé a=bg; +7r. Tuomet i§ Sios lygybes atémg (3) gausime
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0=>0(q; —q)+n —r. IS jrodytosios 2 dalumo savybés iSplaukia, kad
(rn —r) yra skaiCiaus b kartotinis. Kita vertus, |A —7r|<b, nes Sis
skirtumas yra dviejy teigiamy skai¢iy, mazesniu uz b, skirtumas. Toks
skai¢ius (kuris yra b kartotinis ir yra mazesnis uz b) gali biti tik nulis.
Taigi n —r =0, o tuometir ¢ —g =0. Vadinasi, n =7», q; =q.

Kaip pasirinktiesiems sveikiesiems skaiiams a ir b praktiskai
surasti skaicius ¢ ir », 0<r<|b| , kad galioty (3) lygybé? — Galima
taikyti visiems zinoma dalybos kampu algoritma. Panagrinékime keleta
pavyzdziy.

Dalydami kampu skaiciy 127 i§ 13, gausime, kad 127 =13-9+10.
Taigi ¢ =9, r =10.

Atkreipkime démesj i atvejus, kai a <0,b>0 arba a>0,b<0,
arba 0 <0,56<0.

Pavyzdziui, kai a =-127,b =13, tai —127 =13-(-10)+ 3, vadi-
nasi, ¢ =-10,r =3.

Jeigu a=127,b=-13, tuomet 127 =(-13)-(-9)+10, taigi
qg=-9, r=10.

Kai a=-127, b=-13, turésime —127 =(-13)-10+3, ir ¢ =10,

r=3.

Kiekvienu atveju bg yra pats didziausias skaiciaus b kartotinis,
nevirsijantis skaiciaus a.

Lyginiai. Dabar panagrinékime sveikuosius skai¢ius palygindami
liekanas, gaunamas dalijant §iuos skaicius i§ kokio nors pasirinkto nati-
raliojo skai¢iaus.

Apibrézimas. Jei sveikuosius skaiCius a ir b dalijant i§ natiiraliojo
skaiCiaus m gaunama ta pati liekana, tai sakoma, kad a lygsta b moduliu
m (zymima a = b(modm) ).

Irodysime kelias naudingas lyginiy savybes.

1. Lyginys a =b(modm) galioja tik tuomet, kai skirtumas a—b
dalijasi i8 m.

[rodymas. Jei a = b(modm),t.y. a=mq, +r ir b=mg, +r, tai
a—b=m(q —qp) . Taigi (a—b) dalijasi i§ m.

10
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Atvirksciai, jei m\(a—b),0 b=mgq, +n, tai
a-b=mg=a=b+mg=a=mg+n+mqg=>a=m(q +q)+n.
Vadinasi, a dalydami i§ m taip pat gausime liekang 7 .

Iivada. a=b(modm) & a—b=0(modm) (lyginyje, kaip ir
lygtyje, jo narys gali buti perkeltas i kita lyginio pus¢ pakeiciant §io
nario Zenkla prieSingu).

2.Jei a=b(modm), tuomet ac=bc(modm) ir a+c=
= b+ c(modm) su bet kuriuo ¢ € Z (lyginio abi puses galima padauginti
i§ sveikojo skaiCiaus, taip pat prie lyginio kiekvienos pusés galima
pridéti sveikaji skaiciy).

[rodymas. a = b(modm) < a—b = mg = ac — bc =mqgc =
= ac =bc(modm).
a=b(modm) = a-b=mg= (a+c)—(b+c)=mg=
=a+c=b+c(modm).

3.Jei g =bh(modm) ir a,=by(modm), tai a+ay=
= b + by(modm) (du lyginius galima sudéti).

[rodymas.

a; = by(modm), ay = by(modm) < a; =by + mqy,

ay=by +mqy = ay+ay =b+by + m(q +qp) =
a; +ap = by + by(modm) .

Isvada. Galima sudéti bet koki lyginiy skaiCiy.

4.Jei  a =b(modm) ir ap=by(modm), tai a-a)=
= b - by(modm) (du lyginius galima sudauginti).

[rodymas.

a; = by(modm), a, = by(modm) <

ay =by+mqy, ay = by +mqy = ay-ay = (b +mq)(by + mqp) =
ay-ay = by -by +m(bigy +brq) + mq1g2) = ay - ay = by -by(modm).

Isvada. a = b(modm) = a* =t (modm) su ke N.

11
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Lyginiy savybés ypac naudingos, kai operuojama dideliais skaiciais.
Pavyzdziui, kai pats skaicius turi daug skaitmeny (ir todél jo nejmanoma
uzraSyti deSimtaine skaiCiavimo sistema), tai remiantis lyginiy
savybémis vis délto galima nustatyti, koks Sio skaifiaus paskutinis ar
priespaskutinis skaitmuo. Taip pat galima surasti liekana, kuria gautume
Si skaiciy dalydami i§ kurio nors nattiraliojo skaiciaus. Panagrinékime
keleta pavyzdziu.

Pavyzdziai.

1. Raskime liekana, kuria gautume skaiCiy a = 128 -14° +15° pa-
dalije i§ 9.

Sprendimas. 12 = 3(mod9) = 127 = 3%(mod9) =

122 = 0(mod9) = 12% = 0(mod9) ;

14 = 5(mod9) = 14? = 5?(mod9) = 14> = —2(mod9) =
= 14* = 4(mod9) = 14® = —2(mod9) = 14° = ~10(mod9) =
= 14° = —1(mod9) = —14° = I(mod9) ;

15 = 6(mod9) = 152 = 6%(mod9) = 15% = 0(mod9) =
= 15% = 0(mod9) = 15° = 0(mod9).

Sudéje gautuosius lyginius 128 = 0(mod9), - 14° = I(mod9) ir
15° = 0(mod9), turésime a=1(mod9). Taigi skaiCiy a dalydami i$ 9
gausime liekang 1.

2. Raskime skaiciaus a = (1234)56789 paskutiniji skaitmeni.

Sprendimas. Atkreipkime démesi, kad nattraliojo skaifiaus pasku-
tinysis skaitmuo yra liekana, gauta §i skai¢iy dalijant i§ 10.
Taigi ieSkosime skai¢iaus a dalybos i§ 10 liekanos. Pirmiausia

1234 = 4(mod10). Todél turime rasti lickana, gauta skaiciy 436789
dalijant i§ 10. Kadangi

4% = 6(mod10), 4%F = 6F = 6(mod10), ke N,
tai 470789 = (4%)?839% .4 = 6.4 = 4(mod10). Vadinasi, skai¢iaus a
paskutinysis skaitmuo yra 4.

12
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3. Raskime skaiciaus a = 22004 paskutinjji skaitmeni.

Sprendimas. 2°%* = (24)°%! = 6°°! = 6(mod10) .

Kai sveikuosius skaiCius dalijame i§ nattraliojo skaiCiaus m
(dalybos su liekana algoritmu) galime gauti jvairiy liekany, kuriy i§ viso
skirtingy yra m—1. Tai skaic¢iai — 0 (kai skaiCius dalijasi i§ m),
L,2,3,..,.m-1.

Pagrindiné aritmetikos teorema. Nagrinéjant natiiraliyjy skaiciy
savybes labai svarbls pirminiai skaiciai — tokie natiralieji skaiciai,
kurie dalijasi tik i§ saves ir i$ vieneto (pats vienetas nelaikomas pirminiu
skai¢iumi).

Pagrindiné aritmetikos teorema teigia, kad bet kuris natiiralusis
skaiCius n vieninteliu biidu iSreiskiamas pirminiy skaiciy sandauga (jei
nekreipiama démesio | dauginamuyjy tvarka).

Jei skai€iaus n pirminius daliklius pazymeésime p;, ps, ..., Py, tai
skaiCiy n galima uzraSyti formule

k k k, .
n= ptopyteapy ™

¢ia ky, ky, ..., k,, yra teigiami patys didZiausi laipsnio rodikliai, su kuriais
skaicius n 1§ Sy laipsniy dalijasi. Pavyzdziui, 12= 22.3 ,

2205 =3%-5-7%.

Sitoks natiiraliyjy skai¢iy i$skaidymas tik i§ pirmo Zvilgsnio atrodo
paprastas. Jeigu skaiciai dideli, tai gauti tokj skaidini gana sudétinga
netgi pasitelkiant kompiuteri, nes reikia nustatyti, i§ kuriy pirminiy
duotasis skaiCius dalijasi, o i§ kuriy ne. Kita vertus, taip pat sunku
nustatyti, ar pasirinktasis skaiCius yra pirminis, ar sudétinis (néra
pirminis). Sie klausimai domina daugelj matematiky (sitilome Zvilgteréti
1 interneto svetaing http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).

Natiiraliyjy skaic¢iy dalumo poZymiai. Jeigu nagrinéjami ne ypac
dideli skai¢iai, tai ju daluma i§ kai kuriy skai¢iy galima nustatyti
pasitelkus dalumo pozymius. Kai kuriuos i$ jy ¢ia panagrinésime.

1. Jeigu skaiciaus paskutinysis skaitmuo yra lyginis, t. y. 0, 2, 4, 6
arba 8, tuomet Sis skaiCius dalijasi i$ 2.

Ir atvirkSciai, jeigu skaiCius dalijasi i§ 2, tai jo paskutinysis
skaitmuo yra lyginis.

13
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[rodymas. Tokio skaiCiaus iSraiskos (1) lygybe paskutinis skaitmuo
ap =0, 2,4, 6,8. Kadangi visi kiti démenys dalijasi i§ 2, tai pagal trecia
dalumo savybe i$ 2 dalijasi ir duotasis skaicius.

Jeigu skaiCius dalijasi i§ 2, tai i§ (1) lygybés pagal antrg dalumo
savybe i$ 2 dalijasi ir paskutinis skaitmuo.

2. Jei skaiCiaus paskutinysis skaitmuo yra 0 arba 5, tai $is skaiCius
dalijasi i$ 5.

[rodykite savarankiskai.

3. Jeigu skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i§ 3, tuomet ir §is skaicius
dalijasi i$ 3.

Jeigu skaiCiaus skaitmeny suma dalijasi i§ 9, tai ir §is skaiCius
dalijasi i§ 9.

[rodymas. Atkreipkime démesi, kad

10 = I(mod3), 10? = I(mod3), ..., 10X = I(mod3),
taip pat
10 = 1(mod9), 10% = 1(mod9), ..., 10¥ = 1(mod9).
Tuomet i$ (1) formulés ir treciosios lyginiy savybés gauname:
n=ap+ap_1+..+a + ao(mod3) .
Taip pat ir
n=ap+ap_1+..+a + ao(mod9) .

Vadinasi, jei skaitmeny suma dalijasi i§ 3 (i§ 9), tai ir pats skaiCius
dalijasi i$ 3 (i8 9).

Galioja ir atvirkscias teiginys: jei skaiCius dalijasi i§ 3 (i§ 9), tai ir jo
skaitmeny suma dalijasi i§ 3 (i§ 9).

4. Naturalusis skai¢ius n=10a+b, 0<b <10, a € Z, dalijasi i§ 7
tik tada, kai a —2b dalijasi i$ 7.

[rodymas. Tarkime a—-2b dalijasi i§ 7. Skaiciu n=10a+b
uzrasykime taip:

n=10a+b=17(a—-2b)+7(5b—a). 4)

Abu §io skai¢iaus démenys dalijasi i§ 7, todél ir n dalijasi i$ 7.

I§ tos pacios (4) lygybés pagal antraja dalumo savybe iSplaukia ir
atvirkscias teiginys.

14
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DidZiausias bendras daliklis ir maZiausias bendras Kkartotinis.
Dabar, kai zinome kai kuriuos dalumo poZymius, natiiralyji skaiciy (bent
jau nelabai dideli) i8déstyti pirminiais dauginamaisiais lengviau. O turint
keliy natiiraliyjy skaiCiy, pavyzdziui, a, b ir ¢, iSraiSkas pirminiais
dauginamaisiais, nesunku surasti ju didziausia bendra dalikli
DBD(a,b,c) bei maziausia bendra kartotini MBK (a,b,c). Pavyzdziui,
tegu

a=2646=2.3>.92,

b =21609000 = 2°.3%.5% .74

c=13377=3-713,

Tuomet

DBD(a,b,c)=3-7* =147,

MBK (a,b,c)=2°-3%.5%.7% .13 = 842751000
Kai DBD(a,b)=1, tai a ir b vadinami tarpusavyje pirminiais
skaiciais.
Apie skaiCiy daluma taip pat galima paskaityti Lietuvos jaunuyjy
matematiky mokyklos leidinyje ,,Jaunajam matematikui 3, Vilnius: Danieliaus
leidykla, 2002.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Data 2004.12.10 uzraSykite dvejetaine iSraiska.

2. Raskite skaiCius g ir », 0<r<|b|, su kuriais galioja lygybé
a=bg+r,Xkai:
1) a =-86350,b =284;
2) a=7342,b=-46;
3) a=-75840, b =-3215.

3. Raskite liekana, kuria gautume skaiciy 1213 41519 —148 padalije
i87.

4. Raskite skaitiaus 32004 + 72005 paskutiniji skaitmenj.
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10.

Suformuluokite ir irodykite nattraliojo skaiciaus dalumo i§ 11
pozymi.

Skaic¢ius n=10a+b, 0<b <10, a e Z, dalijasi i§ 13 tik tada, kai
a + 4b daljjasi i$ 13. [rodykite §i dalumo pozymi.

Suraskite skai¢iy a=2132, b=1599ir ¢=9061 didziausia bendra
daliklj ir maziausig bendra kartotinj.

Suraskite visas tarpusavyje pirminiy skai¢iy poras (m,n), su
kuriomis galioja lygybé

m+n

3
m?+m-n+n® 13

Irodykite, kad skai¢ius n(n2 —7) su visais natiiraliaisiais n dalijasi
i§ 6.
Nurodymas. Patikrinkite, ar §i savybé galioja su visomis

skaiCiaus n dalybos i$ 6 lieckanomis.

Suraskite visy sveikyju skai¢iy x, tenkinanciy lygini 4x =5(mod7),
aibe.

R
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1. NELYGYBES GEOMETRIJOJE

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Matematikos pamokose Jus jrodinéjote jvairias skaitines nelygybes,
sprendéte tiesines, kvadratines, racionaligsias, iracionaligsias nelygybes,
kuriose kintamieji igyja tam tikras skaitines reikSmes. Skirtingai nuo
skaitiniy nelygybiy, geometrijoje nagring¢jamos nelygybés, siejancios
atkarpy ilgius, kampy didumus, plotus, trius ir kitus geometrinius
dydzius. Nagrinédami geometrines nelygybes, taikome ne tik Zinomas
skaitines nelygybes, bet ir tiriamyjy geometriniy figliry savybes. Apie tai
plaCiau susipazinsite atlikdami Sig uzduoti.

Pradésime nuo trikampio nelygybés.

Bet kuri trikampio krastiné yra trum- B
pesné uz likusiy krastiniy sumq (Zr. 1 pav.).

AB < AC+ BC,

AC < AB+BC,

BC < AB+ AC.

I8 trikampio nelygybés iSplaukia tokios 4 ¢
iSvados: 1 pav.

1 iSvada. Bet kuri trikampio krastiné yra ilgesné uz kity krastiniy
skirtumo modulj.

2 iSvada. Bet kuri daugiakampio krastiné yra trumpesné uz likusiy
to daugiakampio krastiniy sumaq.

3 iSvada. Jei trims atkarpoms AB, BC ir AC teisinga lygybé
AB+ BC = AC, tai taskai A, B ir C yra vienoje tieséje, be to, taskas B
yra atkarpoje AC.

1 pavyzdys. [rodysime, kad iskiliojo keturkampio dviejy prieSingy
kraStiniy suma mazZesné uz jstrizainiy

suma. B

Sakykime, kad iskiliojo keturkampio ‘ ¢
ABCD istrizainés AC ir BD kertasi taske
O (2 pav.) Trikampiams AOB ir COD
pritaike trikampio nelygybg, gauname, D
kad  AB<AO+OB,CD<CO+0D. A4
Sudéje $ias nelygybes, turime 2 pav.
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II TEMA

AB+CD < (A0 +OB)+(CO+0D)=(A0+OC)+(BO+0OD) =

=AC + BD.
2 pavyzdys. Jei trikampio krastinéms a, b ir ¢ teisinga nelygybe
a® +b% > 5c? , tai ¢ yra trumpiausioji trikampio krastiné. [rodysime tai.
Tarkime prieSingai, kad krastiné ¢ néra trumpiausia, t.y. c>a.
Pridéje¢ prie abiejy nelygybés pusiuy ¢, gauname 2c¢ >a+c. Kadangi

a+c>b, tai i§ ¢ia 2¢>b. IS nelygybiu c>a ir 2¢ >b gauname

? > a’ , (2c)2 > b2, Sudéje matome, kad 5¢% > a® +b2, o i nelygybé

prieStarauja uzdavinio salygoje duotai nelygybei. Taigi teiginys, kad c
néra trumpiausia trikampio krastiné, yra klai-
dingas.

Daznai ieskant geometriniy uzdaviniy spren-
diniy, pasizymin¢iy ekstremaliomis savybémis,
tikslinga naudoti tokia nelygybe: jei AH yra
statmena tiesei /, 0 AD — pasviroji (zr. 3 pav.), tai J2i 1) /
AH < AD. Lygybé AH = AD vyra teisinga tik
tada, kai taskai H ir D sutampa. 3 pav.

A

3 pavyzdys. Per trikampio ABC virsiing A nubrézta tiesé /. Jei Sios
tiesés atstumy iki trikampio virStiniy B ir C suma maziausia, tai tiesé /
statmena trikampio pusiaukrastinei AD. [rodysime tai.

Nuleiskime statmenis BM ir CN 1§
trikampio virSuniy B ir C | ties¢ /
(4 pav.). Keturkampis BCNM yra trape-
cija, taSkas D yra jos Soninés krastinés
vidurio taskas. Jei DL — trapecijos
viduriné  linijja, tai DL L/ ir
BM +CN =2DL. Kadangi DL yra
statmena tiesei /, o DA — pasviroji, tai
DL < DA ; lygybé DL = DA teisinga tik 4 pav.
tada, kai taskai L ir 4 sutampa, t.y., kai
tiesés DA ir [ statmenos.

Nelygybés tarp aritmetiniy ir geometriniy vidurkiy taip pat daznai
padeda sprendziant geometrinius uzdavinius. Prisiminsime Sias nelygy-
bes ir kartu pateiksime ju geometring interpretacija.

Bet kuriems dviems teigiamiems skai¢iams a ir b teisinga nelygybé
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NELYGYBES GEOMETRIJOJE

a+b2m. F

2 B E c
Sakykime, kad ABCD - staCiakampis,
kurio krastiniy ilgiai x ir y (5 pav.). Kampo 4
pusiaukampiné su tiesémis BC ir CD kertasi 4 D

taSkuose E ir F. Kadangi /£ BAE =45, tai 5 pav.
ZAEB =45 ir AB=BE=x. Analogiskai AD = DF =y. Tuomet

trikampio ABE plotas lygus %xz , o trikampio ADF plotas lygus % y2.
Bet $iy trikampiy ploty suma ne mazesné uz staciakampio 4BCD plota,

2 2
2 ty > xy . Pazyméje x2 = a, y2 = b, gausime a;—b >+ab .

Bet kuriems trims teigiamiems skaiiams a, b, ¢ yra teisinga
a+b+c
nelygybé — >3labc .

Sakykime, staciakampio gretasienio ABCDA;B;C| D, briauny ilgiai

ty

AB =x,
AD =y, P
Adj =z S/C1

(6 pav.), o tiesés DR, DS ir DK

yra kampy ADC, CDDy ir ADD; A
pusiaukampinés. Jei tiesés DS ir

CC, Kkertasi taske P, tiesés DR ir K
CB — taske T, o tiesés PQ ir TQ
lygiagreCios atitinkamai su tie-
sémis CB ir CC|, tai gauname
keturkampe piramide CPQTD,
kurios pagrindo krastinés T
CT=CP=CD=x, o aukStinés
ilgis irgi lygus x. Taigi gautosios

3
piramidés tiris lygus XT Analogiskai piramidés, kurios vir§iné D,

6 pav.
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II TEMA

3
o briaunos yra tiesése DR, DK ir DA tiiris lygus yT, o piramidés, kurios

3
v . . [ . — . z
vir§tiné D, o briaunos yra tiesése DK, DQ ir DD, tiris lygus 3

Kadangi $iy trijy piramidZiy tiriy suma ne mazesné nei gretasienio tiiris
. x3 + y3 + 23 v . 3
xyz, tai foyz. Pazyméje a=x", b=y, c=z",

gausime, kad %IHC >3abc .

4 pavyzdys. LygiaSonés trapecijos ilgiausioji krastiné lygi 13 cm,
perimetras lygus 28 cm, o plotas 27 cm”. Rasime kity trapecijos kratiniy
ilgius.

Sakykime, kad 4D ir BC — trapecijos B C
ABCD pagrindai, be to, AD > BC (7 pav.).
Jei trapecijos ilgiausios krastinés yra Soninés
krastinés,  t.y. AB=CD =13, tai 4 D
AD+ BC =28-2-13=2. Tuomet trapeci- H

28 :2-27:27’ 7 pav.
AD+ BC 2
taigi BH > AB, bet taip buti negali, nes BH — statmena tiesei AD, o AB
— pasviroji. Taigi ilgiausioji kraStiné yra pagrindas A4D. Jei
AB =CD = x, tai
BC =28-13-2x=15-2x,

AH = (4D~ BC) = (13- (15 22) =1,

BH =~ AB? — AH> =\/x2—(x—l)2 =2x-1.

. AD+ B
Tuomet pagal trapecijos ploto formule S :+C-BH , t.y.

jos aukstiné BH =

13+15-2 - : :
27 = %-\/2):—1 arba (14 —x)v2x—1=27. Sig lygti spresti,

keliant abi puses kvadratu yra gana sunku, todél bandysime to iSvengti
taikydami aritmetinio ir geometrinio vidurkio nelygybe. Pastebime, kad
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NELYGYBES GEOMETRIJOJE

(14—x)+(14—x)+(2x—1)>3 o A
5 >314-x)2@x-1),
ty.
27)
(14—x)2(2x—1)s(—j =93,
3 P ¢
Tuomet Y
(14— xW2x 1 = (14— x)2@x - 1) <9° =27, 9 pav.

o lygybé teisinga tik tada, kai 14—x=2x-1, t.y., kai x=5. Taigi
AB=CD=BC=5.

5 pavyzdys. Iskiliojo keturkampio ABCD B C
istrizainés kertasi taSke O, trikampiy AOB ir ‘

COD plotai atitinkamai lygids 4 ir 9.

Nustatysime, kokia maziausia reikSmg gali A

igyti keturkampio ABCD plotas. 4 D
Kadangi trikampiy AOB ir BOC auksti-

nés, nubréztos i§ virSinés B, yra lygios, tai

SAOB :SBOC =A0:0C. Bet ir SAOD :SDOC =A40:0C. 1§ éll,[

lygybiy gauname, kad

8 pav.

S408 Spoc =S40 Spoc
arba
S408 - Spoc = Spoc *S40p-
Taigi Spoc-S40p =4-9=36. Pagal aritmetinio ir geometrinio
vidurkiy nelygybg gauname:
Sgoc +S40p 2 2Spoc - Saop =12,
o lygybe yra teisinga, kai Sgpoc = S 40p - Taigi maziausias keturkampio
plotas gaunamas, kai Sgpoc =S 0p =6, ]jis lygus 12+4+9=25.
6 pavyzdys. Ties¢ eina per trikampio ABC virSing A4 ir kerta
krasting BC taske X, o apibrézta apie trikampi apskritima taske Y
1 1 4
9 pav.). [rodysime, kad —+—2>—.
(© pav.). lrody AX XY BC
Pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe turime

JAX XY g—AXZXY (1)
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ir
JBX - XC s%.

Bet BX+XC=BC, o pagal apskritimo stygyu savybg
BX + X
BX-XC = AX-XY. Todél nelygybé ~/BX XC s%c tampa
tokia
BC
VAX - XY ST. 2)

Sudauging (1) ir (2) nelygybes gauname
AX'XYS%(AX-FXY)'BC,

1§ kur
XX ax s xv.
BC
Padalij¢ abi Sios nelygybés puses i§ AX - XY, gausime irodomaja
nelygybe.

Baigdami pateiksime pavyzdi, kaip geometrinés nelygybés gali
palengvinti algebros uzdaviniy sprendimus.

7 pavyzdys. Rasime reiskinio

\/x2—2x+4+\/x2—\/§x+1 B

maziausia reikSme.

Nubrézkime staty kampa ir jo kraStinése
atidekime atkarpas O4=1, OB=2 (10 pav.). I§ C
virsinés O tarp kampo AOB krastiniy iSvedame o
spinduli, sudarantj su kraStine O4 30° kampa, ir () 4
jame atidedame atkarpa OC = x. Pagal kosinusy
teorema trikampiams AOC ir BOC turime

AC =+x? —x\3+1, BC=+x*-2x+4.

\/xz—x\/g+l+\/x2—2x+4 = AC+CB.

Taigi

22



NELYGYBES GEOMETRIJOJE

Bet suma AC+CB > AB, o lygybé¢ teisinga tik tada, kai taskas C

yra atkarpoje 4B. Tuomet minimali 4B reik§mé — tai trikampio 4BO
izambiné, lygi /5 .

10.

ANTROJI UZDUOTIS

LygiaSonio trikampio viena krastiné 5 cm ilgesné uz kita, o jo
perimetras lygus 20 cm. Apskaiciuokite trikampio krastiniy ilgius.

Trikampio ABC pusiaukrastiné AM yra trumpesné uz krastiniy 4B ir
AC sumos pusg. [rodykite.

Trikampio dviejy aukstiniy ilgiai yra 12 cm ir 20 cm. Ar gali trecioji
aukstiné buti lygi 30 cm?
Staciojo trikampio statiniy ilgiai a ir b, iZambinés ilgis c. Kas
daugiau: Sardd+b?

Iskiliojo keturkampio ABCD krastinéms ir jistrizainéms teisinga
nelygybé 4B+ BD < AC + CD . Irodykite, kad AB < AC.

Neéra tokio iskiliojo SeSiakampio, kurio visos istrizainés yra lygios.
Irodykite tai.
Nurodymas. Pasinaudokite 1 pavyzdyje irodyta nelygybe.

Du apskritimai kertasi taskuose A ir B. Per taska A iSvesta tiesé /
kerta viena apskritima dar ir taske C, o kita — taske D. Atkarpa CD
yra ilgiausia, jei tiesé [/ lygiagreti su apskritimy centry tiese.
Irodykite.

Kokio didziausio spindulio apskritima galima ibrézti i trikampj,
kurio perimetras 2p?

Jei a, b, ¢ — trikampio kraStinés, o p — pusperimetris, tai teisinga

nelygybé 2./(p —b)(p —c¢) < a. Irodykite.

Raskite reiskinio \/ l+x2—x+ \/ 1+x2 - x\/g maziausia reikSme.
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II1. KRASTINIO ELEMENTO PRINCIPAS

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Kartais sprendziant uzdavinius, naudinga atkreipti démesi | uzda-
vinyje nagriné¢jamus dydzius, igyjancius ekstremalias reikSmes,
pavyzdziui, ilgiausia ar trumpiausia daugiakampio krasting, didziausig ar
maziausia kampa, geriausia ar blogiausia variantg ir t. t. Tokie uzdaviniai
daznai sprendziami panaudojant nagrinéjamy dydziy ekstremalias
savybes, sakoma — taikant krastinio elemento principa. Kai kuriose
Salyse, pavyzdziui, Pranctzijoje §is principas vadinamas ekstremalaus
elemento principu. Jo esmg iSsiaiSkinsime sprgsdami pavyzdzius.

1 pavyzdys. Dézgje yra 100 vienody rutuliuky: 28 raudoni, 20
zaliy, 12 geltony, 20 mélyny, 10 balty ir 10 juody. Kiek maziausiai
rutuliuky reikia atsitiktinai iSimti i§ dézés, kad tarp ju biity ne maziau
kaip 15 vienos spalvos rutuliuky.

Sprendimas. Nagrinékime ,blogiausia® varianta, t.y. i§ dézés
traukiame 10 juody, 10 balty, 14 mélyny, 12 geltony, 14 zaliy ir 14
raudony rutuliuky. Tarp iStraukty 74 rutuliuky néra 15 vienos spalvos
rutuliuky. Dabar kad ir kokj trauktume i§ dézés rutuliuka: raudona, Zalia
ar mélyna, ji pridéje prie iStrauktyju gauname rinkinj, kuriame bus 15
vienos spalvos rutuliuky.

Ats.: 75 rutuliukai.

2 pavyzdys. Rasime lygties 8x* +4 y4 +2z% 1% =0 sveikuosius
sprendinius.

Sprendimas. Akivaizdu, kad x=0, y=0, z=0, ¢t=0, t.y.
(0,0, 0, 0) yra Sios lygties sprendinys. [rodysime, kad daugiau sveikyju
sprendiniy lygtis neturi. Tarkime prieSingai. Sakykime (x,y,z f) yra
vienas 1§ sprendiniy, skirtingy nuo (0,0,0,0) ir kurio
|x|+|y|+]z]|+|¢t| suma yra maziausia. I§ lygties pavidalo matyti, kad
t yra lyginis. Todel galima uzraSyti: ¢ = 2¢;. Sia ¢ iSraiska jrase i lygti ir
suprasting i$ 2 gauname:

ax* 42y 42t -8t =0,

I§ ¢ia iSplaukia, kad z taip pat yra lyginis skaiius, t.y. z =2z.
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Analogiskai jrodoma, kad y ir x taip pat lyginiai, t. y. x=2x, y=2yy.
Nesunku isitikinti, kad (x, 11, z1,4) taip pat yra duotosios lygties
sprendinys ir

X

y
[xi [+ |+]z1]+]4 =‘5

z
Pl + —
2] |2
Tai prieStarauja tam, kad |x|+|y|+]|z|+|¢| yra maZiausia.

+ <|x|+|y|+|z|+]|t].

t
+
2

Vadinasi, duotoji lygtis sveikuyju sprendiniy, skirtingy nuo (0, 0, 0, 0)
neturi.

3 pavyzdys. I8 2005 plokStumos tasky jokie 3 néra vienoje tieséje.
Zinoma, kad bet kurio trikampio su tuose tagkuose esanGiomis
vir§inémis plotas nevirija 1 cm®. [rodysime, kad visus taskus galime
uzdengti vienu trikampiu, kurio plotas yra 4 cm®.

Sprendimas. Nagrinékime visus trikampius, kuriy virSiinés yra
duotieji taSkai, ir iSsirinkime ta trikampi, kurio plotas didZiausias.
Sakykime, tai trikampis ABC. Per B
vir§ing A4 nubrézkime ties¢ /j, P 0

lygiagrecia krastinei BC; per virStng
B —tiesg /,, lygiagrecia krastinei AC;
per virSing C — tiesg, lygiagrecia
krastinei AB. Sios tiesés susikirs- R

damos sudaro trikampi PQR, kurio I pav.

plotas Spop =4S 4pc <4 cm’. [rodysime, kad visi 2005 taskai yra
trikampyje POR. Jeigu tartume, kad bent vienas taskas, pavyzdziui, D,
yra $alia trikampio POR, tai tada trikampio, kurio viena virs§iiné yra taske
D, o kitos dvi taskuose 4, B arba C, plotas biity didesnis uz S pc.
Gavome priestara. Taigi trikampis POR, kurio plotas nevirsija 4 cm?
uzdengs visus 2005 taskus.

4 pavyzdys. 100 skaiCiy surasyta apskritimu. [rodysime, kad visi
skai¢iai yra tarpusavyje lygts, jeigu kiekvienas ju yra lygus savo
kaimyny aritmetiniam vidurkiui.

Sprendimas. 1§ §iy skaiciy iSrinkime patj maziausia. Sakykime, kad
tai ng. Sunumeruokime dabar Siuos skaiCius pagal laikrodzio rodykle
ny, ny, Ny, ..., Ngg. SkaiCiaus n(y kaimynai yra n; ir ngg. Turime,
kad m 2ny ir ngg >ny. Kadangi n;+ngg = 2ng, tai gauname, kad
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n =ngg = ny. Kadangi ny, > ny ir 2n =ng+n,, tai gauname, kad ir
ny =ny. Si procesa tesdami toliau, jrodysime, kad visi skaiGiai yra
tarpusavyje lygis.

5 pavyzdys. Plokstumoje pazyméta keletas tasky, atstumai tarp bet
kuriy dviejy yra skirtingi. Kiekvienas taSkas sujungiamas su jam
artimiausiu tasku atkarpa. Ar taip jungiant taskus galima gauti uzdara
daugiakampi, kurio virStinés yra nebiitinai visi pazymétieji taskai?

Sprendimas. Ne, negali. Tarkime prieSingai, kad gauname
daugiakampi 4;4,...4,. Sakykime, A;A4, yra ilgiausia jo kraStine.
Tokia kraStiné pagal salyga yra viena. Todel A44,>A,A3 ir
A1 A>> A1 4,,. I8 ¢ia iSplaukia, kad taSkas A, néra artimiausias taskui
Ay (A4, yraartimesnis taSkui 4;) ir 4 néra artimiausias taSkui 4, (43
yra artimesnis taskui A, ). Taigi taskai 4; ir A, negali biiti sujungti
atkarpa. Gavome priesStara. Vadinasi, uzdaro daugiakampio negalima
gauti.

6 pavyzdys. Du tikstanciai penki astronautai iSvyko | kosmosa.
Kiekvienas ju jsiktiré ant atskiro asteroido. Visi atstumai tarp bet kuriy
dvieju asteroidy yra skirtingi. Kiekvienas astronautas stebi jam
artimiausia asteroida. [rodysime, kad yra vienas asteroidas, kurio niekas
nestebi.

Sprendimas. Sakykime, 4 ir B yra asteroidai, atstumas tarp kuriy yra
maziausias i§ visy galimy atstumy tarp 2005 asteroidy. Astronautas,
isiklires ant asteroido A, stebés asteroidg B, o astronautas, esantis ant
asteroido B, stebés asteroida 4. Dabar imkime du asteroidus C ir D i§
likusiy 2003 asteroidy, atstumas tarp kuriy yra maziausias. Astronautas,
esantis ant asteroido C, stebés asteroida D, o astronautas, esantis ant
asteroido D, stebés asteroida C. Si procesa tesdami toliau, sugrupuosime
visus asteroidus poromis. Taciau asteroidy skaiCius yra nelyginis. Taigi
liks vienas asteroidas, kurio niekas nestebés.

7 pavyzdys. Vienoje Salyje yra 2005 oro uostai. Atstumai tarp bet
kuriy dvieju oro uosty yra skirtingi. IS kiekvieno oro uosto pakyla
lektuvas ir skrenda i artimiausia oro uosta. [rodysime, kad né i viena oro
uosta negali atskristi daugiau kaip 5 léktuvai.

Sprendimas. Jeigu 1§ oro uosty 4 ir B leéktuvas atskrido { oro uosta
O, tai AB — trikampio AOB ilgiausia krastine. Todel £AOB>60°.
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Sakykime, { oro uosta O atskrido léktuvai i§ oro uostuy 4, Ay, ..., 4, .

360 . Todel 360

n n

8 pavyzdys. Vienkryptijos Salyje visi miestai poromis sujungti
plentais, kuriuose vienkryptis judéjimas. Ar §ioje Salyje galima iSrinkti
viena miesta — sosting, i$ kurio buity galima nuvaziuoti i bet kurj Salies
miestq, pravaziuojant daugiausia vieng miesta?

Sprendimas. 18 Vienkryptijos miesty iSrinkime miesta, i§ kurio
iSeina daugiausia keliy. Isitikinsime, kad §is miestas (ji pazymékime A)
patenkina visus sostinés reikalavimus, ir i§ jo iSeina n keliy.

Tarkime, kad i§ 4 negalima nuvykti { visus miestus. Yra miestas C, {
kuri negalima nuvykti i§ miesto A.
Sakykime, { miesta By, By, ..., B, galima

>60°,t.y. n<6.

Tada vienas i§ kampy 4,04; <

nuvykti tiesiogiai i§ miesto A4 neper-
vaziuojant kito miesto. Visais keliais, kurie
jungia Cir 4, By, B,, ..., B,, vyksta judéji-

mas 1§ miesto C | minétus miestus.
Priesingu atveju | miesta C biity galima 2 pav.

patekti i§ miesto 4 pervaZiuojant vieng i§ miesty B;. Bet dabar yra n+1
kelias, iSeinantis i§ miesto C. Tai prieStarauja miesto 4 pasirinkimui.
Vadinasi, i$ miesto 4 galima patekti | bet kurj kita Salies miesta.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Vienoje korteléje parasytas skaiCius 1, dviejose kortelése — skaicius
2, trijose kortelése — skaiCius 3, ... penkiasdeSimtyje korteliy —
skaicius 50. Visos kortelés sumaiSomos. Kiek maziausiai korteliy
atsitiktinai reikia iStraukti, kad tarp juy butuy bent 10 korteliy su
vienodais skaicCiais?

2. Raskite lygties -3 y3 ~923 =0 visus sveikuosius sprendinius.
3. Plokstumoje pazyméta 20 tasky, i§ kuriy jokie trys néra vienoje

tieséje. Ar visada galima nubrézti 10 atkarpy, kurios tarpusavyje
nesikirsty ir ju galai biity pazZymeétieji taskai?
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III TEMA

10.

Nurodymas. Galima nubrézti daug skirtingy 10 atkarpy, jungianciy
20 duotyjuy tasky. I$ ju aibés iSrinkite tas atkarpas, kuriy ilgiy suma
maziausia. [rodykite, kad jos tarpusavyje nesikerta.

Trikampio pusiaukampiniy ilgiai ne didesni uz 1. [rodykite, kad
trikampio plotas ne didesnis uz €.
NE)

Keliautojas nutaré aplankyti savo Salies miestus. Sioje Salyje
atstumai tarp bet kuriy dvieju miesty yra skirtingi. Pirmaja diena
keliautojas i§ savo gimtojo miesto 4 iSvyksta i miesta B, kuris yra
toliausiai nutolgs nuo 4. Antraja diena jis vyksta { toliausiai nuo B
nutolusj miesta C, skirtinga nuo miesto 4. TreCiaja diena jis iSvyksta
i§ C 1 toliausiai nuo jo nutolusi miesta ir t. t. Ar taip keliaudamas
keliautojas gali grizti { miesta 4?

I 8x8 kvadrato langelius suraSyti 64 skaiciai taip, kad kiekvienas
skaicius yra ne didesnis uz gretimy skaiCiy aritmetini vidurki.
Irodykite, kad visi skaiciai yra lygis.

Ar egzistuoja iSkilusis briaunainis, kurio kiekvienos sienos briauny
(krastiniy) skaicius biity skirtingas?

Iskilojo keturkampio istrizainés lygios 1 cm. [rodykite, kad bent
viena keturkampio krastiné ne trumpesné uz > cm.

Ant stalo pazerta daug 2 ct, 5 ct ir 5 Lt monety. [rodykite, kad tarp
ju galima rasti moneta, kuri liesty daugiausia 6 kitas monetas.

Plokstumoje pazymeéti 2005 taskai taip, kad tarp bet kuriu trijy tasku
yra du taSkai, atstumas tarp kuriy mazesnis uz 1. [rodykite, kad
maziausiai 1003 pazyméti taSkai yra vienetinio spindulio skritulyje.

A3
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IV. INDUKCIJOS PRINCIPAS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Teiginius galima suskirstyti | dvi grupes — bendruosius ir
atskiruosius. Pavyzdziui, teiginiai A — ,Bet kurio lygiagretainio
istrizainiy susikirtimo taSkas dalija kiekviena istrizaing i dvi lygias
dalis“, ir B — ,,Visi skaiciai, kuriy paskutinysis skaitmuo yra nulis,
dalijasi 1§ 5* yra bendrieji. Atskiryjy teiginiy pavyzdziai galéty biti
tokie: C — ,,Lygiagretainio, kurio dviejuy krastiniy ilgiai yra 10 cm ir 13
cm, istrizainiy susikirtimo taskas dalija kiekviena istrizaing { dvi lygias
dalis*, D — ,,Skaicius 210 dalijasi i§ 5. Aisku, kad i$ teiginio A iSplaukia
teiginys C, i$ teiginio B iSplaukia teiginys D. Toks per¢jimas nuo
bendrojo teiginio prie atskirojo vadinamas dedukcija.

Mastymo principas, kai nuo atskirojo teiginio pereinama prie
bendrojo, vadinamas indukcija. Taciau atkreipkime démesi, kad
naudojantis Siuo principu galima gauti ir teisinga, ir neteisinga teigini.
Pavyzdziui, i teiginio D galima gauti teisinga teiginj A, taCiau is$ teiginio
D galima gauti ir neteisingg — pavyzdziui, ,,Visi trizenkliai skaiciai
dalijasi 1§ 5. Taip pat suklystume, jeigu i$ teiginio B padarytume iSvada,
kad keturkampio, kurio dviejuy kraStiniy ilgiai yra 10 cm ir 13 cm,
istrizainiy susikirtimo taSkas dalija kiekvieng istrizaing i dvi lygias dalis.

Pateiksime dar kelis sudétingesnius pavyzdzius.

2+x+5

1 pavyzdys. Nagrinékime kvadratinio trinario f(x)=ux
reikSmes, kai x yra sveikieji skaiciai.

Iras¢ x=0, gausime pirmini skaiiy 5. Skaiciai f(1)=7,
f(2)=11 taip pat yra pirminiai. Galéty kilti mintis, kad ir su didesniais
skaiCiais x gausime pirminius skaiius f(x). Taciau f(4)=25 yra
sudétinis skai¢ius. Taip pat sudétinis yra ir skaiius f(5)=35.

2 pavyzdys. Ar tarp skaiciy 99112 +1 (n=1,2,3, ...) yra kurio
nors natiiraliojo skaiciaus kvadratas?

Turétume gana ilgai tikrinti tokius skaiCius i§ eilés, nes pats ma-

ziausias skaicius, su kuriuo 99112 +1 lygus kito skai¢iaus kvadratui yra
n=12055735790331359447442538767 .
Zinoma, §j fakta galétume patikrinti tik kompiuteriu.
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3 pavyzdys. Ar skai¢iai 22" 1 ,n=0,1,2,..., yra pirminiai?

Irase n=0,1,2,3,4, gausime pirminius skaiCius 3, 5, 17, 257,
65537. Galima spéti, kad visi tokie skai¢iai yra pirminiai. Taip mané ir
garsusis XVII amziaus pranciizy matematikas P. Ferma (Pierre de
Fermat, 1601-1605). Ta¢iau XVIII amziuje kitas ne maziau garsus
$veicary matematikas L. Oileris (Leonhard Euler, 1707-1783) nustaté,

5
jog 2% +1=4294967297 = 641- 6700417 , taigi néra pirminis skaicius.

4 pavyzdys. Nustatykime, | kelias dalis padalija erdve n plokStumy,
einanciy per vieng taska, jei jokios trys plokStumos nesikerta tiese.

Viena plokstuma dalija erdve i 2 dalis. Dvi plokStumos, einancios
per taska, dalija erdve i 4 dalis. Trys plokS§tumos, einancios per taska, bet
ne per bendra tiese, dalija erdve i 8 dalis.

IS pirmo Zzvilgsnio atrodo, kad padidéjus susikertanciy plokStumy
skaiCiui viena plokstuma, erdves daliy skaicius padvigubé¢ja. Taciau tokia
iSvada biity neteisinga, nes yra irodyta, kad erdvés daliy skaicius
iSreiskiamas formule n(n —1) + 2 (Sio fakto jrodyma pateiksime toliau).

5 pavyzdys. Kokia galéty biiti sumos

1 1 1 1

Sy=—+ + +...+
1-3 3.5 5.7 2n-1)-2n+1)
formulé?
Skai¢iuodami paeiliui, gauname:
1 1 1
Sl =— = ,
1-3 3 2-1+1
1 2 2
S2 = — 4 = —= ,
-3 3.5 5 2.2+41
1-3 3.5 5.7 7 2-3+1
1 1 1 1 4 4
Spg=—+ + + =—= .
1-3 3-5 5.7 7.9 9 2-4+1
Persasi iSvada, kad ir su visais natiiraliaisiais n galioja formulé
S, = . (J1, kaip isitikinsime toliau, yra teisinga).
2n+1
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I§ iSnagrinéty pavyzdziy matome, kad teiginys gali biiti teisingas
atskirais atvejais, taCiau gali negalioti visais galimais atvejais
(pavyzdziui, su visais natiiraliaisiais skaiciais). Kaip nustatyti, ar teiginys
teisingas bendruoju atveju, jeigu atskirais atvejais jis teisingas? Patikrinti
visus atskirus atvejus, Zinoma, neimanoma. ISspresti §ia problema kartais
pavyksta tam tikra samprotavimy seka — vadinamuoju matematinés
indukcijos metodu.

Sis metodas remiasi matematinés indukcijos principu: jeigu

1) teiginys teisingas su n=1;

2) is to, kad teiginys teisingas su n =k, isplaukia jog jis teisingas ir

sun=k+1,
tuomet teiginys teisingas su bet kuriuo natiralivoju skaiciumi n.

Matematinés indukcijos metodo taikyma pademonstruosime
pavyzdziais.

6 pavyzdys. Irodysime, kad su visais natliraliaisiais skaiCiais »
teisinga formulé (zr. 5 pavyzdi)

1 1 1 1 n
Sy=—+—+—+...+ = . (D
1-3 3.5 5.7 2n-1)-2n+1) 2n+1
. . 1
[rodymas. 1. Formulé yra teisingasu n=1,t.y. §; = 3
2. Tarkime, kad formulé galiojasu n =%, t.y.
1 1 1 1 k
Sp=—t+—+——+...+ = ;
1-3 3.5 5.7 k-1-2k+1) 2k+1
. . . s . 1
¢ia k — bet kuris nattiralusis skaicius. [rodysime, kad tada Sj_; = % .
+
Samprotaukime taip:
1 1 1 1
Spy1=—+ +ot + =
1-3 3.5 Qk-1)-2k+1) (2k+1)-2k+3)
1 1
= Sk k

Tk )2k+3) 2k+1 Qk+1)2k+3)

L2k 43k+1 kQk+D)+Qk+1)  k+1
Qk+1)Q2k+3)  (Qk+DQ2k+3)  2k+3°
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Remdamiesi matematinés indukcijos principu galime teigti, kad (1)
formulé teisinga su visais natiraliaisiais skaiciais 7.

8 pavyzdys. Irodykime, kad bet kuriy triju i§ eilés einanciy
nattiraliyjy skaiciy kuby suma dalijasi i§ 9.

[rodymas. Salygoje kalbama apie suma

L, =n +(n+1)3 +(n+2)3.

Patikrinkime, ar galioja abi matematinés indukcijos principo
salygos.

1. Suma L; =13 + 23 +33 =36 dalijasi i3 9.

2. Tarkime, kad suma L, =k° + (k+1)> + (k+2)° dalijasi i§ 9.
Nagrinédami sumos Lj; daluma i§ 9 gauname:

Lisy =(k+1)3 +(k+2)> +(k+3)% =

=+ +k+2)° +53 +9k% + 27k +27 =

=+ (k+1) +(k+2)>) +9(k? + 3k +3).

Kadangi abu démenys dalijasi i§ 9, tai i§ 9 dalijasi ir suma Ly .

Remdamiesi matematinés indukcijos principu darome iSvada, kad
teiginys teisingas su visais natiiraliaisiais 7.

9 pavyzdys. PlokStumoje per taska M iSvestos n nesutampancios
tiesés. [rodykime, kad jos dalija plokstuma i 2n daliy.

[rodymas. 1. Viena tiesé dalija plokStuma i dvi dalis. Taigi teiginys
teisingas su n=1.

2. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai per taska M iSvesta k tiesiy,
t.y. k tiesiu plokStuma dalija | 2k daliy.

Raide T pazymékime (k+1)-aja tiesg, iSvesta per taska M. Tiesé T
yra tarp dviejuy i§ ankstesniyju £ tiesiy ir kryZminius kampus tarp ju
dalija i dvi dalis. Vadinasi, prisideda dvi plokstumos dalys. Kadangi
buvo 2k daliy, tai iSvedus (k+1)-aja ties¢ T, bus 2k+2 daliy.

Pagal matematinés indukcijos principa teiginys teisingas su visais
natiiraliaisiais skaiciais #.

10 pavyzdys. Yra nubrézta n plokStumuy, einanciy per taska M, taip
kad jokios trys plokStumos nesikerta tiese. [rodykime, kad Sios
plokstumos dalija erdvg i 4, =n(n—1)+2 daliy.
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[rodymas. 1. Viena plokS§tuma erdve dalija { dvi dalis. Vadinasi,
teiginys teisingas su n=1.

2. Tarkime, kad teiginys teisingas su n =4k, t. y. k plokStumy,
tenkinanciy teiginio salygas, dalija erdve i k(k —1)+ 2 daliy. [rodysime,
kad £ +1 plok§tumy dalija erdve i (k +1)k+2 daliy.

Tarkime, kad P yra (k +1) -oji plokStuma. Ji su kiekviena i§ pirmyjuy
k plokstumy susikerta tiese. Gauname k skirtingy tiesiy, einanciy per
taska M, kurios plokstuma P suskaido i 2k daliy.

Pirmosios k& plokStumos dalija erdve erdviniais daugiasieniais
kampais. Kai kuriuos i§ $iy kampy plokStuma P dalija { dvi dalis. Dvieju
tokiy daliy bendroji siena yra plok$tumos P kampas, apribotas dviem
spinduliais, kuriais plokStuma P kertasi su daugiasienio kampo sienomis.
Tokiy kampuy plokstumoje P yra 2k . Vadinasi, ir daugiasieniy kampuy,
dalijamy i dvi dalis, skaiCius nevirSija 2k .

Kita vertus, plokStumos P kiekviena i§ 2k daliy yra dvieju
daugiasieniy kampuy bendroji siena. Vadinasi, tokiy daugiasieniy kampuy
yra ne maziau kaip 2k .

Darome iSvada, kad plokstuma P suskaldo i dvi dalis lygiai 2k
daugiasieniy kampu, sudaryty pirmosiomis &k plokStumomis. Taigi, jei
pirmosios k plokStumos suskaido erdve | k(k —1) + 2 daliy, tai (k+1)
plokstuma suskaido erdve i (k(k —1)+2)+ 2k =k(k +1)+ 2 daliy.

Pagal matematinés indukcijos principa teiginys teisingas su visais
natiiraliaisiais skaiciais 7.

Kartais nagrinéjamas teiginys negaliojanei su n=1, neisu n =2 ir
t.t., nei su n=m (m — kuris nors natiiralusis skaiCius), o galioja su
n=m+1. Tuomet irgi sékmingai taikomas matematinés indukcijos
principas. Galima jrodyti, kad teiginys teisingas su natiraliaisiais
skaiCiais n=>m +1.

11 pavyzdys. Nustatykime, su kuriais natiiraliaisiais skaiCiais »
galioja nelygybé 2" >n? +1.

Sprendimas. Pirmiausia atkreipkime démesi, kad nelygybé negalioja
sun=1 (21 =12 +1), taip pat ji negalioja su n=2 (22 <2? +1), su
n=3 (23<3%+1)ir su n=4 (2*<4?+1). Kai n=5, gauname
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2° >52 +1. Matematinés indukcijos metodu bandykime jrodyti, kad
nelygybe 2" > n? +1 galioja su visais natliraliaisiais n>5.

1. Nelygybé 2" > n? +1galiojasu n=>5.

2. Tarkime, kad §i nelygybé galioja su n=k, k25, t. y.
25 > k% +1. Irodysime, kad tada galioja nelygybé PLALIS (k+ 1)2 +1.

Kadangi su & > 2teisinga nelygybé 2k > 2k +1 (irodykite savaran-
kiskai), tai sudéje nelygybes 265k 41 ir 2% >2k+1 panariui,
turésime: 257 > k2 4142k +1 = 2K S (k4 1)? +1.

Pagal matematinés indukcijos principa teiginys teisingas su visais
natiiraliaisiais n>5.

Ats.: n>5.

Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos programose matematiné indukcija
nagriné¢jama jau nebe pirma karta. Apie indukcijos principa galima paskaityti
LIMM leidziamose knygelése “Jaunajam matematikui” (zr. 1 knygelés 32-37
psl. ir 2 knygelés 50-56 psl.).

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Irodykite, kad su visais nattraliaisiais #
12432 452 4 n-p? =2 D@n )
3 .

2. Apskaiciuokite suma
1 1 1 1

— ..+
1.5 59 913 (4n-3)-(4n+1)
ir irodykite, kad formulé galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais #.

3. Irodykite, kad su visais natiiraliaisiais 7 skai¢ius 14n° +9n° +n
dalijasi i$ 6.

1}’l+1 2 2n—1

4. Irodykite, kad su visais natiraliaisiais » skaiCius 1 +1

dalijasi i§ 133.

34



INDUKCIJOS PRINCIPAS

10.

2 3
Irodykite, kad su visais nattiraliaisiais n skaicius 3 + B + o yra

natiiralusis.

Nustatykite, su kuriais natiiraliaisiais skaiCiais n galioja nelygybé
2" >4n+5.

Irodykite, kad su visais natiraliaisiais » galioja nelygybé

(1-a)" < !
1+ na

,kai O<a<l.

[rodykite, kad su visais natiiraliaisiais # galioja nelygybé
135 2n-1_ 1

2467 21 sl

[rodykite, kad su visais natiiraliaisiais # galioja nelygybé
1 1 1 2n-1
—+—+..+—< .
o2 n! n

Irodykite, kad su bet kuriuo démeny skai¢iumi # galioja nelygybé
la; +ay +...+a, |<|ay|+|ay |+.+]|a, |

(a; —realieji skai€iai i=1,2,...,n).

A

EQ
Ao

(v ,(//L.
\\).,

Pz
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V. GRAFAIL OILERIO FORMULE

Livija Maliaukiené ir Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Gabenant prekes, laiSkus, nustatant saugos tarnyby marsrutus ir pan.
daznai tenka rasti optimaly marsSruta. Pazyméje objektus taSkais, o galimus
marSrutus — atkarpomis, jungianciomis S$iuos taskus, gausime figira,
sudaryta i$ tasky, vadinamy virsinémis, ir atkarpy, vadinamy briaunomis.
Tokia figlira vadinama grafu [Zzr. 1]. Pastebésime, kad dvi virStines gali
jungti ir daugiau negu viena briauna (Zr. 1 pav. a), arba briauna gali jungti
vir§iing su ja pacia, §iuo atveju turime kilpq (Zr. 1 pav. b).

a) !Vz b)
Y ‘bl v

1 pav.

Marsrutu (keliu) grafe G vadinama viena po kitos einanciu
virSuniy v; ir briauny b; seka vy,b,vp,by,...b,4,v,, kur
prasideda ir baigiasi virSiine, o kiekviena briauna b; (1<i<n-1) jungia
virSiines, tarp kuriy ji uzraSyta (zr. 2 pav. a). Kelias, kurio pradzia
sutampa su pabaiga, t. y. v; =v,,, vadinamas ciklu (Zr. 2 pav. b). Jei bet

kurias dvi virsiines jungia tik viena briauna, tai marSrutui uzraSyti pakanka
tik vir§tiniy sekos.

a) marSrutai b) ciklas v, , v3, V4, vs
Vl,bl,V2,b2,V3,b3,V4,b4,V5

iI' Vl,v2,V3,V4,V5

2 pav.
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Grafas vadinamas jungiuoju grafu, jei bet kurias dvi jo virSiines
galima sujungti keliu. Jei taip néra, t. y. grafas sudarytas i$ keliy atskiry
daliy, tai sakoma, kad grafas sudarytas is keliy komponenciy (zr. 3 pav.).

@

a) jungusis grafas b) grafas, sudarytas
i§ 3 komponenciy
3 pav.

Jungusis grafas, neturintis cikly, yra vadinamas medziu (4 pav.).

4 pav.

Grafo virStnés v laipsniu (zymimas degv) yra vadinamas i§ $ios
virstinés iSeinanciy briauny skaicius. Pavyzdziui, 4 pav. pavaizduoto grafo
vir§tinés v; laipsnis yra 1, o deg v, =3.

1 pavyzdys. Turistijos Salies miestus jungia toks keliy tinklas, kad
tarp bet kuriy dviejy miesty yra vienintelis marsrutas. [rodysime, kad
Sioje Salyje yra bent vienas miestas, i§ kurio iSeina tik vienas kelias.

Spendimas. Pabandysime pakeliauti po Turistija. Pradéje keliong
mieste M, i§ jo vyksime | M, ir t. t. Kiekvieng karta, atvyke { miesta
My 18 jo iSvyksime | kita miesta M, t.y. kitu keliu. [ joki jau
aplankyta miesta M, M,, .., M; neimanoma sugrizti, nes pagal
salyga bet kuriuos du miestus jungia tik vienas marSrutas. Kadangi
miesty, taigi ir marSruty, skaiCius yra baigtinis, tai tam tikru momentu
ateisime | dar neaplankyta miesta M, , i§ kurio néra marSruto i joki kita
miesta M;,i=12,..,n1 (prieSingu atveju tai biity jau antrasis
marsrutas, jungiantis M, su M ;).

Siame pavyzdyje keliy tinklas yra medis. Kiekviename medyje
yra bent viena vir§iing, kurios laipsnis yra 1; $i vir§iiné yra vadinama galine
virsine.
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2 pavyzdys. Alfos saloje yra 999 miestai. Kiekvienas miestas
sujungtas su kitu miestu vieninteliu marSrutu. Rasime, kiek $ioje saloje yra
keliy, jungian¢iy du miestus ir neinanciy per joki kita miesta.

Sprendimas. Jei miesta pazymétume tasku, o kelia tarp dvieju miesty,
kuris neina per joki kita miesta, — atkarpa, jungiancia Siuos taskus, tai
gautume medi. Miusy tikslas — suskaiCiuoti §io medzio (su 999
vir§iinémis) briaunas. Medis turi bent viena galing vir$iing, t.y. tokia
virS§iing, 1§ kurios iSeina tik viena briauna. ISbraukime S§ig virStng ir
briauna. Likes grafas yra medis, todél jis turi turéti bent viena galing
vir§tng. ISbraukime ja ir i$ jos iSeinancia briauna. Pakartojus tai 998 kartus,
liks grafas, sudarytas i$ vienintelés virStnés ir be briauny, nes neliko jokio
kito miesto, todél ir jokio kelio. Vadinasi, pradinis grafas turi 998 briaunas;
taigi ieSkomasis keliy skaicius yra 998.

Galima suformuluoti ir bendresni teigini:

1 teorema. Jungusis grafas G, turintis V virSiiniy ir B briauny, yra
medis tada ir tik tada, kai

1) jis neturi cikly,

2) V=B+l1.

2 pavyzdyje V=999, todél B =V —1=998 .

3 pavyzdys. Zvejybos tinklas yra sta¢iakampio formos ir turi 400x500
akiy. Rasime, koks didZiausias tinklo virvuciy skaicius gali nutrikti, kad
tinklas nesuplysty i atskirus gabalus.

Sprendimas. Tinkla galime laikyti grafu, kurio vir§tinés yra tinklo
mazgai, o briaunos — mazgus jungiancios virvutes.

500
5 pav.

Misy tikslas — rasti kiek daugiausia galima pasalinti briauny, kad
grafas likty jungusis. Atkreipkime démesi, kad i§ grafui priklausancio
ciklo paSalinus viena briauna, grafas licka jungusis, bet neturi Sio ciklo.
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Taigi pasaling po viena kiekvieno ciklo briauna, gausime junguji grafa,
neturinti cikly, o toks grafas yra medis. IS medzio jau nebegalime pasalinti
né vienos briaunos, nes gautume nejunguji grafa. Raskime gautojo
medzio briauny skai¢iy. Tinklo, taip pat ir gautojo medzio, virStniy
skaiCius lygus ¥V = 401-501 = 200901. Gautojo medzio briauny skaicius
B=V-1=200901—-1=200900. Pradiniame grafe buvo 400-501 +
+401-500 = 200400 + 200500 =400900 briauny, todél pasalinti galima
400900 — 200900 = 200000 briauny.

Spresdami §j uzdavini suradome ,,maksimalyji“ medi, turinti visas
duotojo grafo G virStines. Atkreipkime démesi, kad toks ,,maksimalusis"
medis néra vienintelis (6 pav. pavaizduotas grafas ir du jo
,maksimalieji‘ medziai).

G:

6 pav.

Du grafai yra vadinami izomorfiniais, jeigu jie turi vienoda virStiniy
skaiciy ir kiekviena vieno grafo dvi virSiines jungiancia briauna atitinka
kito grafo atitinkamas virStines jungianti briauna.

Grafas G yra vadinamas ploksciuoju grafu, jeigu egzistuoja jam
izomorfinis grafas, kurio visos virSiinés yra vienoje plokStumoje, o
briaunos neturi bendry tasky, iSskyrus virStines. Pavyzdziui, grafas G,
(zr.7 pav.) yra ploksciasis, nes izomorfinis grafui Gy. Grafas G, néra
ploksciasis.

Glzg@él; %Gz @

7 pav.

Akivaizdu, kad medis yra ploksciasis grafas. Atkreipkime démesj, kad
ploksciasis grafas plokStuma dalija { sritis.
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2 teorema. Tegu S — ploksciojo jungaus grafo G suformuoty sriciy
plokstumoje skaicius, V' — grafo G virStniy, o B — briauny skaicius. Tuomet
galioja Oilerio formule S—B + V=2,

Irodymas. Kiekvienos grafo G suformuo-
tos srities kontiiras yra ciklas. Kaip ir 3 pavyz-
dyje, i§ kiekvieno grafo G ciklo iSmeskime po i
viena briaung tol, kol grafas lieka jungusis. ¢
Atkreipkime démesi, kad kiekviena karta sriciy 8 pav.
skaiCius sumaz¢ja vienetu, o virStniy skaicius
licka tas pats (zr. 8 pav.). Galiausiai gausime medj, kuriam S=1. Pagal
l1teorema V=B+1, todél V—-B+S§=2. Akivaizdu, kad Salinant
briaunas dydis S — B + V nekinta. Taigi lygybé S — B + V' = 2 galioja ir
pradiniam grafui.

Pastaba. Ploksciaji grafa galima nubraizyti jvairiai, ir atrodyty, kad
jo ribojamy sriciy skaiCius turéty skirtis, taciau taip néra. Duotajame
grafe dydziai V ir B yra zinomi; tuomet S galima apskaiciuoti i§ Oilerio
formulés. Skaicius S nepriklauso nuo grafo pavaizdavimo budo.
9 pav. yra pavaizduoti du plokstieji izomorfiniai grafai, turintys po 6
virSines ir 9 briaunas. Abu grafai dalija plokStumai S=2+ B -

V=2+9—6=>5 sritis.

9 pav.

Atkreipiame démesj, kad nejungiam grafui Oilerio formulé negalioja.

4 pavyzdys. EZeringame kraste yra 8 eZerai, sujungti 12 tarpusavyje
nesikertan¢iy kanaly taip, kad i$ kiekvieno ezero galima nuplaukti i bet
kuri kita. ApskaiCiuosime kanalais bei eZzerais apriboty sausumos daliy
skaiciu.

Sprendimas. Sudarykime grafa, kuriame ezeras yra vir§ing, o
kanalas — briauna. Kadangi kanalai tarpusavyje nesikerta, tai Sis grafas
tikrai ploksciasis ir jungusis; V' =8, B=12. Kadangi V'# B+ 1, tai grafas
néra medis (pagal 1 teorema). Todél egzistuoja sausumos dalys (salos),
apribotos ezerais ir kanalais. Pagal Oilerio formul¢ S=2+ B -V =
=2+ 12 — 8 = 6; todél saly skaiCius yra S—1=35.
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Pastaba. Zinodami saly ir eZery skai¢iy, pagal Oilerio formule
galétume rasti kanaly, reikalingy sklandziai laivybai, skaiciy.

Ploksciuosius grafus galima braizyti ne tik plokStumoje, bet ir ant
sferos.

5 pavyzdys. Kvadrato viduje yra 20 tasky, kurie tarpusavyje bei
su kvadrato virSinémis sujungti atkarpomis taip, kad kvadratas yra
padalytas i trikampius, o atkarpos kertasi tik minétuose 24 taskuose.
Apskaiciuosime gauty trikampiy skaiciy.

Sprendimas. Pagal uzdavinio salyga turime jungyji ploksciaji grafa
su 24 vir§tinémis. Jo briaunos — nubréztosios atkarpos ir 4 kvadrato kras-
tinés. Sis grafas dalija plokstuma i sritis, kurios visos yra trikampiai,
iSskyrus kvadrato iSorg. SuskaiCiuosime Sio grafo briaunas. Kadangi
kiekviena briauna atskiria dvi sritis, tai 3-(S—-1)+4=B-2.
Apskaiciave B ir jraS¢ | Oilerio formulg, gauname

3(S—1)+4

2=S-B+V=8- +24. I8 ¢ia S=43; taigi, trikampiy

skaiCius yra S —1=42 .

3 teorema. Tegu G — ploksciasis grafas, turintis V virSiiniy ir B
briauny. Jeigu kiekvienos srities kontiiras yra ciklas, turintis # briauny,
tai B= M

n—2

[rodymas. Kadangi kiekvienos grafo G srities kontliras yra
n-briaunis ciklas ir kiekviena briauna priklauso dviems sritims, tai
n-§=2-B. Ira8¢ S reikSm¢ 1| Oilerio formulg, gauname:
E—B+V=2;taigi p="0=2)

n n—2

4 teorema. Jungiajam ploks¢iajam grafui G, turin¢iam V virStniy ir
B >2 briauny, galioja nelygybé B <3V —6.

[rodymas. Jei grafas G turi tik dvi briaunas, tai jis plokStumos | sritis
nepadalija, ir S = 1. Siuo atveju nelygybé 2B >3S galioja.

Tarkime, kad grafas G turi daugiau negu dvi briaunas; tuomet jis
plokstuma padalija { S sri¢iy. Apskaiciuokime briauny, ribojanciy Sias
sritis, skai¢iy a. Kiekviena sritis apribota maziausiai 3 briaunomis, todél
o >3S. Kita vertus, kiekviena briauna skiria daugiausia dvi sritis, todél
2B >q . Taigi ir Siuo atveju 2B >35S, todél S <2B/3. Pagal Oilerio

formul¢ 2=S-B+V <2B/3—-B+V,0is¢ia BL3V —-6.
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Grafas, turintis n virStiniy, kurio kiekviena vir§iné sujungta su
kiekviena kita virStne, vadinamas pilnuoju grafu ir zymimas K,,.

Pavyzdziui, grafai K, K,, K3 ir K4 yra pilnieji.

Klz. K2:. ® K3:‘ o K4:g

6 pavyzdys. Irodysime, kad pilnasis grafas su 5 virSiinémis néra
ploksciasis.

Sprendimas. Pilnasis grafas K5 su 5 vir§inémis yra
pavaizduotas 10 pav. Kadangi V=5,0B=10, tai
B=10>3-5-6.. Si nelygybé priestarauja 4 teoremai.

Taigi grafas K5 néra ploksciasis. 10 pav.

I$vada. Pilnieji grafai K, , n>5, néra plokstieji.

7 pavyzdys. Salyje yra 15 miesty, kurie tarpusavyje sujungti arba
autostrada, arba gelezinkeliu; be to, néra sankryzy. [rodysime, kad yra
bent vienas viadukas automobiliams vaZiuoti vir§ autostrados arba bent
vienas traukiniy tiltas vir$ gelezinkelio.

Sprendimas. Salies transporto grafe galima isskirti du grafus:
autostrady grafa ir gelezinkeliy grafa, turincius po 15 virStniy (Sie grafai
nebiitinai  jungts). Bendras abieju grafy briauny skaicius yra
15-14/2 =105, todél nors vienas i§ §iy grafy turi 53 briaunas. Taciau
grafas, turintis 15 virSiiniy ir 53 briaunas néra ploksciasis grafas (nes

B=63>3-15-6, o tai priestarauja 4 teoremai).

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Salia triju gyvenamyjy namy yra kiidra ir ulinys. I§ kiekvieno namo
gyventojai iSmyné nesikertancius takelius prie Sulinio ir kudros.
Nubrézkite grafa.

2. Interneto kavinés savininkas turi sujungti kabeliais 12 kompiuteriy

taip, kad nesusidaryty ciklas.
2. 1. Kiek kabeliy reikés panaudoti?
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2.2.Ar jam tai pavykty padaryti su mazesniu kabeliy skaiciumi
(nenutraukiant rysio tarp kompiuteriy)?

. Nurodykite, kurie pavaizduoti grafai yra:
a)jungiis; b) nejungiis;  ¢) medziai; d) turi cikla.

Gr: I:f% Gy ‘?F‘ Bk 04:@

. Botanikos sode yra 23 ypatingi gélynai, kuriuos paporiui jungia
takeliai. Sodo vadovybé nusprendé takelius iSgristi trinkelémis. Kiek
daugiausia takeliy galima uzdaryti remontui, kad likty galimybé 1§ bet
kurio gélyno patekti i bet kurj kita gélyna (galbtt praeinant kitus
gélynus).

. Keturi kaimynai turi keturis Sulinius. Ar gali kiekvienas kaimynas
iSminti po viena takeli prie kiekvieno Sulinio taip, kad Sie takeliai
nesikirsty?

. Briaunainio sienos yra lygis lygiakra$ciai trikampiai. Kiekvienos
vir§iinés v; , laipsnis deg v; = 5. Remdamiesi Oilerio formule apskai-
¢iuokite briaunainio sieny, briauny ir vir§aniy skaiciu.

. Trikampio ABC viduje yra pazyméta 10 taSky, kurie tarpusavyje bei
su trikampio virSiinémis sujungti atkarpomis taip, kad trikampis
ABC yra padalytas | trikampius, o atkarpos kertasi tik minétuose 13
tasky. [ kiek trikampiy yra padalytas trikampis 4BC?

. Vaizdingame kraste yra 15 ezery, kuriuos nuspresta sujungti nesiker-
tanciais kanalais taip, kad susidaryty 7 salos, o i§ kiekvieno ezero
galima biity nuplaukti i bet kurj kita. Kiek kanaly reikia iSkasti?

. ,,Darbs¢iyjy ranky" birelio nariai nutaré ant stalo i§ degtuku sudélioti
biciy korio maketa, kurio kiekviena akuté yra taisyklingasis SeSia-
kampis, o krastiné — vienas degtukas. Degtuky bendri taskai tik
SeSiakampiy virStinés, kuriy i§ viso yra 150. Kiek degtuky reikés
maketui?
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10. Omegos planetoje keliai nesikerta ir joje néra né vieno tilto.
Irodykite, kad Sioje planetoje yra miestas, i§ kurio iSeina daugiausia
penki keliai.
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VI. TASKU GEOMETRINES VIETOS

Jadvyga Vainaviciené
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Plokstumos geometrine figiira vadinama bet kokia plokStumos tasky
aibé. Daznai figiira apibréziama savybe, kurig turi tenkinti visi tos
figiros taskai ir tik jie. Tokia figlira vadinama tasky, turin¢iy duota
savybe, geometrine vieta. [rodymui, kad figiira /' yra visy tasky, turin¢iy
nurodyta savybe aibé, reikia patikrinti du teiginius:

1) kiekvienas figiiros F taskas pasizymi minéta savybe;

2) kiekvienas taskas, tenkinantis ta savybe, yra figliros F taskas.

Daznai antrasis teiginys pakeiiamas jam ekvivalenciu teiginiu:
kiekvienas taSkas, nepriklausantis figiirai F, nepasiZymi nurodyta
savybe.

Per matematikos pamokas jiis susipazinote su kai kuriomis tasky
geometrinémis vietomis.

I. Aibé plokstumos tasky,

duotuoju atstumu R nutolusiy N C
nuo pasirinktojo tasko O, yra
apskritimas, kurio centras - E
taskas O, o spindulys R (1 pav.). A4 B
1 pav. Sutrumpintai  tokj apskritima
zymésime (O, R). D
a II. Aibé plokstumos
A ta8ky, vienodai nutolusiy 2 pav.
¢ nuo pasirinktyjy dviejy tasky 4 ir B yra
h . atkarpos 4B vidurio statmuo CD (AE = EB)
3 pav. (2 pav.).
II1. Aibé ploks- b
tumos tasky, nutolusiy m L l
nuo duotosios tieses ¢ 4
atstumu 4, yra dvi tiesés a a
a ir b, lygiagrecios su m
tiese ¢ (3 pav.). i M
4 pav. 5 pav.
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IV. Aib¢é plokstumos tasky, vienodai nutolusiy nuo dvieju susiker-
tanciy tiesiy / ir m, yra dvi tiesés a ir b, kuriose yra tiesiy / ir m sudaromy
kampy pusiaukampinés (4 pav.).

V. Aibé plokstumos tasky, vienodai nutolusiy nuo dvieju
lygiagreciy tiesiy / ir m yra tiesé a, lygiagreti su jomis ir dalijanti atkarpa
LM pusiau, t.y. LA=AM (Lel, M em, Aca) (5 pav.).

Susipazinsime su keliomis sudétingesnémis geometrinémis
vietomis.

1 pavyzdys. Sakoma, kad iS tasko M atkarpa AB matoma kampu o,
jei ZAMB = o . Aibé tasky, i§ kuriy atkarpa 4B matoma kampu o, yra
du apskritimo lankai, simetriSki tiesés AB atzvilgiu (6 pav.). Jei
Z AMB = a., tai bet kuriam apskritimo, einancio per taskus 4, M ir B
lanko AMB taskui X yra teisinga
lygybé £ AXB = £ AMB =a.; ta pa-
Cia savybe turi lanko, simetrisko
lankui AMB tiesés AB atzvilgiu,
taskai. Jei taskas Y néra nurodytuose
lankuose, tai pagal trikampio prie-
kampio savybg turime ZAYB<a
(jei taskas Y yra 6 pav. pavaizduotos
figiiros iSor¢je) ir LAYB>o (kai

taskas Y yra pavaizduotos figtros
viduje). Tokiu buidu abiem atvejais
LAYB#ao.

Jei taskas O yra apskritimo,
einancio per taskus 4, M, B centras,
tai O yra atkarpos AB vidurio stat-
menyje OQ. Kadangi £ AOB =2a,

tai £ A0Q = a. . Jei nubréSime AC 1 AO, tai £CAB = o . I§ ¢ia matome,
kad norint nubrézti §ia geometring vieta, reikia nubrézti £ BAC =a., 1§

6 pav.

tasko A4 iskelti tiesei AC statmeni ir atkarpos AB vidurio statmeni NQ.
Tada apskritimo centras O yra to statmens ir atkarpos AB vidurio
statmens NQ sankirta.

Nagringjant tasky geometrines vietas daznai gelbsti koordinaciy
metodas.
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2 pavyzdys. Rasime tasky, kuriy atstumy iki duotyju tasky 4 ir B
kvadraty suma pastovi (pazymékime ja VA
b?), aibe F. M

Pasirinkime koordinaciy sistema Oxy
taip, kad Ox aSis sutapty su tiese 4B, o
koordinaciy pradzios taskas biity atkarpos x
AB vidurio taskas (7 pav.). Jei atkarpos AB
ilgi pazymésime 2a, tai A(—a;0),
B(a; 0). Taskas M(x;y) yra ieSkomojoje
tatky aibéje F, jei AMZ2+BM? =b>.
Kadangi 7 pav.

AM? = (x+a)? +y2,

BM2 =(x—a)2 +y2,

tai

(x+a)2 er2 Jr(x—a)2 er2 —p2.

2 2
IS ¢ia gauname, kad x2+y2=7—a2 [7—61220} Gavome

apskritimo, kurio centras koordinaciy pradzioje, o spindulio ilgis

2
R =]/b7— a’, lygti.

Irodysime atvirkscia teigini: jei taSko M(x; y) koordinatés tenkina
gautaja lygti, tai yra teisinga lygybé AM? + BM? = b? Ly, MeF .18
tikryju

AM? +BM? = (x+a)2 +y2 +(x—a)2 +y2 =

b2
=2x%2 +2y% +24% =2x% +2 T—az —x? [+2a% = b?.

Taigi uzdavinio salyga tenkinanti geometriné vieta yra apskritimas,
kurio centras yra atkarpos AB vidurio taskas, o spindulys lygus
2
b
N
2
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3 pavyzdys. Pastovaus ilgio atkarpa a juda ploksStumoje taip, kad
jos galai yra staciojo kampo ABC krastinése. Surasime, kokia
geometring vieta tasky nubrézia Sios atkarpos vidurio taskas.

Sakykime, kad atkarpos MN galai yra staciojo kampo krastinése
(8 pav.). Staciojo kampo vir§iiné B yra apskritime, kurio skersmuo MN.
Atkarpa OB yra $io apskritimo spindulys,

A
1 1
todél OB=5MN =5a. Todél atkarpos M
MN vidurio taskas nutolgs nuo staciojo 1'% 0
kampo vir§iinés pastoviu atstumu lygiu
1 . o _ L
Ea. Taigi ieSkomoji tasky aibé yra B D N
8 pav.

apskritimo su centru taske B ir spinduliu a
lankas ED, esantis kampo ABC viduje. Teisingas ir atvirkstinis teiginys.
Jei taskas P yra apskritime (B; %), tai jo atstumas iki tasko B lygus %

ir taskas P yra atitinkamos atkarpos KL =a vidurio taskas (8 pav.). IS
tikryju staciajame
trikampyje  KLB
pusiaukrastiné
iSvesta | jzambing
lygi iZambineés
pusei.
4 pavyzdys.

Du skrituliai, ku-
riy spinduliai 7 ir 9 pav.

%) (}’1>I"2) rieda
tiese /. Rasime Siy skrituliy vidiniy liestiniy susikirtimo tasky A aibe (Zr.
9 pav.).

Kadangi trikampiai OPM ir QRM yra statiis ir turi po viena lygu
kryzmini kampa, tai jie yra panasis. Todel OM :OM =rn:r,.

Pazymékime N _ . Vedame OL||I, MN L1;tiesé MN kertasi su tiese
m
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MK _ MO
OL 00
Kadangi OL=r —r,, OM =nx, OM =ryx, OQ =(r; +rp)x, tai

QL taske K. Trikampiai MOK ir OQL yra panasis, todél

2
OM-OL _nryx(r—r) Nn-n
00 (n+m)x r+r

MK =

Todél
2
nr —7‘2 B 2r1r2

MN=F2+ .
n+nrn n+nr

Irodéme, kad visi vidiniy liestiniy susikirtimo taskai yra vienodai nutole
nuo tiesés /, todél jie priklauso tiesei, lygiagreciai su tiese / ir nutolusiai
"nr
n+nr

nuo jos atstumu . Taigi ieSkomoji geometriné vieta yra tiese,
lygiagreti su tiese /.

Geometrinés vietos gali buti taikomos sprendZiant brézimo uzda-
vinius, kuriy tikslas — rasti viena taska. Jei tas taskas turi tenkinti dvi
salygas, tai i§ pradziy antrosios salygos nepaisome ir nubréziame aibg
tasky, tenkinan¢iy pirmaja salyga. Po to atmetame pirmaja salyga ir
nubréziame aibg tasky, tenkinanciy antraja salyga. Abi salygas tenkina
nubréztyju geometriniy viety sankirtos taskai. Bet kuris plokStumos
taskas, nepriklausantis §iai sankirtai, netenkina bent vienos i§ nurodytuju
salygu. Tokia yra geometriniy viety taikymo brézimo uzdaviniams
spresti esmé.

Mokykliniame geometrijos kurse Jiis susipazinote su paprasciausiais
brézimo uzdaviniais. Trumpai priminsime juos.

(1) Duotoje tieséje nuo duotojo tasko atidé- |a—|

kime atkarpa, lygia duotajai (10 pav.). a
Duota: ties¢ /, jai priklausantis taskas A4 ir g B )
atkarpa a. 10 pav.
BréZzimas.

1) Bréziame apskritima, kurio centras yra taskas A4, o spindulys a.

2) Tiese [ ir apskritimas kertasi taske B. Nubrézta atkarpa 4B =a
yra ieSkomoji.

Sio paties papras¢iausio brézimo uzdavinio sprendimas reikalauja
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gana ilgo apraSymo. Todél atliekamus brézimo zingsnius uZzraSysime
simboliskai:

1) (4; a) — taip uzraSysime apskritima, kurio centras A ir spindulys
yra atkarpa a.

2) IN(A4;a)=B=> AB=a.

(2) Nubrézkime kampa, lygy duotajam kampui 4 (11 pav.).

BréZzimas.

1) Nubréziame tiesg /.

2) Imame bet koki Sios tiesés / taska O (O €1).

3) (4; R)N £ A={Bir C} (R - bet kokia atkarpa).

4) (O; R)NI=D.

5) (D; BC)N(O; R) = E.

6) OF = £/ DOE = Z A. {
£\
C E AT )P

D

A 0 D l >~
11 pav. 12 pav.

(3) Duotaja atkarpa padalykime pusiau.
Duota: atkarpa AB (12 pav.).
Brézimas.

1) (4; 4B);

2) (B; 4B);

3) (4; AB)(\(B; AB) = {C'ir D} ;

4) CD(YAB=E = AE =EB.

(4) Duotaji £ A padalykime pusiau.
Duota: £ 4 (13 pav.).

Brézimas.

1) (4;R)N£LA={BirC};

2) (B;R); 4 :
3) (C:R): %
4) (B; YN(C;R)=D;

5) AD = £ BAD =/ CAD .
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(5) Per duotaji taska iSveskime tiesg, lygiagrecia su duotaja tiese.
Duota: 1) 4,2) ! (A1) (14 pav.).

. A/ -1 B
Brézimas.
D (4 RNI=C; / /
2) (C;R)NI=D; 5 c !
3) (C; AD)(\(4; R) = B;; ”
4) AB= AB||I. pav:

(6) Per duotaji taska 4 nubrézkime tiesg, statmena duotajai tiesei /.
Duota: 4, [.
a) Ag¢l (15 pav.). ¢4
Brézimas.

1) (4; R)NI={Cir D},

2) (C: R)\(D: R)= B : 1% !

3) AB= AB 1.

b) A€l (16 pav.). N
BréZzimas. B

1) (4, R)NI={Cir D}; 15 pav.
2) (C; R)N(D; Ry) =B (Ry > R);

3 AB=> AB 11.

(7) Duotaja atkarpa padalykime duotuoju santykiu m:n, ¢ia m ir n
— duotosios atkarpos.

Duota: atkarpos AB, m ir n (17 pav.).

BréZimas.

1) Spindulys AE, nesantis tiesé¢je AB.

2) Atkarpos AC=m ir CD=n (zr. (1)).

3) BD.




VI TEMA

jos.

4) CF || BD.

5) CFNAB=G= AG:GB=m:n.

(8) Nubrezkite trikampi, kai duotos trys krastineés.
Duota: atkarpos a, b, ¢ (18 pav.).

BréZimas.

1) Bet kuri tiesé /.

2) BC=a (zr.(1))(Bel, Cel).

3) (B;e)N(Csb)= 4.

4) atkarpos AB ir AC = A ABC yra ieSkomasis.

Pastaba. Uzdavinys turi sprendinj, kai dviejy trumpesniyjy atkarpy suma
yra didesné uz treciaja atkarpa.
(9) Nubrézkime trikampi, Zinodami vieng krasting ir du kampus prie

Duota: 1) atkarpa a, 2) kampas o ; F E
3) kampas B (19 pav.)

I a | / fi] ]

I 1 B C
19 pav.

Brézimas.

1) Bet kuri tiesé /.

2) BC=a (zr.(1))(Bel, Cel).

3) LCBE = Za. (zr. (2)).

4) Z/BCF = /B (zr. (2)).

5) BENCF = A= AABC —ieSkomasis.
Pastaba. Uzdavinys turi sprendini, kai

tarp ju.

a+p<180°.
(10) Nubrézkime trikampi, kai Zinomos dvi jo krastinés ir kampas
Duota: 1) atkarpa a; 2) atkarpa b; 4D
3) kampas vy
——
L b | 4 /
I 1 C B

20 pav.
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Brézimas.

1) Bet kuri tiesé /.

2) BC=a (zr.(1)) (Bel,Cel).

3) £LBCD =Ly (zr.(2)).

4) CA=b (zr. (1)) (4e€CD).

5) AB = AABC —ieskomasis.

Pastaba. Uzdavinys turi sprendini, jei y <180°. D
(11) Nubrézkime statyji trikampi, zinodami A
1Zambing ir statinj.

Duota: 1) atkarpa a; 2) atkarpa c.

a c
| || | )
[ 1o | B C

21 pav.

Brézimas.

1) Bet kuri tiesé /.

2) BC=a (zr.(1))B, Cel.

3) CD L1 (zr.(6,2)).

4) (B;c)(\CD = A.

5) AB = AABC —ieSkomasis.

(12) Per pasirinktajj taska nubrézkime duotojo apskritimo liesting.
a) Duota: 1) taSkas A4, 2) apskritimas (O; R), A ¢ (O; R) (22a pav.).
Brézimas.

1) atkarpa A0;

2) OA dalijame pusiau (3), OB = BA;

3) (B; AB)N\(O; R) = {C ir D};

4) AC ir AD — ieSkomos liestinés.

b) Duota: 1) taskas 4; 2) apskritimas (O; R), A € (O, R) (22b pav.).
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Brézimas.

1) apskritimo spindulys OA4;

2) AB 1 04 (zr. (6)) = AB — ieskomoji liestiné.

(13) Nubrézkime aibg plokstumos tasky, i§ kuriy atkarpa 4B
matoma kampu a.

Duota: 1) atkarpa 4B; 2) kampas o

A——B o

23 apav.

Brézimas.

1) £ BAC =a (zr. (2));

2) AD L AC (zr. (5), b);

3) MN L AB, (AM = MB);

4) MNNAD=0;

5) MO=MQ (0O,Qe MN);

6) (0; 0O4) = VAEB —ieskomasis;

7) (Q; Q4) = UAFB — ieSkomasis.

1 . ..
[rodymas. 2 AEBzauAmB (ibréztinis kampas). Kampas BAC

e 1 .
yra (kampas tarp stygos AB ir liestinés 4C) lygus 5 U AmC . Tokiu biidu

L AEB=/a.

Kaip zinome, brézimo uzdavinio sprendimas paprastai susideda i$
4 etapy: 1) analizés; 2) brézimo; 3) tyrimo ir 4) jrodymo.

1. Analizé. Jos tikslas — nustatyti rySius tarp duotyju figiiru (taskuy,
tiesiy, apskritimy) ir ieSkomosios figiiros. Analizg atlickame tokia seka:
tariame, kad ieSkoma figlira nubrézti mokame ir i§ rankos, be brézimo
irankiy nubraizome jos eskiza. Eskiza bréziame kuo bendresniu pavidalu
(jei trikampi — tai jvairiakraStj; jei lygiagretaini — tai jokiu bidu ne
romba ir ne statiakampi). Jei salygoje duota atkarpu ar kampy suma arba
skirtumas, tai biitinai §ig sumg ar skirtuma pavaizduojame brézinyje. Jei
dar neaiskus sprendimo kelias, eskiza papildome kitomis figiromis.

2. Brézimas. Reikia nurodyti pagrindiniy brézimo uzdaviniy arba
anksciau sprestu brézimo uzdaviniy seka ir atlikti bréZzima naudojantis
tik skriestuvu ir liniuote.
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3. Irodymas. Patikriname, ar nubréztoji figiira tenkina visas uzdavi-
nio salygas.

4. Tyrimas. Juo siekiame i$siaiskinti: 1)ar bet kaip parinkus
duomenis uzdavinys turi sprendini ir kiek sprendiniy turi; 2)ar
sprendiniy skai¢ius priklauso nuo duotyju figiiry iSsidéstymo. Kartais
tyrimas atliekamas tikrinant kiekvieng brézimo zingsni. Taip patikriname
ar egzistuoja sprendinys. Taciau licka neaisku, ar egzistuoja Kkiti
sprendiniai.

5 pavyzdys. Nubrézkime  apskritima, lieCianti du  duotus
koncentrinius apskritimus  (O; R;), (O;R,) ir duotaja ties¢ a
(R <Ry).

Analizé. Tegul ieSkomasis apskritimas (Oj;r) nubréztas (24 pav.).
Jis lie¢ia duotuosius apskritimus ir ties¢ a, jo spindulys » = %(Rz -Ry).

Tokiy apskritimy centry aibé yra geometriné vieta tasky, nutolusiy nuo
taSko O atstumu

24 pav.
Ry+r=R +%(R2 —R1)=%(R1 +Ry)=R3,
t.y. apskritimas (O; R3). Taskas O; yra ties¢je b, lygiagrecioje su tiese
a ir nuo jos nutolusioje atstumu %(Rz -Ry).

Brézimas. Sakykime, kad (O; R;) ir (O; R,) du duotieji apskritimai,
a duotoji tiesé (25 pav.). Bréziame atkarpas

R3 :%(Rz +R1) ir r:%(Rz—Rl).
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Nubréziame ties¢ b, lygiagrecia su tiese a ir nutolusia nuo jos atstumu r
(zr. IIT). Nubréziame apskritima (O; R3). Tiesés b ir apskritimo (O; R3)
sankirta yra ieSkomyjy apskritimy centrai P ir Q. Apskritimai (Q; r),
(P; r) yra ieSkomieji.

{rodymas i$plaukia i§ brézimo. Kadangi apskritimo (Q; r) centras
yra ziedo tarp duotyjy koncentriniy apskritimy viduringje linijoje.
t.y. apskritime (O; R3) ir Qeb, kuri yra lygiagreti su a ir nuo jos
nutolusi atstumu », tai nubréztasis apskritimas lieCia tris duotasias
figiiras.

Tyrimas. Sakykime, kad d yra atstumas nuo tasko O iki tiesés a.

1) Jei ties¢ a nekerta nei vieno duotojo apskritimo (d>R,),
sprendiniy néra.

2) Jei a lieCia didiji apskritima (O;R,), t.y. d =R,, — vienas
sprendinys.

3) Jei a kerta tik didjji apskritima dviejuose taskuose (R; <d <R,),
— du sprendiniai (25 pav.).

4) Jei a kerta didjji apskritima ir lieCia mazaji apskritima (d = R;),
— trys sprendiniai (nubrézkite brézinj).

5)Jei a kerta kiekviena duotaji apskritima dviejuose taskuose
d < R; egzistuoja keturi sprendiniai (nubrézkite brézini).

6 pavyzdys. Nubraizysime trikampi, Zinoma— A
mi pagrinda, prie§ ji esanti kampa ir taska
pagrinde, per kurj eina Sio kampo pusiaukampiné.

Analizé. Tegul trikampis ABC nubréztas: ‘

BC=a, £ BAC = a. Vadinasi, i§ tasko 4 atkarpa B C
BC matoma duotuoju kampu o, todél taSkas A pri- W
klauso geometrinei vietai tasky, i§ kuriy atkarpa E
BC matoma kampu o (zr. (13)). Tegul 4D yra Sio
trikampio pusiaukampiné. Ji eina per zinoma atkarpos BC taska D ir dar
turi eiti per lanko wBmC vidurio taska E. Todél taskas E yra atkarpos
BC vidurio statmenyje.

Duota: atkarpa BC, taSkas D € BC ir kampas o (27 a pav.).

D i
B ‘ C o

27 apav.

26 pav.
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Brézimas (27 b pav.).

1) Bréziame geometring vieta tasky, i$ kuriy
atkarpa BC matoma £ a, t. y. (O; OB). M A

2) Bréziame atkarpos BC vidurio statmeni MN. %

3) MNN(O;0B)=E.

4) DEN(O;0B)=A4. B C
5)ABir AC = A BAC — ieSkomasis. E
[rodymas i8plaukia i§ brézimo. \N
Tyrimas. Jei o <180, sprendinys egzistuoja. 27 pav.

SESTOJI UZDUOTIS

1. Nubrézkite apskritima, lieCiantj dvi duotas lygiagrecias tieses a, b ir
treCia tiese¢ ¢, kertancig tieses a ir b.

2. Trikampis 4BC lygiasonis (AB=BC). 1§ taSko B spinduliu,
mazesniu uz BC, nubréztas apskritimas. Tame apskritime raskite
taSka P, kuriame S§io apskritimo liestiné yra kampo APC
pusiaukampiné.

3. Nubrézkite r spindulio apskritima, lieiantj du duotus apskritimus
(O;R)ir (O1;R)) (r<R,r<Ry).

4. Nubrézkite romba, kurio dvi prieSingos virSiinés 4 ir C bty
duotuose taskuose, o trec¢ioji virSiiné duotame apskritime (O; R).

5. Nubrézkite keturkampi, zinodami jo keturias krastines ir kampa o.

6. Nubrézkite trikampi, kai duota kraStiné a, pusiaukrastiné m, ir
kampas B.

7. Nubrézkite trikampi, zinodami krastines a, b ir auksting 4, .

8. Nubrézkite trikampi, kai zinoma krastin¢ a, pusiaukrastiné m, ir
kampas 4.
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9. Plokstumoje duoti taskai 4 ir B. Raskite geometring vieta tasky M,
kuriy atstumy kvadraty skirtumas 4AM 2_BMm? yra pastovus dydis.

10. Raskite geometring vieta tasky, i§ kuriy nubréztos apskritimo (O; R)
liestinés biity duoto ilgio a.

9))

A

Q

V5
(

L

\/'o‘
(i ”//
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VIL. AIBES, TAIKYMO UZDAVINIAI

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Aibés savoka matematikoje yra viena i§ svarbiausiy, todél paZintis
su aibiy teorijos pagrindais yra biitina ne tik matematikams, bet ir
daugelio kity sri¢iy specialistams. Kasdien¢je kalboje aibé reiskia bet
kurig skirtingy objekty visuma. Matematikoje aibé suprantama analo-
giSkai. Tai kuriy nors matematiniy objekty, vadinamy aibés elementais,
visuma. Aibés elementai gali biiti bet kokios prigimties skaiciai, skaiciy
rinkiniai, geometrinés figiiros, abstraktiis simboliai ir kt. Sie objektai
daznai vadinami aibés taskais nepriklausomai nuo to, ar imanoma juos
pavaizduoti tiesés, plokStumos bei erdvés taskais, ar ne.

Apibrézti aibg reiskia nusakyti (apibiidinti) jos elementus. Kai
elementy yra baigtinis skaiCius (ir nedidelis), tai juos galima tiesiog
iSvardyti. Kitais atvejais yra nusakoma tik aibés konstravimo taisyklé.

Uzrasant aibes jos zymimos kuria nors paprastai didZiaja raide,
pavyzdziui, 4, B, C, X, Y, Z ir t.t. Aibiy elementus iprasta Zyméti
mazosiomis raidémis. Elementai uzraSomi tarp figtriniy skliaustuy.

1 pavyzdys. Uzrasas A4={1;2;7;9} reiskia, kad aib¢ A4 sudaro
natiiralieji skaiciai 1, 2, 7 ir 9.

2 pavyzdys. Aibé¢ B={b:—-1<bh<5} yra realiyjy skaiciy uzdaras
intervalas [-1; 5].

Sprendziant uzdavinius bei nagringjant teorines problemas kartais
tenka aiskintis, ar kuris nors matematinis objektas, tarkime, a priklauso
tam tikrai aibei, ar ne. Tada labai pravercia simbolis ,,€*. UzZrasas a € 4
reiskia, kad a yra aibés 4 elementas, o uzraSas a ¢ B reiskia, kad a néra
aibés B elementas.

Aibé A yra vadinama aibés B poaibiu (raSoma Ac B), jeigu
kiekvienas aibés A elementas kartu yra ir aibés B elementas. Pavyzdziui,
natiiraliyjy skaic¢iy aibé N yra realiyju skaiCiy aibés R poaibis, t.y.
NcR.

Sakoma, kad aibés 4 ir B yra lygios (raSoma 4= B), jeigu jas
sudaro tie patys elementai. Pavyzdziui, aibés A={1;5} ir
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B={x:x2—6x+5=0} yra lygios, o aibés C={x:x2=0} ir

D= {x:x2 +l:l} néra lygios (C # D).
X X

Aibiy 4 ir B lyguma ( A= B) galima apibtidinti naudojant poaibio
savoka: aibés A ir B yra lygios tada ir tik tada, kai aibé A yra aibés B
poaibis, o aibé B yra aibés A poaibis. Glaustai §j teigini galima uzraSyti
taip:

A=B & AcBir Bc A.

Taikant aibes jvairioms problemoms spresti kartais tenka skaiciuoti,
kiek elementy turi aibé. Taciau ne visada lengva tuos elementus
suskaiciuoti. Panagrinékime, pavyzdziui, aibg

X={x:x>—4|x+1|+5x+3=0} .

Tai lygties x* -4 |x+1|+5x+3=0 sprendiniy aibé. Norédami
pasakyti, kiek elementy (lygties sprendiniy) turi aibé X, turétume
i§spresti lygti ir tik tada galétume suskaiciuoti, kiek elementy turi aibé X.
Atsakymas bty 2, nes

X:{EH-\/E'II—\/E}
> .

2

Tenka susidurti su dar sunkesne problema. UzraSius aibg tam tikra
jos konstravimo taisykle gali iSaiSkeéti, kad néra né vieno matematinio
objekto, kuris ta taisykle tenkinty. Tada labai pravercia tusciosios aibés
savoka ir simbolis &. Stai, pavyzdziui, aibé

A={a:aeR,V1-a’lg(a-5)=0}

neturi né vieno elemento, todél raSoma 4 = J.

Formaliai tuscioji aibé & apibiidinama kaip aibé, kuri neturi
elementy. Ji laikoma kiekvienos aibés poaibiu. Nors intuityviai
tusCiosios aibés apibiidinimas yra lengvai suprantamas, taciau gilesné
Sios savokos analizé veda prie rimty filosofiniy problemuy. Palike jas
ramybéje, aptarkime, kaip i$ turimy aibiy, sakykime, A4 ir B yra
sudaromos (konstruojamos) naujos aibés. Prisiminkime aibiy sqjungos,
sankirtos ir skirtumo apibrézimus:

e aibiy A ir B squnga (zym. AUB) yra vadinama aibé
{x:xe Aarbaxe B};
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e aibiy A ir B sankirta (zym. A[(1B) yra vadinama aibé
{x:xeAdirxeB};

o aibiy A ir B skirtumu (Zym. A\B) yra vadinama aibé
{x:xeAirx ¢ B}.

Angly filosofas Dz. Venas (John Venn, 1834—1883) pasitilé aibes
vaizduoti plokStumos sritimis, apribotomis uzdaromis kreivémis. Tokie
piesiniai yra vadinami Veno diagramomis. Naudojant Veno diagramas
visiskai nesunku suprasti aibés poaibio savoka bei visus veiksmus su
aibémis (Zr. 1-4 pav.).

3 pav.

Veno diagramy (abstrak¢iy pieSiniy) neturétume painioti su geo-
metriniais aibiy vaizdais. Tokie vaizdai yra gaunami, kai aibés elementai
yra realieji skaiCiai, realiyjy skaiCiy poros ar realiyju skaiciy trejetai.
I$nagrin¢kime pora pavyzdziu.

3 pavyzdys. Pavaizduokime staciakampéje Dekarto koordinaciy
sistemoje aibg

A={(x;y):1<x? +y% <4},

Sprendimas. Prisiminkime, kad \lxz + y2 yra tasko M(x;y)
atstumas nuo koordinaciy pradzios tasko O(0;0). Pazymékime ji
d(0; M) . Vadinasi, aibés 4 geometrinis vaizdas yra figiira, kurios taskai
M tenkina salyga 1<d(O,M)<2. Salyga d(0;M)=R apibrézia
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apskritima, kurio centras yra O(0; 0), o spindulys lygus R. Taigi aibés 4
geometrinis vaizdas yra Zziedas tarp dvieju koncentriniy apskritimy
(zr. 5 pav.). Vidinio apskritimo spindulys yra lygus 1, o iSorinio apskri-
timo spindulys lygus 2.

AN
C'Z
e F

1 23 45 X

5 pav. 6 pav.

4 pavyzdys. Staciakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje pavaiz-

duokime aibe G = A1 B, kai
A={(x;y):1<x<50<y<4},
B={(x;y):xeR,|y-2=1}.

Sprendimas. Aibés A geometrinis vaizdas yra sta¢iakampiu MNKL
apribota plokStumos sritis (Zr. 6 pav.). Aibés B tasky (x; y) ordinatés gali
igyti dvi reikSmes (y; =1 ir y, =3) su kiekviena abscisés reikSme x.
Todél Sios aibés geometrinis vaizdas yra tiesiy CD ir EF pora (Zr.
6 pav.). Remdamiesi aibiy sankirtos apibrézimu, gauname, kad aibés
G = A B geometrinis vaizdas yra atkarpy CD ir EF pora.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Tegu P, QO ir R yra aibés S={a;b;c;d;e; f;g} poaibiai
P={a;b;cid}, O={ase}, R={b;d;e; [}.
Isvardydami elementus, uzraSykite Sias aibes: X = P(1(QUR),
Y=(PNRUQO, Z=(P\R)\(Q\R), V=(S\P)U(R\Q).

2. Aibés A elementai yra penkiazenkliai skaiciai, kurie vienodai

skaitomi ir i§ kairés | deSing, ir i§ deSinés i kaire. Raskite Sios aibés
elementy skaiciy.
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. Nustatykite, ar aibé A={x:0<x<2n}=[0;2n] yra aibés

.4 X X . 2x-= o
B=<x; sin® = —cos* 2 =sin , x>0 poaibis.
2 2
. Pavaizduokite Dekarto koordinaciy sistemoje Sias aibes:

A={(x;y):0<x<5, y>2x-2},
B={(x;y):0<x<5 y<x+2},
C=4NB.

. Pavaizduokite Dekarto koordinaciy sistemoje aibe
Z={(x;y):-1<x<4,|y—-x|=1}.

. Funkcija f'apibrézta formule:

2 f()= -

X
b) f(x)=2x*-1;
c) f(x)=2x-3;

d) f(x)= —sinx.

Nustatykite, kuriais i$ $iy atvejy aibé

S={(x; f(x)-2x+1}:x>0, f(x)-2x+1=0}
yra netuscia.

. Nustatykite, ar galioja lygybé 4= B, kai
A :{(x; y):xeR,y :cosz(”Tn—Zx)+cos9x+5},

B={(—X; y):xeR,y=cos2(177n—2xj+cos9x+5}.

. Nustatykite, su kuriais realiaisiais skaiciais m aibés
X ={x:xeR,x2 +2(m—3))c+m2 -Tm+12 =0}
ir

X, ={x:x€eR, x2 +m2x+(6—5m)x=0} nesutampa ( X7 # X5 ).
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9. Nustatykite, ar aibés Z =Z;(1Z,,

10.

Z={(x;»):xeR, y=(x—-2)%},

Zy ={(x;y):xeR, y=ax’},
elementy skai¢ius priklauso nuo parametro a reikSmiy (a €R);
raskite $ig priklausomybe.

Matematikos uzdaviniy sprendimo konkurse dalyvavo 37 mokiniai.
Jiems buvo pasitlyta iSspresti po vieng algebros, geometrijos ir
trigonometrijos uzdavini. Sprendimo rezultatus galima apibiidinti
taip: algebros uzdavini iSsprendé 23 mokiniai, geometrijos — 19,
trigonometrijos — 16; algebros ir geometrijos uzdavinj i§sprendé 12
mokiniy, algebros ir trigonometrijos — 10, geometrijos ir trigono-
metrijos — 7. Penki mokiniai neiSsprendé né vieno uzdavinio.
Nustatykite, keli mokiniai i§sprendé visus tris uzdavinius ir keli —
tik du uzdavinius.
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Antanas Skiipas
(Vilniaus licéjus)

Sios uzduoties uzdaviniams spresti i§ esmés pakanka medziagos,
iSdéstytos matematikos vadovéliuose 12 klasei. Cia apsiribosime tik
keliomis pastabomis ir pavyzdziais.

1. Taikydami sudétinés funkcijos diferencijavimo taisykle, rasime
funkcijos g(x)=arcsinx iSvesting. Kaip zinome, $i funkcija yra

e o . e T .
atvirkstiné funkcijai f(x) = sin x, nagrinéjamai intervale [—5; 5} . Pati

funkcija g(x)=arcsinx apibrézta intervale [-1; 1], reikSmiy sritis —
intervalas {—g,g} Todél intervale [-1;1] teisinga tapatybé
sin(arcsinx) =x.

Diferencijuodami  Sios  lygybés abi  puses, gauname
cos(arcsin x) x (arcsinx)' =1.

Is cia (arcsinx)’:;,. Lieka pertvarkyti gautosios

cos(arcsin x)

trupmenos vardiklj:

cos(arcsin x) = \/ 1 — (sin(arcsin x))2 = \/ 1-x2.

Atkreipsime démesj, kad kosinusas arksinuso reikSmiy srityje, t.y.,

intervale {—g,g} yra teigiamas, todél prie§ Saknj raSomas zenklas ,,+*.
Taigi
(arcsinx)' =

1-x?
Visai panaSiai gali buiti iSvedama ir bendra formulé atvirkstinés
funkcijos iSvestinei apskaiciuoti.

2. Kai kada patogu iSvesting naudoti nelygybéms jrodyti.
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Teorema. Sakykime, funkcijos f(x) ir g(x) yra diferencijuojamos
intervale [a;+o). Jeigu f(a)=g(a) ir su visais x>a teisinga
nelygybé f'(x)> g'(x), tai f(x)> g(x) suvisais x> a.

[rodymas. Sudarykime funkcija A(x)= f(x)—g(x). IS teoremos
salygu matyti, kad A(a)>0 ir A'(x)=(f(x)—g(x))'=f'(x)-g'(x)>0
su visais x >a. Taikome funkcijai /(x) Lagranzo teorema intervale
[a; x]. Pagal Lagranzo teorema turi biiti toks taskas ¢ € (a; x) , kad biity
teisinga h(x)—h(a) =h'(c)(x—a). Kadangi h'(c)>0, x—c>0, tai
h(x) > h(a) su visais x>a, arba f(x)—g(x)>h(a). Tuo labiau su
visais x > a bus teisinga nelygybé f(x)—g(x) >0 arba f(x)> g(x).

Analogiskai jrodoma ir teorema intervalui (—oo; @) .

Pavyzdys. [rodysime, kad su visais x >0 teisinga nelygybé
2
x—%;<mﬂ+x)

2
Pazymékime f(x)=In(l1+x) ir g(x)=x- % .

Matome, kad
f(0)=g(0)=0.
: 1
(%) =(In(+x)) =—or,
1+x
x? ,
'‘(x)=|x—— | =1-x.
g'(x) 5
Liko irodyti nelygybe
1
l-x<
I+x

Ja nesunkiai galime jrodyti, daugindami abi nelygybés puses i$ teigiamo
daugiklio 1+ x . Tac¢iau galima ir dar kartg pritaikyti teorema: kai x=0,
abi nelygybés pusés lygios 1. O i§vestinéms teisinga akivaizdi nelygybé

arba 1>

“1<- .
) (1+x)? (1+x)?
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3. Funkcijos iSvestiné yra labai galingas instrumentas funkciju
savybéms tirti. Taciau kai kada apskaiciuotos iSvestinés labai sudétingos
ir patogiau naudoti kitus principus.

Pavyzdys. Kokj didziausia plota S(a) gali turéti figiira, apribota
tiesémis x =a, x =a+n ir kreivémis y = sin%, y=cos2x+27?
Sprendimas. Nesunku {sitikinti, kad
2+cos2x > sin%,

o lygybé teisinga tiktai taSkuose m+4kn, k € Z. Rasime tokios figiiros
plota:

a+m X
S(a) = f (2+cosx—sin—jdx:
., 2

a+m
=(2x+sinx+2cosgj =

=2n—2sina—2sin£—2005£.
2 2

Liko rasti funkcijos S(a) didziausig reik§me. Taciau jei bandytume
rasti ja standartiSkai, naudodami funkcijos iSvesting, susidurtume su
nemazais sunkumais. Todé¢l S(a) pertvarkykime:

S(a)= 2n—2sina—2+2 (%sin%+gcosgj =

=2n—2sina —2v2 | cos sin < +sin = cos < | =
40 2 T
=2n—2sina—2ﬁsin(ﬁ+£j:
2 4
T a =«
=2n+2c0s| —+a|—-2v2 sin| —+— | =
(2 j [2 4)
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—2n+2|1-2sin? ﬁ+E —Zﬁsin g+E =
2 4 2 4

=—4sin? £+ T —24/2 sin 2y 242,
2 4 2 4

Pazymékime 2sin (% + %) =t. Kintant a realiyjy skaiciy aibéje R, ¢
reik§més uzpildo intervala [-2;2]. Taigi, belicka iSsiaiskinti, kokia
didziausia reikSme¢ intervale [-2;2] igyja kvadratinis trinaris

f(x)= —t?> —\J2 t+2n+2 . Naudodami iSvesting arba tiesiog parabolés
vir§iinés koordinacéiy formules, nesunkiai rasime, kad

max f(x)=f —Q =2n+2,5.
[(-2;2] 2
Taigi, tuo paciu ir

max S(a)=2n+25.

[—00; +00]

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Raskite g'(1), jei g(x) =x f [LZJ Cia f(x) — diferencijuojama
X

visoje realiyju skaiCiy aib¢je R funkcija, tenkinanti salygas

fM=3, f'H=2.

2. Raskite lyginés funkcijos f(x) grafiko liesting taske xy =1, jei
f(x) visoje R diferencijuojama ir tenkina lygybe

F2x° —x)=3x2 f(x? = 2x) = —x0 —12:5 +16x* 72 4 2.
Raskite tokia funkcija f(x).

3. Irodykite, kad su visais x € (—1; + o) teisinga nelygybé

In(l+x)<e”*.
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. Duotos dvi funkcijos:

f(x)=%x ir g(x)=2x—\/1+x2 .

1. Irodykite, kad abi funkcijos visoje R yra didé¢jancios, o ju
grafikai bendry tasky neturi.

2. Pazymékime MM, tiesés y=a atkarpa, kurios galai yra
funkciju f(x) ir g(x) grafiky taskai. Su kuria ¢ reikSme tokia
atkarpa trumpiausia? Koks maziausias jos ilgis?

. Statybose daznai naudojami mediniai staciakampio skerspjiivio
balkiai. Tokio balkio atsparumas lenkimui proporcingas skerspjiivio
plocio ir aukscio kvadrato sandaugai. Turime d cm skersmens rasta.
Kokie turi buti pjaunamo balkio skerspjiivio matmenys, kad jis biity
stipriausias?
1
. Apskaiciuokite integrala jarcsinx dx . Nubraizykite kreiving trape-
0
cija, kurios plota §is integralas isreiskia.

. Plokstumoje xy pavaizduokite kreive, apibrézta lygtimi
|y=3|=2|x-2|-x> +4x—1.
Raskite figiiros, apribotos §ia kreive, plota.

Lo . o 1
. Tiesémis y =1, y=2 ir parabolémis y:axz, y=5ax2 pus-

plokstumeje x > 0 apribotos figiiros plota pazymékime S(a) . Kokia
didziausia reikSme S(a) gali igyti, kai a>17?

. Per kreivés taSka nubrézta tiesé, statmena liestinei, nubréZztai per ta

pati taSka, vadinama kreivés normale. Per parabolés y = x? taska
nubrézta normalé y=ax+b. Koki maziausia plota turi figiira,

kurios taskai tenkina salyga X% < y<ax+b?
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10. Taurelés vidinis pavirSius — sukinys, gautas sukant parabolés
y :axz, 0<x< JE lanka apie ordinaciy asi. [ taurele telpa 72
kubiniai vienetai skys¢io. Kokiame aukstyje nuo dugno bus skyscio
pavirsius, ipylus jo i taurelg 24 kubinius vienetus?

D3
fey)

A N
c§~/)
\9 ;i‘/}
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Raskite skai¢iy 2 772, 7938 ir 3 087 didZiausia bendra daliklj.

2
b
Raskite plota figtiros, apribotos parabole y = 7 —4 ir tiese

y=4.

IS trijy atkarpy, kuriy ilgiai a, b ir ¢, galima sudaryti trikampij. Ar
galima sudaryti trikampi i§ atkarpy, kuriy ilgiai % , % ir %
(a > b > c)? Atsakyma pagriskite.

Kalbininky vakaronéje dalyvavo: 100 mokiniy, mokanciy angly
kalba, 100 mokiniy, mokanc¢iy vokie¢iy kalba, 100 mokiniy,
mokanciy pranciizy kalba. DeSimt mokiniy mokéjo visas tris kalbas,
0 90 mokiniy — tik po viena: 20 — angly kalba, 30 — vokieciy kalba
ir 40 — prancizy kalba. Kiek i§ viso mokiniy dalyvavo kalbininky
vakaronéje?
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SPRENDIMAI

1.

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Tegu ieSkomasis trizenklis skai¢ius yra abc . Tuomet:

100a+10b+c=c> = 1010a+b)=(c—1) c(c+1).
Ieskant maziausio skaiCiaus, tenkinancio paskutiniaja lygybe, galimi
tokie trys atvejai:

1) c—1=5c=6=abc=216;
2) c=5=abc=125;

3) c+1=10=> abc=729.

4) Taigi maziausias i$ $iy skaiCiy yra 125.

Ats.: 125.

Pastaba. Atsakyma galima rasti ir tiesiogiai tikrinant: 1®=1 ,
2% =8,3%=27,4° =64, 5° =125.

Ne. Nes priesingu atveju kiekvienoje grupéje skaiiy suma biity
lyginé ir triju grupiy suma taip pat lyginé. IS tikryju
1+2+..+21=21-11 — nelyginis skaiCius.

Duotaji reiskini pertvarkykime taip:

x% +2004x2 +2003x + 2004 =

=x* + %3 +x% +2003x% +2003x + 2003 — x> +1=

=x?(x? +x+1)+2003(x% +x+ 1) - (x = D)(x% +x+1) =

=2 +x+1) (2 +2003—x+1) = (x> +x+1) (x7 —x +2004) .

Lygti mn® +3n% —m =108 pertvarkome Sitaip:
(n? 1) (m+3)=105.
Skaiciai (n2 —1) yra nelyginiai. Ju ieSkosime tarp skaiciaus
105 dalikliy 1, 3, 5, 7, 15, 21, 35, 105. Tuomet n? gali biti tik 4, 16
ir 36. Taigi (n> —1) gali bti tik skaiiai 3, 15 ir 35, 0 m+3 —
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atitinkamai skaiciai 35 ir 7 (m+3 negali biiti lygi 3, nes tuomet
m =0'). Vadinasi, lieka tik tokie galimi atvejai: m =32, n=2 arba
m=4,n=4.

Ats.: {(32;2); (4;4)}.

. Duotaja lygciy sistema ekvivalenciai pertvarkykime taip:
2(x+y)=>5xy, 2(x+y) =5xy,

{8()63 +y3) =65, {

2(x+y)=5xy,

{8(x+y)((x +7)? =3xy) = 65.

8()6-}—)/)()62 —xy+y2)=65.

Sxy  Su .
—=— Jra$
2 = [rase

tai { antraja lygti, gauname 25u® —12u—13=0. Nesunku pastebéti,
kad u =1 yra Sios lygties sprendinys. Tuomet

25u° —12u—13=(u —1)(25u> +13u +13),

Pazymékime xy =u . IS pirmosios lygties x+ y =

o lygtis 25u? +13u+13=0 sprendiniy neturi. Taigi duotoji lygciu
sistema ekvivalenti sistemai
xy=1,

x+y=2
y >

kurios sprendiniai yra (2; %}, (l, 2] .

N

. Banko paliikany procenta pazymékime x. Po mety fermeris grazino

3 X 1 X
inigy sumag —S|1+— |, o liko grazinti —S|1+——|. Dar po
PIgt suma 7 ( 100) gt ( 100) P

2
mety jis sumokeéjo likusia skola ZS (1 + &j . Taigi sudarome
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2
.1 X X
Iygti —S| 1+—— | =0365.15&ia 1+—— =/4-036 , x=20 %.
&Ly ( 100) 100 ’

Ats.: 20 %.

7. Pagal salyga su tenisininku, kurio numeris 1, vienoje grup¢je gali
buti tik tenisininkai, kuriy numeriai 3, 8 arba 15. Pora (1, 8) biti
negali, nes tada tenisininkas, kurio numeris 17 neturéty poros. Jeigu
tenisininkui  Nr. 1 priskirtume tenisininka Nr. 3, tai tuomet
tenisininkas Nr. 6 galéty biiti vienoje poroje tik su tenisininku
Nr. 10. Taciau tada tenisininkas Nr. 15 neturéty poros. Taigi pora
(1, 3) taip pat negali biiti. Liko tik pora (1, 15).

ATl N

leskomosios figiiros plotas S %///////

lygus didziojo ir mazojo
1 pav.). Taigi 1 pav.

pusskrituliy ploty skirtumui (Zr.

_n(R*-r?) nBF?
2 2 2

S

Ats.: 18m.

9. 1 biidas. Trikampiy ADE ir EDM pagrindai yra vienoje tieséje, o
aukstiné bendra. Kadangi AE:EM =3:1, tai EM : AB=1:4 Taigi
Spag =3SpEm »

1 1
Spem == Spam =5 Sacp =
4 8
1

=§S 4BD > hes AM — trikampio

DAC pusiaukrasting, 0
S 4cp =S 4pc (bendras pagrindas
AD ir lygios aukstinés). Taigi:
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10.

1 1 2
Spar =5 Saps =Spap) =5 (15+38ppy) = Spgy =3 ().
Trikampiy ABE ir EBM pagrindai yra vienoje ties¢je, o aukstiné
1 i
bendra, todél  Sgpuy =§SABC =5 (cm’).  Taigi Spam =

=Spem +Sgpy =3+5=8 (cm’).  Sppc =2Sppu =15 (cm’)
(BM — trikampio DBC viduriné linija), o Spyp =3-3=9 (cmz).
Vadinasi,
S 45cp =SapE +Spac +Sapy =15+16+9=40 (cm?).

Ats.: 40 cm’.

) 1
2 biidas. Kadangl SABE =15 sz, (6] SEBM ZESABE =
1 2 . 1 1 D)

251525 (CIl’l ), tai SABM :SABE +§SABE 251525 (Cl’Il ),
tai SABM :SABE +SEBM =15+5=20 (sz). Turime
SAMD Z%AD‘hl, SBMC Z%BC'hz, tai SABD +SBMC:

= %(AD + BC)(hy + hy) =%SABCD , nes (h +hy) — trapecijos

s L 1 T
aukstiné. Vad1n351, SAEB :ESABCD' IS cCia SABCD =2SAEB =

=2.20=40 (cm?).
Ats.: 40 cm’.

Pagrindo krasting pazymékime x, kita — (12 — x), o Soning briaung —
(18 — x). Staciakampio gretasienio istrizaing pazymeéj¢ /, gauname,
kad
12 =32 +(12-x)% +(18—x%) = 3x% —60x +468..
Si funkcija (taip pat ir /) maZiausia reik§me igyja su x =10. Tuomet
V'=10-2-8=160 cm’.
Ats.: 160 cm’.
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1. Kadangi
2004=1-2"04+1.22 4128 +1.27 +1.26 v 0. 25 +1.2% +
+0-2° +1-22+0-2' +0-2°,
12=1-2>+1-224+0-2" +0-2°,
10=1-2+0-22+1-2' +0-2°,
tai (2004.12.10)0) = (11111010100.1100.1010) ) .
Ats.: 11111010100.1100.1010.

2. 1) —86350=284-(-305)+270 = g = 305, r =270 ;
2)  7342=(-46)-(~159)+ 28 = g =159, 7 =28 ;
3)  —75840=(-3215)-24+1320=> ¢ =24, r =1320.
Ats.: 1) =305, 270; 2) —159, 28; 3) 24, 1320.

3. Naudodamiesi lyginiy savybémis gauname:
14 =0(mod7) = 14® = 0(mod7);
15=1(mod7)=15" =1(mod7);
12 =5(mod7) = 12" =5"(mod7);
52 =4(mod7) = 5* =4? =2(mod7) = 5% =8 = 1(mod 7) =
= 51 = 5(mod7);

Taigi 1212 +15'0-14% =54+1-0=6(mod7).
Ats.: 6.

4. Paskutinysis nattraliojo skaiCiaus skaitmuo yra dalybos i§ 10
liekana. Vadinasi, turime rasti skai¢iy x, 0 < x <10, su kuriuo

32004 4 72005 — y(mod10) :

3% =7(mod10) = 3* =1(mod10) = 32°% = (3*)5%! = |(mod10);
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72 =9(mod10) = 7° =3(mod10) = 7* = I(mod10) =
= 72005 = (74)301 .7 = 1.7 = 7(mod10).

Taigi 320% + 72905 = 8(mod10).
Ats.: 8.

. Dalumo is 11 pozymis. Tarkime, skaifius n, uzraSytas deSimtaine

sistema: n=agay_j...azaajag . Jeigu skaicius
S=a0 —ay+apy—az +...+(—1)kak
dalijasi i§ 11, tai ir skaiCius n dalijasi i§ 11. Ir atvirk$ciai: jeigu
skaiius # dalijasi i§ 11, tai ir skaiCius
S=ay—a +ay—ajz +...+(—1)kak
dalijasi is 11.
[rodymas.

n=a,a,..a,a,a,a, =
=n=a, 10 +a;_ 1105+ +a3-10° +a, 102 +4;-10" +

+ag-10°.

Kadangi
10° =1, 10" =—1(mod11), 10? =1(mod11), 10> =—-1(mod11),...,
tai pagal lyginiy daugybos i§ skaiciaus ir lyginiy sudéties savybes
skaicius n ir S dalijant i§ 11 gaunama ta pati liekana. Vadinasi, jei
bet kuris vienas i$ ju dalijasi i§ 11, tai ir kitas dalijasi i$ 11.

Pastaba. Dalumo i§ 11 pozymiais galima laikyti ir tokius
teiginius.

Skaicius n=10a +b dalijasi is 11 tik tuomet, kai skaicius
a+10bdalijasi is 11.

Tuo jsitikiname i§ lygybés (10a +b)+(a+10b) =11(a +b)
pagal antraja dalumo savybe.

Skaicius n=10a +b dalijasi is 11 tik tuomet, kai skaicius
a — b dalijasi is 11.

Sio  pozymio teisingumas  iSplaukia i§  lygybeés
(10a + b) + (a —b)=11a ir antrosios dalumo savybés.
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6. Galioja lygybé (10a+b)+13(a+7b)=23(a+4b). Jeigu a+4b
dalijasi i$ 13, tai pagal antraja sveikyjy skai¢iy dalumo savybe i§ 13
dalijasi ir (10a +b). Ir atvirkséiai — jeigu (10a + b) dalijasi i§ 13,
tai ir a +4b dalijasi i§ 13.

7. UzraSykime duotyju skaic¢iy skaidinius:
2132=2%-13-41, 1599=3-13-41, 9061=13-17-41. Todél
DBD(2132,1599,9061)=13-41=533,
MBK(2132,1599,9061)=2%-3-13-17-41=108732.
Ats.: 533, 108732.

8. IS pradziy irodykime teigini: jeigu skaiciai m ir n yra tarpusavyje
pirminiai, tai skaiciai (m+n) ir (m* +mn+n®) taip pat yra
tarpusavyje pirminiai.

Tarkime priesingai — skaiGiai (m+n) ir (m” +mn+n’) néra
tarpusavyje pirminiai. Tuomet egzistuoja Siy skai¢iy bendras
daliklis g #1. Kadangi m” +mn+n” =(m+n)’ —mn, tai pagal
antra dalumo savybeg i§ ¢ turéty dalytis ir mn . Taciau m ir n yra
tarpusavyje pirminiai, todél i§ ¢ dalysis vienas i$ ju. Bet tuomet i$ ¢
turéty dalytis ir kitas, nes ju suma dalijasi i§ g. Taip gauname
prieStaravima. Vadinasi, skai¢iai (m+n) ir (m* +mn+n’) yra
tarpusavyje pirminiai.

Pagal irodytaji teigini visas tarpusavyje pirminiy skaiciy poras
(m,n), su kuriomis galioja uzdavinio lygybé, gausime iSsprende

m+n=3,

lygéiy sistema { 5 Jos sprendiniai yra dvi

m* +mn+n* =13.
skai¢iy poros: (4;—1), (-1;4).
Pastaba. Galimas ir kitoks $io uzdavinio sprendimas. Kad galioty

1 . m+n . . . ..
ygybé —————=—, turi egzistuoti nelygus nuliui
m +m-n+n- 13

2

sveikasis skai¢ius &, su kuriuvo m+n =3k ir m~ +mn + n? =13k,
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Pakele pirmaja lygybe kvadratu ir i§ jos atéme antraja, gausime
2 . 9k* —13k 5 L
mn=9k"—13k. I§ ¢ia m=————_ [raS¢ tai | pirmaja
n

9k* —13k
e
n

n=23k

3k ++/52k —27k°

=n’-3kn+9%* -13k=0=>n= 5

Skai¢ius n yra sveikasis tik tada, kai k£ =1. Tuomet n =4
arba n =—1. SkaiCiaus m reik§Smé atitinkamai bus m =—1 arba
m=4.

Taigi reikalavimas, kad skaifiai m ir n biity tarpusavyje
pirminiai, netgi nebitinas.

Ats.: (4-1), (-1 4).

lygybe, turésime:

. Skai¢iai n gali bati tik tokio pavidalo: n=6qg+r,
r=0,1,2,3,4,5. Vadinasi, teiginys bus teisingas, jeigu jis galios

su visomis galimomis skaiiaus n dalybos i§ 6 liekanomis.
I$nagrinésime kiekviena atveji atskirai.

1) r=0; tuomet n(n’—7)=6q(36g> —7) — &is skaicius
dalijasi i$ 6.

2) ¥ =1; tuomet
n(n® —=7)=(6q+1)(36q° +12g —6) =6(6g +1)(6¢° +2¢ 1) -
Sis skaicCius dalijasi i$ 6.

Hr=2
= n(n’ —7)=(6q+2)(364° +24q-3)=6(3¢ +1)(12¢> +8q—1)
— daljjasi i$ 6.

4) r=3 =nn®-7)=(6q +3)(36¢> +36¢ —2)=
=6(2¢ +1)(18¢> +18¢ — 1) — dalijasi i§ 6.

5) r=4 =n(n* —7)=(6q +4)(36¢° +48¢ - 9) =
=6(3q + 2)(12(]2 +16q —3) — dalijasi i$ 6.

6) r=5 = n(n’ —7)=(6q +5)(36¢> + 60g —18) =
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= 6(6g + 5)(6¢> +10g — 3) — dalijasi i3 6.

.. e 2 .. e e . e ey
Taigi skaiGius n(n”~ —7) su visais naturaliaisiais » dalijasi i$ 6.

10. Skaic¢iai x gali buti tik tokio pavidalo: x=7g+7,
r=0,1,2,3,4,5,6. Vienas i§ Sio lyginio sprendimo biudy -
patikrinti visus galimus atvejus ir atrinkti tinkamus:
1) r=0= x=0(mod7)= 4x =0(mod7) — netinka;
2) r=1= x=1(mod7) = 4x = 4(mod 7) — netinka;
3) r=2=x=2(mod7) = 4x =1(mod7) — netinka.
4) r=3=x=3(mod7) = 4x=5(mod7) — tinka, t. y. visi
sveikieji skai¢iai pavidalo 7¢ +3 yra lyginio sprendiniai;
5) r=4=x=4(mod7) = 4x =2(mod7) — netinka;
6) r=5=x=5(mod7)= 4x=6(mod7) — netinka;
7) r=6= x=6(mod7)= 4x=3(mod7) — netinka.
Pastaba. Lyginio 4x =5(mod7) visus sprendinius galima
rasti ir kitaip (remiantis lyginiy savybémis):
4x=5(mod7) < 4x=12(mod7) < 4x—12=0(mod7) <
4(x—-3)=0(mod7) < x—-3=0(mod7) < x=3(mod7)
x=79+3,q€Z.
Ats.: {1q+3:q€ Z}.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Jei lygiaSonio trikampio pagrindas 5 cm ilgesnis uz Soning krasting,
tai, pazyméje Soninés krastinés ilgi x, gausime tokia lygti
X+x+x+5=20, ty. x=5. Tuomet trikampio Soniniy krastiniy
ilgiai 5 cm, o pagrindo — 10 cm. Bet néra tokio trikampio, kurio
krastiniy ilgiai 5, 5 ir 10, nes jam neteisinga trikampio nelygybé.
Jei Soniné krastiné 5 cm ilgesné uz pagrinda, tai jos ilgi pazyméje x,

gauname lygti x+x+x—-5=20,t. y. x= ? . Tuomet Soniniy
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krastiniy ilgiai ? cm, o pagrindo ilgis ?O cm. Trikampis, kurio

v . 10 25 . 25 N
krastinés lygios 33 ir — egzistuoja.

s 222
3 3 3

b

. Nubrézkime trikampio ABC vidurio linija MN, lygiagrecia su
krastine AB (1 pav.), ir trikampiui AMN taikome trikampio

nelygybe: AM < MN + AN . 4
Kadangi MNzlAB, ANzlAC, N
2 2
tai AM<%(AB+AC). B Wi c
1 pav.

. Sakykime, kad trikampio ABC krastiniy BC, AC, AB ilgiai a, b, ¢, 0
aukstines h, =12, h, =20. Jei S — trikampio ABC plotas, tai

28 28 28
= — b = C =

a , =—, —. Pagal 1 i8vada c>la-b]|, t.y.
> I e g a c>| [ty
25,2525 arbaL>L—L=L.I§éia h. <30.
h. |h, h h. 12 20/ 30
Ats.: negali.

2 3 2

. Kadangi staiajame trikampyje c¢“ = a’ +b? , tai ¢’ =c¢c-c=
= (a2 + b2) c=a’c+be. Trikampio statinis trumpesnis uz
izambing, todél c¢>a ir c¢>b. Taigi 3 =a’c+bc>
>a’-a+b>-b=a>+b>.

Ats.: 2 >a® +b3.

Pastaba. StaCiajame trikampyje su bet kokiu natiiraliuvoju n>2

teisinga nelygybé c¢" >a” +b". Irodymas analogiSkas atvejui n=3:
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2 =a’+b%, =@ +bH)"r=a? "2 +b% "%, Kadangi

c>a,c>b,tai "% >a"?, 2 s A b

5. Keturkampiui ABCD (2 pav.) taiko- B
me 1 pavyzdyje irodyta nelygybg C
AB+CD < AC + BD . Sudedame ja
su uzdavinio salygoje pateikta
nelygybe  ir  gauname, kad 4 D
2AB+CD+ BD < 2AC+BD+CD 2 pav.
arba 24AB<2AC ,t.y. AB< AC.

6. Sakykime, kad ABCDEF — S$eSiakampis, kurio visos istrizainés
lygios (3 pav.). Keturkampiui

ABDE taikome 1 pavyzdyje 4
irodyta nelygybe: B
AE +BD < AD + EB.
Bet visos | Sia nelygybe K C
leinancios atkarpos yra SeSia-
kampio istrizainés, todél jos p (s

yra lygios ir minétoji nelygybé
yra negalima. PrieStaravimas
irodo, kad SeSiakampiy, kuriy visos istrizainés yra lygios, néra.

3 pav.

7. Sakykime, kad apskritimai, ku-
riy centrai yra taskai O; ir O,,
kertasi taskuose 4 ir B (4 pav.).
Per taska 4 nubrézta tiesé / kerta
juos taskuose C ir D.
Nubrézkime statmenis O; ML/ 4 pav.
ir OpNLI. Akivaizdu, kad CM =MA ir AN = ND . Kadangi MN

yra statmuo tiesei OjM , o O;0, — pasviroji, tai O;0, > MN , t.y.

0,0, 2 % CD ir CD<20,0,.Lygybé CD=20,0, teisinga tada,

kai teisinga lygybé¢ 0,0, =MN, t.y., kai O;0, irgi yra statmuo
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tiesei O;M . O tai ir reiskia, kad styga CD didziausia reikSme
20,0, igyja tada, kai tieses O;0, ir [ lygiagrecios.

8. Jei duotojo trikampio kraStiniy ilgiai a, b, ¢, tai pagal Herono
formule S 2= p(p—a)p-b)p-c). Kita vertus, trikampio plotui
yra teisinga lygybé S = pr, €ia r — ibrézto apskritimo spindulys. I§

2_(p=a)p=b)p-c)

p
vidurkiy nelygybe
(p-a)+(p-b)+(p=-c)
3

cia r . Bet pagal aritmetinio ir geometrinio

>3(p-a)p-b)(p-c),

t.y.
1 5 (p)
(p—a)(p—b)(p—C)SE((p—a)+(p—b)+(p—6)) =(§j -
2 P2 2 P2
Taigi r“<—, o lygybé r“=-— yra teisinga tik kai
g 27 ygy 7 y g
p—-a=p-b=p-c,t.y.kaia=b=c.

P

33

9. Pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkio nelygybe

Jo=bp-s L=z 2pobze 4

2

Ats.: r= , kai trikampis lygiakrastis.

10. Nubrézkime staty kampa O ir jo kraStinése
atidékime atkarpas O4=0B =1 (zr. 5 pav.).
I§ taSko O tarp kampo krastiniy iSveskime
spindulj, sudarantj su kampo krastine OA4
30° kampa ir jame atidekime atkarpa
OC=x. Tuomet pagal kosinusy teorema

AB=+x?+1-x3, BC=+vx*+1-x.

Taigi maziausia duotojo reiskinio reikSmé jgyjama, kai taSkas C yra

5 pav.
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1.

atkarpoje AB ir lygi trikampio AOB izambinei, t. y. V2.

Ats.: \/5

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Nagrinékime ,,blogiausia® varianta: atsitiktinai iStraukéme visas
korteles, ant kuriy parasyti skaiciai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir po
devynias korteles, ant kuriy parasyti skai¢iai 10, 11, 12, ... , 50.
Tokiy korteliy yra: 1+2+3+4+5+6+7+8+9+9-41=414.
Tarp ju néra deSimties korteliu su vienodais skaiciais. Akivaizdu,
kad dabar kokia trauktume kortele, tarp iStrauktyjy bus 10 korteliu
su vienodais skaiiais. Vadinasi, maziausiai reikia iStraukti 415
korteliy, kad tarp juy biitinai biity bent 10 korteliy su vienodais
skaiciais.
Ats.: 415.

Akivaizdu, kad x=0, y=0, z=0, t.y. (0;0;0) yra lygties
sprendinys. [rodysime, kad daugiau sveikuyju sprendiniy duotoji
lygtis neturi. Tarkime prieSingai. Sakykime, (x; y; z) yra vienas i
sveikyjy sprendiniy, skirtingas nuo (0;0;0) ir kurio suma
|x|+|y|+]|z| yra maziausia. I§ lygties pavidalo matyti, kad x yra
dalus i§ 3, t.y. x=3x;. Sia x i3raiska jrase i duotaja lygti ir ja

suprasting i§ 3, gauname tokia lygti: 93613 - y3 —323=0. I§ da
matyti, kad y yra dalus i$ 3. AnalogiSkai gauname, kad ir z dalus i$
3, ty. y=3y; ir z=3z. Nesunku isitikinti, kad
xl‘” —3»y13 —9213 =0, ty. (x;»:2) yra duotosios lygties
sprendinys; be to,

XY
33
Taigi (x1;¥1;21) yra duotosios lygties sprendinys, kurio suma

z
RN PR R o eyl ey Y R R R R K

| Xy |+|>y11+]12z1| yra mazesné¢ uz |x|+]|y|+]|z|. PrieStara.
Vadinasi, duotoji lygtis sveikyju sprendiniy, skirtingy nuo (0; 0; 0),
neturi.

Ats.: (0; 0; 0).
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3. Dvidesimt tasky poromis deSimcia atkarpy
galima sujungti daugeliu (baigtinis skai-
cius!) budu. IS Siy skirtingy sujungimo bidy
i§sirinkime ta sujungima, kurio atkarpy ilgiy
suma yra maziausia. [rodysime, kad Sio
sujungimo atkarpos nesikerta. Tarkime
priesingai. Sakykime, kad Sio sujungimo dvi 1 pav.
atkarpos 4B ir CD susikerta taske O. (1
pav.) Tada

AB+CD = AO+0B+CO+0D =
=(40+0OD)+(CO+0B)> AD+CB.

Pasirinktajame sujungime atkarpas AB ir CD pakeitg atkarpomis AD
ir CB, gausime 10 atkarpy, jungianciy poromis duotuosius 20 tasky,
rinkini, kurio atkarpy ilgiy suma yra mazesné uz pasirinktojo
atkarpy rinkinio atkarpy ilgiy suma. PrieStara. Taigi pasirinktos 10
atkarpy, poromis jungian¢iy 20 duotyjy tasky ir kuriy ilgiy suma yra
maziausia, tarpusavyje nesikerta.

Ats.: taip. B

A D

4. Sakykime, kad kampas A yra D
maziausias trikampio 4BC kam- C
pas, 0 AD — §o kampo pusiau- 4

kampiné. Tada ZBAC<60°. 2 pav.

Vienas i§ krastiniu AB ar AC ilgis nevirSija

(2 pav.
coS—
2

AB < AD y ; jeigu trikampis BAC lygiasonis, tai

cos——
AB=AC = A—DA ). Kadangi <4 <30°, tai cosé > c0s30°.
cos— 2 2
2
Vadinasi, AB < AD < AD < = i ir
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2
-
hc-AB _lc-AB _ N

2 2 2 3

5. Sakykime, kad keliautojas grizo i miesta 4 po n etapy (n=3) ir
nu¢jo atitinkamai atstumus dq,d,,...,d,. Pastebésime, kad

Sapc =

d, > dj, nes keliautojas i§ miesto B eina { miesta C, o ne { miesta 4.
Pastebésime taip pat, kad kiekviena diena keliautojas negali nueiti
mazesnio atstumo negu nu¢jo prie§ tai, ty. d;=2>d;,
i=1,2,..,n—1. Vadinasi, d, >d;. Bet taip biiti negali, nes tai
reikSty, kad miestas B néra toliausiai nutolgs nuo miesto A.
Priestara. Taigi keleivis negali grizti i miesta A. Nuo kurios nors
dienos keleivis keliaus tik pirmyn ir atgal tarp dviejy miesty.
Ats.: ne.

6. Sakykime, kad n, — didziausias i§ visy 64 skaiCiy, iraSyty i 8x8
kvadrato langelius. Jeigu tokiy skaiciy yra keli, tai pasirenkame bet
kuri. Skai¢iaus n( —kaimynus pazymékime ny, n,, ..., nj, kurie yra
ne didesni uz ng (klygus 3, 5 ar 8, priklausomai nuo langelio, { kurj
iraSytas skaiCius ng, padeéties). Kadangi ny=n;, ng=ny, ...,
no = ny ir pagal salyga kng <n; +n, +...+ ny, tai i§ ¢ia iSplaukia,
kad ng=n; =ny =...=n; . AnalogiSkai jrodome, kad visi skaiCiy
ny, ny,..., n; kaimynai lygiis ng. Taip nuosekliai {rodome, kad visi

64 skaiciai yra lygis ny.

7. Sakykime, kad egzistuoja toks briaunainis, kurio visos sienos turi
skirtinga krastiniy skaic¢iy. Tada viena siena turi daugiausia kras-
tiniy. Tegul ty krastiniuy skai¢ius yra m. Likusiy sieny krastiniy
skaicius gali biti m—1, m—-2, m—-3, ..., 5, 4, 3 (maziau kaip 3
krastinés negali buti). Kadangi visy sieny krastiniy skaiciai yra
skirtingi, tai $iy likusiy sieny negali buti daugiau negu m —3 . Bet
siena su m krastinémis turi liestis su m kity sieny — su kiekviena
siena prie kiekvienos krastinés. Taciau yra ne daugiau kaip m —3
sienos. Gavome priesStara. Vadinasi, tokio briaunainio néra.

Ats.: ne.
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8. Keturkampis ABCD — iskilasis ir C

10.

AC=BD=1 cm. Sakykime, kampas B

yra maziausias. Tada ZB <90°. Vadinasi,

AB? + BC? > AC? =1. § tia isplaukia, © B
kad AB? 2l arba BC? Zl, t.y.
2 2 A

\/E \/_ 3 pav.

AB 27 cm arba BC 272 (cm).

IS monety, esanciy ant stalo, iSsirinkime bet kuria 2 ct moneta.
Sakykime, jos centras yra A4 ir ji liecia y

monetas, kuriy centrai Oy, 0,,...,0, .

Nagrinékime trikampi 40,0, . Siame

trikampyje kraStine O;0, ne trumpes-

né uz kitas dvi kraStines 40; ir 40,.

Vadinasi, Z0,40, >60°. Analogitkai 9! ) 02
pav.

irodome, kad
20,403 260°, ..., £0,A0; >60° . Kadangi

Z01AOy + L0y 405 + ..+ £0,40; =360°, tai n-60° <360°.
Is cia iSplaukia, kad n<6. Taigi pasirinkta moneta gali liesti
daugiausia 6 monetos, esancios ant stalo.

Tarp plokStumoje pazyméty tasky rasime du taskus, atstumas tarp
kuriy yra didziausias. Sakykime, tokie taskai yra A4 ir B.
Nubrézkime du vienetinius skritulius, kuriy centrai yra taSkas A4 ir
taskas B. Tada bet kurio i§ 2003 plokStumoje pazyméty tasky
atstumas iki tasko A4 arba tasko B yra mazesnis uz 1. Todé¢l tie taskai
yra arba vieno, arba kito nubrézto skritulio viduje. Taigi visi 2005
taskai yra nubréztyjy skrituliy viduje. Akivaizdu, kad viename
skritulyje yra ne maziau kaip 1003 taskai.
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KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kai n=1, lygyb¢ galioja. Tarkime, kad ji galiojairsu n=+%
(k>1,ty.
kQE-1D)Q2k+1)

3 .
Remdamiesi §ia prielaida, apskai¢iuokime suma
12432452+, +(2n—1)2 su n =k +1. Gausime
kQE-1D(2k+1)

3

12432452+ +k-1)% =

12+32+52+...+(2k+1)2: +(2k+1)2:

_ QD) (k(2k ~1)+ 32k +1) _ 2k +1)(2k> +5k+3) _
3 3
_ Qk+1)(k+1)(2k+3)
5 .

n(2n—13)(2n+1) ,kai n=Fk+1.
Pagal matematinés indukcijos principa tiriamoji lygybé galioja
su visais natiiraliaisiais skaiciais ».

Sis rezultatas sutampa su

1

2. I§ pradziu panagrinékime sumos démenis
(4k=3)-(4k+1)

b

k=12,...n:
1 C(1+4k)—(4k-3)-3
(4k=3)(4k+1)  (4k-3)(4k+1)
1 1 1 3

(4k =3)(4k +1) 4k-3 4k+1 (4k-3)(4k+1)’
IS ¢ia gauname
4 1 1
(4k —3)(4k+1) 4k-3 4k+1’

todél

1 1 1 1
=— - s k=12,...,n.
4k -3)(4k+1) 4\4k-3 4k+1
Taikydami §ig iSraiska, pertvarkykime suma
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+L+ ! +...+ ! .
1-5 59 9.13 (4n—3)-(4n+1)

Gausime

ot ! =
(4n—3)-(4n+1)

9-13
1 1(1 1 (1 1
l—— |+~ === |+..+— - =
[ 5) 4(5 9) 4[4n—3 4n+lj
11 1 1
=== |+ + — =
(5 9) (41@—3 4n+1D
_1 )

10 _n
40 4n+1) 4n+1’
Taigi turime tokia formule:
1 1 1 n
—t—t ..+ = .
-5 59 (4n-3)-(4n+1) 4n+1
Remdamiesi matematinés indukcijos principu, irodykime, kad
ji galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais #.
Kai n =1, ji tikrai galioja. Targ, kad
1 1 1 k
— ..t = ,
1-5 5.9 (4k-3)(4k+1) 4k+1
irodykime, kad lygybé galiojairsu n=k+1:
1 1 1 1
—t—t.t + =
5.9 (4k —3)(dk+1)  (4k +1)(4k +5)

1-5

4k+1 (4k+1)(4k+5)  (4k+1) 4k +5
I 4k +5k+1_ (k+D@k+1) _ k+1

:(4k+1) (4k +5) (4k+1)(4k+5)_4k+5'
Ats.:

n+l

3. Taikykime matematinés indukcijos metoda.

Kai n=1, tai 14n°+9n°+n=24; taigi

skaiCius
14n° +9n* +n dalijasi i§ 6.
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Tare, kad 14n° +9n* +n dalijasi i§ 6 su natdraliuoju skai¢iumi
n=k,skaitiy 14k> + 9k + k uzrasykime taip:
1453 +9k2 +k =6m ;
¢ia m yra kuris nors nattralusis skai¢ius. Tada
14 +1)> + 9k +1)? +k+1= (14k> + 9k + k) +
+(42k% + 60k +24) = 6m + 6(Tk?* +10k + 4) =
=6(m+7k> +10k + 4).
Taigi skai¢ius 14(k +1)> +9(k +1)> + k +1 dalijasi i3 6.

Pagal matematinés indukcijos principa skai¢ius 14n° +9n> +n
dalijasi i$ n bet kuriuo nattiraliuoju skai¢iumi ».

4. Taikykime matematinés indukcijos metoda.

Kai n=1, reiskinio 11" +12*"" reikmé yra lygi 133, taigi
skai¢ius 11" +12>"" dalijasi i§ 133, kai n=1.

Tarkime, kad 11" +12*""" dalijasi i§ 133, kai n=4k, t.y.
115+ 12kl =133m; ¢ia m — kuris nors nattiralusis skaicius.
Nagrinékime reiskini 11" +12*"" su n =k +1:

12 220 1 f w22 p @ o122k =

=11- (1 122y 22k 122 — 1y =
=11-133m +133-12%7 1 =133 (1 1lm + 122F 71,
I§vada aiski — skai¢ius 11" +12*"7" dalijasi i§ 133, kai
n=k+1. Pagal matematinés indukcijos principa skaicius
11" +122"" dalijasi i§ 133 su visais natiiraliaisiais skai&iais 7.
n o n* n
5. IS pradziy pertvarkykime reiskinj 3 + EX + i Gausime

3 2 6 6
Aisku, jog sveikaji skaiCiy gausime tik tada, kai n(n+1)(n+2)

n ﬁ+ﬁ_n(n+1)(n+2)

dalijasi i§ 6. Kadangi arba n, arba n+1 yra lyginis skaiCius, tai

92



KETVIRTOJI UZDUOTIS

pakanka jrodyti, jog sandauga n(n+1)(n+2) dalijasi i§ 3. Si teigini
galima jrodyti ir matematinés indukcijos metodu, ir nagrinéjant
natiraliojo skai¢iaus n dalybos i§ 3 liekanas. Taikykime
matematinés indukcijos metoda.

Kai n=1, sandaugos n(n+1)(n+2) reikSmé yra 6; taigi
n(n+1)(n+2) dalijasii§3sun=1.

Tegu n(n+1)(n+2) dalijasi i$ 3, kai n = k ; vadinasi, yra toks
natiiralusis ~ skai¢ius m, su  kuriuo  galioja  lygybé
k (k+1)(k +2) =3m . Nagrinédami sandauga su n = k +1, gausime:
k(k+D)(k+2)=(k+D)(k+2)k+(k+1)(k+2)3 =

=3m+3(k+1)(k+2)=3(m+ (k+1)(k+2)).

Matome, kad sandauga n(n+1)(n+2) dalijasi i§ 3 su n=k+1,
jeigu ji dalijasi i§ 3 su n = k . Pagal matematinés indukcijos principa
sandauga n(n+1)(n+2) dalijasi i§ 3 su visais natiiraliaisiais
skaiciais n.

Galutiné i$vada tokia: sandauga n(n+1)(n+2) yra skaiCiaus 6

2 3

kartotinis, todél skaicius §+ EY +% yra natiiralusis su kiekvienu

natiiraliuoju n.

. Tiesiogiai tikrindami matome, kad S§i nelygybé negalioja su
n=1,2,3,4. Skaiius n=5 yra pirmas natiiralusis skaicius, su

kuriuo galioja nelygybé 2" >4n+5. Taikydami matematinés
indukcijos metoda, irodykime, kad $i nelygybé galioja su visais
natiiraliaisiais », didesniais uz 4.

Tarkime, kad 2k S dk 45 , kai k& yra bet kuris nattralusis
skai¢ius, didesnis uz 4. Nagrinékime skirtuma 2" —(4n+5) su
n=k+1:

264 4k +9) = (2F — (4k +5)) + 2K —2F —4)=
= 2F —(4k +5)+ (2% —4)>0, nes 2% —(4k +5) > 0 (pagal prielaida)

ir 25-4>0 (k>=5). Pagal matematinés indukcijos principa
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nelygybé 2" >4n+5 galioja su visais natiiraliaisiais skaidiais,
kurie yra didesni uz 4.
Ats.: n=>5.

. . . 1 .
7. Kai n=1, gauname, jog skirtumas (1-a)" “Tina yra neigiamas
+na

skaicius:
2 2
(1_a)_ 1 :1 a lz—a (a>0).
1+a l1+a 1+a
Tarkime, kad (1 —a)k _ <0, kai O<a<l; ¢ia k yra
1+ ka
natiiralusis  skaiGius. Nagrinékime skirtuma (1-a)” — 1 ! ,
+na

O<a<l,kai n=k+1. Gausime:

EPN T U S PR S
d-a) 1+ (k+1Da ((l %) 1+kajJr

k+1 k ! 1 -
+((1—a) —(-a) )+[1+ka_1+(k+1)aJ_

=(a—aﬁ-"—1—j—aa—af- a <0
1+ ka 1+ ka)(1+ (k+1a)

kai O0<a<l1.
Pagal  matematinés indukcijos  principa  nelygybé

(1-a)" < !
1+na

galioja su visais nattraliaisiais skaiCiais 7, kai

O<axl.

8. Aisku, kad pakanka jsitikinti, jog su visais natiiraliaisiais »
skirtumas

"T246 7 2 Ba+l
lygus nuliui arba yra neigiamas skaicius.
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. 1 1
Kai n =1, gauname Al_z m_o
Taikydami matematinés indukcijos metoda, tarkime, kad
Ay <0 ir nagrinékime skirtuma Ay ;. Gausime
Ak+1=l-§-§-,,,-2k_l.2k+l— 1
2 46 2k 2k+2 \J3k+4
(135 2k-1 2k+1 1 2k +1
_{E'Z'E'"" 2k '2k+2_m'2k+2j+

(1 2k+1 1)
‘[m 2k+2_x/3kﬁ]_
:2k+1‘Ak+(2k+1)M—2(k+l)m‘
2k +2 2(k + 1)y Bk + D)3k + 4)

Pirmasis démuo yra neteigiamas, nes A; <0 (pagal prielaida).

Antrasis démuo yra neigiamas, nes

Qk+DV3k+4 -2(k+1D)V3k+1=

k
23k + )Gk +4) + 20k + DBk 1

Taigi Ak+l <0.
Pagal matematinés indukcijos principa nelygybé A, <0

galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais n. Vadinasi,
1 35 2n—-1 1
. <

2467 2n fn+l

su visais nattiraliaisiais skaiciais .

1 2-1-1

9. Kai n=1, gauname lygybe¢ 1 = T Tarkime, kad duotoji
nelygybé galioja, kai n =4k , t.y.
1 1 1 2k-1
—t+—+..+—= .
12! k! k

Tada
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10.

1 1 1 1 2k -1 1 2k -1 1
—+—+..+— < + < + =
o2 k' (k+1)! k (k+1)! k k(k+1)
_ 2k+1
k+1
Taigi nelygybé l+l+...+i< 2n -1 galioja su n=k+1, kai ji

o2 n n
galiojasu n=k.
Pagal matematinés indukcijos principa nagrinéjamoji nelygybé
galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais 7.

Kai n=1, gauname lygybe.

Taikydami matematinés indukcijos metoda, tarkime, kad

lay+ay +...+a; |<|aj|+|ay|+.+]a;|.

Nagrin¢jant atveji n =k +1 pakanka irodyti, kad su bet kuriais
realiaisiais skaiCiais a ir b galioja nelygybé |a+b|<a|+]|b].
Remdamiesi Sia nelygybe ir indukcijos prielaida, tada gautume:
lay+ay +..4a; +aj,|=

=l(a1+ay+..+a)+a,q|Slag+ay+...+ap |+]apq |

Slay [+|ay |+ +|ag [+]ag |-

Taigi jrodykime, kad |a+b|<a|+|b], kai a ir b yra realieji
skaiciai.

Jei a+b=>0, tai pagal modulio apibrézima |a+bl|=a+b; be
to, a<|al, b<|b|. Vadinasi, |a+b|<a|+|b].

Jei a+b<0,tai |a+b|l=—(a+b)=(—a)+(-b)<|a|+]|b].

Pagal matematinés indukcijos principa nelygybé

lay+ay +...4a,|<|a;|+|ay | +.+]|a, |
galioja su bet kuriuo démeny skaiciumi », kai a;,i=1,2,...,n, yra
realieji skaiciai.
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PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Galimi grafy pavyzdziai (1 pav.):
a) b)

1 pav.

2. Nagrinékime grafa, kurio vir§iinés yra kompiuteriai, o briaunos —
kabeliai.

2.1. Kadangi grafas neturi cikly, tai jis yra medis. Todél
B=V —-1; ¢ia V yra medzio vir§iniy skaifius, o B — briauny
skaiCius. I§ ¢ia B=12-1=11. Taigi kompiuteriams sujungti reikia
11 kabeliy.

2. 2. Pagalinus briauna (kabeli), jungian¢ia kurias nors dvi
vir§iines (kompiuterius), nebelikty jokio kelio, jungiancio Sias
virS§iines (nes medyje néra cikly). Vadinasi, su mazesniu kabeliy
skaic¢iumi 12 kompiuteriy negalima sujungti.

3. Grafas G, nejungus, nes yra sudarytas i§ dvieju komponenciy,
turinéiy ciklus;
grafas G, nejungus, nes yra sudarytas i§ dviejy medziy;
grafas G; yra jungus ir medis;
grafas G, yra jungus, bet néra medis, nes turi cikla.

4. Nagrinékime grafa, kurio vir§tnés yra gélynai, o briaunos — takeliai.
Kadangi gélynai yra sujungti vienas su kitu paporiui, tai §is grafas

. 23x22
tur1

=253 briaunas. Pradékime viena po kitos Salinti grafo

briaunas, nepazeisdami grafo jungumo. Taip gausime medj, turinti
23 virSiines ir 22 briaunas. Vadinasi, i§ pradinio grafo galima
pasalinti daugiausia 253 — 22 =231 briauna.

Ats.: Remontui galime uzdaryti 231 takelj.

97



SPRENDIMAI

5. Nubrézkime grafa, kurio briaunos vaizduoja takelius, jungiancius
kiekviena kaimyna su kiekvienu
Suliniu (zr. 2 pav.).

Irodysime, kad $is grafas
negali buti ploksciasis. Tarkime
priesingai: §j grafa galima nubrézti
taip, kad jo briaunos nesikirsty.
Kadangi jis turi 8 vir§tines ir 16 briauny, tai pagal Oilerio formulg
gauname, kad S =10. Pastebésime, kad visi Sio grafo ciklai turi
lyginj briauny skaiciy. Taigi kiekviena sritis yra apribota maziausiai
4 briaunomis. Vadinasi, 2B>4S . Taigi B>2S, t.y. 16>2-10.
Priestara!

2 pav.

6. Sakykime, briaunainis turi S sieny. Kadangi $io briaunainio sienos
yra trikampiai, tai kiekviena siena turi 3 briaunas, o bet kurios dvi

. . . C . . 3§ .
sienos turi bendra briaung. Taigi briaunainis turi B =7 briauny.

Kiekvienoje sienoje yra 3 virStinés. Kadangi kiekvienos virStnés
laipsnis lygus 35, tai kiekviena virsiné skaiciuojama 5 kartus. Taigi

14 :?S. Pritaikykime Siam briaunainiui  Oilerio formulg

S—B+V =2. Gauname S—gwt%:} IS ¢ia S=20. Tada

B= % =30, V= % =12 . Taigi briaunainis turi 12 virsiiniy,

30 briauny ir 20 sieny (8is briaunainis vadinamas ikosaedru).
Ats.: 12 virStniy, 30 briauny, 20 sieny.

7. 1 budas. Nubrézkime grafa, kurio vir§tinés yra 10 duotyjy tasky ir
trys trikampio ABC vir§iinés. Sis grafas yra plokigiasis ir jo
briaunos neturi bendry vidiniy tasky. Grafas trikampio 4BC vidy
dalija | trikampius. ISoriné trikampio ABC dalis yra plokStumos
sritis, turinti tris briaunas Kadangi bet kurios dvi sritys turi bendra

briauna, tai grafo briauny skaicius yra B :%; ¢ia § — grafo

apriboty sri¢iy skaicius. Grafas turi 13 vir§tiniy, todél pagal Oilerio
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10.

formule S —% +13=2. 18 ¢ia S =22. Vadinasi, trikampis ABC

yra padalytas i S —1=21 trikampi.

2 budas. Kadangi grafas turi 13 virStniy, o jo ciklai yra
n(-2) _3-11_ 33, I8
n—2 1
Oilerio formulés iSplaukia, kad S=2+B-V=2+33-13=22.
Taigi trikampis ABC yra padalytas { 22 —1=21 trikampi.
Ats.: 21 trikampis.

trikampiai, tai pagal 3-aja teorema B =

Sudarykime grafa, kuriame virStinés yra ezerai, briaunos — kanalai,

o sienos — salos. Kadangi kanalai nesusikerta (pagal salyga), tai

grafas yra ploksciasis ir jungus. Pagal salyga V'=15, S=7+1=38.

Todel B=S+V -2=8+15-2=21. Taigi reikes iskasti 21 kanala.
Ats.: 21.

Korio maketas — jungus ploksciasis grafas, turintis 150 virsiiniy.
Grafo briauny skaicius priklauso nuo grafo konfigtracijos. Pavyz-
dziui, jeigu korio akutés yra isrikiuotos | viena eilg, tai toks korys
turés 37 akutes ir 186 briaunas. Jam sudéti reikia 186 degtuky.

Galima sudéti ir korj, turintj 40 akuciy: 33 akutes surikiuokime
1 viena eilg, tris akutes pridékime viena prie kitos i$ virSaus, o 4
akutes (viena prie kitos) pridékime i§ apacios. Toks korys turés 150
vir§tniy ir 189 briaunas.

Tokiy koriy, sudaryty i§ SeSiakampiy akuciy, su 150 virsiiniy,
galima sukonstruoti ir daugiau.

Ats.: degtuky skaicius priklauso nuo korio konfigtiracijos; gali
bati 186, 189 ir kt.

Nagrinékime grafa, kurio vir$iinés yra miestai, o juos jungiantys
keliai — briaunos. Sis grafas yra ploksciasis. Targ, kad i§ kiekvienos
: o o : 4
vir§tinés iSeina maziausiai 6 briaunos, gautume, kad B > BN =3r.
Si nelygybé priestarauja nelygybei B <3V — 6. Vadinasi, prielaida
turime atmesti. Taigi yra miestas, i§ kurio iSeina daugiausia 5 keliai.
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SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Duota: a||b;c.
Brézimas.
1) tiesé d||a (V GVT);
2) e|lc, fllc (Il GVT)

, a
atstumas tarp a ir d lygus K\ Kol\ d
\ b

atstumams tarp ¢ ir e bei tarp >< ky

tiesiy c ir f'ir lygus 7;
1 pav.

3 dNe=0,dNf=0;
Y O;r) v (Opr) -
ieSkomieji apskritimai.
{rodymas seka i§ GVT brézimo.
Tyrimas. Sprendiniai visada du.

2. Analizé. Sakykime, kad apibrézto apie trikampi ABC apskritimo ir
duotojo apskritimo sankirta yra taskai P ir Q (2 pav.), taskas D yra
lanko AC vidurys. Kadangi BD yra apibrézto apskritimo skersmuo,

tai Z/BPD=90°, t.y. ties¢ DP yra duotojo apskritimo liestiné.
Kadangi taSkas D yra lanko AC vidurio taSkas, tai £ APD = ZCPD ,
taigi taskas P (analogiSkai taskas Q) ieSkomasis.

Atsakymas. Du taskai P ir Q, kuriuose duotasis apskritimas
kerta apie trikampi ABC apibrézta apskritima.
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3. Duota: (O; R) ir (Oy; Ry) bei spindulys »____
Brézimas.
1) (O;R+7);
2) (O1; Ry +71);
3) (O;R+r) N (Op; Ry +7) = (A4 1ir B};
4) (4, r) ir (B; r) yra ieSkomieji apskritimai.
[rodymas i$plaukia i§ brézimo.

4 pav. (7 sprendiniai) 5 pav. (6 sprendiniai)
Tyrimas.
1) Jei OO; > R + Ry +2r — sprendiniy néra.
2) Kai OOj = R + Ry +2r — vienas sprendinys.
3) R+R| <00 < R+ Ry +2r —du sprendiniai (3 pav.).
4) 0,0 = R+ Ry —2r — septyni sprendiniai.
5) 010 = R + R — keturi sprendiniai.
6) R+ Ry —2r <010 < R+ R; — be galo daug sprendiniy.
7) R+ Ry —2r <O;0< Ry + R, — 3esi sprendiniai.
8) 0,0 = R — Ry — trys sprendiniai.

4. Analizé. Kadangi rom-
bo istrizainés susikirs- B, \ E /
damos dalijasi pusiau
ir yra tarpusavyje stat-
menos, tai likusios
rombo virSiinés pri-
klausys I GVT.
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Brézimas.

1) MN 1L AC (AE = EC) (1 GVT);

2) MN N(O;R)={Bir B };

3) ED =EB ((1));

4) ED| = EB; ((1));

5) AB, BC, CD, DA, ABI, BIC, CDI, DIA.

Keturkampiai ABCD ir AB|CD; yra ieskomieji rombai, tai
iSplaukia i§ brézimo.

Tyrimas.

1) Jei MN nekerta (O; R) sprendiniy néra.

2) Jei MN liecia (O; R) viename taske — vienas sprendinys.

3) Jei MN kerta (O; R) dviejuose taskuose, uzdavinys turi du
sprendinius.

5. Duota: keturios atkarpos ir kampas o

a b
c d o

BrézZimas.

1) AABD , AB=a, AD=d, £ BAD = a. ((10)).

2) (B;b)N(D;¢)=C (I1GVT).

3) BCir CD = keturkampis ABCD yra ieSkomasis.
Irodymas seka i§ brézimo.

Tyrimas. C

Jei kampas o <180°, egzistuoja vienin-
telis AABD . B
Jei BD<c+b,

(BD = \/az +d? —2ad coso. ), egzistuoja
vienintelis keturkampis ABCD. A D
Jei BD > b +c¢ sprendinio néra. d

6. Duota: dvi atkarpos ir kampas /
s

a m,

Brézimas.
1) BC =a ((1)).
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2) £ CBD =8 ((2)).

3) (C;m.)NBD=E (I1GVT). A
4) BE=EA (1)) Ae BD.

5) CA = AABC ieskomasis.

[rodymas i$plaukia i§ brézimo. A
Tyrimas.

Sprendinys yra vienas, jei m, = asinf .

Jei m, < asinf, sprendiniy néra.
8 pav.
7. Duota: atkarpos

a b h,

Breézimas. d A
1) BC = a((1)). 4
2) d||!, atstumas tarp d ir /
lygus h, (Il GVT). B C
3) (C;bh)Nd ={Air 4} (1
GVT). 9 pav.
4)ABir AC; A\B ir A)C = A ABC ir A/ BC yra ieSkomieji.
[rodymas i$plaukia i§ brézimo.
Tyrimas.
Jeib < h, — sprendiniy néra. Jei b =h, — vienas sprendinys.

Jei b > h, — du sprendiniai.

8. Duota: atkarpos ir kampas
a m, a

Brézimas.

1) BC =a((1)).

2) BC matoma kampu o (VI GVT)
(0; OB)

3) BD=DC, DeBC ((3)

4) (D;m,)N(O0;OB)={Air 4} .

5)ABir AC = A ABC ieskomasis.
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9.

10.

5°) BA' ir CA' = ABA,Cir yra

spindulys. Kadangi A4BC = 4 \ A
=ABA,C , tai sakoma, kad turime
vieng sprendini. 5
[rodymas seka i§ brézimo.
Tyrimas.

. BC S
Jei m, < - sprendiniy néra.

. BC . .
Jei m, > — vienas sprendinys.

10 pav.

Pasirinkime koordinaciy sistema, kad tiesé¢ 4B sutapty su Ox asimi,
o taskas 4 buty koordinaciy sistemos pradzios taskas. Tada 4(0; 0),
B(a;0), nes AB =a. y
Taskas M(x; y) priklauso M(x; y)
ieSkomajai tasky aibei
tada ir tik tada, kai
AM? —BM? = b%.

Kadangi A(0; 0) N B(a; 0) X

AM? =% + y2 ,

BMZZ(X_a)2+y2, llpaV.
tai
AMZ—BM2:x2+y2—(x2—2ax+a2+y2)=2ax—a2.
2 _ ;2 2 ;2 b* +a°
Pagal salyga 2ax—a“ =b", t.y.2ax=a" +b", x= T Is

Cia iSplaukia, kad taSkas M yra tieséje, statmenoje Ox aSiai.
Ats.: tiesé, statmena tiesei AB.

Sakykime, kad i§ tasko B apskritimui nubréztos liestinés ilgis lygus

a (12 pav.). I§ trikampio AOB gauname, kad OB = VR? +d* .
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Taigi visi taskai B, tenkinantys salyga, yra nuo O nutol¢ pastoviu
atstumu, todél jie priklauso 4 a

apskritimui (O; VR? +d° ). B

Ats.: apskritimas R

(0;\/R2+a2). 10

12 pav.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

X={a;b;c;dy N ({a;ef U ibs dse; 1) =

={a;b;c;dyN{a; by d;e; f}={a; b;d},
Y=({a;b;c;dyN{b;dse; fH)Ulas e} ={b;dy U{a; e} ={a; b; d; e},
Z=a;b;c;dy\{b;d;e; f})\({a;e} \b;d;e; [}) =

={a;c}\{a} ={c},
V={ab;c;dse; 80 \{as by c; d)U({b; dse; f}\ {a; e}) =

={e; f38yUlb;d; f=1{b;d;e; [ g}

Ats.: X ={a;b;d}, Y={a;b;d;e}, Z={c}, V=1{b;d;e; f;g}.

. Tegu mnknm yra bet kuris aibés 4 elementas. Galimos m reikSmés
yral, 2,3,4,5,6,7,8,9; galimos n ir k reikSmés yra 0; 1, 2, 3, 4,
5,6, 7, 8, 9. Pagal kombinatoring daugybos taisykle aibés A ele-
menty skai¢ius yra: 9-10-10=900.

Ats.:900.

4 X

. 2x—-m
— =sin :
2

. IS pradziy iSspregskime lygti sin? % —cos

. 4X 4xX . 2x-m . 2X X . I
sin” ——cos~ — =sin =|sin“=—cos” —=sin| x—— | | =
2 2 2 2 2 2

= (—cosx =—co0sx) = (x € (—o0; +0)) .

Taigi B ={x:x e (—0;+®), x>0} =[0; + ) .
Matome, kad aibé 4 yra aibés B poaibis: A B.
Ats. taip.
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4. Skai¢iy x ir y poros (x;y) Dekarto koordinadiy sistemoje yra
vaizduojamos taskais. Nelygybe 0<x <5 atitinka juosta, kurios
tasky koordinatés (x; y) tenkina salyga: 0<x<5, ye(—o0;+®).
Nelygybe y > x—2 atitinka pusplok$tumé, kurios krastas yra tiesé
y=x—2 (81 pusplok$tumé 1 pav. pazyméta rodykle). Aibé 4 yra
Sios pusploksStumés ir minétos juostos bendroji dalis (zr. 1 pav.).
Aibé B yra tos pacios juostos ir pusplokStumés, kuria apibrézia
nelygybé y < x+2, bendroji dalis (zr. 2 pav.). Aibé C yra aibiy 4 ir
B sankirta (zr. 3 pav.).

(0;2)
y=xtZNNNNNNNNG:0)
x=5
x=0 &

1 pav. 2 pav.

5. Aibg Z galima iSskaidyti i dvi:
Z'={(x;y):-1<x<4, y—x=1}
ir
Z"={(x;y):=1<x<4, y—x=-1}.
Tada Z=2Z'UZ'". Dviguba nelygybé —-1<x<4 plokstumoje
apibrézia juosta tarp tiesiy x=-1 ir x=4. Lygtys y—x=1 ir
y—x=—1 yra tiesiy lygtys (jas galima uzraSyti y=x+1 ir
y=x—1). Pirmoji tiesé eina per taskus (0; 1) ir (4; 5), o antroji —
per taskus (0;-1) ir (4;3). Aibés Z' geometrinis vaizdas yra
atkarpa AB (zr. 4 pav.), o aibés Z'' geometrinis vaizdas yra atkarpa
CD (zr. 4 pav.). Tiesés AB ir CD yra tarpusavyje lygiagrecios. Taigi
aibés Z geometrinis vaizdas yra tarpusavyje lygiagreciy atkarpy 4B
ir CD pora (Zr. 4 pav.).
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x=-1,

(4:5)

B
Da3)
A0

3 pav. 4 pav.

6. Aibé S yra netuscia tik tada, kai sistema
f(x)-2x+1=0,
x>0

turi bent viena sprendinj. Nagrinékime $ig sistema keturiais atvejais:

1
2 2x+1=0, {sz—x—i-l:O,
a) x = =N
x>0 x>0

- (ﬁx—LJz oo

2\/5 ] 0= 5=0;
x>0
4 _ 1«2 -
b) 2x" —1=2x+1=0, _ [2x(x=D(x"+x+D)=0,
x>0 x>0
=>85={10)};
2x—-3-2x+1=0,
c >0=8=;
x>0

= S # J, nes sinusoidé

x>0

{—sinx—2x+1=0, {sinx=1—2x,
-
x>0

y=sinx irties¢ y =1-2x susikerta, kai x € (0;1).
Ats.: b, d.
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7. Lygybé A=B galioja, jei y=cosz(177n—2xj+cos9x+5 yra

lyginé funkcija. Patikrinkime.

Aisku, kad Sios funkcijos apibrézimo sritis (—oo; +0) yra
simetriSka nulio atzvilgiu. Todél reikia tikrinti tik salyga
y(=x) = y(x):

y(—x)= cos? (”Tn + 2xj +cos(-9x)+5= cos? (g + 2x) +cos9x+5=

= 0052£8n+§—2xj+cos9x+5 = cosz[”Tn—2xj+cos9x+5 =

=y(x).
Taigi A=B.
Ats.: taip.

8. I§ pradziy raskime m reik§mes, su kuriomis abiejy lygéiy,
X2 +2m-3)x+m> —Tm+12=0
ir
x? +m2x+(6—5m)x =0,
sprendiniai sutampa.
Antroji lygtis turi sprendini x =0, todél pagal Vijeto teorema
pirmosios lygties narys m? —7Tm+12 turi bati lygus nuliui; tada
m? —Tm+12=0=>me {3;4} .
Kai m =3, gauname dvi vienodas lygtis: x2=0 ; taigi Siuo atveju
X, =X,.
Kai m =4, vél gauname abi vienodas lygtis: x2+2x=0 ; taigi ir
Sivo atveju X7 =X,.
I$vada tokia: X # X5, kai m e (—o0; 3)U(3; 4) U (4; + 0).
Ats.: m e (—o0;3)U(3; 4) U (4; + ).
9. Spreskime lygti (x— 2)2 =ax?:

(x—2)2 = ax? :>(1—a)x2—4x+4=0:> (x=1kaia=1) arba
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_2%2Ja

X , kai a#1).

1-a
Matome, kad aibé Z =Z; (12,
1) yra tuscia, kai a <0;
2) turi viena elementa, kai a € {0; 1};
3) turi du elementus, kai a € (0;1) U (I; + o).
Ats.: priklauso.

10. Tegu x,, x, ir x; yra tik po viena uzdavinj (atitinkamai algebros,

g
geometrijos ir trigonometrijos) i§sprendusiy mokiniy skaiciai. Po du

uzdavinius i8sprendusiy mokiniy skaiCius pazymékime x,,

(algebros ir geometrijos), x, (algebros ir trigonometrijos) ir Xor

(geometrijos ir trigonometrijos). Simbolis x reiskia visus tris

agt
uzdavinius iSsprendusiy mokiniy skaic¢iy. Pagal uzdavinio salyga
galioja tokios lygybés:

Xq +Xgg +Xg +Xgg = 23,

Xg +Xgg +Xgr +Xgg =19,

Xp+Xg +Xg +Xgg = 16,

Xag +Xggr =12,

Xar + Xagr = 10,
Xgr +Xggr =7,

Xg+Xg +X +Xgg +Xgp + Xgp +Xggp =32

g ag 8t
Pastaraja lygybe gauname i§ salygos, kad konkurse dalyvavo
37 mokiniai, bet 5 i$ ju nei$sprendé né vieno uzdavinio.
Parasytaja lygcCiu sistema visai lengva suprastinti iki tokios:

Xq = Xgg =1,
Xg =Xg9 =0,
Xp —Xggr =1,

Xq+Xg + X, =2X49, =3.

g
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Matome, kad Xagt =3, Xag =9, x4 =7, Xgr =4.

Taigi visus tris uzdavinius i$sprendé 3 mokiniai, o tik po
du uzdavinius i§sprendé 20 mokiniy.
Ats.: 3; 20.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Naudodami funkciju sandaugos ir sudétinés funkcijos diferenci-
javimo formules, randame

e@= ) f(xizj R xﬁ{ f(x%D o
e
Todél g'(1)=5/(1)+ f'(1)(-2)=11.
Ats.: g'(1)=11.

2. [IraS¢ duotojoje lygyb¢je x=1, gauname f(1)-3f(-1)=-2

Funkcija f(x) lygine, todel f(-1)=f(1) ir —2/(1)=-2, o i8
¢ia f (1) = 1. Diferencijuokime abi lygybés puses:

f’(2x3 - x)- (6)62 - 1)— 6x - f(x2 - 2x)— 3x2. f’(x2 - 2x)- (2x-2)=
=—6x° —60x* +64x7 —14x.

Kai x=1, f'(1)-5-6f(-1)=-16.

I§ ¢ia: 577(1)=-10, f(1)=-2.

Dabar jau galime paraSyti liestinés taske x=1 Ilygti
y=-2(x—1)+1 arba y=—2x+3.

Ieskoma funkcija lyginé. Lygybéje iras¢x =0, matome,
kad f (0)= 2. Todél ieskokime jos tarp funkcijy f (x) =ax? +2.
[rase Sia f (x) iSraiska i lygybeg, gauname:
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2 2
a(2x3 —x) +2—3x2(a(x2 —Zx) +2)=

=—x%—12x° +16x* - 7x% 42,
ax® +12ax> —16ax* + (a - 6))62 +2=
=—x%—12x° +16x* —7x% 42,
Matome, kad su a=-1 gauname tapatybg. Taigi ieSkomoji
funkcija yra f (x) =—x? +2. I lygybés nesunku matyti, kad
aukstesniy laipsniy daugianariai jos tapaciai tenkinti negali.
Ats.: y=—2x+3, f(x)=—x* +2.

. Nagrinékime funkcijas f(x)=e" ir g(x)=1In(l + x).

Pastebékime, kad g(x) apibrézta tik intervale (~ 1; + ), todél
apie nelygybés teisinguma galima kalbéti tik Siame intervale.

f0)=1, g0)=0.

F(x)=e*, gx)=—

1+ x

<1,kai x>0. Taigi e* > ! .
1+x 1+x

Kaip zinome, e* >1 ir

I3 teoremos iSplaukia, kad nelygybé e* > ln(l + x) teisinga
intervale (0 ; +o0).

Nesunku suvokti ir visai analogiskai jrodyti, kad teisinga
teorema ir ,,] kair¢ nuo pradinio tasko a:

Teorema. Sakykime, funkcijos f(x) ir g(x) yra

diferencijuojamos intervale (b, a]. Jeigu f (a) > g(a) ir su visais b <
x < a teisinga nelygybé f"(x)< g'(x), tai f(x)> g(x) su visais b <
x<a.

Dabar pakanka tik pastebéti, kad e* < ,kai x e (— 1; O).

1+ x

I§ ¢ia isplaukia, kad e* > In(1 + x) intervale (-1, 0). Si
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4.1.

4.2.

nelygybé teisinga ir taske x = 0. Taigi nelygybé jrodyta visam
intervalui (- 1;+ ).

Abi funkcijos apibréztos visoje R. Isitikinsime, kad ju iSvestinés
teigiamos:
fl(x)==>0;

x2

g'(x)zz—Lzz—lzz— .
1+ x2 1+ x2 1+ x

Vadinasi, abi funkcijos yra didéjancios visoje R. Sudarykime

>1>0.

lygti %x=2x— 1+ x? .18 jos:

X x2 3
\l1+x2 =—, 1+x2=—, 2x2 =1,
2 4 4

Lygtis sprendiniy neturi, todél funkciju grafikai bendry tasky
irgi neturi.

Pazymékime atkarpos MM, ilgi |M1M2|=l. Tada

a=f(x—-1)=g(x), taigi %(x—l)sz— 1+ x? .13 &ia
lzg[\ll + x? —gj
Liko rasti funkcijos #(x)= %(\[1 +x? - gj maziausig reikSme. Jos

g X

3 1/1+x2

Spresdami  lygti l'(x)zO , gauname, kad funkcija /(x) turi

igvestiné /'(x)=

N | =

vienintel] kritinj taSka x =T. Norédami jsitikinti, kad tai
3
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minimumo taskas, rasime funkcijos h(x)=

iSvestinés
1+ x2
zenkla.
V1+ x2 - X 5
1+x 1
h'(x)= = >0.

2 B 3
1+ x (1 + 52 )A
1
Vadinasi, funkcija h(x) savo reik§me E igijo didédama, todél

[ '(x) iki kritinio tasko buvo neigiama, o uz jo — teigiama. Vadinasi,

1

xX= ﬁ yra minimumo taskas.

(#)-5l+5-3) 5

[ 1 J 2 1 1 0
V3 V3 V3 .
Ats.: 0; —1 .

5

5. Pjaunamo balkio (zr. 1 pav.) skerspjuvio ploti pazyméjus x, jo
aukstis y=+d 2 _x?; todel atsparumg lenkimui nusako funkcija
f (x):Cx(d 2 —xz); ¢ia C — proporcingumo koeficientas. Liko
rasti funkcijos f(x) maksimumga intervale (0; d):
F(x)=Cc@d? -3x?).

Prilyging ja nuliui, gauname x = y =

d
V3 o |y

d2 \/5 X
=.d?-"—=|=d.
" 3 V3

1 pav.
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Lengva isitikinti, kad rastasis kritinis taskas yra maksimumo
taSkas.

Ats.: plotis 4 cm, aukstis \/gd cm.

V3

6. Funkcija f (x) =arcsin x, 0<x<1 yra atvirk§tine funkcijai
g(x)=sinx, 0<x Sg (zr. 2 ir 3 pav.). Tod¢l

A

(SR

A

2 pav. 3 pav.

T

1
. T T

sinx dx=—+cosx|2 ==-1.
2 2

. T
Jarcsmx dx=—-—
0 2

0

oS3

Ats.: Z-1.
2
7. Pertvarkykime kreivés lygti:

|y—ﬂ=ﬂx—q—@2—4x+ﬂ+3,
ly=3|=2]x—2|-(x-2)* +3.
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Matome, kad kreivé turi dvi simetrijos asis x =2 ir y=3. Kai

x>2,y>3, kreivés lygtis

(v

arba y= —x% +6x-2.

—3):2(x—2)—(x2 —4x+4)+3,

Pasirodo, tai yra parabolés dalis. Kitas tris dalis nubraizome
(zr. 4 pav.) simetriskai tieséms x =2 ir y=3. Akivaizdu, kad Sios

figtiros plotas iSreiskiama keturgubu integralu

Ats.:

S=4Z[((—x2 +

5 x3 xZ
:4.[(—x2+6x—5 x= =4|-—+6—-5x
> 3 2

36.

1 bizdas. Nesunku

{

1

WP

6x — 2)— 3)dx=

5
=36.

=y

tiesiy

rasti

e

kad tasky B ir D abscisés lygios, ieSkoma figiiros plota iSreiskiame
integralais
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2 2
a Ja
S(a)= _[ (axz—l)dx+ I(Z—laxzjdxz

e 2

- e

2 2
SN
=la—-x + | 2x——— .
3 1 23 2

Va a

Apskaiciave gausime
1 (10
Sa=———_%5)
) Ja ( 3

2 biudas. Integruokime y asimi. 1§ y= ax?

x=\/Z 018§ y—lax gauname x_‘/2_y 1<y<2.Tuomet
/2_y _(
a

V2-1 2,
2 L——Jﬁ.
Ja 37 Jal3
1
Didéjant a reikSméms, Sios funkcijos reikSmés mazéja, todél
didziausia reikSme ji igyja, kai a=1.

Ats. %—2\5 .

iSreiSkiame

N\u

9. Per parabolés y = x? taska (xl , xlz) nubréztos liestines lygtis

y=2x1(x—x1)+x12.

——(x—x )+ xl2 arba

Todél normalés lygtis y = —
X
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| U C ey
y=- p. + xl2 + 5 I§ geometrinés uzdavinio prasmés aisku, kad
X1

pakanka nagrinéti atveji, kai x; € (O; + oo)

i

Su neigiamais x; situacija simetriska.
Rasime parabolés ir jos normalés susikirtimo taskus:

y= xz’
1 2 1
V=Xt X
2x1
1 1
x? +—x—x12 -—=0.
2x1
Viena lygties Sakny yra x, (per taska su Sia abscise brézéme
. 1
normalg), todél pagal Vijeto teorema x,x, = — x; — 5
irx, =-x1 — !
2 T

Taigi ieSkomas plotas iSreiskiamas integralu

X1
1 1
S(x) = I (——x+x12+——x2jdx.
1 2X1 2
X
2X1
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Apskaiciuoti toki integrala néra sunku, bet tiesiogiai
skaiCiuojant prireikia daug kruopsciy pertvarkymy. Pabandykime
skai¢iavimus kiek sutrumpinti. Pastebékime, kad po integralo
zenklu yra tas pats kvadratinis trinaris, kurio Sakny ieskojome, tik
su priesingu zenklu. V¢l panaudokime Vijeto teorema:

—Lx+x12+l—x2 = — x2+ix—x12—l =
le 2 2x1 2

= —(x2 - (xl + X5 )x + xlxz)
Dabar

X
S(xl):—.[(x2 —(xl +x2)x+x1x2)dx =
X2

X1

x3 x2
= — T_(xl +X2)7+XIX2X

X2
3 3 2 2

=—%—(x1+xz)x 2 +X1X2(x1—x2) =

= —%(xl - xz)(Z(xlz +X1xy + x% )—3(x1 + Xy )2 +6x1x2)=

1
=—g(x1 —xz)(— xl2 +2x1x) —x%)z

3 3
:l(xl—xz)3 =l x1+x1+L =l 2x1+L .
6 6 | 6 2

2x X,

Gautosios funkcijos iSvestiné pagal argumenta x;

2
S,(xl):l(le'i'LJ 2—% .
2 2x) 2x,
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S'(x;)=0,kai x| =%, (x; >0). S'(x;) keicia zenkla,

: y | o . 1
pereidama taska x; =7 1§ neigiamo { teigiama, taigi x; =— yra

minimumo tadkas intervale (0; + o). MaZiausias nagrinéjamos
figtiros plotas

s(lJ _4
2 3
Ats.: i

3

10. I8 lygties y = ax’ isreiskiame x=\/Z . Taigi pilant skystj i taurele
a

iki lygio A, jo tilps

2

h ) 2
V(h)=ﬂf[ ZJ dy:gjydy=§y7
0 0

h
nh?

2a

Kai taurel¢ pilna, ~2=6a ir

n(6a)2

V(6a)= =18na =72. 1§ dia azi. Iras¢ gautaja a
i

2h2 2h2

reikSmg, gauname, kad V(h)z . I8 lygties T =24

randame s = E\E .

T
83

Ats.: ——
T
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BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4

63 = Taip 190
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ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios
temos:

I KNYGA

1. J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

I.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

III. R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo
metodai.

IV. A. Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

II KNYGA

I. I Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

II. E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

III. B. Vosyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. I. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. J. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VII. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIIL A. Juozapaviéius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

IIT KNYGA

I.  E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

II. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriai.

V. 1. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VIIL. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.



IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
II.  P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

III. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A.P. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VIL. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.

V KNYGA

I.  O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

I. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

III. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIIL R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

1. A. Bakstys. Finansy matematika.

II. E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

III. B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VIL. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIIL. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.
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