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PRATARME

Sioje septintojoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos knygeléje
»Jaunajam matematikui“ yra pateikta 2005-2007 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir ju
sprendimai.

Knygelés turini sudaro Sios temos: vidurkiai ir ju taikymai
(J. Sinkiinas), Dirichlé principas (J. Bagdonien¢); diofantinés lygtys
(E. Stankus); daugianariy dalumas (L. Papreckien¢); Niutono binomas
(A. Apynis, J. Sinkiinas); logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir
tapatybés (E. Tuménaité); stereometrijos uzdaviniai (E. Mazétis);
trigonometrijos uzdaviniai (A. Apynis). Skaitytojas taip pat ras 2005
mety stojamaja uzduoti ir jos sprendima bei 2007 mety baigiamosios
uzduoties pavyzdi.

Kad biity lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
§io leidinio paskutiniuose puslapiuose yra idétas ankstesniy SeSeriy
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams ir redaktorei Joanai
Pribusauskaitei.

Taip pat tariame nuosirdy acit kolegei Kristinai Lyndienei uz teksty
rinkimg ir maketavima.

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. ISspreskite lygti

2
x_+ﬁ:10(£_i)
3 x

. Apskaiciuokite (remdamiesi trigonometrinémis formulémis):

T 4r 5w
COS— - COS— - COS —.
7 7 7

. ISspreskite lygciy sistema

x(y+z)=5,
y(z+x) =10,
z(x+y)=13.

. Irodykite, kad skaicius
13 +23+3% 4. +2004°
dalijasi i§ 2005.

. Autobuse vaziavo ne daugiau kaip 100 keleiviy. Be to, sédintiy
keleiviy buvo du kartus daugiau, negu stovinéiy. Stoteléje i8lipo 4%
visy keleiviy. Kiek keleiviy liko autobuse?

. Du broliai | turgy atvezé parduoti zasis. Jie kiekviena Zasj pardavé
po tiek lity, kiek buvo atveze Zasy. Broliai gautus pinigus nutaré
pasidalyti po lygiai. I§ pradziy jiems teko po 10 Lt, taciau liko
vienas 10 Lt banknotas ir dar keli litai. Vyresnysis brolis likusj
10 Lt banknota atidavé jaunesniajam, o pats pasiémé kitus likusius
litus. Kiek lity jaunesnysis brolis liko skolingas vyresniajam?

. V-VIII klasiy matematikos olimpiadoje dalyvavo dvyniai. Kai
mokytojas paklausé, ar jie dar turi broliy ir koks ju amzius, dvyniai

atsaké — ,,mes turime vieng brolj, 0o jo amzius uzraSomas dviem
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STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

vienodais skaitmenimis; be to, milsy visy trijy amziy suma yra
dvizenklis skaicius, kurio antrasis skaitmuo dvigubai didesnis uz
pirmaji skaitmeni“. Kiek broliams mety?

Trikampio ABC kampo A pusiaukamping, kraStinés 4B vidurio
statmuo ir auksting, iSvesta 1§ virStnés B, kertasi viename taske.
Raskite kampo 4 diduma.

I8kilojo keturkampio ABCD, kurio plotas lygus S, krastinés
pratgstos ir ju tgsiniuose atidétos atkarpos, lygios atitinkamoms
kraStinéms: krastinés AB tgsinyje — atkarpa BM = AB ; krastinés BC
tesinyje — atkarpa CN = BC; krastinés CD tgsinyje — atkarpa
DP = CD ; krastinés DA tgsinyje — atkarpa 4Q = AD . Apskaiciuo-
kite keturkampio MNPQ plota.

Trikampés piramidés pagrindas — statusis trikampis, o piramidés
Soninés briaunos pasvirusios | pagrindo plok$tuma 60° kampu. Be
to, ibrézto i piramidés pagrinda apskritimo lietimosi su jZambine
taskas jzambing dalija { dvi 3 cm ir 8 cm ilgio atkarpas.
Apskaiciuokite piramidés turj.

3
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I. VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

Juozas Sinkiinas

(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Keliy skai¢iy aritmetinio vidurkio ir dvieju neneigiamu skaiciy
geometrinio vidurkio savokos Zinomos i§ pagrindinés mokyklos. Siame
straipsnelyje apibréSime ir keliy skai¢iy geometrini, harmonini bei
kvadratini vidurkius. Tirsime sarySius tarp juy, daugiausiai démesio
skirdami aritmetiniam ir geometriniam vidurkiams bei juy taikymams
sprendziant uzdavinius.

Apibrézimai. 1. Realiyjy skai¢iuy ay, ay, ..., a,, aritmetiniu vidurkiu
vadinamas skai¢ius

4 _atat.ta,

n
n

2. Realiyjy neneigiamy skaiciy ay, ap, ..., a, geometriniu vidurkiu
vadinamas skai¢ius
G,=%ay-ay-...-a, .
3. Realiyjy teigiamy skai¢iu ay,ay,...,a, harmoniniu vidurkiu
vadinamas skai¢ius

n
Hy = 1 1 1
—t— .t
) ay

4. Realiyjy skaiciy ay, ay, ..., a, kvadratiniu vidurkiu vadinamas
skaicius

2 2 2
Kn =4a1 +a; +..+a, ‘
n

Yra jrodyta, kad
H,<G,<4,<K,.
Nelygybes Hy < G, < 4, galima
pavaizduoti geometriskai.
1) Nubrézkime tiese ir joje viena [
po kitos atidékime dvi atkarpas A4 B 9] 'C
AB=a ir BC=b (1 pav.). 1 pav.




VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

2) Nubrézkime pusapskritimi, kurio skersmuo AC, o centras O.

3) IS tasko B iskelkime skersmeniui AC statmeni, kuris apskritima
kerta taske D.

Trikampis ADC yra statusis, nes kampas ADC yra ibréztinis ir
remiasi | skersmenj.

a) [rodysime, kad G,<4,, ty. +ab< ath Kadangi

DB BC
A ADB~ADBC agal du kampus), tai —=—, t.y.
(pag pus) 45 DB y

BD? = AB-BC . I} ¢ia
DB=+A4B-BC =+Ja-b=G,.
a+b

Kita vertus, AO=0D = =4, ir DB<OD ,tai G, £ 4,.

Lygyb¢ G, = 4, galima tik tada, kai OD = DB, t.y. kai taskas B
sutampa su tasku O. TaSkas B sutampa su tasku O tik tada, kai a=5b.

b) [rodysime, kad H, <G, . t.y. 2 <+Jab .

1 1°
7+7
a b
Is tasko B nubrézkime spinduliui OD statmeni BE. Kadangi
DE DB
AOBD ~A BED (pagal du kampus), tai — =—, t.
(pag pus), tai o =0 Ly

_DB* ab  2ab 2
S OD  a+b a+p 1.1

2 a b
Kadangi DE < BD (trikampio BED statinis trumpesnis uz
1zambing), tai H, <G, ir H, =G, tik tada, kai a=>.
Taigi isitikinome, kad Hy <G, < 4,.
SarySis H, <Gy <Ay <K, geometriSkai pavaizduotas [1]

DE =H,.

knygeléje.
Teorema. Neneigiamy skai¢iy ay, ap, ..., a,, aritmetinis vidurkis ne
mazesnis uz ty skai¢iy geometrinj vidurkiy, t. y.

at+ap+..tay, > nl—al dyedy .

n




I TEMA

[rodymas. Teorema irodysime tik atskirais atvejais, kai n=2,4,3.

Siy atveju daznai pakanka sprendZiant praktinius uzdavinius. Bendruoju
atveju teorema jrodoma remiantis indukcijos principu.

1 atvejis. Kai n =2, reikia {rodyti nelygybeg WTaz > .ja-ay .
[rodymas. Akivaizdu, kad (\/a_ —Jar )2 >0, t.y.

ay+a, —24Ja;-ap 20 arba 1792 > Jaj -a, . Lygybé galima tik tada,

kai gy =a;.
2 atvejis. Kai n =4, jrodysime, kad

a)+ayt+aztay > 4/—a1‘a2‘a3‘a4
4

[rodymas. 18 tikryju

a+ap +[l3 +ay

a1+a2+a3+a4= 2 2 >

2 VUGS [ o Jasay = Yfaraza

(¢ia du kartus pritaikéme nelygybe tarp dviejy skaiiy aritmetinio ir
geometrinio vidurkiy). Lygybé galima tik tada, kai a; =a, =a3 =ay4 .

3 atvejis. Kai n =3, jrodysime, kad

Wk 3’a1.a2.a3 .

[rodymas. Kadangi
art+ay t+az
a)+apy +aj _ 3
3 - 4

+a+aptaj

tai

a)pt+apt+as > ‘{/(11 +ap +az
3
(pritaikéme nelygybe tarp keturiy neneigiamy skaiciy aritmetinio ir
geometrinio vidurkiy).
Sia nelygybe pakeéle ketvirtuoju laipsniu, gauname:

"ajazas

10



VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

4
ay+a>+a ay+ar, t+a
( 1+a 3) S B Tl N

3 3
Jeigu aj+ay+a3=0, t.y. ay=ap =a3 =0, pastaroji nelygybé
virsta tapatybe. Kai a;+ap;+a3#0, Sia nelygybe padalije 1§
apt+aj+as

3 , gausime:

3
ay+a,t+a
(%j 2a1a2a3,

ty.

aytayTay /
23aaa .
3 164243

Dazniausiai taitkomos labai svarbios §ios teoremos i§vados.

1 iSvada. Jeigu » teigiamy démeny (# = 2, 3, 4,...) suma yra pastovi,
tai ju sandauga yra didziausia, kai démenys lygiis.

[rodymas. Sakykime, a; +a, +...+a, =P . Tada

aj+ar+..+a, " PY"
al-az-...-ané(l 2 ”J =(—j .

n n

. o (PY
Taigi sandauga a;-a,-...-a, ne didesné¢ uz (—j . Si sandauga
n

n
lygi (5) (igyja didZiausia reikSmg), kai a; =ap =...=a,, .
n
2 iSvada. Jeigu n teigiamy dauginamyjy sandauga yra pastovi, tai ju

suma yra maziausia, kai dauginamieji lygs.
[rodymas. Sakykime, kad a; -ay -...-a, =S . Tada

ayt+ar+..+ta
1722 n>nlaay...a, =4S,
n

t.y.
artay+..+a, =2 nQ/E

Taigi §i suma ne mazesné uz n s . i lygi n s (igyja maziausia

reikSmg), kai a; =ay =...=aq,, .

11



I TEMA

Pavyzdziai.

1. Rasime kokie turi biiti statiakampio formos zemés sklypo, kurio
plotas 2400 m’, matmenys, kad jam aptverti ir dar pertverti i du
lygiaplocius staciakampius, reikéty maziausiai vielinio tinklo.

Sprendimas. Sklypas pavaizduotas 2 paveiksle. x x
Tvoros ilgis S=4x+3y, o sklypo plotas —

2xy =2400, t.y. xy=1200. I§ ¢ia y:@. Sia y
X

X X

iSraiska irasg i tvoros ilgio formulg, gauname 2 pav.

Sody 21200, 3600, /4x-3600 =240 (m).
X X X

Taigi tvoros ilgis ne mazesnis uz 240 m. Tvoros ilgis lygus 240 m

(maziausia reikSmé), kai 4x=@, t.y. kai x=30 m. Tada
X
1200
=——=40 m.
Y730

Ats..: Sklypo matmenys 60 m x 40 m.

2. Isspreskime lygti
(x—45*+(x-55)% =1.

Sprendimas. Sia lygti spresime jvede nauja kintamaji y: reiskiniy
(x—4,5) ir (x—5,5) aritmetinj vidurki, t. y.
_x—45+x-55

2
4 4 4 4 .

Tada (x—=45)"+x-55"=(p+05"+(-05". Taigi

gauname lygti

y x-35.

(r+0,5 +(y-05)* =1
arba
(7 +0,5%-(y+0,5)72 +(y-05) - (y-0,5* =1.
Kair¢je lygties puséje atlike veiksmus (pakéle kvadratu, sudauging
ir sutrauke panasius narius), gauname bikvadrating lygti

2y* +3y2-0875=0.

12



VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

Pazyméje y2 =t, gauname lygti 202 43— 0,875=0. Jos
sprendiniai: # =0,25, t, =—0,25. Taigi y2 =0,25. I ¢ia y; =-0,5,

v2 =05 (lygtis y2 =-0,25 — sprendiniy neturi). Vadinasi,
x=5-05=45, x=5+0,5=5,5.
Ats.: 4,5, 5,5.

3. Viename inde yra 16 kg druskos tirpalo, o kitame — 25 kg druskos
tirpalo (nebiitinai tos pacios koncentracijos). Kai { abu indus buvo jpilta
vandens, pirmajame inde druskos koncentracija sumazéjo m karty, o
antrajame inde — n karty. Zinoma, kad mn=m+n+3. Rasime su
kuriomis m ir n reikSmémis i abu indus buvo ipilta maziausiai vandens.
Koks vandens kiekis buvo ipiltas?

Sprendimas. Sakykime, kad pirmame inde yra u kg druskos, o
antrame inde — v kg druskos, ir { pirma inda buvo jpilta x kg vandens, o i
antra inda — y kg vandens.

Druskos koncentracija pirmajame inde i$§ pradziy buvo % , 0 ipylus

vandens — 5 . Antrajame inde druskos koncentracija i§ pradziy buvo
+x
Y 0 ipylus vandens — —>— . Pagal salyga:
s py 5+y gal salyga:
u v
16 _mir—25 =y
u v
16+ x 25+y
arba
16 +x . 25+y
=m ir =n
16 25

I$ pirmosios lygties randame x =16m—16, o i$ antrosios lygties —
y=25n—-25. Taigi i abu indus buvo ipilta x+ y=16m+25n—-41 kg

vandens. Kadangi
n+3 4
m= =1+ ,
n—1 n—1

13



I TEMA

tai

x+y:16(1+ 4 )+25n—41= 16+6;41+25(n—1)+25—41=
n—

n—

= 64 +25(n—-1)> 2‘/ 64 -25(n—1) =80.
n—1 n—1

Taigi x—y >80 (kg). Maziausias vandens kiekis x—y =280

ipilamas { abu indus, kai 6;41:25(;1—1), ty. kai n=% ir

m=1+ 4 —Z
13
5

Ats.: 1 inda buvo ipilta 80 kg vandens, kai m =% irn= ? .

4. Gaminant x vienety produkcijos, gamybos kaStai skaic¢iuojami

pagal formule
K(x)=2,5x> +50x +60 000 .

Rasime kiek produkcijos vienety reikia pagaminti, kad vidutine
produkcijos vieneto kaina biity maziausia.

Sprendimas.  Vidutiné  produkcijos  vieneto  kaina lygi
K(x) —2.5¢% +50x +60000

x X

. leskosime tokios x reik§més (natiiraliojo

skaiCiaus) su kuria funkcija x) igyja maziausia reikSme. Kadangi

60 000
X

sandauga 2,5x2 -50x - néra pastovus dydis, tai negalime remtis

2 iSvada.  Funkcijos LE)) iSraiSka  pertvarkome  taip:
X
K =2,5x% +50x + 20 000 + 20 000 + 20000 . Turésime:
X X X X
K(x)>5\/25 250y 20000‘20000‘2000025000,
X X X X

14



VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

t.y. K >5000. Maziausia K
X X

reik§mé, lygi 5000, igyjama, kai
20 000

25x% =50x = .ty kai x=20.

Ats.: 20.

5. a) Rasime funkcijos f(x)= ) al didZiausia reikSme;
X +3

b) Rasime funkcijos f(x)=sinx-sin2x, xe [0; g} didziausia ir

maziausia reikSmes.

Sprendimas. a) Funkcija apibrézta visoje realiyjy skaiCiy aibéje. Kai
x<0, funkcijos reikSmés yra neigiamos. Todé¢l didziausia funkcijos
reikSmé gali buti igyta tik su teigiama x reikSme. Taigi nagrinésime

funkcija  f(x)= fx intervale  (0;+). Siame intervale
x +3
f(x)= fx = 8 . Kadangi
X+ O 3

tai f(x)< % =2. Funkcija didziausia reikSme, lygia 2, igyja, kai
X3 =l,t. y. kai x=1.
X
Ats. fdldi(l) =2.

b) Kadangi funkcijos
2

f(x)=sinx-sin2x =2sin” xcosx
et ST B : T o
iSraiSkoje abu dauginamieji sin” x ir cosx intervale | O; 3 yra teigiami,

0 ju suma sin? x+cosx néra pastovus dydis, tai negalime taikyti
pirmosios i§vados. IeSkome funkcijos

15



I TEMA

fz(x) =4sin? x-cos® x ,
o tuo paciuir f(x), didZiausios reikSmés. Turime:

f2(x) =2sin® x-sin’ x-(ZCos2 x) <

3
. 2 .2 2 3
S2[sm X +sin” x +2cos x} :2[2j :;3

3 3

Vadinasi, f (x)S%. Funkcija igyja didziausig reikSme, lygia

%, kai sin” x =2cos> x , t.y. kai tg>x =2. I§ ¢ia tgx=\/§ irtgx=—
V2. Kadangi x e (O; g) , tai lygtis tgx =42 turi vienintelj sprendini
X = arctg V2 ~55°. Siame intervale lygtis tg x = 2 sprendiniy neturi.
Kadangi f(0)=f (gj =0, f(x)>0, kai xe (0; gj , tai maziausia
reik§me funkcija igyja intervalo galuose.

Ats.: Didziausia funkcijos reikSmé lygi i, kai x=55°, o
33
maziausia reikSmé lygi 0, kai x=0 ir x= g .

6. Irodysime nelygybe
1 1 1 1 1 1

—+—+—2> + + .
a b ¢ Jab be Aac

[rodymas. Turime:

1 1 1 11 1) 1({1 1) 1(1 1
—t et —=— | —t— [+ | = [+ | =+ |2
a b c 2(61 bj 2(b cj 2(0 cj




VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

7. 18 taisyklingojo trikampio formos
skardos lapo, kurio krastiné lygi 60 cm,
reikia pagaminti trikampés piramidés for-
mos atvirag dézute trikampio kampuose is-
kerpant vienodus keturkampius ir sulen-
kiant trikampio krastines (zr. 3 pav.).
Rasime su kuria x reik§me dézutés tiiris yra
didZiausias.

Sprendimas. Sakykime, dézutés aukstis yra y. Dézutés pagrindas —
taisyklingasis trikampis, kurio krastiné lygi 60 —2x . Pagrindo plotas

3 pav.

G (60-2x)% -3
4 b
o dézutés taris —
2
60 —2x)2-/3
V=Sy=—( ) V.

4

3

Kadangi y = x tg30° :T , tai

_(60-2x)7 43 x3 _(60-2x)* x _

4
4 3 4
_ (60 —2x)(60—2x) - (4x) <
B 4.4 -
<L(60—2x+60—2x+4x)3zi‘(@T:
16 3 16 | 3

= % .40 =4000 (cm’).

Taigi dézutés tiris ne didesnis uz 4000 cm’. Dézutés tiris yra
didziausias ir lygus 4000 cm®, kai 60 —2x=4x,t.y. kai x=10 cm.

Ats.: 10 cm.

8. Taisyklingosios trikampés piramidés Soniné briauna lygi b.
Rasime kokia turi biti piramidés auksting, kad piramidés tiris biity
didziausias.

Sprendimas. 4 paveiksle pavaizduota taisyklingoji trikampé
piramidé, kurios briauna DC = b, o pagrindas — taisyklingasis trikampis

17



I TEMA

ABC. Sakykime, piramidés aukstiné DO = x . Tada i$ staciojo trikampio
DOC:

0C=\DC?—DO? = =p> —x2 |

0 D
CE=20c=3p -2
2 2 c
IS staciojo trikampio CEB: A
2
BC? - BE* = BC? —GBC] - CE?, E A
3 4 pav.

ty. ZBc2 = CE? .13 &ia

%-%(bz—x2)=3(b2—x2).
AC?3  33(b% —x?)
4 4

BC? =

Kadangi S p¢ =

, tai piramidés tiiris

2 2
V:%SABC.DOZM.X.

3

leskosime su kuria x reiksme V2 (%) =E(b2 —x? )2 X2 =

%(b2 —xH)(b? —x*)(2x)? igyja didZziausig

reikSme. Su Sig x reikSme ir V' (x) igys didZiausia reikSme. Turime:

_3 2 2352 20 52 1
_16(b x) (b7 —x7)-(2x) 2

3
2 2 .,2 2 2 6 16
Vz(x)éib X +b°—x“+2x :i'&:b_‘
32 3 32 27 36
b3 3
Taigi V(x) < e Piramidés tiris yra didziausias ir lygus i kai
2
b? —x? =2x " ,t.y.kai ng.
Ats.: #
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VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

9. Reikia pagaminti stac¢iakampio gretasienio formos akvariuma,
kurio turis V. Rasime kokie turi buti akvariumo matmenys, kad jo
gamybai reikéty maziausiai medziagos.

Sprendimas. Sakykime akvariumo ilgis x, plotis y, o aukstis — z.
Tada tiris V=xyz, pavirsiaus plotas -

T =xy+2xz+2yz >33y 2xz - 2yz = 33ax2y222 = =3%lar? . Taigi
akvariumo pavirSiaus plotas ne mazesnis uz 3 ‘7{/41/_2 . Akvariumo
pavirSiaus plotas yra maziausias ir lygus 3 W , kai xy=2xz=2yz.1§
&ia iSplaukia, kad x=y=2z=32r .

Ats.: Akvariumo pagrindas yra kvadratas, kurio krastiné lygi ov,
o aukstiné du kartus trumpesné uz pagrindo krasting.

10. a) Motociklininkas pusg¢ kelio vaziuoja grei¢iu v; km/h, o kita
puse kelio — v, km/h grei¢iu. Rasime vidutini motociklininko greitj.

b) Motociklininkas trecdali kelio vaZziuoja grei¢iu v; km/h, antra
trecdali kelio — v, km/h greiciu ir paskutinj trecdali kelio — v km/h
greiciu. Rasime vidutinj motociklininko greit;.

Sprendimas. a) Sakykime motociklininkas i§ viso nuvaziavo s km.
Tada pirmaja puse kelio jis nuvaziavo per ¢ =% h, o antraja pusg

1
kelio — per ¢, = i h. Motociklininko vidutinis greitis yra
s s 2

hi, s s 1 17
2\/1 2V2 V1 V)

Vvid. =

Taigi motociklininko vidutinis greitis lygus grei¢iy v, ir v,
harmoniniam vidurkiui.

Pavyzdziui, kai vy =40 km/h, 0 vy =60 km/h,
vVid. = % =48 km/h
PR + PR
40 60

19



I TEMA

b) Kaip ir atveju a), nesunku isitikinti, kad vy = f T

1

Vi V2 V3

PIRMOJI UZDUOTIS

1. 10,9 ha staciakampio formos Zemés sklypa i§ dvieju prieSingy pusiu
reikia aptverti 1 m auks¢io mirine tvora, o i$ kity dvieju pusiy —
medine tvora. 1 m* marinés tvoros kainuoja 25 Lt, o 1 m® medinés
tvoros — 10 Lt. Kokie turi biiti Zemés sklypo matmenys, kad tvora
kainuoty pigiausiai?

2. Tsspreskite lygti (x+3)* +(x+5)* =16.

3. Vienoje cisternoje yra 900 kg druskos rugsties tirpalo, o kitoje
cisternoje — 1600 kg druskos riigsties tirpalo (nebttinai tos pacios
koncentracijos). Kai i abi cisternas buvo ipilta vandens, pirmoje
cisternoje druskos riigsties koncentracija sumazéjo r karty, o antroje
cisternoje s karty. Zinoma, kad 2rs =18 —r. Raskite su kuriomis r
ir s reikSmémis i abi cisternas buvo ipilta maziausiai vandens. Koks
vandens kiekis buvo ipiltas?

4. Gaminant x vienety produkcijos, gamybos kastai apskaiciuojami
pagal formulg

K(x) = 2x% +200x +1280 000 .

Raskite kiek produkcijos vienety reikia pagaminti, kad produkcijos
vieneto vidutiniai kastai biity minimalis.

105, 2005
X

5. Raskite funkcijos f(x)=x"% + x40 4 x

, 0<x<o,
maziausia reik§me.

6. [rodykite nelygybes:
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VIDURKIAI IR JU TAIKYMAI

2 2
a) “;’bswf" ;b kai a>0, b>0;

by 2619, 9B s ibic kai a>0,b>0, c>0.
a C

7. Taisyklingojo SeSiakampio formos
skardos lapo, kurio kraStiné lygi
90 cm, kampuose iSpjauti lygis ketur-
kampiai. Sulenkus SeSiakampio
krastines, gauta taisyklingosios SeSia-
kampés prizmés formos dézuté be
dangcio (zr. 5 pav.). Raskite su kuria x 5 pav.
reik§me dézutés tiris yra didZiausias.

8. Taisyklingosios keturkampés piramidés Soniné briauna lygi b.
Raskite kokia turi buiti piramidés aukstiné, kad piramidés tiiris buty
didziausias.

9. Reikia pagaminti staciakampio gretasienio formos déz¢ su dangciu.
Raskite kokie turi biiti dézés matmenys, kad jos gamybai reikéty
maziausiai medZiagos.

10. Kigio sudaromoji lygi / ir pasvirusi | pagrindo plokstuma kampu o.
Raskite kiigio tiiri. Su kuria o reikSme turis yra didziausias?

Literatiira:
1. V. Vitkus. Vidurkiai. Jaunajam matematikui. Danieliaus leidykla, Vilnius,
2002, 25-31, 94-98.
2. 1. Sinkinas. Ekstremumai be isvestiniy. Alfa plius omega, 2003, Nr. 3, 58-62.

i\—~3

S
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I1. DIRICHLE PRINCIPAS

Irena Bagdoniené
(Vilniaus licéjus)

Dirichle' principas, daznai vadinamas narveliy ir triusiy principu,
formuluojamas taip:

jeigu | n narveliy reikia patalpinti daugiau negu n triusiy, tai
bent viename narvelyje teks patalpinti ne maZziau kaip du triusius.

PavyzdZziui, negalima i tris narvelius patalpinti deSimties triusiy
taip, kad kiekviename narvelyje buty ne daugiau kaip trys triusiai.

Bendresné $io principo formuluoté tokia:

jeigu | n déziy (narveliy) reikia patalpinti daugiau negu n-k
rutuliy (#riusiy), tai bus bent viena dézé (narvelis), i kurig pateks
daugiau negu k rutuliy (triusiy).

I8spreskime keleta uzdaviniy remdamiesi Dirichle principu.

1. Klaséje yra 25 mokiniai. Ar yra toks mety ménuo, per kuri savo
gimtadienius §v¢sty ne maziau kaip 3 mokiniai?

Sprendimas. Cia narveliai — ménesiai, o triusiai — mokiniai.
Kadangi yra 25=12-2+1 mokiniai, o narveliy yra 12, tai pagal Dirichle
principa yra toks mety ménuo, kai savo gimtadieni Svencia ne maziau
kaip 3 mokiniai.

2. Klaséje 21 mokinys. Kristina gimtadienio proga i savo klase
atnes¢ 200 saldainiy. Irodykite, kad nors ir po kiek saldainiy mokiniai
suvalgyty (net jeigu kas nors ir visai nevalgyty), visada atsiras bent du
mokiniai, suvalge po vienoda saldainiy skaiciu.

[rodymas. Tarkime, kad kiekvienas mokinys suvalgé po skirtinga
saldainiy skai¢iy. Sunumeruokime mokinus suvalgyty saldainiy skai-
Claus didéjimo tvarka. Tada pirmasis mokinys suvalgé >0 saldainiy,
antrasis — >1 saldainj, treciasis — > 2 saldainius, ..., 21-sis — > 20 sal-
dainiy. Tada visi jie suvalgé ne maziau kaip >20+1+2+...+20=210
saldainiy. Gavome priestaravima, nes saldainiy buvo tik 200. Taigi misy
prielaida, kad kiekvienas mokinys suvalgé skirtinga saldainiy skaiciy,
yra neteisinga. Vadinasi, bent du mokiniai suvalgé po vienoda saldainiy
skaiciy.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) — vokie¢iy matematikas
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DIRICHLE PRINCIPAS

Dalumo uzdaviniai

1. Irodykite, kad tarp bet kuriy SeSiy sveikyju skaiciy yra bent du
skaiciai, kuriy skirtumas dalijasi i§ 5.

[rodymas. Dalijant skaiCius i§ 5, galima gauti 5 skirtingas liekanas:
0, 1, 2, 3, 4. Tarkime, kad narveliai — liekanos, o triusiai — Sesi sveikieji
skaiciai. Kadangi narveliy yra 5, o skaiciy — 6, tai yra narvelis, kuriame
yra bent du skaiciai. Ty skai¢iy skirtumas dalijasi i$ 5.

2. Irodykite, kad tarp bet kuriy 100 natiraliyju skaiiy visada
galima rasti 15 tokiy skaiéiy, jog bet kuriy dvieju i§ ju skirtumas dalysis
i§7.

[rodymas. Dalijant skaiCius i§ 7, galime gauti daugiausiai 7
skirtingas liekanas. Kadangi 100 =7-14 + 2, tai pagal Dirichle principa
tarp duotyjy 100 skaiciy yra maziausiai 15 skaiCiy, kuriuos dalijant i 7
gaunama ta pati lickana. Tuomet bet kuriy dvieju skaiCiy, paimty i$
minéty 15 skaiciy, skirtumas dalijasi i$ 7.

3. Irodykite, kad tarp bet kuriy 12 skirtingy dvizenkliy nattiraliyju
skaic¢iy, galima rasti bent du skaiCius, kuriy skirtumas biity dvizenklis
skaicius su vienodais skaitmenimis.

[rodymas. Dalijant skaiCius i§ 11, galima gauti ne daugiau kaip 11
skirtingy liekany. Kadangi skaifiy turime 12, tai yra maziausiai 2
skaiciai, kuriuos dalydami i§ 11 gauname vienodas lickanas. Ty skaiciy
skirtumas dalijasi i§ 11 ir yra mazesnis uz 99. Taigi Sis skirtumas yra
skaiciaus 11 kartotinis, o visy vienuolikos kartotiniy, ne didesniy uz 99,
skaitmenys yra vienodi.

4. 18 sekos 1, 2, 3, ..., 200 iSrinktas 101 skaicius. [rodykite, kad tarp
ju yra du skaiciai, i8 kuriy vienas yra kito daliklis.

[rodymas. Tarp nagrinéjamos sekos skai¢iy yra 100 nelyginiy
skai¢iy, mazesniy uz 200. Kiekvieno skaifiaus a narveliu vadinsime
skaiCiy a, 2a, 4a, 8a, 164, ... ; aibg (a — nelyginis skai¢ius, mazesnis uz
200). Cia narveliai — nelyginiy skaié¢iy, padauginty i§ dvejeto laipsniy,
rinkiniai, o triusiai — i8rinktieji skaiciai. Kiekvienas i§ juy patenka i viena
narvelj. Kadangi iSrinktas 101 skaiCius, o narveliy yra 100, tai pagal
Dirichle principa bus narvelis, kuriame yra bent du skaiciai. Aisku, kad
i$ narvelio dviejy skai¢iy vienas dalijasi i$ kito.
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5. Irodykite, kad yra skaiciaus 1579 (Vilniaus universiteto ikiirimo
metai) kartotinis, kurio visi skaitmenys yra vienetai.

{rodymas. Nagrinékime skaiCiy seka 1, 11, 111, ... , 111...1.
1580
Dalydami Siuos skaicius i§ 1579 pagal Dirichle principa rasime
maziausiai du skaiCius su vienodomis lickanomis. Tarkime, kad tie
skaiciai yra 111...1 ir 111...1. IS didesniojo skaiCiaus atéme maZzesniji,
E,—/ %f—/
m m+n

gausime skai¢iy 111...1000..0=111...1-10" | kuris dalijasi i§ 1579.
—— —

n m n

Kadangi skai¢iai 10™ ir 1579 bendry dalikliy neturi, tai skai¢ius 111...1
%/_/
n
dalijasi i§ 1579. Vadinasi, ieSkomasis skai¢ius yra 111...1.
H_/
n
Geometriniai uzdaviniai

1. Keletas apskritimo lanky nuspalvinti raudonai. Nuspalvinty lanky
ilgiy suma didesné uz apskritimo ilgio pusg. I[rodykite, kad yra toks
apskritimo skersmuo, kurio galai nuspalvinti raudonai.

[rodymas. Nuspalvinkime meélynai lankus, simetriSkus raudonie-
siems lankams apskritimo centro atzvilgiu. Kadangi raudonyjy lanky
ilgiy suma didesné uz pusg apskritimo ilgio, tai ir mélynai nuspalvinty
lanky 1ilgiy suma didesné¢ uz puse apskritimo ilgio. Vadinasi, bus
apskritimo lankeliy, nuspalvinty abiem spalvomis. Skersmens, kurio
vienas galas nuspalvintas dviem spalvomis, kitas galas yra nuspalvintas
raudonai.

2. [rodysime, kad ir kaip kvadrate, kurio krastiné 1 m, pazymétume
51 taska, bent tris i$ jy galima uzdengti kvadratéliu, kurio krastiné 0,2 m.

[rodymas. Suskaidykime kvadrata { 25 lygius kvadratélius, kuriy
krastiné lygi 0,2 m. [rodysime, kad bent viename ju bus bent 3 i
pazymétyjy tasky. Jei kiekviename kvadratélyje (viduje arba krastinése)
bty ne daugiau kaip 2 taskai, tai i§ viso turétume ne daugiau 50 tasky
(2-25=50). Vadinasi, yra bent vienas kvadratélis, kuriame yra ne

maziau kaip 3 taskai.
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10.

ANTROJI UZDUOTIS

Klaséje yra 30 mokiniy. Mikas Petraitis diktante padar¢ 13 klaidy, o
kiti — maziau. [rodykite, kad bent 3 mokiniai padaré po vienoda
klaidy skaiciy (galbiit ir visai nepadaré¢ klaidy).

Koks turéty biiti maziausias mokiniy skai¢ius mokykloje, kad bent
du mokiniai Svesty savo gimtadieni ta pati ménesi ir ta pacia diena?

Vienoje mokykloje yra 1076 mokiniai, kurie mokosi 43 klasése.
Irodykite, kad yra klasé, kurioje mokosi ne maziau kaip 26
mokiniai.

Irodykite, kad yra skaiCiaus 2005 kartotinis, kurio visi skaitmenys
tik vienetai ir nuliai.

Irodykite, kad tarp bet kuriy 65 naturaliyju skaic¢iy galima rasti
9 skaicius, kuriy suma dalijasi i$ 9.

Irodykite, kad tarp bet kuriy » nattraliyjy skai¢iy galima rasti keleta
skaiciy, kad ju suma dalytysi i§ n, arba viena skaiciy, kuris dalytysi
is n.

Futbolo pirmenybése dalyvauja 30 komandy, kurios tarpusavyje turi
susitikti tik po viena karta. [rodykite, kad bet kuriuo varzyby
momentu yra bent dvi komandos, susitikusios po vienoda skaiciy
karty.

Kvadrate, kurio krastinés ilgis 1m, pazymétas 51 taskas. [rodykite,
kad kurie nors trys i§ pazymétyjy tasky yra skritulio, kurio
spindulys lygus %, viduje.

Nubréztos 7 atkarpos. Kiekviena i§ juy ilgesné uz 10 cm, bet

trumpesné uz 1 m. [rodykite, kad i$ Siy atkarpy galima sudaryti bent
vieng trikampi.

Kiekviena i§ devyniy tiesiy dalija kvadrata | du keturkampius, kuriy
plotu santykis 1:3. Irodykite, kad bent trys i§ §iy tiesiy eina per
vieng taska.
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III. DIOFANTINES LYGTYS

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Ne karta esame sprendg lygtis
ax+by=c, (D)
kai a,b,c — realieji skaiCiai, o x ir y — neZinomigji. Tokios lygties
sprendiniu vadinama realiyjy skaiCiy pora (x,y), tenkinanti (1) lygti.
Kai bent vienas i§ koeficienty a arba b yra nelygus nuliui, §i lygtis turi be
galo daug sprendiniy. Jeigu, pavyzdziui, b=0, tai visu (1) lygties

sprendiniy aibg galime uzrasyti taip: {(x, —%x + %), xeR}.

Lygtys, turinios be galo daug sprendiniy, vadinamos
neapibréztosiomis lygtimis. Vadinasi, (1) lygtis yra neapibréztoji.

Vienas i§ jdomesniy skaiciy teorijos uzdaviniy yra neapibréztyjy
algebriniy lygciy su sveikaisiais koeficientais sveikyjy sprendiniy radimo
uzdavinys. Tokios lygtys dar vadinamos diofantinémis lygtimis.
Pavyzdziui, kai (1) lygtyje a,b,c e Z, ir ieSkoma Sios lygties sveikyjy
sprendiniy, tai sakoma, jog sprendziama pirmojo laipsnio (1) diofantiné
lygtis. Tuomet sveikuyju skai¢iy pora (x,y), x,y € Z, tenkinanti lygti,
vadinama tiesiog lygties sveikuoju sprendiniu.

Kartais tenka spresti ir sudétingesnes diofantines lygtis, pavyzdziui,
X2 - y2 +xy =0 ar pan. Tokiy lygciy sprendiniai taip pat yra sveikyju
skaiciy poros (x, y), tenkinancios lygti.

Diofantines lygtis sprend¢ daug Zymiy matematiky — senovés graiky
matematikas Pitagoras (VI a. pr. Kr.), Aleksandrijos matematikas
Diofantas (II-1II a. pr. Kr.), kurio vardu ir vadinamos tokios lygtys, Siy
laiky matematikai Ferma (XVII a.), Lagranzas (XVIII a.), Oileris (XVIII
a.) ir daugelis kity. Taciau nepaisant visy karty matematiky pastangy iki
Siol diofantiniy lygciuy teorijoje yra likg daug neiSsprestu uzdaviniy.
Pavyzdziui, ir dabar problemiSka surasti treciojo bei aukstesniy laipsniy
diofantiniy lygéiuy visus sprendinius. Netgi nezinoma, ar tokios lygtys
turi be galo daug sprendiniy, ar jy sprendiniy aibé yra baigtiné.

1 pavyzdys. Nedideliame kolektyve renkant labdara kiekvienas
vyras | labdaros fonda imokéjo po 5 Lt, o kiekviena moteris — po 3 Lt. I$
viso buvo surinkti 32 Lt. Kiek vyry ir kiek motery Siame kolektyve?
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Norédami atsakyti { §i klausima, pazymékime x — vyry skai¢iy, o0 y —
motery skaiCiy kolektyve. Pagal salyga Sie skaiCiai yra nataralieji ir turi
tenkinti lygti Sx+3y=32. Taigi turime rasti diofantinés lygties
nattiraliuosius sprendinius. Nesunku patikrinti, kad tokie sprendiniai yra
x=1,y=9 arba x=4,y=4.

Matome, kad kartais diofantiniy lyg€iy sprendinius galima nustatyti
tiesioginiu perrinkimu. Sunkiau biity uzrasyti visus tokiy lygciu
sveikuosius sprendinius.

Nagrinékime (1) lygti ir laikykime, kad jos koeficientai a,b,c —
sveikieji skaiciai, neturintys didesnio uz vieneta bendrojo daliklio, t. y.
DBD(a,b,c) =1. Jeigu visi koeficientai dalytusi i§ skaic¢iaus, didesnio uz
vieneta, tai abi lygties puses galétume padalyti iS Sio skaiCiaus.

Prisiminsime, kad sveikyju skai¢iy a ir b didZiausiu bendru dalikliu
vadinamas didziausias skaiCius, i§ kurio dalijasi ir a, ir b. Jis Zymimas
DBD(a,b) arba paprasCiau tiesiog (a,b). Analogiskai didziausias
bendras daliklis suvokiamas ir kai skai¢iy yra ne du, o daugiau.

Kartais i§ karto galime pasakyti, kuomet (1) lygtis sveikaisiais
skaiciais neiSsprendziama.

1 teorema. Jeigu (1) lygties koeficienty a ir b didziausias bendras
daliklis yra didesnis uz vieneta, t. y. (a,b) =d >1, o ¢ nesidalija i§ d, tai
lygtis sveikuju sprendiniy neturi.

[rodymas. Kadangi (a,b)=d>1, tai a=d-a ir b=d-b,
(a1,b))=1. Iras¢ Sias iSraiSkas { lygti, turésime: dajx+dby=c <

a;x+by= % Pastaroji lygtis sveikyju sprendiniy neturi, nes reiskinys

c . . e
Z néra sveikasis skaicius.

ISvada. Jeigu lygtis ax+by =c, (a,b) =d >1, turi sprendini, tai ¢
dalijasi i§ d.

Pirmiausia iStirkime paprasciausius (1) diofantinés lygties atvejus.

2 teorema. Lygties ax+by =0, (a,b) =1, visi sveikieji sprendiniai
uzrasomi formulémis x =—-bt, y=at, t =0, £1,£2,....

27



111 TEMA

[rodymas. Isreiske i$ lygties kintamaji y, turésime yz—%x. Sio

kintamojo reikSmé bus sveikasis skaiCius tik tuomet, kai kintamojo x
reikSmé dalysis i§ b. Paimkime x=-b-t (t=0,%1,%2,...). Tuomet
y=a-t.

Pereinant prie bendrojo atvejo, i§ pradziu jrodysime, kad uztenka
zinoti vieng pirmojo laipsnio diofantinés lygties sprendini — tuomet
surasime ir visus.

3 teorema. Pazymékime (x(,)() kuri nors diofantinés lygties
ax+by=c, (a,b)=1, sprendini. Tuomet Sios lygties sprendiniy aibé
yra {(x;y):x=xy—bt, y=yg+at,t=0,£1,+2, ... }.

{rodymas. Tarkime, (x,y) yra bet kuris nagrinéjamos lygties
sprendinys. Tuomet i§ lygybés ax+by =c atémg lygybg axy +byy =c,
gausime a(x—xg)+b(y—yp)=0.18¢a y—-yy= a(xOT—x)' Kadangi
y—yo sveikasis skaiCius, o a ir b yra tarpusavyje pirminiai, tai
Xg—x=bt, teZ.Tuomet y—y,=at.

Taigi gavome diofantinés lygties ax + by = c bendrqgji sprending

x=xy—bt, y=yg+at, teZl. (2)

Ir atvirksciai, bet kuri sveikyjuy skaiiy pora, uZraSyta (2)
formulémis, yra diofantinés lygties ax + by = ¢ sprendinys (isitikinkite).

Vadinasi, jeigu mokésime surasti vieng tiesinés diofantinés lygties
sprendini, tai pagal 3 teorema uzraSysime ir visa Sios lygties sprendiniy
aibe.

Dar atkreipkime démesj, kad 2 teorema yra atskirasis 3 teoremos
atvejis su ¢ =0.

2 pavyzdys. ISsprgskime diofanting lygti Sx+3y=32, t. y.
suraskime lygties bendraji sprendini.

Sprendimas. Nagrinéjamos lygties bendraji sprendini pagal
3 teorema galime uzraSyti i§ karto, nes zinomi netgi du jos sprendiniai
(zr. 1 pavyzdj). Taigi x=1-3¢t,y=9+5¢, teZ, yra bendrasis spren-
dinys. Taip pat bendraji sprendini galima wuzraSyti ir taip:
x=4-3t,y=4+5¢t, teZ. Nesunku jsitikinti, kad tiek pirmoji, tiek
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antroji bendrojo sprendinio iSraiska reiskia ta pacia sveikuyjy skaiciy pory
aibe.

Dabar isivaizduokime, kad nezinome né vieno lygties sprendinio.
Pabandysime surasti $ios lygties bendraji sprendini tokiu biidu (I biidas).

I§ lygties 5x+3y=32 isreikskime kintamaji y: y= 32;5x =
=—x+ 32—2x' Kadangi x ir y — sveikieji skai€iai, tai ir 3272x
sveikasis. Pazymékime ji: 1 = 32;2x I8 ¢ia x = 32 ;3t1 =—f+ 322_ d .

. 32 ey o - .
Toliau ¢, = eZ ir 1§ ¢ia f =32-2¢, yra sveikasis skaiCius, kai

ty € Z . Tuomet

(2730 _32-3G2-20) 4y g
2 2
_ 32;5x _ 32—5(—332+3z2) 6d_St 1, e Z.

UZraSydami bendraji sprendinj, sveikaji skaiiy ¢, Zymékime

tiesiog ¢. Tuomet bendrasis lygties sprendinys yra x=-32+3¢,
y=64-5¢t teZ.
_ Pateiksime dar viena metoda tokioms lygtims spresti (Il budas).
Siuo metodu naudojantis tam tikra racionaliyjy skaiciy iSraiska (vadi-
nama grandinine trupmena) galima gauti lygties atskiraji sprendini, o po
to pagal 3 teorema — uzrasyti ir bendraji sprendini.

Racionalyji skai¢iy 3 uzrasykime taip:

é=1+g=1+%=1+L1.
3 3 3 144
2 2
Sitoks  trupmenos % uzraSymas vadinamas jos skleidiniu
grandinine trupmena. Atmeskime i$ Sio skleidinio paskuting jos grandji,

t. y. trupmena % Gausime skaiciy 1+% =2, kurj atimkime i§ pradinés
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trupmenos: %— 2= —% & 5-3-2=-1. Padauging S$ios lygybés abi
puses i§ (—32), turésime 5-(-32)+3-64 =32. Sugreting Sia lygybe su
nagrinéjama diofantine lygtimi 5x+ 3y =32, matome, kad (-32; 64)
yra $ios lygties sprendinys. Taigi bendrasis sprendinys gali biiti uzrasytas
ir taip:

x=-32-3t,y=64+5t, teZ.

I$spreskime dar viena diofanting lygti abiem paminétais metodais.

3 pavyzdys. Suraskime diofantinés lygties 127x —52y =1 bendraji

sprendini.
Sprendimas.
I budas. IS lygties 127x —52y =1 isreiskiame y:
127x -1 23x-1
y= =2x+ .
52
. 23x-1 .
Pazymékime ¢ = ir tuomet
X=52tl+1=2t1 6tl+1
23 23
Pazymékime ¢, = 6 +1. I§ ¢ia 4 = 23% -1 3H+ S 1 . Tegu vel:

511

6l3+1 t3+1

. 13 +1
t3 tz +?. Toliau t4 =3?Z>f3 =5t4—1

- sveikasis skaicius, kai #4 € Z . Tuomet:
t = 613 +1 _ 6(514—D+1 _
5 5
235 -1 23(6t4 1)1
6 6
o 526 +1 _ 52(23t4 —4)+1
23 23
_127x-1127(52t4-9) -1
YT T 52
Taigi  lygties  bendrasis  sprendinys  (raSant #4=¢) yra
x=52t-9, y=127t-22, teZ.

6ty —1

:>f1 223t4—4:>

:5214—9,14 el =

=12714 - 22.
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o 127 . -
Il bidas. Pirmiausia trupmena 3 uzraSykime grandinine

trupmena:
12—7=2+§=1+%=2+ 16 =2+ 11 =
52 52 2 4 0 P
23 23 23
6
2+ ! =2+ ! =2+ ! .
1 1 1
2+ 2+ o
5 1 1
3+~ 3+~ 3+——
6 1
— 14—
5 5

Sutrumpintai §i grandininé trupmena paprastai uzraSoma taip:

12—7:[2, 2,3,1,5]. Atmeskime Sios grandininés trupmenos paskuting

grandi % ir apskaic¢iuokime gautaja grandining trupmena [2, 2, 3, 1]:

2+ 11 =2+ 11=2+%=2+i=2.
2+—1 2+— — o 9
341 4 4
1
. 127 22 1 . e )
Apskaiiave — ——=— ir abi Sios lygybés puses padaugin
p € 5 9 5.9 ygybes p p gmne

i§ skaiCiaus (—52-9), gauname lygybe 127-(-9)—-52-(-22)=1. Taigi
radome lygties sprendini (-9; —22). Pagal 3 teorema bendrasis lygties

sprendinys toks:
x=-9+52t, y=-22+127¢t, teZ.

Spresdami pavyzdzius naudojome grandinines trupmenas. Taciau ar
visuomet diofantinés lygties ax+by=c, kai (a,b)=1, koeficienty

santyki % galésime uzraSyti baigtine grandinine trupmena? Taip pat dar

neaisku, ar iS to, kad ¢ dalijasi i§ d =(a,b), iSplaukia diofantinés lygties

ax + by = ¢ i$sprendziamumas.
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Norint atsakyti i Siuos klausimus, reikia kai kuriy skaiciy teorijos
ziniy.

Dalybos su liekana algoritmas. Bet kuriems dviems sveikiesiems
skaiCiams a,b(a#0,b+#0) egzistuoja sveikieji skaiCiai ¢ ir r
(0<r<|bl), su kuriais galioja lygybé a=b-qg+r.

Tai iprastiné sveikyju skaiciy dalyba. Tik nustatant ¢ ir » reikéty
atkreipti démesj { atvejus, kai bent vienas i§ skaiCiy a, b yra neigiamas.
Pavyzdziui, kai a=-26,b=7, taikant §| algoritma reikia rasyti
—-26=7-(-4)+2, taCiau ne —26=7-(-3)-5. Taigi ¢ia g=—-4,r=2.
Placiau skai¢iy dalumas nagrinéjamas leidinyje [2].

Euklido algoritmas. Euklido algoritmu vadinamas nuoseklus daly-
bos su liekana taikymas, kai i§ pradziy sveikiesiems skai¢iams a ir b
surandami ¢ ir r, po to skai¢iams b ir r surandami ¢q; ir 7, po to
skai¢iams r ir rsurandami g¢,ir r,, ir taip procesas tgsiamas kol
gaunama liekana, kuri lygi nuliui. Tarkime, kad 7;,; =0. Tai galime
uzrasyti lygybémis:

a=bqy+r,0<r<|bl;

b=rq+n,0<n<r;

F=nqy+1r,0<n <n; 3
T3 = Tk=29k—-1+ -1, 0 < 151 <7p-2;

Tk—2 = Tk—19k + 1> 0 <7 <1y

Te—1 =Tk bk+1-

Taigi, pritaik¢ Euklido algoritma skaiCiams a ir b, gauname
dalmenu  qq, 91,92, 9k>9k+1 Seka (Sie  dalmenys  vadinami
nepilnaisiais santykiais) ir liekanuy r, 1, r5, ..., 1, seka [1].

Atkreipkime démesi, kad kiekviena lickana yra biitinai mazesné uz
pries ja einanCia liekana. Dél to FEuklido algoritmas visuomet turi
pabaigq — yra baigtinis.

Be to, paskutinioji nelygi nuliui liekana r, yra skaiciy a ir b

didZiausias bendras daliklis: 1, = (a,b).
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Tai iSplaukia i§ (3) lygybiy ir sveikujuy skaic¢iy dalumo savybiuy.
Tegu (a,b) =d . Tuomet i§ pirmosios lygybés galime teigti, kad » dalijasi
18 d, tuomet i§ antrosios — 7 dalijasi i§ d, ir taip toliau, 7, dalijasi i§ d.

I§ paskutiniosios lygybés matome, kad r7;,_; dalijasi i§ 7., o i§
aukstesnes lygybés — r;,_, dalijasi i§ 7y, ir t.t. eidami aukStyn gausime,
kad b dalijasi i§ 7, ir a dalijasi i§ 7y, taigi ir d dalijasi 1§ 7, . Kadangi 7,
dalijasi i§ d ir d dalijasi i§ 7, tai 1, =d .

4 pavyzdys. Pritaikykime Euklido algoritma skai¢iams a =127,
b=52.

Sprendimas. Pagal (3) formules gauname:
127 =52-2+23,

52=23-2+6,

23=6-3+45,
6=5-1+1,
5=1-5.

Pastaba. Kadangi paskutinioji nelygi nuliui liekana yra 1, tai i§ Euklido
algoritmo matome, kad (a,b) =1.

Dar atkreipkime démesi i Euklido algoritmo, pritaikyto sveikiesiems
skai¢iams a ir b, ry$i su trupmenos %Skleidiniu grandinine trupmena.
Ka tik nagrinéto 4 pavyzdzio nepilnieji santykiai yra 2, 2,3,1,5 — tokie

pat kaip ir grandininés trupmenos [2, 2, 3,1, 5] = 152—27 elementai.

IS Euklido algoritmo iSplaukia, kad racionalusis skaicius a

vienareiksmiskai iSreiSkiamas baigtine grandinine trupmena, be to, jos
elementai yra Euklido algoritmo, pritaikyto skaiciams a ir b, nepilnieji
santykiai.

Vel grizkime prie diofantiniy lygc¢iy.

4 teorema. Tarkime, (a,b)=d. Tuomet egzistuoja sveikieji
skaiCiai m ir n, su kuriais galioja lygybé am +bn=d .
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[rodymas. Pritaikykime Euklido algoritma. IS (3) lygybiy, pradéje
prieSpaskutinigja ir nuosekliai iraSydami liekany r,_y, 7_7, ..., , 7
iSraiskas, gausime:

d =1 = Te—2 = Th-19k = -2 = (=3 =~ Tk—29k-1)9k =
=14 _3q; + 1o (1+qrqp_1) =...=ma+nb.
Cia m ir n — sveikieji skai¢iai.

5 teorema. Lygtis ax+by=c, (a,b)=d >1, turi sprendinj, tik
tuomet, kai ¢ dalijasi i§ d.

[rodymas. Jeigu lygtis turi sprendini, tai ¢ dalijasi i§ d (1 teoremos
iSvada).

Irodykime: jei c dalijasi i$ d, tai lygtis turi sprendini.

Pagal 4 teorema yra sveikieji skaiciai m ir n, su kuriais galioja
lygybé am +bn = d . Kadangi c dalijasii§ d, tai c=d -u, u € Z. Tuomet
am-u)+b(n-u)y=d-u < aim-u)+b(n-u)=c. Taigi lygtis
ax+by =c turi sprendini — pora (m-u, n-u) yra lygties sprendinys.

I§samiau i$nagrinéjome tik pirmojo laipsnio su dviem neZino-
maisiais diofantines lygtis. Minéti teiginiai nesunkiai apibendrinami ir
pirmojo laipsnio diofantinéms lygtims su didesniu nezinomujy
skai¢iumi. Taciau $iy klausimy, kaip ir aukstesnio laipsnio diofantiniy
lygciy, ¢ia nenagrinésime.

Literatiira
1. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos. Jaunajam matematikui 3.
Danieliaus leidykla, Vilnius, 2002, 15-4.
2. E. Stankus. SkaiCiy dalumas. Jaunajam matematikui 3. Danieliaus
leidykla, Vilnius, 2002, 8—14.
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10.

TRECIOJI UZDUOTIS

Raskite visus sveikuosius lygties x + y = xy sprendinius.

o . . .11 1 ..
Raskite visus sveikuosius lygties —+—= 3 sprendinius.
Xy

Raskite sveikuosius skaifius ¢ ir r», su kuriais galioja lygybé
a=b-qg+r, 0<r<|b|,kai a=-38743, b=213.

Naudodamiesi Euklido algoritmu raskite skaiciy 546 ir 231 bendra
didziausig daliklj.

Raskite racionalyji skaiCiy, uzraSyta grandinine trupmena
[_7a 35 la 9] .

Skaiciy % uzraSykite grandinine trupmena.

Ar diofantiné lygtis 15x+12y =25 turi sprendiniy? Atsakyma
pagriskite.

Raskite diofantinés lygties 41x+17y =2 bendraji sprendini.

Isspreskite diofanting lygti 15x+ 84y =39 jos bendraji sprendini
uzraSydami dviem ekvivalen¢iomis iSraiSkomis.

Raskite tiesés 10x +11y =15 taskus su sveikosiomis koordinatémis,
kuriy abscisés priklauso intervalui [-10; 20].

-3
2
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IV. DAUGIANARIU DALUMAS

Laima Papreckiené
(Kauno technologijos universitetas)

1. Vienanariai ir daugianariai.
Vienanariu vadinama skaitinio koeficiento ir raidémis pazyméty

kintamyju sandauga. Pavyzdziui, 2ab, x2 yzz, 3,14d ir t. t.
Panasiaisiais vadinami vienanariai, kurie skiriasi tik koeficientais.
Pavyzdziui, vienanariai 5a°be? ir 11a’bc? yra panasieji.

Daugianariais vadinama keliy vienanariy suma. Tokios sumos dar
vadinamos sveikaisiais racionaliaisiais reiSkiniais, siekiant juos atskirti
nuo trupmeniniy racionaliyjuy reiskiniy, kuriuose skaiCius ir raidinius
kintamuosius be sudéties ir daugybos zenkly dar sieja ir dalybos Zenklas.

Jeigu vietoj kiekvieno kintamojo iraSytume nurodytos aibés kuri
nors skai¢iy, tai gautume to daugianario skaitine reiksme. Pavyzdziui,

daugianario P(x)= 5x° —3x2 +x+4 reik§mé, kai x =2, lygi
P(2)=5-23-3.22 42+ 4=40-12+6=34.

Du daugianariai yra vadinami fapaciaisiais, jeigu su visomis
kintamyjy reikSmémis juy atitinkamos skaitinés reik§meés sutampa.
Lygybe, siejanti tapaciuosius reiskinius, vadinama tapatybe. Reiskinio
pakeitimas jam tapaciu reiskiniu vadinamas tapaciuoju pertvarkiu.

gioje temoje nagrinésime vienanarius Axk, k=0,1,2,..., su vienu
kintamuoju ir 18 ju sudarytus daugianarius:

P(x)= Ay + Ajx+ Ayx? +..+ A,x", A, #0.
Tokie daugianariai yra vadinami kanoninés formos daugianariais.

Kartais daugianariai yra uzraSomi kintamojo laipsniy mazéjimo tvarka.
Daugianario P(x) laipsniu vadinamas didziausias kintamojo x

laipsnio rodiklis 7, o daugianario vyriausivoju nariu — narys A,x",
A, # 0, su didZiausiuoju laipsnio rodikliu. Pirmojo laipsnio daugianariai
paprastai yra vadinami dvinariais.

Daugianario  P(x)= Ay + Ajx + Ayx* +...+ A,x"  koeficientai
Ay, 4, 4y, ..., 4, gali buti bet kurie realieji skaifiai (4, #0).
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Matematikoje daug démesio skiriama daugianariams su sveikaisiais
koeficientais. Tai susij¢ ir su tuo, kad kiekviena daugianari P(x) su
racionaliaisiais koeficientais galima iSreikSti to paties laipsnio
daugianariu  Q(x) =B + Bjx + Bzx2 +..+B,x" su sveikaisiais koefi-
cientais: P(x)=AQ(x); ¢ia A — kuris nors racionalusis skaicius.

Algebros vadovéliuose irodytos $ios teoremos.

Teorema apie nulj. Jeigu su visomis realiosiomis kintamojo reiks-
mémis daugianario reikSmé lygi nuliui, tai visi jo koeficientai lygis
nuliui.

Teorema apie tapatuma. Du n-tojo laipsnio daugianariai

P(x)=Ag + Apx + Ayx* + ..+ A, x"
ir

O(x) = Bg + Bjx+ Byx? +..+ B, x"
yra tapatiis (raSoma P(x)=Q(x)) tik tada, kai ju atitinkami koeficientai
prie vienody kintamojo laipsniy yra lygis, t.y. A4, =B,
k=0,1,2,.,n.

Teorema apie daugybg. Dviejy daugianariy

P(x)=A4y + A1x+ A2x2 +ont A, x"
ir
O(x)= By +Bx+Byx> +..+ Byx™ (A4, %0, B, #0)
sandauga yra (m + n) laipsnio daugianaris.

Lengva sudauginti du dvinarius:

(AO + Alx) (BO + BIX)Z A()BO + (A()Bl + AIBO ))C + AIBI)CZ .

Pavyzdziui, (2+3x) (4+5x) =8+22x+15x2.

Daugiau atidumo reikia dauginant aukstesnio laipsnio daugianarius,
nes kiekviena pirmojo daugianario narj reikia sudauginti su kiekvienu
antrojo daugianario nariu, sutraukti panaSiuosius narius ir suteikti
gautajam daugianariui kanoning forma.

2. Daugianariy dalumas. Dviejy daugianariy dalyba yra pana$i i
sveikyju skai¢iy dalyba, taciau daug sudétingesné. Pirmiausia
atkreipkime démesj, kad dalinio laipsnis turi biiti nemaZzesnis uz daliklio
laipsni.
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Suformuluosime daugianario P(x) dalybos is daugianario Q(x)
taisykle:

1) dalini P(x) ir dalikli Q(x) i8déstyti kintamojo x laipsniy
mazéjimo tvarka,

2)dalinio P(x) vyriausigji nari padalyti i§ daliklio Q(x)
vyriausiojo nario (gautasis vienanaris yra dalmens 7'(x) pirmasis narys;

3) dalikli O(x) padauginti i§ dalmens 7'(x) pirmojo nario ir gautaji
rezultata (daugianarj) atimti i§ dalinio P(x) (Sis skirtumas yra pirmoji
liekana R;(x));

4) pirmaja lickang Ry(x) dalyti i§ Q(x) (pagal Sios taisyklés 2 ir 3
punktus); dalmens 77(x) pirmasis narys yra dalmens 7(x) antrasis
narys, o antrasis narys yra dalmens 7'(x) treciasis narys.

Dalyba tgsiama tol, kol gaunama lygi nuliui liekana arba kol
liekanos R(x) laipsnis yra maZesnis uz daliklio O(x) laipsni.

Aisku, kad lygia nuliui liekana taip pat galima Zyméti simboliu
R(x) ; todél abiem atvejais galioja formulé:

P(x)=0(x) T(x) + R(x).

Kai dalybos liekana lygi nuliui, sakoma, kad daugianaris P(x)
dalijasi i§ daugianario Q(x). Siuo atveju gauname lygybe:
P(x)=0(x)-T(x).

1 pavyzdys.

3x% +4x? + Tx+2[3x+1

3x3+ x2 x2+x+2

1 lickana 3x2+7x+2
32+ x
2 liekana 6x+2
6x+2
3 liekana 0
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2 pavydys.
x>-4  [3x—6
x2—2x lx-i——
- 3 3
2x—4
x4
0

Abiejuose pavyzdziuose liekanos yra lygios nuliui; todél sakome,
kad daugianaris (3x° +4x2 +7x+2) dalijasi i§ dvinario (3x+1), ir
dvinaris (x2 —4) dalijasi i§ dvinario (3x—6). Antrojo dalmens
koeficientai — trupmeniniai skaiciai.

Abu daugianarius galima iSreiksti sandaugomis:

33 +4x% + Tx+2=Cx+1)(x> +x+2),

x2 —4=(3x—6{lx+§).

3
Daugianariy dalumo savybés:
1 savybé. Jei daugianariai P(x) ir S(x) dalijasi i§ daugianario Q(x),
tai jy suma P(x)+S(x) taip pat dalijasi i§ daugianario Q(x).
2 savybé. Jei daugianariai P(x) ir S(x) dalijasi i§ daugianario Q(x),
tai ju sandauga P(x)S(x) taip pat dalijasi i§ daugianario Q(x).
3 savybé. Jei daugianaris P(x) dalijasi i$ daugianario Q(x), o O(x) —
i§ daugianario U(x), tai P(x) taip pat dalijasi i$ U(x).
Daugianariy P(x) ir Q(x) bendruoju dalikliu vadinamas daugianaris,
i§ kurio dalijasi $ie abu daugianariai, o ju didZiausiu bendruoju dalikliu
(zym. D(P,Q)) — daugianaris, kuris dalijasi i§ kiekvieno ju bendrojo
daliklio. Didziausia bendraji dalikli D(P,Q) galima rasti pagal
vadinamaji Euklido algoritmq. Tarus, kad daugianario P(x) laipsnis yra
nemazesnis uz daugianario Q(x) laipsnj, §i algoritma galima uzrasyti taip:
P(x)=0(x)-Ty(x)+ R (x),
O(x)=Ri(x) T (x)+ Ry (x),
R(x)= Ry (x)- T3(x) + R (x),
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tada
D(P, Q) =R, (x).

3 pavyzdys. Pritaik¢ Euklido algoritma raskime daugianariy
P(x) =x° +x* +2x° +5x% +5x+10
ir
O(x)=x*+ x> —2x? —4x -8
bendraji didziausiaji dalikli D(P, Q).
Sprendimas. Daugianario P(x) dalybos i§ Q(x) pirmoji liekana yra
Ry(x)=4x +9x> +13x +10:

x5+x4+2x3+5x2+5x+10=

= (x4 T —4x—-8)x+ (4x3 +9x2 +13x + 10).
Daugianario Q(x) dalybos i§ R;(x) liekana yra
R, (x)= -39 2o Q 78
16 16" 16
(x4 +x° —2x? —-4x-8) =
= (427 +9x7 +H13x+10) Lo 1o, (22,2 0, T8)
44 16 16 16
Pirmoji liekana R;(x) dahjas1 i§ antrosios liekanos R, (x):

4x3 +9x2 +13x+10=

:(_1369 (x2 +x +2)j( 3196 (4x+5)j=(x2 +x+2X4x+5).

Vadinasi, antroji lieckana R,(x) yra ieSkomasis daugianariy P(x) ir
QO(x) didziausias bendrasis daliklis:
39 » 39 78

D(P, Q)= -x" = x— o

Si dalikli galima uzrasyti taip:
D(P, Q)= —%(xz +x+ 2),
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todél daugianari (x2 + x+2) taip pat galima laikyti didziausiu
bendruoju dalikliu.

3. Daugianario dalyba i§ dvinario (x—c).
Dalykime daugianari
P(x)= Apx" + Ay 1x" 4 A, x4+ Aix+ A
i§ dvinario (x—c¢). Kadangi daliklis (x —c¢) yra pirmojo laipsnio dau-
gianaris, tai Sios dalybos liekana R galéty buti tik skaicius (nulinio
laipsnio daugianaris); todél toliau vietoj R(x) raSysime R.

4 pavyzdys. Daugianari P(x)= 4x% +9x% +7x+10 dalykime i$
dvinario (x—c):

433 +9x% + Tx 4+ 10| x—c

4x3 — 4ex? 4x2+(4c+9)x+(4c2+9c+7)
(4c+9)x2+7x + 10

(4c+9x —4c +9c}c

gc +9c+7Kk+10
4

c“+9c+7 (40 +9cz+7c)

4¢® +9¢% +7¢+10

Taigi, gavome lickang R =4¢® +9¢% +7¢+10. Si liekana yra
daugianario P(x) reikSmé taSke x=c,t.y. R=P(c).

Toki pat rezultata, t.y. R=P(c) gautume dalydami i§ dvinario
(x—c) bet kurio laipsnio daugianarj P(x).

Si teiginj 1779 m. paskelbé Bezu (Bezout'), nagrinéjes algebriniy
lygciy teorija.

Bezu teorema. Daugianario P(x) dalybos i§ dvinario (x—c¢)
liekana R yra lygi P(c).

Skaicius ¢, su kuriuo galioja lygybé P(c)=0, yra vadinamas
daugianario P(x) Saknimi.

! Etienne Bezout (1730—1783) — pranciizy matematikas.
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Taigi, galima teigti, kad daugianaris P(x) dalijasi i§ (x —c) tada
ir tik tada, kai c yra P(x) Saknis.

Daugianario P(x) dalybos i$ dvinario (x —c) dalmeni

T(x)= B, 1x" '+ B, ,x"2+..+B,

ir lickana R galima rasti tiesiogiai dalijant kampu P(x) i§ (x —c¢).

Pagal dalybos apibrézima turi galioti tapatybé:

A"+ A, X"V A, x4 A+ Ay =
= (Bn_lxn_1 + Bn_zxn_2 +..+By)(x—c)+R

Sudauginus ir atlikus veiksmus, ja galima uzrasyti taip:

n—-2

A" + Ay X" A, xR L A+ Ay =

=2, 4

= n—lxn +(By _Bn—lc)xn_1 +(B,_3— B, 20)x
+(By—Bic)x+R-Byc.
Remdamiesi teorema apie daugianariy tapatuma, gauname tokia
lygciu sistema:
By 1 =4,,
By, =B, jc=4, 4,
By, 3-B, c=4, 5,
By —Bjc= 4,
R— Byc= Ay.
I§ Sios sistemos nesunku rasti  koeficientus  B,_y, B,_»,
B, _3,...B;, By ir lickana R.
Dalmens 7(x) koeficientams Bj, , k=0,1,2,..., n-1, bei lickanai R
apskaiciuoti sudaroma lentelé, kuri vadinama Hornerio schema:

An An—l An—Z
¢ | Bq= An B, = An—l +B,_-c B, 3= An—Z +B, ,-c
A Ay
B():A1+BI'C RZA0+BO'C
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Si metoda 1802 m. paskelbé Rufinis (Ruffini', o 1819 m. —Horneris
(Horner®). Tagiau Kinijos matematikai ji Zinojo Zymiai anks&iau ir
vadino Tian Juanio metodu.

Pritaik¢ Hornerio schema, rasime jau nagrinéto (zr. 4 pvz.)
daugianario P(x)=4x3 +9x2 +7x+10 dalybos i§ dvinario (x—c)
lickana. Lentelés pirmoje eilutéje jras¢ S§io daugianario koeficientus,
antroje eilutéje raSome skaiiy ¢ ir su juo apskaiciuotus dalmens
koeficientus ir liekana:

4 9 7 10
c 4 9+4c | 7+(4c+9)-c= 10+ (4 +9c+7)-c =

2
=49+ T | _43 492 +7¢+10

5 pavyzdys. Isitikinkime, kad skaicius 1 yra daugianario X rx-2
Saknis.
Sprendimas. Hornerio lentelés pirmoje eilutéje irasome koeficientus

prie x*, x?, x ir laisvaji nari-2, o antroje — skai¢iy 1 ir gaunamus

rezultatus:

1 0 1 )
|1 1 0+1=1 | 1+1=2 R=-2+2=0

Kadangi R =0, tai | yra daugianario (x3 + x —2) Saknis.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Raskite daugianariy
P(x)= 5x* —2x% +2x2 +2x =7 ir O(x)=5x> +13x% +x+21
didziausia bendraji dalikli D(P, Q).

2. Raskite daugianariy
Pe)= x*+x3 =332 —8x—6 ir O(x)=x" +6x> +10x +8
didziausia bendraji dalikli D(P, Q).

! Paolo Ruffini (1765-1822) — italy matematikas.
? William George Horner (1786—1837) — angly matematikas.
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3.

10.

Pritaik¢ Bezu teorema, raskite daugianario (x3 +6x2 +10x+38)
dalybos i§ (x +4) iri§ (x —4) lieckanas.

Pritaike Bezu teorema, patikrinkite, ar daugianaris
P(x) = sxt—2xd +2x? 4 2x -7
dalijasi i§ dvinario (x—1).

Daugianario (6x3 —7x? —16x+m) viena Saknis lygi 2. Raskite
koeficienta m ir kitas dvi Sio daugianario Saknis.

Su kuriomis koeficientuy m ir »n reikSmémis daugianaris
(2x3 +mx? —13x+ n) turi Saknis 2 ir 3? Apskaiciuokite ir treciaja
Sakni.
Pritaike Hornerio schema, apskaic¢iuokite daugianario

P(x)=T7x% —14x° +3x> = 7x% +3x -2
dalybos i§ dvinario
ayx—1; byx+1;, ¢x-2; dx+2
dalmens koeficientus ir liekana.
Pritaike  Hornerio  schema, nustatykite, ar daugianaris
(4x> +9x2 +13x +10) dalijasi i§ dvinario (x +2).

Su kuria koeficiento m reikSme daugianaris

x4—x3+mx2+10x—4

turi dvi Saknis, kuriy sandauga lygi 27

Raskite didziausia laipsnio rodikli », su kuriuo daugianaris
(x> —x* —6x +14x? —11x +3) dalijasi i§ (x—1)".

Q3

( :&’//\ )

4
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V. NIUTONO BINOMAS

Antanas Apynis, Juozas Sinkiinas

(Vilniaus universitetas, Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Kiek poaibiy turi aibé? Pirmiausia prisiminkime, kad aibé yra
suvokiama kaip tam tikra matematiniu objekty (skai¢iy, geometriniy
figtry ir kt.) visuma. Zodis ,,visuma*“ ¢ia téra ,,aibés“ sinonimas. Visuma
(aibe) sudarantys objektai yra vadinami aibés elementais. Aibés
paprastai zymimos didZiosiomis raidémis, pavyzdziui, 4, B, C, ..., 0 ju
elementai — mazosiomis. UzraSas a € A reiskia, kad a yra aibés A4
elementas, o uzraSas a ¢ A reiskia, kad a nepriklauso aibei 4 (néra jos
elementas). Aibiy elementai iSvardijami arba kitaip apibiidinami
vartojant skliausteliy pora {...}.

Tegu 4 ir B yra dvi aibés, kuriy elementus sieja toks sarysis:

xedA=>xeB.

Tada sakoma, kad aibé A yra aibés B poaibis, 0 matematiniais
simboliais uzrasoma taip: 4 < B.

Pasirinkime aibg 4, turin¢ia n elementy a;, i=1,2,...,n. Ja galima
uzraSyti taip: 4 =1{ay; ap;...;a,} .

Atkreipkime démesi i tai, kad elementy raSymo tvarka (eiliSkumas)
yra visai nesvarbi, nes aib¢ nusako tik jos elementai. Pabandykime
i8siaiskinti, kiek poaibiy turi aibé 4.

Pirmiausia sugrupuokime aibés A poaibius pagal elementy skaiciy
juose. Turésime viena aibg be elementy (tai tuscioji aibé & — ji irgi
laikoma poaibiu) ir viena aibe, turinia n elementy (tai aibé A4). Aisku,
kad galima sudaryti n poaibiy po viena elementa:

{a}, {ag}, s {ay}
Tiek pat yra ir poaibiy po (n-1) elementq.

{aj;an;..5a,_ 1}, {a; ans .5 a, 05 a, ), .5 {agsass .. a, )
Aibés A4 poaibiu po k elementy (k=0,1,2,..,n) skailiy
pazymékime C,/f . Apatinis indeksas »n rodo aibés 4 elementy skaiciy, o

virSutinis indeksas & yra poaibio elementy skaiCius. Tada bendras aibés 4
poaibiy skaicius (ji pazymékime m) yra
m=CY+Cl+C2+..+C". (1)
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Jau Zinome, kad C,?zl, C;l =n, C,?_l =n ir C,=I.
Apskai¢iuokime C,% s eees C,'ZZ ~2_ Pasirinkime ke {2;..;n=2} ir
nagrin¢kime aibés 4 poaibius po k elementy. Tegu G; yra poaibiy,
kuriems priklauso elementas a;, grupé, G, — poaibiy, kuriems priklauso
elementas a,, grupé. Analogiskai apibiidinkime poaibiy grupes Gjs, ...,
G, . Aisku, kad kiekvienoje i§ $iy grupiy yra C,]f__ll aibés A poaibiy po k
elementy. Susumave visu grupiu (Gj, G,,..., G,) poaibiy skaicius
gausime skaiciy n 7.

Lengva suvokti, kad, pavyzdziui, poaibis {a;;ay;...;a;} yra k
grupése — Gj, Gy, ..., G . AiSku, kad ir bet kuris kitas poaibis yra k
grupése. Vadinasi, skai¢iy C,]f galima uzrasyti tokia formule:

C,]f _ nC,]f__ll
k
Pagal §ia formulg gauname:

,(k=2,3, ..n-2). )

ko1 (n=1)-Ci3
Cp1= ’
k-1
k2 (n=2)-Ch73
Chd = >
k-2
k—(k—1)
ok-(k=2) _ 2 (n=k+2)-C iy
n—(k-2) — “n—k+2 = k—(k—-2) =
_(—k+2)-Cppy
2 9

Cl o1 =n—k+1.
Nuosekliai jraSydami §ias iSraiSkas i (2) formulg, gausime:
’/1‘:2.”_1.”_2 -...-n_k+2-(n—k+1)=
k k-1 k-2 2
_nn=-D)n-2)-..-(n=k+2)n-k+1)(n-k)-...-2-1
- k(k=1)(k=2)..-2-1-(n—k)-...-2-1 -
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n!
CK(n-k)
Taigi iSvedéme formulg
|
ck= ™ (k=2,3, ..,n-2). 3
k! (n—k)! ( ) @)

Atkreipkime démesj i tai, kad simboliui 0! yra priskiriama reikSmé
1 (0'=1). Tada pagal (3) formule gauname:
! !
C,? _on
0l(n—-0)! O'n!
n_ n! _n_
" on(n-n)! 0O
Taip pat gauname:
C,11 =nir C,’f_l =n.
Matome, kad (3) formulé tinka poaibiams skaiCiuoti ir tada, kai
ke{0;l;n—1;n}.
IS§vada tokia: aibés A={a;;ay;..;a,} poaibiy po k elementy

b

skai¢iy C ,]f , k=0,1,2,.., n, galima rasti pagal formule
k n!
oo @
Pastaba. Aibés A={a;;a,;..;a,} poaibiai po k elementy
kombinatorikoje yra vadinami aibés A4 elementy deriniais po k elementy.
Tada skaicius C,/f yra vadinamas deriniy skaiciumi is n elementy po k
elementy (k=0,1,2,...,n).
Dar turétume atsakyti | klausima, kiek i§ viso poaibiy turi aibé
A={ay; ay;...; a,} . Kitaip sakant, turétume rasti (1) suma:
m=Cl+Cl+C?+. .+C".
TaCiau Sig problema atidékime. Prie jos sugriSime nagrinédami
dvinario (x+a) laipsnius (x+a)", n=1,2,....
2. Dvinario kélimas laipsniu. Nagrinékime dvinario (x+a)
laipsnius (x+a)”, kai n yra natiiralieji skaiciai, o x ir @ — kurie nors
realieji skaiiai. Gerai zZinome, kad
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2

b

(x—i—a)2 =x’+2ax+a

(era)3 = x> +3ax? +3a’x+a .

Gana lengva rasti ir aukstesniy laipsniy skleidinius:
(x+0t)4 =(x+ a)3(x+ a)=

= (x3 +3ax? +3a’x + a3)'(x+ a)=

=x* +3ax® +3a%x? + @’ +ax +3a%x° +3aPx +at =
4

=x* 140 +6a%x% +4aPx +a ;
(x+a)5 = (x+a)4(x+a) =
3x2 + a4x+ ax4 -i—4az)c3 + 6a3x2 +4a4x+ a5 =

= x5 +5ax4 JrlOaZx3 +10a3x2 +5a4x+a5

= x> +dax* +6a%x> + 4a

Analogiskai galima skaiCiuoti ir toliau. Taciau toks skaiciavimo
budas nelabai patogus. Todél pabandykime atidziau isizitréti kaip
susidaro skleidinio koeficientai.

Pirmiausia atkreipkime démesi { tai, kad laipsni (x+a)” su
natlraliuvoju rodikliu » galima suvokti kaip dvinariy (x+a),
(x+ay), ..., (x+a,) sandauga

(x+aq) (x+ay)-...(x+a,)

susalyga aj=ay=...=a,,=a.
Matome, kad
(x+aq)(x+ay)= x? + (a1 +ax)x+aay,
(x+a)x+ay)x+a3)=

=x°+ (a1 + az)x2 +ajarx + a3x2 +(a) +ay)azx + ajaray =
=x+ (g +ay +az ))c2 +(aq1ay + ajaz + apaz)x + ajayas.
Lengva suprasti, kad

(x+a)(x+a))(x+ay)(x+ag) = x* +(a; +ay +az +ag)x> +

+ (a1a2 +ajaz +aiag +araz +apay + a3a4)x2 +
+(qanas + ajaray + ajazay + arazas)x + ajayazay.

Désningumas aiskus — sandauga
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x+a)(x+ay)-....(x+a,)

yra daugianaris

n—2 n—k

X b by P b xR b, x+b,,
kurio koeficientai by, by, ..., by, ..., b, yra tokie:

by —skai¢iy ay, aj, ...,a, suma;

b, — sandaugy a;a;, i<j,suma;

by —visu galimy sandaugu a; -a;, -...-a; , (<< <..<i)
suma, kai jy > iy 5 - Ay YTA aibés { a;; ay;...; a, } skaiciai;

b,=ajay-...-a, .

Kai aj=ay=..=a,=a, Siuvos skleidinio koeficientus galima

uzrasyti tokiomis formulémis:
b =B}la , by =B,%a2, ey byp, =B,11‘ak s by =Bra".
Aisku, kad koeficientas B,11 yra aibés 4 ={ay; ay;...; a,} poaibiy po

viena elementa skaiCius, koeficientas B,% — $ios aibés poaibiy po du
elementus skaicius ir t. t. Taigi

!
e e —— 1 Y
k! (n—k)!
todél
(x+a)n=xn+Blax 32 22 4 Jan_1 "_1x+Bn "=

Coaoxn+Clax" 1—i— +Cn 1 n= 1)cl-i-—i-Cn n 0

o vartojant sumavimo simbolj X (sigma) — formule

(x+a)"=ZCk kxnk, (5)
k=0
Gautoji formulé yra vadinama Niutono binomu. Formulés démenys

Ck k= k, k=0,1,2,..,n, vadinami Niutono binomo nariais, o0

koeficientai C,/I,C , k=0,1,2,...,n — binominiais koeficientais.
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Kai x yra kintamasis dydis, o a — pastovus, tai pagal Niutono
binomo formule (5) gauname laipsnio (x+a)” skleidinj daugianariu
dydzio x laipsniais:

C2 2xn=2 ...+C,'11_1a"_1x+a”.

(x+a)" =x"+ C},ax

Skaitiai 1, Cla, C2a?, .., C"'a"' yra vadinami $io skleidinio
koeficientais, o a" — laisvuoju nariu. Bendroji skleidinio koeficiento prie
x"* formulé yra C,’fak , k=0,1,2,..,n—1. Ji tinka ir laisvajam nariui
(imant k =n).

Pastaba. Numeruodami Niutono binomo narius

Cla*x"*, k=0,1,2, ..n,

vartosime tik nattiraliuosius skai¢ius. Todél nari C, a 040,10 C,(,)xn =x"

Lyl 1 n-l . o
vadinsime pirmuoju nariu, nari C,a x" = C,ax"" — antruoju nariu irt. t.

3. Binominiy koeficienty savybés ir jy taikymo pavyzdziai
1savybé. CU+ClL+. .+Cilych=2" (6)

[rodymas. Pagal Niutono binomo formul¢ gauname:
A+)"=c’+Cl+. .+ 1

Taigi (6) lygybeé tikrai galioja.

Ivada. Aibés A= {ay; ay;...; a,} poaibiy skaicius yra lygus 2".

Si i$vada igplaukia i§ (1) ir (6) formuliy.

2 savybé. Su visais k, priklausanéiais aibei {l;2;...;n} galioja

lygybé
Cra1=Cp +Cy . (7)

[rodymas. Pagal (5) formulg

(x+a)n+1 _ C}(1)+1xn+l

+Cax™ +
+C2 a4+ Ol e+ O

o pagal laipsnio apibrézima ir ta pacia (5) formulg gauname:
(x+ a)"Jr1 =(x+a)"(x+a)= (C,?x” + C,],ax”_1 +

C2 2= 2+...-|—C,',Z_la”_lx—i-C,’Za")(x+a):
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=COUm oy Clax + C2a?x" VL O 4 Cla x4+ Clax +
Cl 2n1+ +Cn2 n1x2+Cn—lanx+Cn n+1:
= O™ (L + CHax +(C2 + Chya? " 4
+(C e w(c + ey + Cla
Sugreting abu rezultatus, matome, kad
Can=Cy =1, i1 =C) =1
ir
ck i =ck+ck kaik=1,2,.,n
Atkreipkime démesi i tai, kad (7) formulé sutampa su Paskalio
trikampio skaic¢iu formule. Ziniy apie Paskalio trikampj yra jvairiose
matematikos knygose, taip pat V. Stakéno straipsnelyje ,,Paskalio
trikampis“, kuri galima rasti LIMM SeStojoje knygeléje ,,Jaunajam
matematikui® (V.: Danieliaus leidykla, 2005) arba LJMM interneto
svetainéje (www.mif.vu.lt/ljmm; 2003-2005, ketvirtoji uzduotis).

3savybe. CV—C!+C2-. . +(-1)"C" =0. (8)
[rodymas. Kai x =1 ir a =-1, pagal Niutono formulg (5) gauname:
A+ (=1)" = CO+CL - (1) +C2 (-1 +..+ O L -1y
Taigi (8) formulé galioja.
Atkreipkime démesi, kad (8) formule galima uZzrasyti ir kitaip.
Tarkime, kad n yra lyginis natiiralusis skaicius. Tada ji galima
uzraSyti pavidalu n=2m, m—natiralusis skaiCius. Siuo atveju
(=" = (=)™ =1, todél (8) formuléje teigiamy démeny bty tiek pat,
kiek neigiamy, o ju sumos biity lygios Taigi turétume formule
CY +Chy .+ C3M =Ch + O3 .+ CIL
Nelyginio skaiCiaus z atveju gautume tokia formulg:
0 2 2m—2
C2m—l + C2m—1 +..+ Cz,r::_l = Cém—l + Cgm—l +..+ C22rrnn_11

4savybe. CK=C'* k=01,2,...n (9)

[rodymas. Taikydami (3) formule, gauname:
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|
C,l; _ n!
k' (n—k)!
ir
n—k n!

! n!
C(n=k)l(n—-(n-k)! (n-kk’

Sugreting abu rezultatus, matome, kad i tiesy (9) lygybé galioja su
visais k, kurie priklauso aibei {0;1; 2;...; n} .

ISspreskime kelis uzdavinius.

n

1 uzdavinys. Apskaiciuokime suma
Clyac? 43¢ +. . +nCl,
kai C,]f , k=1,2,3, ..., n, yra binominiai koeficientai.

Sprendimas. Pagal 4 savybe, t. y. (9) formulg

ch=crt, ci=cr2,cl=cr3,.., cl=c,
todél

cly2c? 43¢+ +(m-DC 4 nCt
=202 430 L+ (n=1)C) +nCY.
I8 ¢ia (ieSkomaja suma pazyméjg S, ) gauname:
28, =(Cp+2CE +3Cy +..+ (n-1)C 4+ nCly +
+(nCY +(n-DCh+(n-2)C2 +(n-3)C3 +..+Ci 1=
=+l +Ci+C v v =0 2"
=8, = n2",
Ats.: CL+2C? +3C3 +...+nC" =n2" .

2 uzdavinys. Niutono binomo (‘\‘/g +3/4 y‘ tre¢io nario ir trecio nuo

galo nario binominiy koeficienty suma yra lygi 9 900. Raskime S§io
skleidinio racionaliyju nariy skaiiy.

Sprendimas. Pagal 4 savybg C,% =C) _2, todél

C2+CI2=29900=2C2 =9900 = C2 = 4950.
IS ¢ia gauname n =100.
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Skleidinio (pagal Niutono binomo formulg) narius pazymékime 7} ,
k=0,1,2,..,100.

Pagal (5) formulg:

ko 100-k
T, =Cly-433 4 | k=0,1,2,..,100.

Skaicius 7, yra racionalus tik tada, kai £ =3/ ir 100—-k=4p; Cia /

ir p — kurie nors neneigiami sveikieji skaiciai. Tada
100-4p=3l= 4(25-p)=3/=25-p

dalijasii§ 3= pe{l;4;7;10;13;16;19; 22; 25}.

Ats.: devyni nariai.

3 uzdavinys. Raskime x reik§me, su kuria Niutono binomo
(«/ PRI b )n

ketvirtasis narys yra 20 karty didesnis uz n, jeigu ketvirtojo nario
binominio koeficiento ir antrojo nario binominio koeficiento santykis yra

5:1.
Sprendimas. Pagal salyga gauname:
! !
clicl=s= "2 T _
(n=3)! N(n-1)!
Toliau sprendziame lygti:

3 7-3 |
c%(%/zﬁj .(\/zx—lj ~20-7= %-2‘x-22x‘2=140:

314

5:1= n®-31-28=0=>n="7.

—=35-2"2=140; x=4.

Ats.: 4.

4. Polinominé formulé. Susipazinkime su désningumais, kuriuos
galima stebéti skaiCiuojant sumos  (x; +xp +...+x,) laipsni
(x; + x5 +...+x,)", kai laipsnio rodiklis yra bet kuris natiiralusis
skaiCius. AiSku, kad m =2 atveju gautume Niutono binomo formulg

n
() +x7)" = zc,fxln_kxg .
k=0
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Pazyméjq¢ ky =n—k, ky =k ir pasinaudojg¢ (3) formule, §j skleidini
galétume uzrasyti taip:

!
n_ n. ky ky .
(n+x)" = Y PRTREIRCEE (10)
ky+kp=n"1"2"
¢ia simbolis ,, Z “ reiSkia, kad sumuojami visi démenys
k1 +ky=n
n!
xlk 1 x22 kurivose ky ir k, yra neneigiami sveikieji skaiciai, o ju

ky\ky!
suma (k) +ky) lygi skaiciui n.

Taikydami Niutono binomo formule, galétume rasti trijy skaiciu,
tarkime x;,x, ir x3 sumos (x;+x,+x3) laipsnio (x;+xy +x3)"
skleidinj:

n
k —k k
(x+x +x3)" = (O +22) +x3)" = D Cpy (31 +2)" x5 =

k=0

LN k=1 1| k
= > Cy| D Coiext ™7 (x5 (11)
k=0 \ =0

Atkreipkime démesi | viena atveji skaiiuojant suma

ZC,i_kxln_k_lxé . Kai k=n, tai gausime n—k=0. Tada turésime

formalia suma ZCéxl_ ! xé , sudaryta i$ vienintelio démens
=0
0!
Coxl x2 Co W_l (€ia prisiminkime,
kad 0!'=1).
Pazymeje ky=n—-k—-1, ky =1 ir k3 =k, (11) reiSkini galétume
uzraSyti taip:

n n—ki—k3 .
()C1+X2 +X3)n= Z Z Ck3Ck2 xklxk2x33, klzl’l—kz—k3.
k3=0 kp=0

54



NIUTONO BINOMAS

Skaic¢iuodami sandauga C,f 3 C}lg 3 > GBUName:

Ck3 ckh n! . (n—k3)! B n!
n- k3 k3!(l’l—k3)! kz!(l’l—k?,—kz)! kl' kz'k3'
Taigi
n, nALES ko K
(q+x+x)'= D " %5233

XX X3
VA fer!
k3=0 k=0 k1k2k3

Clakj=n—ky—k3,t.y. kj+ky+ky=n.
Pastaroji formulé paprastai uzraSoma taip:
(X +x7 +x3)" = z #!!k!xlklxé{zxéq. (12)
ky+hp+ky=n"1""2°73
Nesigilindami | skai¢iavimo bei jrodymo subtilumus, pateiksime tik
galutini laipsnio (x; + x5 +...+x,,)" skleidinio daugianariu formule:
n! Kk

n
X1 +Xy+...+ X = _— X
(1 2 m) kllkz k ! X1 Xy

ki +ky+.. 4k =n

xkm (13)

Si formulé yra vadinama polinomine formule. Joje ki, ks, ..., k,, yra
sveikieji skai¢iai, priklausantys aibei {0;1;2;...;n}. Sumuojama
sudarant visus imanomus jy rinkinius taip, kad laipsniy rodikliy suma
(ki +ky +...+ k,,) buty lygi n.

4 uzdavinys. Raskime laipsnio (1+2x+ 3x2 )lO

skleidinio x laips-
niais koeficienta prie Xt

Sprendimas. Taikykime polinoming formulg (12), kai x5 =1,
Xy =2x, X3 = 3x? . Gausime:

|
(+2x+39)0 = > IO kg2 322y -
kgl key ! k!
k1+k2+k3:101 2:13

k1 +kp +k3=10

10! lkl ) 2k2 . 3k3 . xkz +2k3 .

ey e s (19
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Démenj su laipsniu x* turésime tik tada, kai ky +2k3 =4 ir
ky +ky + k3 =10. Spreskime lygciy sistema
ky +2ky =4,
{kl +ky + k3 =10.
Gausime tokius skaiCiy ky,ky ir k3 trejetus (ky+hky +k3):
(6;4,0),(7;2:1), (8,0,2).

Vadinasi, (14) sumoje yra trys démenys su x*. Belieka sudéti
koeficientus:

A0 g g0, 1O o g, 08 50 32 ges
640! 72 810! 2!
PENKTOJI UZDUOTIS

1. Apskaiciuokite:
3CL +7C2 +11C3 + ...+ (4n—-1)C".

2. Esant kurioms x reikSméms Niutono binomo (5 +2x)16 skleidinio
ketvirtasis narys yra didesnis uz gretimus jo narius?

n

. . 1 e e L

3. Niutono binomo (2x+—2J skleidinio treciajame naryje néra x.
X

Esant kurioms x reikSméms S§is narys lygus Niutono binomo

1+ X )3 O skleidinio antrajam nariui?

n
4. Raskite Niutono binomo (n+lJ skleidinio didziausia binominj
n

koeficienta, jeigu ketvirtojo nuo pradzios ir ketvirtojo nuo galo
nariy sandauga lygi 14 400.
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5. Skirtumas tarp Niutono binomo (a +b)" 1

skleidinio treciojo nario ir
Niutono binomo (a+b)" skleidinio tre¢iojo nario binominiy
koeficienty lygus 225. Raskite Niutono binomo (2/; + Q/; r skleidinio
nariy su sveikaisiais x ir y laipsniais skaiciu.

6. Niutono binomo

1 n
o)

skleidinio pirmieji trys koeficientai prie kintamojo x sudaro
aritmeting progresija. Raskite visus skleidinio narius su sveikaisiais
x laipsniais.

7. Kurio 1§ skleidiniy, (1+ X% - x3)1000 ar (1- X2+ x3)1000 ,

koeficientas prie X7 yra didesnis?

10
. p e 1 e . . A
8. Raskite reiskinio (2 - xzj skleidinio narj, kuriame néra x.

N

9. Kiek yra nariy su skirtingais x laipsniais reiskinio (1+x2 +x° )20
skleidinyje?

N

sveikaisiais x laipsniais, jeigu binominiy koeficienty, esanciy
lyginése skleidinio vietose, suma yra lygi 2048.

D

(

n
10. Raskite visus Niutono binomo (%/x +—] skleidinio narius su

s

P
(i .(//L:
&

<



VI. LOGARITMINES IR RODIKLINES LYGTYS,
NELYGYBES IR TAPATYBES

Erika Tuménaité
(PanevéZio Juozo Balcikonio gimnazija)

Si tema yra vidurinés mokyklos matematikos programos dalis, todél
priminsime tik svarbiausias savokas ir savybes, kuriy prireiks atlickant
uzduotj.

Rodiklinéemis lygtimis vadinamos tokios lygtys, kuriy neZinomasis
yra laipsnio rodiklyje, o logaritminémis — tokios, kuriy neZinomasis yra
po logaritmo Zenklu.

Sprendziant rodiklines lygtis remiamasi $iuo teiginiu: jei a >0,
a#1,tai

a9 =40 & f(x)= g ().

Rodikliniy lygciy sprendimo biidai:

1) suvienodinant pagrindus,

2) iskeliant prie§ skliaustus bendra daugikli,

3) keiciant kintamaji.

Sprendziant logaritmines lygtis labai pravercia logaritmo pagrindo
keitimo formulé

log,.b
log,b=—2¢2 (4>0,a#1b>0;c>0,c#1),
og.a
kurios atskirasis atvejis yra formulé

1ogab=1 ! (b#1).

ogy a
Neuzmirskime ir kity formuliy:
log.(ab)=1log.a+log.b;

logc(%jzlogca—logcb;
logc(bm):mk)gcb;
log , bzllogcb;

c n

log 4 (b¥)=1log,.b.
C

58



LOGARITMINES IR RODIKLINES LYGTYS, NELYGYBES IR TAPATYBES

Siose formulése a>0,b>0,¢>0,c#1,n#0,k#0.
Taip pat yra svarbis §ie teiginiai:
1. Logaritminé lygtis
log, f(x)=b
yra ekvivalenti lygciai
f(=a";
¢ia a>0,a=1.
2. Logaritminé lygtis
1Oga(x) S(x)= 1Oga(x) g(x)
yra ekvivalenti sistemai
S (x)=g(),
g(x)>0,
a(x)>0,
a(x)#1.
Logaritminémis ir rodiklinémis tapatybémis yra vadinamos lygtys,
kuriy sprendiniy aibés sutampa su $iy lygéiy apibrézimo sritimis.
Rodiklinémis nelygybémis yra vadinamos nelygybés, kuriy
kintamasis yra laipsnio rodiklyje, o logaritminémis — tokios, kuriy

kintamasis yra po logaritmo zenklu. Ir rodikliniy nelygybiy, ir
logaritminiy nelygybiy sprendimas yra grindziamas tuo, kad funkcijos

y=a* ir y=log,x yra didéjantios, kai a>1, ir maZéjancios, kai
O<ax<l.

Sprendziant nelygybes reikia atkreipti démesi i §iuos teiginius:

3. Rodikliné nelygybé

al ¥ > ,8()

yra ekvivalenti nelygybei f(x)>g(x), kai a>1; ji yra ekvivalenti
nelygybei f(x)<g(x),kai O<a<l.

4. Logaritminé nelygybé

1Oga()c) f(x)= 1Oga(x) g(x)

yra ekvivalenti nelygybiy sistemai
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J(x)=g(x),
g(x)>0,
a(x)>1
arba nelygybiuy sistemai
S =g,
f(x)>0,
O<a(x)<l.

Isnagrinékime kelis pavyzdZzius.

1 pavyzdys. ISspreskime logaritming lygti
logﬁ x+log% x+log% x+...+log1% x=36.

Sprendimas. Matome, kad x =1 néra Sios lygties sprendinys. Aisku,
turi buti x > 0.
Pertvarkykime lygti keisdami logaritmy pagrindus:
! + ! + ! .t ! =36
log, 3 log, 43 log,¥3  log,'{3
2 4 6 16
+ + ..+
log,3 log,3 log,3 log,3
1
log, 3
Skliaustuose parasytos sumos démenys sudaro aritmeting progresija,
kurios suma lygi 72. Todél gauname:

=36,

(2+4+6+...+16) =36.

1 =72 =36,
log, 3
11
logx3_§’
log,3=2.

x=+3.
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2 pavyzdys. ISspreskime logaritming lygti

logﬁx- llogﬁ3—logx9+4=0.

Sprendimas. Kad lygties kairioji pusé¢ biity lygi 0, bitina, kad
pirmas démuo buty neigiamas; todél log ﬁx<0. Vadinasi, xe<(0;1).

Tada log, 9 <0 ir todel 10g\5 3—-log,9>0. Toliau:

logﬁx- llogﬁ3—logx9 =—4,

logfgx-(2—210gx3)=l6,

4
log?- x-[ 2 - =16
ogﬁx[ 10gﬁxJ ’

210g%x—410g\5x—16=0.

Sia lygti sprendziame keisdami kintamaji. Tegu z=log NERE
Gauname:

222 —4z-16=0,

22 -2z-8=0,

ze{-2;4}.

Tolesnei analizei tinka tik z=-2, nes log RS 0. Taigi

logﬁx=—2 ir xzé.

Ats.: —.
3
3 pavyzdys. Nustatykime, su kuriomis parametro a reikSmémis
lygtis
log, V4+x+3log 5 (4—x)—log 4 (16-x%)> =2
a a
turi sprendiniy, ir raskime $iuos sprendinius.
Sprendimas. Aisku, kad lygties apibrézimo sritis yra intervalas
(—4; 4) ; taip pat turi galioti Sios salygos: a>0, a=1.
Suvienoding logaritmuy pagrindus, gauname:
log 5 (4+x)+3log 5 (4—x)—log »(16-x>)=2,
a a a
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log

) (4+0)(@-2"

a 16— x>
log 5 (4-x)” =2,
210ga2 4-x)=2,
logaz 4-x)=1,
2

4-x=a",

x=4-a’.

Galimoms parametro a reikSméms rasti sprendziame dviguba
nelygybe
—4<4-g% <4,
Prie visy Sios nelygybés nariy pridéje (—4), gauname dviguba

nelygybe —8<—a2<0,oi§jos 0<a’<8.
Kadangi ¢ >0, a #1, tai
O<a<1 arba I<a<242.

Ats.: x=4—-a%, ae(0; 1)U 242).

4 pavyzdys. [$spreskime nelygybe
log, (2% —1)-log, (2* ' =2) < 2.

Sprendimas. Sia nelygybe pertvarkome taip:

log, (2 —1)-log, (2% -2-2)<2,

log, (2* =1)-log, (22" -1))< 2,

log, (2% —1)-(log, 2 +1log, (2" -1))< 2,

log, (2% =1)-(1+log, (2% -1))< 2,

log,(2¥ —1)+log3(2¥ —1)-2<0.
Keitiniu ~ 7=log,(2* —=1)  gauname  kvadrating  nelygybe

2 +1-2<0. Jos sprendiniai sudaro intervala (—2;1) . Taigi,
-2<log, (2" -1 <1,
log, 272 <log,(2¥ —1) <log, 2,
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1 <2¥-1<2,
4
> <2 <3,
4
5 x
log, 2 <log, 2" <log, 3,
5
log22<x<log23 .
5
Ats.: xe (10g2 Z; log, 3) .
5 pavyzdys. [§spreskime rodikling nelygybe

(2+\/§)‘+(2—\/§)Y <4.

Sprendimas. Pazymékime u = (2 +4/3 )X . Tada

o (B ]

Gauname nelygybeg u + 1 <4 . Kadangi u >0, tai ji yra ekvivalenti
u

nelygybei u? —4u+1<0. Sios nelygybés sprendiniai sudaro intervala
(2-+3;2+43).

Toliau sprendziame dviguba nelygybe
2-3< (2+\/§Y <2+443.

Kadangi 2 - V3= (2 + \/g)_l , gauname x € (—1;1).

Ats.: xe(-1;1).

6 pavyzdys. ISspreskime logaritming nelygybe
logy (x2 —5x+6)<1.

Sprendimas. Si logaritminé nelygybé yra ekvivalenti nelygybiy
sistemai

{0<2x<1,

x2 —5x+6>2x
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arba nelygybiy sistemai
2x>1,

x2 —5x+6>0,

x2 —5x+6<2x.

Pirmosios sistemos sprendiniy aibé yra intervalas (O; %j, 0
. (]
antrosios — aibé (5, 2) U(3;6).

1 1
Ats.: xe| 0;= Ul =;2 [U(3;6).
[o3)ul2)ues
7 pavyzdys. [rodykime, kad
log, x-logy x-log. x
logabc x
¢laa>0,b>0,¢c>0,x>0;a#l,b#1,c#1, x#1.
Sprendimas. Pertvarkykime irodomosios lygybés desSiniaja pusg:
log, x-log; x-log,. x
logabc X
= (loga x-logy x-log,. x)- (logx a+log, b+log, c)=

1 1 1
=(log, x-log, x-log, x)- log x+logbx+log Z|=
a C

log, x-logy, x+logy x-log,. x +log. x-log, x =

b

=(log, x-log, x-log, x)-log, (abc)=

=logj x-log,. x +log, x-log,. x+log, x-log. x.
Gavome jrodomosios lygybés kairéje puséje esantj reiskinij.

SESTOJI UZDUOTIS

1. ISspreskite rodikling lygti

(V2+1f +(W2-1f =242

2. Isspreskite logaritming lygti
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10.

lg(4_1 V¥ —1)—1 =1g(\/2‘/§‘2 +2J—21g2.

ISspreskite lygti
2% +2Y +27 =2336,
kai x, y, z yra nattiralieji skaiciai ir tenkina salyga x< y<z.

Nesinaudodami nei logaritmy lentelémis, nei skaiciuokliais,
irodykite, kad
1 1

+ >2.
logom logsm

Isspreskite logaritming nelygybe
log » . (x+D<1.
x“+3x

Nustatykite, su kuriomis a reikSmémis rodikliné lygtis
25% —(a-4)5" —2a% +10a-12=0
neturi sprendiniy.
Raskite iSreiksting kintamojo y priklausomybe y= f(x) nuo

kintamojo x, kai
log, x+log, y=2,

ir nubraizykite jos grafika.

Tarkime, kad « ir b yra staciojo trikampio statiniai, o ¢ — jo
1zambiné. [rodykite, kad
log.,pa+log._pa=2log. . ,a-log. pa.

Irodykite, kad
lg2=logs2-logy 3-logs4-...-log|( 9.

Irodykite, kad

logs log3\3/\3/..i/§ =-n.
NS

n karty
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VII. STEREOMETRIJOS UZDAVINIAI

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Stereometrija (i$ graiky kalbos ,,stereos* — erdvé, ,,metreo* — ma-
tuoju) — tai erdvés geometrija. Stereometrija nagrinéja erdviniy figliry
savybes. Kas tai yra plokstuma, visi isivaizduoja; planimetrijoje ploks-
tuma nagrin¢jama nepriklausomai nuo jg supancios erdvés. Tuo tarpu
stereometrijoje plokStumos suprantamos kaip erdvés tasky aibés, be to,
kiekvienoje plokStumoje galioja planimetrija — plokStumos geometrija.
Taigi nagrinédami erdvés geometrijq ir sprgsdami uzdavinius, naudosime
planimetrijos savokas, teiginius ir formules.

Geometrijoje kaip ir bet kurioje kitoje matematikos mokslo Sakoje
pradiniai faktai gaunami i§ praktikos, jie yra vaizdus ir akivaizdis. Tie
faktai yra vadinami aksiomomis, aksiomos apibuidina taip vadinamas
pirmines savokas, t.y. Tas savokas, kurios néra apibréziamos. Kitos
savokos yra apibréziamos, naudojant pirmines savokas ir jau apibréztas
savokas. Kiti geometrijos faktai vadinami teoremomis — jrodomi
naudojant aksiomas ir jau jrodomas teoremas.

Stereometrijos aksiomos apibiidina tokias savokas: taSkas, tiesé,
plokstuma. I§vardysime jas:

1. Bet kuriems trims erdvés taskams egzistuoja plok§tuma, kuriai tie
taskai priklauso. Tuomet sakoma, kad $i plokStuma eina per duotuosius
taskus.

2. Jei dvi plokStumos turi bendra taska, tai jos turi bendra tiesg.
Tuomet sakoma, kad dviejy plokStumy sankirta yra tiesé.

3. Jei teisei priklauso du ploks§tumos taskai, tai visi tiesés taskai yra
toje plokstumoje. Tuomet sakoma, kad tiesé yra plokstumoje.

I8 Siy aksiomy lengvai irodomos tokios stereometrijos teoremos:

1 teorema. Jei trys taskai néra vienoje tieséje, tai egzistuoja
vienintelé plokstuma, kuriai priklauso tie trys taskai.

2 teorema. Per ties¢ ir jai nepriklausantj taska eina vienintelé
plokstuma.

3 teorema. Per dvi susikertancias tieses eina vienintelé plokstuma.

Dvi erdvés tiesés a ir b yra vadinamos prasilenkianciomis, jei néra
tokios plokstumos, kuriai priklauso ir ties¢ a, ir tiesé b. Jei tiesés a ir b
yra vienoje plokstumoje, tai jos arba turi vienintelj bendra taska (jos yra
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susikertan¢ios), arba neturi bendry tasky (tiesés a ir b lygiagrecios,
allb).
4 teorema. Per dvi lygiagrecias tieses eina vienintelé plokStuma.
Tiesé a ir plokStuma « gali turéti viena bendra taska (tiesé kerta
plokstuma), neturéti né vieno bendro tasko (tiesé b
lygiagreti su plokStuma), o taip pat ties¢ gali

priklausyti plokStumai.
5 teorema (prasilenkianciy tiesiy pozymis). Jei
tiesé a yra plokStumoje «, o tiesé b kerta plokStuma

a taske M, nepriklausanciame tiesei a, tai tiesés a ir
b yra prasilenkiancios (1 pav.). 1 pav.

6 teorema. Kokia bebiity tiesé a ir jai nepriklausantis taskas A, per
taska A eina vienintelé tiesé b, lygiagreti su tiese a.

1 pavyzdys. Du trikampiai ABC ir A'B'C’ yra skirtingose susiker-
tan¢iose plok§tumose « ir «' atitinkamai, be to, tiesés AA4', BB’ ir
CC' kertasi viename taske S. Jei trikampiy
atitinkamos krastinés nelygiagrecios, tai
tiesiy AB ir A'B' sankirtos taskas P, tiesiy
ACir A'C' sankirtos taskas Q, bei tiesiy BC
ir B'C'sankirtos taSkas R yra vienoje
tieséje. [rodysime tai (2 pav.).

Kadangi tiesés AA' ir BB’ Kkertasi
taske S, tai pagal 3 teorema per Sias tieses
eina plokStuma [. Kadangi tiesés AB ir 2 pav.

A'B' yra nelygiagrecios ir priklauso plokStumai B, tai jos susikerta taske
P, kuris yra tiek plokStumoje a (nes taskai 4 ir B yra plokStumoje o),
tiek plokStumoje o' (nes taskai A" ir B’ yra plokStumoje o'). Taigi
taskas P yra bendras plokstumy o ir o' taskas, tai pagal 2 aksioma jis
priklauso plok§tumy o ir o’ sankirtos tiesei. AnalogiSkai jrodome, kad
ir taskai Q bei R irgi priklauso plokstumy o ir o' sankirtos tiesei.

Irodytasis teiginys geometrijoje vadinamas Dezargo teorema,
pagerbiant zymy pranciizy geometra G. Dezarga (Gerard Desargues,
1591-1661).

Jei a ir b — dvi prasilenkiancios tiesés, taskas A yra tieséje a, tai
pagal 6 teorema per taSka A eina vienintele tiesé c, lygiagreti su tiese b
(3 pav.). Tuomet kampas o tarp tiesiy a ir ¢ yra vadinamas kampu tarp
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tiesiy a ir b. Akivaizdu, jog taip apibréztas kampas tarp prasilenkianciy
tiesiy nepriklauso nuo tasko A parinkimo.

3 pav. 4 pav.

Tiesé a yra vadinama statmena plokStumai o, jei ji statmena bet
kuriai tos plokStumos tiesei.

7 teorema. Tiesé yra statmena plokS§tumai tada ir tik tada, kai ji
statmena dviems susikertanc¢ioms tos plokStumos tieséms.

8 teorema. Per bet kurj taska A4 eina vienintelé tiesé a, statmena
duotajai plok§tumai o .

9 teorema. Tiesé, nepriklausanti plokStumai, yra lygiagreti su ta
ploksStuma, jei ji lygiagreti bent su viena tos plokStumos tiese.

Sakykime, kad tiesé¢ a kerta plokStuma o taske 4 (4 pav.). IS bet
kurio tiesés taSko M nuleiskime statmeni | plokStuma o ; §is statmuo
kerta plokStuma o taske M', kuris vadinamas taSko M ortogonaligja
projekcija plokStumoje a. Visy tiesés o tasky ortogonaliosios
projekcijos plok§tumoje o yra tiesé¢je a', kuri vadinama tiesés a
ortogonaligja projekcija plok§tumoje o . Kampas ¢ tarp tiesés a ir jos
ortogonaliosios projekcijos plok§tumoje o yra vadinamas kampu tarp
tiesés a ir plok§tumos o .

b / /AT/
yay Ny =
a/L/ a 12/ B/

5 pav. 6 pav.
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10 teorema (trijuy statmeny teorema). PlokStumos ties¢ a yra
statmena tiesei b tada ir tik tada, kai ji statmena tiesés b ortogonaliajai
projekcijai toje plokstumoje (5 pav.).

1 pavyzdys. Ties¢ /, nestatmena plokStumai o, sudaro vienodus
kampus su Sios plokStumos susikertan¢iomis tiesémis [} ir /.
Irodysime, kad Sios tiesés ortogonalioji projekcija plok§tumoje o irgi
sudaro vienodus kampus su tiesémis /; ir /5 (6 pav.).

Sakykime, kad plok§tumoje a esancios tiesés /) ir /, kertasi taske
O. Nubrezkime ties¢ OA, lygiagrecia su tiese /. Akivaizdu, kad ties¢ OA
sudaro vienodus kampus su tiesémis /; ir /,. Kadangi tiesiy / ir OA
ortogonaliosios projekcijos lygiagrecios, tai uztenka isitikinti, kad tiesés
04 ortogonalioji projekcija sudaro vienodus kampus su tiesémis /; ir /.
IS tasko A nuleidZziame statmenj AA’ i plok§tuma o ir nubréziame
statmenis A'B L[}, A'C L[,. Pagal triju statmeny teorema 4B L1,
AC 11, . Tuomet trikampiai OAC ir OAB yra lygiis (jie statiis, {Zambine
OA bendra, o smailieji kampai 4OB ir AOC lygus pagal salyga).I§ Cia
OB =0C ir tuomet lygls statieji trikampiai 4'0B ir 4’0C (ju statiniai
OB ir OC lygis, o izambiné OA" bendra). Todél £ A'OB =2 A'OC , kas
ir reikéjo Irodyti.

Pastebékime, kad atvirkScias teiginys irgi teisingas (isitikinkite tuo
savarankiskai).

IS irodyto teiginio seka, kad ties¢ / sudaro vienodus kampus su
dviems susikertan¢iomis tiesémis tada ir tik tada, kai ji statmena vieno i$
ty tiesiy sudaromo kampo pusiaukampinei.

Tikiu, jei tiesé / yra statmena plokStumai o, kuriai priklauso tiesés
[} ir [y, tai ji statmena bet kuriai plokStumos o tiesei, taigi ir kampo

/ . tarp tiesiy pusiaukampinei. Jei ties¢ /
/ ! néra statmena plokStumai o, tai pagal 2
pavyzdi jos projekcija /' sudaro vieno-
dus kampus su tiesémis /; ir [, (7 pav.),

/ t.y. ties¢ / yra lygiagreti su vieno i

a AN > kampo tarp tiesiy /| ir /, pusiaukam-
Lo m' piném. Bet kadangi kito kampo tarp

7 pav. tiesiy /; ir [, pusiaukampiné m' yra
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statmena pusiaukampinei m, tai ji statmena ir tiesei /'. Tuomet pagal
trijuy statmeny teorema tiesés / ir m' yra statmenos.

Atvirksciai, jei ties¢ / statmena kampo tarp tiesiy /; ir /» pusiau-
kampinei m’', tai ir jos ortogonalioji projekcija plok§tumoje o (tiesé /')
irgi statmena tiesei m', t.y. ties¢ [’ yra lygiagreti su kito kampo tarp
tiesiy /; ir /, pusiaukampine m, taigi ji sudaro vienodus kampus su
tiesémis /; ir [, . Pagal 2 pavyzdi ta savybe pasizymi ir tiesé /.

Dvi plokStumos o ir § yra vadinamos lygiagreciomis, jei jos neturi
bendry tasky.

11 teorema. Jei plokStumos o susikertancios tiesés a ir b yra
lygiagrecios su plokstumos [ susikertanCiomis tiesémis, a’ ir b, tai
plokstumos a ir B lygiagrecios (8 pav.).

12 teorema. Jei plokStuma kerta viena i§ lygiagre¢iy plokStumuy, tai
ji kerta ir kita, o susikirtimo tiesés yra lygiagrecios (9 pav.).

13 teorema. Per taska A, nepriklausantj plokstumai o, eina vienin-
telé plokStuma, lygiagreti su plokStuma o .

14 teorema. Dvi plokStumos, statmenos tai paciai tiesi, yra

lygiagrecios.
iy
o[/
NN
o)
v LN
8 pav. 9 pav.

3 pavyzdys. Tiesés a ir b yra lygiagrecios. Per ties¢ a eina plokstuma
o, lygiagreti su tiese b, o per ties¢ b eina plokStuma [3, lygiagreti su
tiese a. Jei plokStumos o ir B susikerta, tai juy sankirtos tiesé¢ lygiagreti
su tiesémis « ir b. [rodysime tai (10 pav.).

Kadangi tiesés a ir ¢ = o[ 1P yra vienoje plok§tumoje o, tai pakanka
isitikinti, kad jos nesikerta. Jei jos kirstysi, tai sankirtos taskas buty ir
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ties¢je a ir plokStumoje [, bet to biiti negali, nes tiesé a lygiagreti su
plokstuma . AnalogiSkai irodomas tiesiy b ir ¢ lygiagretumas.

4 pavyzdys. Trikampiai ABC ir DBC yra skirtingose plokStumose
o ir B, taSkai M, H, K yra atitinkamai atkarpy BD, CD, AC vidurio
taskai. PlokStuma vy eina per taskus M, H, K ir kerta atkarpq AB taske P.
Irodysime, kad atkarpos PH ir MK kertasi ir susikirtimo taske dalijasi

pusiau (11 pav.).
D A
M> /[\</X>R </K
BL= c

11 pav.

Kadangi atkarpa MH yra trikampio DBC vidurio linija, tai
MH || BC . Kadangi atkarpa HK yra trikampio CAD vidurio linija, tai

HK || AD . Pazymékime & ploksStuma, einancia per taskus A, B ir D.
Kadangi plokStumos y ir & eina per lygiagrecias tieses HK ir AD, tai ju
sankirtos ties¢ PM yra lygiagreti ir su tiese HK, ir su tiese AD
(3 pavyzdys). Analogiskai plokStumos o ir y eina per lygiagrecias
tieses BC ir MN, todél ju sankirtos ties¢ PK yra lygiagreti ir su tiese BC,
ir su tiese MH. 1S to kad PM ||HK ir PK | MH iSplaukia, kad
keturkampis MHKP yra lygiagretainis, taigi jo istrizainés MK ir PH
susikerta ir sankirtos taske dalijasi pusiau.

Geometrijoje atstumu tarp bet kuriy figiiry (t. y. aibiy tasky) F} ir F;
yra vadinamas trumpiausias atstumas tarp ty figiiry tasky Aefy ir
B e F, . Akivaizdu, kad atstumas tarp lygiagreCiy tiesiy, arba tarp tieses
ir su ja lygiagrecios plokstumos, arba tarp lygiagreCiu plok§tumy yra
lygus ju bendrojo statmens ilgiui ir vienodas visuose taskuose (12 pav.).
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r QL
A A 4 A’ A A
0 a T
Y N
B_]M B'b —] M Br —] M B!
B a B B
a) b) c)
12 pav.

Sie atstumai yra trumpiausi i§ visy atstumy, jungianéiy tiesés a taskus su
tiesés b taskais (tiesés a taskus su plokstumos o taskais, plok§tumos o
taSkus su plokstumos f taSkais.)

Sakykime, kad a ir b dvi prasilenkiancios ties¢s, tasSkas A4 yra ties¢je
a, per ji eina ties¢ b', lygiagreti su tiese b (13 pav.). Tuomet plokStuma
o , einanti per tieses a ir b' yra lygiagreti su tiese b (9 teorema). Tieséje
b parinkime bet koki taska B ir nuleiskime statmeni BC | plok§tuma o .
Ties¢ BC yra statmena tiesei a ir tiesei b. Kadangi tiesés a ir b —
prasilenkiancios, tai tiesés a ir m kertasi taske M. IS tasko M iskeliame
statmeni plokStumai o . Kadangi taskai B, C, M yra vienoje plokStumoje,
einancioje per lygiagrecias tieses b ir m, tai statmuo kerta ties¢ b taSke .
Tiesé MN yra statmena tieséms a ir b, be to abi jas kerta. Si tiesé yra
vadinama prasilenkianciy tiesiy bendruoju statmeniu. Atkarpos MN ilgis
yra trumpiausias atstumas tarp tiesiy a ir b tasky, nes jis lygus atstumui
nuo tiesés b iki plokStumos o . Taigi atstumas tarp prasilenkianciy tiesiy
yra lygus ju bendrojo statmens ilgiui.

B b A, p
B
C
B
C, a
D g
/ ¢, B, Al/

13 pav.

14 pav.
5 pavyzdys. Tieséje p pazyméti taSkai A4, B, C taip, kad taskas B yra
atkarpoje AC ir AB=27, BC =18. Tiesé¢ g yra prasilenkianti su tiese p
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ir nuo taSky 4, B ir C nutolusi atitinkamai 17, 10 ir 8. Rasime atstuma
tarp tiesiy p ir g.

Sakykime, kad o yra plokStuma, einanti per ties¢ ¢ ir lygiagreti su
tiese p (14 pav.), taSkai 4;, B; ir Cj yra tasky 4, B ir C ortogonaliosios
projekcijos ties¢je g, o taSkai 4,, B,, C, — tasky 4, B, C ortogo-
naliosios projekcijos plokStumoje o . Trikampiai A4;4,, BBB, ir
CCC, yra statls, jy statiniai 44, , BB, ir CC, yra lygiis ieSkomajam
atstumui tarp tiesiy p ir g. Kadangi A4, =17, BB =10, CC; =8, tai
pazymeje A4, =x, BBy =y, C,Cy =z, gauname, kad

172 = x? =107 - y? =82 - 72 (1)

Ties¢ g statmena tieseéms A4;, BBy, CCy, todél pagal trijy statmeny
teorema ji statmena ir juy ortogonaliosioms projekcijoms A4, BB,
C\Cy, t.y. Keturkampis 4,CCy4, yra staciakampé trapecija. Nubrézg
ties¢ CoM | q, kuri kerta ties¢ BB, taske N, i§ trikampiy Co,HM ir
M = 46 . Kadangi
BN  B,(,

AM=x-z, BbN=y—z,

ACy=A4AC=45, B,C, =BC =18,

C,ByN panaSumo gauname, kad

tai
x—z 45 5
=22 e
y—z 18 2
Sprendziame sistema, sudaryta i§ (1) ir (2) lygCiy. Pazyméje
x—z=5u, y—z=2u,is (1) lygybiy randame
172 - 82 =(x—2)(y +2),

18 . .. 1 45 9 ...
t.y. y+z=—_1IS ¢1a gauname x=5 Su+— |, y=u+—. Pazymejg
u u

u

2
u+2=t, gauname 172 —(%tj =10° —t2, t.y. 1 =36. Kadangi x ir y
u

— neneigiami skaiiai, tai tinka tik teigiama ¢ reikSmeé ¢=6. Taigi

X =§-6 =15, ir ieSkomasis atstumas A4, =172 -15% =38.
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6 pavyzdys. StaCiosios prizmes ABCA B|C; pagrindai ABC ir
A;B,C; yra lygiakrasciai trikampiai, o ju krastinés lygios 44/3 . Taskai E
ir F yra atkarpy 4 B; ir AC vidurio taSkai. Rasime atstuma tarp tiesiy
A4, ir EF.

Sakykime, kad taskai L ir M yra atitinkamai
briauny A4, C; ir AB vidurio taSkai (15 pav.).
Tuomet plokStuma, einanti per taskus £, L, F ir
M, eina per ties¢ EF ir lygiagreti su tiese A4,

nes A4 ||EM (9 teorema). Taigi atstumas nuo

tiesés A4; iki plokStumos, einancios per taskus

15 pav.

E, L, Fir M yra lygus ieSkomajam atstumui tarp
tiesiu 44, ir EF. Kadangi FM yra trikampio ABC vidurio linija, tai

trikampis AMF yra lygiakrastis, jo krastiné lygi 243 , 0 aukstiné AH lygi

ieSkomajam atstumui. Taigi
_AMY3 233 |
2 2 ’

AH

t. y. ieSkomasis atstumas lygus 3.

A

a a

16 pav. 17 pav.

Dvisienj kampa sudaro dvi pusplokstumés, turin¢ios bendra kontiiro
ties¢ (16 pav.). Tos pusplok§tumés vadinamos dvisienio kampo
sienomis, o bendroji ju kontliro ties¢ — dvisienio kampo briauna.
Sakykime, kad dvisienio kampo briaunoje — tieséje a — pazymime bet
kokij taska 4 ir kiekvienoje kampo sienoje iSvedame spindulius 4B ir AC,
statmenus tiesei a (17 pav.).

Kampas CAB yra vadinamas nagrinéjamo dvisienio kampo tiesiniu
kampu. Visi dvisienio kampo tiesiniai kampai yra lygs (t. y. nepriklauso
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nuo tasko A4 e€a parinkimo). Dvisienio kampo didumu vadinamas jo
tiesinio kampo didumas.

Dvi nelygiagrec¢ios plokStumos o ir
B sudaro keturis dvisienius kampus. Jei
vieno ju didumas ¢, tai kity didumai
lygiis 180° —¢, ¢ ir 180° —¢ (18 pav.).

. o P . . P o_
Jei ¢ =90°, tai ir visi keturi kampai yra 1807-¢
o 1800- \ (0]

statlis, tuomet plok§tumos o ir B yra
statmenos.

15 teorema. Jei plokstumoje o yra
ties¢ a, statmena plokStumai [, tai

plokstumos o ir 3 yra statmenos. 18 pav.

7 pavyzdys. Rombo ABCD krastinés ilgis lygus a, o kampas A4
lygus 60°. Taskas M néra rombo plokstumoje ir vienodai nutolgs nuo
rombo krastiniy. PlokStuma [3, einanti per taskus 4, M ir D. su rombo

plokStuma sudaro 45° kampa. Rasime atstuma nuo taSko M iki
plokStumos o .

Kadangi taskas M vienodai nutolgs nuo
rombo krastiniy, tai jo ortogonalioji projekcija
rombo plok§tumoje o yra rombo istrizainiy
susikirtimo taskas O, irgi pasizymintis ta pacia
savybe (19 pav.). Nubrézkime ties¢ OK,
statmena tiesei AD. Pagal triju statmeny
teorema tiesés MK ir AD taip pat statmenos,
tod¢l kampas OKM yra dvisienio kampo tarp plokStumy o ir B tiesinis

kampas. IS trikampio OKM randame, kad OM =OK . Kadangi rombo

plotas S lygus 20K-AD  arba AB? sin£A, tai 1i§ Cia

AB?sinz 4 B a? sin60° 3 a3
2AD 2a

OK =

a3

4

. Taigi ieSkomasis atstumas lygus
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SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Duotos dvi prasilenkiancios tiesés a ir b ir joms nepriklausantis
taskas. Ar visuomet egzistuoja ties¢, einanti per taSka O ir kertanti
tieses a ir b?

2. Trikampiai ABC ir A'B'C' yra skirtingose susikertanéiose
plok§tumose o ir o, tiesiy AB ir A'B’, tiesiy AC ir A'C’, tiesiy
BC ir B'C' sankirtos taskai yra vienoje ties¢je. Jei tiesés 44', BB’
ir CC' yra nelygiagrecios, tai jos kertasi viename taske. [rodykite.

3. Trys plokStumos o tarpusavyje susikertancios tiesés sudaro
vienodus kampus su tiese /. Irodykite, kad ties¢ [/ statmena
ploksStumai o .

Nurodymas. Pasinaudokite 2 pavyzdziu ir i§ jo gauta iSvada.

4. Trapecija ABCD, kurios pagrindas 4D du kartus ilgesnis uz
pagrinda BC, ir trikampis ADP yra skirtingose plokStumose. Per
ties¢ BC ir atkarpos PD vidurio taska K nubrézta plokstuma,
kertanti ties¢ AP taSke M. [rodykite, kad atkarpos MC ir BK
susikerta ir sankirtos taske dalijasi pusiau.

5. Kubo ABCDA4;B|CD, briaunos ilgis lygus 1, taskas K yra briaunos
DD vidurio taskas. Raskite kampa tarp tiesiy CK ir 4D .

6. Lygiagrecios tiesés AB ir CD yra dvisienio kampo skirtingose
sienose. Dvisienio kampo didumas lygus 60°; taskai 4 ir D nutole
nuo kampo briaunos atitinkamai 8 ir 6,5. Raskite atstuma tarp tiesiy
AB ir CD.

7. Kubo briaunos ilgis lygus a. Raskite atstuma tarp jo briaunos ir su ja
prasilenkiancios kubo istrizainés.

8. Vienoje dvisienio kampo sienoje yra tiesé /. Kampas tarp tiesés / ir
kubo dvisienio kampo sienos yra didziausias, kai tiesé [ yra
statmena dvisienio kampo briaunai. [rodykite.
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9.

10.

Atkarpos AB ir CD, kuriy ilgiai atitinkamai lygiis 25 ir 247 , yra
prasilenkianciose tiesése, kampas tarp ju lygus arccos%. Taskai

E ir F yra atkarpy AB ir vidurio taSkai, atkarpa EF lygi V13 ir
statmena tieséms 4B ir CD. Raskite kampa ACB.

Taskas M yra vienodai nutolgs nuo visy staCiojo trikampio 4ABC
viriiniy ir néra trikampio plokStumoje. Trikampio statiniy AC ir CB
ilgiai lygiis a. PlokStuma, einanti per taskus M, B ir C su trikampio

ABC plokstuma sudaro 60° kampa. Raskite atstuma nuo tasko M iki
trikampio plokStumos.

3

2,
i A

4
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VIII. TRIGONOMETRIJOS UZDAVINIAI
Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas

Pateikiamos uzduoties uzdaviniams iSspresti turéty pakakti trigono-
metrijos ziniy, kuriy galima rasti mokykliniuose vadovéliuose. Todél
teorinéje temos dalyje apsiribosime pavyzdziais ir glaustais ju analizés
komentarais.

1. Trigonometriniy reiskiniy skai¢iavimas ir tapatis pertvarkiai.
1 pavyzdys. Apskaiciuokime
2sin2a—3cos2a

4sin20 + 5cos2a’
kai tga=3.

Sprendimas. 18 pradziy dvigubo argumento sinusa ir kosinusa
iSreikSkime kampo o tangentu:

. 2sino.cosa 2tga
sin2a = — 5= >
sin“a+cos“a  l+tg a
cos’a—sin’a  1- tgzoc
cos2o = =

sin o +cos>a 1+ tgza '
Taikydami §ias formules, gauname:
2sin2o—3cos2o 4tgoc—3(1 —tgzoc)_ 4-3-3(1-9) 12+24
4sin20+5c0s20 8tgo+5(I—tg’a) 8-3+5(1-9) 24-40
369

16 4
Ats.: =2,25.

2 pavyzdys.  Apskai¢iuokime  sandauga tg% -tg B kai

)
sino.+sinp =2sin(0+B), a+p=mn, neZ.

2
Sprendimas. Taikydami zinomas formules, gauname:

sing-sinﬁ cosOL_B—cosOH_B
2 2 cosg-cosE cos(x_B+cosOL2JrB
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Uzdavinio  salyga  sina+sinf3=2 sin(oc + B) pertvarkykime
(turédami mintyje, kad o+ #nn, ne Z) taip:

sinoc+sinB=2sin(a+B)®2sina+B-c aT_[3=
:4sina+B-cosa—+B<:>cosa_B=2cosa+B.
2 2 2 2
Tada
B 2cos p C a;LB 1
tg—-tg—= =—.
2 2cos B+cos B3
Als.'l.
3

3 pavyzdys. [rodykime tapatybe
. . (m . (m .
4sino.- sm(g - oc} . sm(; + ocj =sin3a.

Sprendimas. Is pradziuy pertvarkykime sandauga

. (m (m
sin| ——a |-sin| —+a |:
(5ol
(n (n
smf ——ao |-SIn| —+a [ =
HORHY

Yor— 2n
cos=a C08?_200520%1

2 4

. (T (T . .
Tada 4sina.- sm[; - ocj . sm(g + ocj =2sino-cos2a+sino =
=sin(o - 20) + sin(ot + 20t) + sin o = —sin o, + sin 3. + sin o = sin 3t .

Matome, kad lygybé 4sina - sin(g — oc) . sin(g + oc) =sin3a
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galioja su visais realiaisiais skaiCiais a ; taigi, ji yra tapatybé.
2. Trigonometrinés lygtys.

4 pavyzdys. ISspreskime lygti tg2x-sin5x=0.

Sprendimas. Pirmiausia atkreipkime démesi | abieju funkcijy,
y=tg2x ir y=sin5x, apibrézimo sritis. Zinome, kad sinusas yra api-
bréztas visoje realiyjy skaiCiy tieséje, o tangentas néra apibréztas tuose
taskuose, kuriuose kosinusas yra lygus nuliui. Vadinasi, nagrinédami $ig
lygti, turétume atsizvelgti i tai, kad 2x # g +nm, neZ, ty. x# % + % ,
neZz.

Spresdami lygti, remsimés akivaizdzia sandaugos savybe: dvieju
dauginamyjy sandauga lygi nuliui tik tada, kai nors vienas i$ jy yra lygus
nuliui. Taigi,

tg2x-sin5x =0 < tg2x =0arbasin5x =0 <

o (2x=knkeZ)arba (5x=mn,me Z) =

@(x:k%,kerarba(xz%,mer.

Aisku, kad tasky x =%+% , neZ, néra nei aibéje

{x:x :%c,k EZ} , nei aibéje {x:x :%,m EZ}; todél ju nebus ir Siy
aibiy sajungoje

{x:x=k§,keZ}u{x:x=m?n,meZ}.

Abiems sprendiniy aibéms priklauso tik taskai x=nm,neZ.

Likusius pirmosios aibés taSkus galima uzraSyti formule x :@,
neZ.
Ats.: %,meZ; (2n+l)n, neZz.
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5 pavyzdys. [$spreskime lygti (cosx + 1)- ctgx =sin2x .
Sprendimas. Lygties apibrézimo sri¢iai nepriklauso taSkai, kuriuose
sinx =0. Taigi, x#kn, k€ Z.Tada cosx+1>0.
Taikydami zinomas formules, pertvarkykime lygti:

(cosx +1)-ctgx =sin2x, sinx # 0 < (cosx +1)cosx = 2sin? xcosx <

& (cosx + l)cosx - 2(1 — cos? x)cosx =0
= cosx(Z cos? x +cosx — l)z 0= cosx(cosx + 1)(cosx —%) =0.

Si lygtis yra ekvivalenti lygéiai (kai x=zkn, keZ)
cosx(cosx - %) =0.

Jei cosx=0, tai x:£+kn, keZ. Lygties cosx—%:O

sprendiniy aibg sudaro taskai i§+ 2mmn, me Z . Abi Sios aibés bendry

tasSky neturi.

Ats. : £+kn, keZ,; i§+2mn, meZ.

3. Trigonometrinés nelygybés.
6 pavyzdys. [rodykime, kad nelygybé
. b
asin’® x + 5 > 2+/ab
sin” x

galioja, kai x#kn, keZ,a>0,b>0.

Sprendimas. Nagrinékime kairiosios pusés ir deSiniosios pusés
rei$kiniy skirtuma. Gausime:

o 2 - -2 ) -

sin2 X sin x

2
- J >0,kat x#kn, keZ.
sin x

=(\/Zsinx— \/Z
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Vadinasi:

asin® x + 172 >2+ab ,kai x#kn, keZ,a>0,b>0.
sin” x

7 pavyzdys. [§spreskime nelygybe
2sin2(x+%j+ 3cos2x>0. (1)

Sprendimas. Taikydami formulg cos2a=1- 2sin® oL, gauname:
2sin2[x +%) =1 —cos(2x +§j =1+sin2x.

Vadinasi, pradiné nelygybé yra ekvivalenti §iai nelygybei:
1+sin2x ++/3cos2x > 0. 2)
Remdamiesi formule:
cosa.cosP +sinasinf = cos(a - B) ,
gausime:

sin2x + \/gcos 2x = 2(% cos2x + %sin ZxJ =

= Z(COSECOS 2x+ sinisin 2x] = 2cos(2x —Ej .
6 6 6

Irase Sig iSraiska i (2), turésime tokia nelygybg:
2cos(2x —Ej >-—1.
6

Pazymékime ¢ =2x —% ir spreskime nelygybe
1
cost>——.
2
. 1 oL 2n o
Lygties cost = Y sprendiniai yra ¢ = i? +2kn, keZ. Jyreikia

nelygybés cost>—l sprendiniy aibei uzraSyti. Kad buty lengviau,
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TRIGONOMETRIJOS UZDAVINIAI

nubrézkime funkcijos y =cost grafika — kosinusoidg ir ties¢ y =3

¥y
1
\b-l T d by = a4 2n b 3
| >
N !

3\'/,/ ) NG A
-1-} T

2

(zr. 1 pav.).

1 pav.
. 1 . . e | .
Matome, kad kosinusoidés dalies, kuri yra virs tiesés y = _E taSky

o . NV ST .
(£; cost) ordinatés cost yra didesnés uz 7 Siy tasky abscisés ¢ sudaro

21 _2_7t

intervalus (ao;bo), (ak;bk), k==+1,£2,...; ¢ia aoz—?, by = 3

2 2 .
ak=—7n+2kﬂ:, bk=7n+2kn, k==%1,£2,.... Taigi, nelygybés

1 . . . N .
cost > — 5 sprendiniy aibe galima uzraSyti taip:
—2—n+2kn<z<2—n+2kn, keZ.

3 3
Irasg ¢ = 2x—% , gausime (1) nelygybés sprendiniy aibg:
—2—n+2kn<2x—%<2—n+2kn, keZ,
—2—n+£+2lm<2x<2?n+%+2kn, keZ,
l —£+2k1c <x<l 5—n+2kn ,keZ;
20 2 206

—£+kn<x<f—72t+kn, keZ.
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VIII TEMA

Ats.: —£+kn;5—n+kn ,keZ.
4 12

8 pavyzdys. [§spreskime nelygybe
|sinx [>|cosx|.
Sprendimas. Aisku, kad
|sinx [>| cosx | < |sinx |2>| cos X |2 & cos?x —sin? x < 0 < cos2x < 0.
Taigi nelygybé |sinx [>|cosx | yra ekvivalenti nelygybei cos2x < 0.

y A
St -
IS N

2 pav.

Pazyméje ¢ = 2x, turésime nelygybe cost < 0.
Lygties cost =0 sprendiniy aibg sudaro taskai
@m+br - 7
Nelygybés cost < 0 sprendiniy aibé yra intervaly
T ok 2 42k |, k ez,
2 2

(zr. 2pav.) sajunga. leSkomuosius kintamojo x reikSmiy intervalus
nesunku rasti i§ dvigubos nelygybés

E+2ch <2x <3—n+2kn.
2 2
Gausime

E+}’m<x<3—n+lm, keZ.
4 4

Ats.: E+krc;3—ﬂ:+kn ,keZ.
4 4
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10.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

Irodykite, kad su visais realiaisiais skaiciais o ir § galioja lygybe

sinz((x+[3)+ sinz(oc—[?))+ cos2a-cos2B=1.

. . 5+ 3cos4
[rodykite tapatybe cos® x +sin® x = % .

e . 1
Apskaiciuokite cosg , kail cosx = E , 2m<x<3m.

I8spreskite lygti cos3x =cos5x .
ISspreskite lygti sindx + |sin 5x| =2
ISspreskite lygti sin6x-cos8x=1.

Irodykite, kad su visais realiaisiais skaiCiais x galioja nelygybé

. 1
sm4x+cos4x25.

ISspreskite nelygybe 2sin x—3cosx—1>0.

ISspreskite nelygybe cos2x >sinx .

. 1
Raskite sina, kai sin2o > % ir tga < 3

3
QD
\v
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

1 0,7 litry ir 0,9 litry talpos stiklainius reikia supilstyti 21,5 litry
uogienés. Kiek maziausiai stiklainiy reikia?

ISspreskite nelygybg: log, (2—x)<2.

Isspreskite lygti: (tgx+1)sinx—tgx =1.

Taskas M vienodai nutolgs nuo visy staciojo trikampio ABC
(£C=90%) virsuniy ir néra trikampio plokStumoje. PlokStuma,
einanti per taskus M, B ir C, su trikampio ABC plokstuma sudaro

60° kampa. Raskite tasko M atstuma iki trikampio plokStumos,
jeigu AC=6 cm.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pazymékime y = x_4 . Tuomet:

X
2 2
2 X 8 16 2 X 48 2
X S 0 32 X ™ g3yl 810y =
T R R T g g

X
+
3y ~10y+8=0= y;, =ST_1:>y1 =2, =§.

Toliau:

1) %—i=2:x2—6x—12=02>x1,2 =3i\/i;

X
X A 2 4 12=0=x =61, =2,
3 x 3

Ats.: 3++/21, 6, —2.

i 4r 5wt i 4n 2n
2. cos7~cos7-cos— =—C0S—:COS— +COS— =

7
. T i 2% 4r
2sin—-coS— |-COS— - COS——
7 7 7 7

ZsinE
7
o8 2% 47 47 4 8w
sin— - COS—— + COS — sin— - CcoS—— sin —
__ 7 _ 7 _ 7 _
. T
2sm7 4sin— 8sin—
sin 1'c+E i
) 7). sin — l
SSinE 8sin — 8

88



STOJAMOJI UZDUOTIS

3. Tegut=xy, u=xz, v=yz.Iras¢ i lygCiy sistema, gausime:
t+u =5, u=5-t, u=5-t, u=4,
t +v=10,=>v=10—¢, =><v=10—¢, =><v=9,
u+v=13 15-2t=13 t=1 t=1.

Toliau spreskime taip:

1 1 1
y=— y=—, y=-, 3
X X X Yy==
xy =1, 2
_ 4 4 4
xZz=4,= lz=—, = {z=—, = {z=—, = {z=6,
-9 X X X 5
Y 4 , 4 2 =2
—2=9 x° == xX=*x— 3
X 9 3
__3
y >
arba {z =-6,
2
x=——.
3

4. Pertvarkykime suma:
1P +23 433 +..+2004% = (17 +2004%) + (23 +2003%) +
+(3% +2002%) +...+ (10023 +1003%) =
= (1+2004)(1* —1-2004 + 20042 +
+(2+2003)(2% —2-2003 + 2003%) +
+(3+2002)(3% —3-2002 +2002%) +
+...+(1002 +1003)(1002% —1002 - 1003 + 10032) =
=2005(1% +2% +3% + ... +1002% +1003% +...+

+20022 + 20032 +20042 — 1-2004—-2-2003—3-2002 — ... —
~1002-1003) .
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Dabar jau akivaizdu, kad suma 1> + 2% +3% + ...+ 2004° dalijasi i
2005.

5. Keleiviy skai¢iy pazymékime n (1<n<100). Pagal salyga

stovin¢iy keleiviy skaicius buvo %; taigi n=3m, me{l;2;...;33}.

ISlipusiy  stoteléje keleiviy skaiCius O,O4n=0,12m=32—’;1; taigi

m =25k, k =1.I8vada tokia: autobuse vaziavo 75 keleiviai, o trims
iSlipus stoteléje autobuse liko 72 keleiviai.
Ats.: 72.

6. Zasy skai¢iy pazymékime n. Tada n? yra gautoji pinigy suma.

Pasidalijus po 10 lity, dar liko 10 lity ir keli litai. Pastaryju lity
skaiciy pazymékime m, me{l;2;...;9}. Taigi gauname lygti su
dviem nezinomaisiais:
n?-20=10+m, meil;2;..;9.
Ji ekvivalenti lyg¢iai
n?=30+m, me{l;2;...;9,
ir turi vienintelj sprendini: m =6, n=6.

Nepasidalyta 16 lity, todél kiekvienas turi gauti dar po 8 litus.
Pagal tolesng uzdavinio salyga gauname, kad jaunesnysis brolis turi
grazinti 10 —8 = 2 litus vyresniajam broliui.

Ats.: 2 Lt.

7. Tegu x yra dvyniy amzZius; aa — dvyniy brolio amzius; bc — visy
trijuy broliy amziy suma. Pagal salyga ¢ = 2b, todél
be=10b+c=10b+2b=12b .
Aisku, kad b priklauso aibei {1; 2; 3; 4}.

Nagrinékime lygybe
2x+aa=12b,
kuria galima uZzrasyti ir taip:
2x+11la=12b.
Is cia
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2x=12b-11a.
Nezinomyju a, b ir x reikSmés turi biiti sveikieji teigiami skaiciai.
Be to, be{l;2;3;4}. Tada didziausia a reikSmé galéty buti 2.
Sudarykime skaiciy 2x lentelg poruodami galimas a ir b reikSmes:

b 1 2 3 4
a
1 1 13 25 37
2 - 2 14 26

Joje matome tik du lyginius skaiCius: 14 ir 26. Pirmaji atmetame,
nes gautume x =7 (tai pirmoko amzius). Antrasis skaiCius tinka,
nes gauname x=13. Sis skaiGius atitinka a=2, todél dvyniy
brolio amzZius yra 22 metai.

Ats.: 13, 13 ir 22 metai.

. Pagal uzdavinio salyga B
ZDAM = ZMAE ,

AE =EB,
MELAB,
BD1AC.
Aisku, kad M
ADAM = AMAE =
=AMEB. D

Taigi 1 pav.
ZDAM =/ MAE = Z EBM =30°.

Tada £ A=2-30°=60°.

Ats.: 60°.

Keturkampi ABCD padalykime istrizaine AC i dvi dalis. Trikampio
ABC plota pazymékime S7, o AACD plota pazymékime S, .Pagal
salyga S]+S, =S. Nubrézkime atkarpas AP ir CM. Palyging
susidariusiy trikampiy plotus gausime:

Samc =Sacmn = Saac =St
Sa4PQ =Saapp =Saacp =52-
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10.

Vadinasi,
N

SABMN +SaDPQ = —
=2S1 +2S2=2S. M
Analogiskai (nubrézg istrizaing v‘

BD ir atkarpas BQ bei DN)
gauname, kad "A
Saaom =2Sp4BD 5 /AT N\,

0

Sacnp =2SaBchD -
ir todel 2 pav.

Saaom +Sacne =2(Saap +Sapcp) =25 .

Taigi
Syuneo =(Sasun +Sappo) + (Sasom +Sacne) +
+SABCD2S+2S+S=5S.
Ats.: 5S.

Kadangi visos trys piramidés Soninés briaunos yra pasvirusios i
pagrindo plok§tuma vienodu kampu, tai piramidés aukstinés
pagrindas yra apibrézta apie piramidés  pagrindo trikampi
apskritimo centras. Pagrindo trikampis yra statusis, todél apibrézto
apie ji apskritimo centras yra jzambinés vidurio taskas, o S§io
apskritimo spindulys R yra lygus 6,5. Taigi piramidés aukstinés ilgis
H apskai¢iuojamas taip:
H=Rtg60° =653 .

Apskai¢iuokime pagrindo (zr. pav.) plota. Pagal salyga
trikampis ABC yra statusis, o L yra ijbréztinio apskritimo ir
izambinés lietimosi taSkas. Todél trikampio ABC plota galima
apskai¢iuoti  pagal  formul¢  Spypc =BL-LC.  Gauname

Saspc =3-8=24. Sjplota galima rasti ir ,,standartiskai*.

Ibréztojo  apskritimo  spinduli pazymékime . Tada
BK=BL=3, CN=CL=8, AB=3+r, AC=8+r. Pagal Pitagoro
teorema  (3+r)° +@+r)2 =112. 1§ &a gauname lygti
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#2 +11r—24=0, kuri turi viena teigiama sprendini r:—"zll_ll.
Taigi
B
L
,
K—"—M
Kﬁ '
A
N C
3 pav.
4B - \/21 7-11 3o \/2127—5 ,
«/21 11 \/217 +5
1 4217-5 \/217+5 217-25
SadBC = =24.

2 2 2 8
Belieka apskaiciuoti piramidés tiirj:

V:%-SAABC -H=%-24-6,5\/§=44\/§.

Formulés Sjypc =BL-LC jrodymas. Sakykime, kad CL =x,
LB=y. Tada BC=x+y, AC=x+r, AB=y+r. Pagal Pitagoro

teorema (x+ y)2 =(x+ r)2 +(y+ r)2 =2+ (x+y)r=xy. Kita

vertus, Sa4pc =%(AB+AC+BC)-1’=%(x+y+x+r+y+r)-r=

=(x+y+r)-r=r2+(x+y)r. Taigi Spypc=x-.

ts.: 4443 .
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime x — staCiakampio krastinés, kurig reikia tverti mirine
siena, ilgis, o y — staiakampio krastinés, kuria reikia tverti medine
tvora, ilgis. Tada sta¢iakampio plotas xy = 9000 (m?), o tvoros kaina

K=25x-2+10y-2=50x+ 20y . Kadangi yzm,tai
X

1 / 1
K(x)=50x+20~M=50x+ 8000022 50x- 80000:
X X X

=2-3000=6000 (Lt).

. ) . . 180 000
Maziausia tvoros kaina, lygi 6000 Lt, yra tada, kai 50x = ,
X
t.y. kai x=60 (m). Tada y =%= 150 (m).
Ats.: Zemés sklypo matmenys 60 m x 150 m.
. x+3+x+5 . . ..
2. Sakykime y= — =x+4. Tada lygtyje kintamaji x

pakeitg kintamuoju y — 4, gauname lygti :

(y-D*+(+1)* =16 arba

=D?-(=D*+(+D*-(y+D’ =16.
Pakélus kairioje lygties puséje esancius reiSkinius kvadratu,
sudauginus ir suprastinus panaSius narius, gausime bikvadrating
lygti
yr 162 -7=0.

Jos sprendiniai yra: v =-1, vy =1. Tada
Ats.: =5; 3.

3. Sakykime pirmojoje statinéje yra u kg druskos riigSties, antrojoje
statinéje — v kg druskos riigSties ir | pirmaja stating buvo ipilta x kg
vandens, o | antraja stating — y kg vandens. Tada pirmojoje statinéje
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druskos riigsties tirpalo koncentracija i§ pradziy buvo JW , 0 ipylus

vandens — R Antrojoje statingje druskos raigsties
900 + x
. .. v . v
koncentracija i§ pradziy buvo 1600 o ipylus vandens — m
Pagal salyga:
u v
900 _,. ;. 1600 s,
u v
900 + x 1600 + y
ty.
900 + x=9007r ir 1600+ y=1600s .
IS ¢ia
x+ y=900r +1600s — 2500 .
Kadangi
18—r 9 1
§= =——= >
2r ro 2
ta1
x+y =900r+ 1600[2 —%j —2500 = (9007” + 1600- 9] —-3300 >
r r

221/900% 1600-9° 3300
r

=2-30-40-3-3300=7200-3300=3900 (kg).
Taigi maziausiai vandens (3900 kg) gal¢jo biiti jpilta | abi
1600-9

r

statines tik tada, kai 900r =

7

,ty.kair=4,0 s=—.

Y 4
Ats.: 3900 kg.

. Vieno produkcijos vieneto vidutiniai kastai apskaiciuojami pagal
formule
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K(x) 5y 200+ 1280000 ,
X X
¢ia x — produkcijos kiekis. Kadangi
2y 41280000, |, 1280000 _, 4003200,
X X
. K(x) .. ..
tai ———>3200+200=3400 (Lt). Maziausi vieno produkcijos
X
. . . 1280 000 .
vieneto kastai, lygiis 3400 It, yra tada, kai 2x=———— t. y. kai
X
x=800.
Ats.: 800.
5. Funkcijos iSraiska pertvarkome taip:
2005
Fx) = x1500 4 400 (105 _
X
=| x1500 +l+l+...+l +] x400 +l+l+...+l +
X X X X X X
1500 k& 400 k&
1 1 1
T
X X X
105 k&
Remdamiesi sarySiu tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkiy,

gauname:

S()21501 G0 L1 yor fyto L1 1

01 X X X 40]] X X X
\_W—/ \_W—/
1500 k& 400 k&
105 11 1
+106 |x 77 —-—- w.o—=1501+401+106=2008.
106 X X X
105 &
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Taigi funkcijos reikSmés ne mazesnés uz 2008. Maziausia reikSme
1 .
1500 _ 400 _ 105 _ Loy

X

lygia 2008, funkcija igyja, kai x

x=1.
Ats.: 2008.

6. a) Akivaizdu, kad (a —b)2 >0, t.y. a’ +b% > 2ab; cia lygybe
galima tik tada, kai a =b . Prie Sios nelygybés abiejy pusiy pridéje
po reiskini a’ +b2, gauname: 2(a2 +b°)>a +2ab+b2, t.y

2 2
£h7 L @ED) ¢ dia isplaukia,

2(a® +b%)>(a+b)? arba

2 2
Kad aerS a“+b ‘
2 V 2

b) Reiskinj be + % + ab pertvarkome taip:
a

c
bc ac ab 1(bc ac) l(ac ab) l[ab bc)
— —_— | — 4t — |+ =] —F+— |+ = —+— |2

2 2 a

a b ¢ a b 2 b ¢ c
\/bc ac \/ac ab \/ab bc
> |——+,|— —+, — —=a+b+c.
a b b ¢ c a
Taigi £+%+%>a+b+c Lygybé galima tik tada, kai
a c
a=b=c.

7. Kadangi dézutés pagrindas taisyklingasis SeSiakampis, kurio
krastinés ilgis (90 —2x) cm, o dézutés aukstis 4 = xtg60° =3x
tai dézutés tiiris

2
V(x):6-w-\/§x:%(90—2x)2

9 1
= 5(90 —2x)(90 — 2x)(4x) - 1
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= %(90 —2x)(90 — 2x)(4x) < %(

90—2x+90—2x+4x]3
3
9 3 3
Y 60° =243000 (cm’).
Taigi dézutés tiiris ne didesnis uz 243 dm’. DidZiausia galima
jo reikmé lygi 243 dm’, kai 90 — 2x=4x, t. y. kai x=15 cm.
Ats.: 15 cm.
8. Paveikslélyje pavaizduota taisyklingoji keturkampé piramidé
S 4BcD > kurios Soniné briauna SC=5.
Sakykime piramidés aukstiné SO = x . Tada i$ staciojo
trikampio SOC:

OC=+b% —x% ir AC=2+b* —x2.

2
Piramidés pagrindo plotas S gcp = % =2 (b2 - xz) ,

o piramidés tiiris V(x):%-Z(bz —xz)-x:%(b2 ~x%)-x.

Kadangi dauginamuyjy b? — x? ir x suma néra pastovi, tai ieSkosime
tokios x reikSmes, su kuria 2 (x) igyja didziausia reik§Sme (o tuo
paciu ir ¥ (x)!). Turime:

Vz(x)zg(bz _x2)2 g2 =

:g(b2 22y (b2 —x2)-(2x2)-%=

=§(b2—x2)(b2—x2)-(2x2)£
3
<£, b2 —x? +b% —x?% +2x2 B
) 3
2 8p% _16b° 1 pav.
9 27 243
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10.

6 3
Taigi v (< 165 arba V(x) < a0 .
243 943

3
Piramidés tiris yra didziausias ir lygus

b3

b? — x? =2x2,t. y. kai sz.

b3

3

Ats.: x
Sakykime dézés ilgis yra x, plotis y, o aukstis z. Tada dézés pilno
pavirSiaus plotas 7 =2xy + 2xz + 2yz, o tiiris V = xyz . Kadangi

T=2xy+2xz+2yz 23 %/(2xy)(2xz)(2yz) = 63\lx2y222 ,
tai T>6 %/V_2 . Dézés pilnas pavirSiaus plotas yra maziausias ir
lygus 6%/V_2, kai 2xy=2xz=2yz,t. y. kai x=y=z=W.

A3 v v

Paveiksle pavaizduotas kiigio asinis pjuvis ASB; ¢ia SB =/ — kiigio
sudaromoji ir £SBO =o . Kiigio tiiris

V=%032 .50. Kadangi N
SO=I[sina., OB=I[cosa, tai L
45

2

V(a)z%l2 cos” o /sino =

B
2

1 .
=§ 13 sina-cos? . pav.

6 2 4

“ . - 1 .
Ieskosime su kuria a reikSme Vz(a)zgl sin“ o -cos” o

igyja didziausig reikSmg. Su §ia a reikSme ir V(o) igys didziausia
reikSme. Turime:
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1 . 1 1 .
Vz(oc)=516 sin® o - cos* oc=§l6 -5(2sm2 oc)-coszot-cos2 o<

3
16 2sin? o+ cos® o + cos? o —il6 2 3_il6
18 3 18 3 243

3
ir V(o) < 2 3 _ 231

o3 27

3
2431 A . 1 .
\/2_7 , kai 2sin? o = cos? o, ty. kai tgzoc =E. Kadangi

. Kiigio tiiris yra didziausias ir lygus

a€(0;90°), tai tgo.= 5°.

1
—, a=r3
V2

2

1 . 0
Ats.: 313 sino.-cos“ o ; ou=35.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Cia ,triusiai” — mokiniai, ,,narveliai” — padaryty klaidy skaiius. [
,harveli” 0 ,,patalpinkime” visus, kurie nepadaré né vienos klaidos, i
,harveli” 1 — tuos, kurie padaré viena klaida, o i ,,narveli” 2 — kurie
padaré dvi klaidas ir taip iki 13 ,narvelio”, i kurj pateko vienas
Mikas. Dabar taikykime Dirichlé principa. Irodykime priestaros
budu. Sakykime, jokie trys mokiniai nepadaré vienodai klaiduy, t.y. i
kiekviena ,narveli” 0, 1, 2, ..., 12 pateko maziau kaip 3 mokiniai.
Tuomet kiekviename ju yra du arba maziau mokiniy, o visuose 13
narveliu ne daugiau kaip 2-13 =26 mokiniai. Pridéje Mika
Petraitj, negausime 30 mokiniy. Gavome prieStaravima. Tai rodo,
kad uzdavinio teiginys teisingas, t.y. bent trys mokiniai padaré
vienodai klaidy.

2. Atsakymas. Jeigu metai ne keliamieji, tai 366, jeigu keliamieji —
367.
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3. Jeigu kiekvienoje klas¢je mokytysi maziau negu 26 mokiniai, tai
43—jose klasése mokytysi ne daugiau kaip 1075 mokiniai

(25-43= 1075). Kadangi mokykloje mokosi 1076 mokiniai, tai yra

bent viena klasé, kurioje mokosi daugiau kaip 25 mokiniai.

4. I$nagrinékime eilutg 1, 11, 111, 1 111, ..., . Pagal Dirichlé

111...1
%f—/
2006
principa egzistuoja du Sios eilutés skaiciai, kuriuos dalijant i§ 2005,
gaunamos vienodos liekanos. IS didesniojo skaiiaus atéme
mazesnijji, gausime skaiCiy uzraSyta vienetais ir nuliais, kuris bus

skai¢iaus 2005 kartotinis.

5. ISnagrinékime du atvejus.

Tarkime, kad yra 9 skaiciai, kuriuos dalijant i§ 9 gaunamos 9
skirtingos  lieckanos.  Tuomet lieckany suma lygi 36
(0+1+24+3+4+5+6+7+8=36) ir skaiCiy suma dalijasi i§ 9 be
liekanos.

Kitas atvejis. Tarkime, kad néra 9 skai¢iy, kuriuos dalijant i§ 9
gautume 9 skirtingas liekanas. Tuomet didziausias skirtingy liekany
skaiCius gali buti 8. Kadangi 65=8x8+1, tai pagal Dirichlé
principa yra bent 9 skaiciai, kuriuos dalijant i§ 9 gaunama vienoda
liekana. Ty skai¢iy suma bus dali i§ 9.

6. Tegul ay,a;,as,...,a, - duotieji skaiciai.
Sudarykime n sumuy:
611,
a +aj,

ap +ap +as,

ayt+ay taz+..+a,.

Jei bent viena i$ Siy sumy dalijasi i$ n, tai teiginys teisingas.
Sakykime, kad nei viena i$ juy nesidalija i$ n. Tada dalijamos i$ n jos
gali duoti tik liekanas 1, 2, ..., n—1. Sumy yra n, o skirtingy
nenuliniy liekany, gaunamy dalijant sveikuosius skai¢ius i§ n, yra
n—1.
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10.

Cia ,narveliai“ — liekanos, o ,triusiai“ — sumos. Kadangi
Hharveliy“ yra n—1, o sumy n, tai pagal Dirichlé principa bus
»harvelis®, kuriame yra daugiau kaip viena suma, t.y. bent dvi
sumos. Ty sumy skirtumas dalijasi i$ # ir jis yra lygus kuriam nors

ot v . &0 sumai.
duotajam skai¢iui arba keliy skai¢iy sumai

Sudarykime 30 ,,narveliy“: 0 — komandoms, nezaidusioms nei vieny
rungtyniy, 1 — komandoms, suzaidusioms vienerias rungtynes, 2 —
dvejas, ... , 29 — dvidesimt devynias rungtynes (didziausias galimy
rungtyniy skaicius). ,,Narvelis 0 arba ,Narvelis 29“ turi buti
tuscias, nes negali buti taip, kad viena komanda nesuzaidé nei vieny
rungtyniy, o kita tuo paciu metu suzaidé 29 rungtynes. Abiem
atvejais 29-iems ,narveliams“ tenka 30 komandy. Vadinasi nors
viename ,,narvelyje® yra bent dvi komandos.

Padalinkime kvadrata { 25 lygius kvadratélius, kuriy kiekvieno
T |
krastiné lygi 3
Tuomet bus bent vienas kvadratélis, kuriame bus bent trys
taskai (51>25-2), o apie ji apibrézto apskritimo spindulys

. 1
mazesnis uzZ =

ISdéstykime atkarpas pagal ju ilgi: a; <ap <..<a5. 1§ atkarpy
ay <ap, <ap,, galima sudaryti trikampi tada ir tik tada, kai
ay +aj, =ap,.y . Sakykime, kad uzdavinio teiginys neteisingas.
Vadinasi, kad aj, +aj,; < a4y (k=1,2,3,4,5). Tuomet atkarpos
a; ilgis  buty  maziausias, kai a; =ap, =10cm ir
ap +apy =apen (k=1,2,3,4,5). Bet netgi Siuo atveju
a7 =130cm. Gavome prieStaravima salygai.

Nubrézkime kvadrato ABCD viduring linija MN ir nagrinékime bet
kuria i§ devyniy duotyjuy tiesiy, pavyzdziui KL. Ji dalija kvadrata i
dvi trapecijas ( atskiru atveju staciakampius), kuriy ploty santykis
1:3. Kadangi trapecijos plotas lygus vidurinés linijos ir aukstinés
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sandaugai , tai MO:ON =1:3. Taigi bet kuri i§ devyniy duotyjuy
tiesiy eina per taska, kuris kvadrato viduring linijg dalija santykiu
1:3. Tokiy tasky, kurie viduring linija dalija santykiu 1:3, yra du.
Du, tokia savybe pasizymintys taSkai, yra ir kitoje kvadrato
viduringje linijoje. Kadangi yra devynios tiesés, tai per bent vieng i$
ty keturiy tasSku eis ne maziau kaip trys tiesés.

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Uzrasykime lygti pavidalu (x—-1)(y—-1)=1. Dvieju sveikyju
skaiciy sandauga lygi 1 tik tuomet, kai §i skaiCiy pora yra (—1;—1)
arba (1;1). Taigi x=0, y=0 arba x=2, y=2.

Ats.: x=0, y=0; x=2, y=2.

. ISreikSkime i$ lygties kintamaji y:
S5x  S5x-25+25 25
= =5+ .
x=5 x=5 x=5
Kintamasis y bus sveikasis skaiius tik tuomet, kai |x—5| yra
skaiCiaus 25 daliklis, t. y. arba |x—5|=1, arba |x—5|=5, arba

|x—5=25. I§ pirmosios lygties x=4 arba x=06, i§ antrosios

y:

x =0 (Sig reikSme turime atmesti) arba x =10, i8S treciosios x =30
arba x =-20. Apskaiciuojame atitinkamas kintamojo y reikSmes:
y=-20, y=30, y=10, y=6, y=4.

Ats.: (4;,—20), (6;30), (10;10), (30;6), (-20;4).

. Kadangi —38743=213-(-182)+23,tai ¢ =-182, r=23.
Ats.: g =-182, r=23.

Taikome Euklido algoritma: 546=231-2+84, 231=84-2+63,
84 =63-1+21, 63=21-3. Paskutinioji nelygi nuliui liekana, t. y.
duotyjy skaiciy bendras didziausias daliklis, yra 21.

Ats.: 21.
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5 _7+;:_7+ 1 :_7+L:_7+£:M:
1 9 39 39 39
3+— 3+— —
1 1 10 10
+i
263
39
Ats..‘—ﬁ.
39
6. 122—9=5+2i=5+2L5=5+ 11 =[5, 6, 4]
5 5 64
Ats.: [5,6,4].

7. Kadangi (15,12)=3, o 25 nesidalija i§ 3, tai pagal 1 teorema
duotoji diofantiné lygtis sprendiniy neturi.
Ats.: neturi.

8. IS lygties 41x+17y =2 isreiskiame y:

—41x+2 —-Tx+2
y=———"-="20x+——.
17 17
Pazymékime # =+7+2 ir tuomet
=17t +2 -3 +2
w2y 23t
. =3 +2
Pazymeékime 7, =+. IS Cia
=Tty +2 —ty) +2
tl =;=—2t1+ 2 .
3 3
_—I +2

Toliau #; =

=1, =-3t3 +2- sveikasis skaiius, kai

t3 € Z. Tuomet
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10.

; =Ty +2 =T7(3Bi3+2)+2

=7t 4=
1 3 3 3
—17t +2  —17(Tt3 —4)+2
x= 71 _ I 37 ) =—17t; +10,t; € Z =
- —41(~17t5 +10) +2
P e e L B B P VY
17 17

Taigi lygties bendrasis sprendinys (raSant ¢35 =¢) yra
x=—17t+10, y=41t-24, teZ.
Ats.: x=-17t+10, y=41t-24, teZ.

. . -84y +39 -9y +39 -9y +39
IS lygties x=———=-5y+————_ Tegu ¢t, =———.
Ve 15 4 15 g h 15

Tuomet
—15¢, +39 —6t, +39
:—:_l+—’
9 9
—6t, +39 -9¢,+39 -3t, +39 -3¢, +39
e T A T

= t, =—2t, +13 —sveikasis skaiCius, kai #; € Z. Tada
- -9, +39  —9(-2t; +13)+39

1 =3, -13=
6 6
_ —15t1 +39 _ _15(3t3 _13)+39 =_5z3 +26 >
9 9
- —841ys+39 _ —84(—5t31;26)+39 8,143, 1, =< 7.

Vadinasi, x =28¢—-143, y=-5¢t+26, teZ.
Vietoje ¢ {rasykime, pavyzdziui, ¢+1 - gausime ekvivalencia
bendrojo sprendinio iSraiska: x =287—-115, y=-5¢t+21, teZ.
Ats.: x=28t-143,y=-5t+26, teZ; x=28t-115,
y=-5t+21, teZ.

Uzrasykime duotaja lygti taip: 11y +10x=15. Ja iSspreskime

o e . 11
naudodamiesi  grandininémis trupmenomis. Trupmena T
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. .. 11 1
uzra§ykime grandinine trupmena: m =1+ m =[1,10]. Atmete
paskuting jos grandi, gausime ,trupmena“ 1. Skirtumas yra

11 1 o _— . .
B—lzﬁ. Padauginkime abi Sios lygybés puses i§ 10 . Gausime

lygybe 11-14+10-(-1)=1 (kuria gal¢jome uzraSyti ir iS karto).
Tuomet jg padauging i§ 15, turésime 11-15+10-(-15)=15. Taigi
duotosios lygties 11y +10x=15 atskirasis sprendinys yra
vo =15,x9 =—15 . Pagal 3teorema bendrasis Sios lygties
sprendinys toks: y=15-10¢, x=-15+11¢, teZ .

Dabar raskime ¢ reikSmes, su kuriomis galioja nelygybé
—-10<-15+11¢<20. Si  nelygybé ekvivalenti nelygybei

5<11¢ <35, kurios sveikieji sprendiniai yra ¢t=1, t=2, t=3 .
Kai t=1,tai x=—4,y=5.Kai t=2,tai x=7,y=-5.Kai =3,
tai x=18, y=-15.

Ats.: (—4;5), (7;-5),(18;-15) .

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pagal Euklido algoritma gauname:
P(x)=Q(x) (x—3)+(40x>~16x+56);

O(x)=(40x>~16x+56) (x/8+3/8)+0.
Antroji liekana lygi nuliui, todé¢l didziausias bendrasis daliklis yra
pirmoji liekana 40x*~16x+56 = 8(5x*—2x+7).
Ats.: D(P; OQ)=5x>-2x+17.

2. Pagal Euklido algoritma gauname:

P(x)=0(x)(x—5) + (17x*+34x+34);

O(x)= (17x*+34x+34) (x+4) + 0.
Antroji liekana lygi nuliui, todé¢l didziausias bendrasis daliklis yra
pirmoji liekana 17x*+34x+34 = 17(x*+2x+2).
Ats.: D(P; Q)=x*+2x+2.
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3. Pagal Bezu teorema daugianario P(x)= x> +6x2 +10x+38 dalybos
i§ x +4=x—(—4) liekana yra
P(-4)=(-4)> +6-(—4)2 +10(—4) +8;
o dalybos i§ (x — 4) liekana lygi
P(4)=4>+6-4% +10-4+8=208.
Ats.: 0; 208.

4. Apskaiciave daugianario reikSm¢ taske x=1, gauname
P(1)=5-2+2+2-7=0. Sis rezultatas rodo (pagal Bezu
teorema), kad daugianaris P(x) dalijasi i$ dvinario (x —1).

Ats.: taip.

5. Padalykime daugianarj (6x3 —7x? —16x+ m) 1§ dvinario (x —2):

_6x*-Tx*>~16x+m | x=2
6x>—12x* 6x*+5x—6
_Sx*-16x
5x*~10x
_—6xtm
—6x+12
m—12

Skaicius 2 yra daugianario $aknis, kai liekana (m —12) yra lygi
nuliui. Taigi, m =12. Kitas dvi Saknis rasime i§sprend¢ kvadrating
lygti 6x2 +5x—6= 0 ; gausime % ir —%.

Ats.: 2; g; —i.
372

6. Kad daugianaris (2x3 +mx? —13x+n) turéty Saknis 2 ir 3, jis turi
dalytis ir i§ (x-2), ir i§ (x-3); taigi i§ sandaugos

(x-2)-(x-3)= X2 —5x+6. Dalydami kampu gauname:
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_2x*+mx>— 13x +n |_x*>=5x+6__
2x—10x*+12x 2x+(10+m)
_(10+m)x*> —  25x + n

(10+m)x*>~(50+5m)x +(60+6m)
(25+5m)x+(n—60—6m)

Liekana lygi nuliui, kai m =-5; n = 30.
Tuomet jras¢ m =-5 ilygti 2x+ (10+m)=0, gauname:
2x+5=0=>x=-25.

Ats.: m=5, n=30;-2,5.

7. 7 | -14 0 3 -7 3 -2 liekana
1 7| -7 | 7 -4 | -11 -8 -10 -10
-1 7 | 21| 21 | —18 11 -8 6 6
2 7 0 0 3 -1 1 0 0
2| 7 | 28] 56 | -109 | 211 | 419 | 836 836
8. 4 9 13 10 liekana
| 22 4 1 11 ~11 ~11
Ats.: ne.

9. Tegu xy ir x,yra daugianario Saknys, kuriy sandauga lygi 2. Tada
daugianaris dalijasi ir i§ dvinario (x —x;), ir i§ dvinario (x —x,).
Taigi, jis dalijasi i§ sandaugos (x —x;) (x — x, ), kurig galima
uzraSyti trinariu (x2 +ax+2);¢aa=—(q+xy).

3

Dalydami daugianari i$ trinario (x4 —x° +mx? +10x - 4) 18

trinario (x2 + ax +2) gauname:
o mx? +10x—4=
=(x? rax+2) (2 —(a+Dx+(a® +a-2+m)+
+(12+4a—am —az—a3)x -(2m+2a+ 2a2).
Liekana yra lygi nuliui tik tada, kai 12 +4a —am —a’-a>=0 ir

2m+2a+2a” =0. Toliau sprendziame lygCiy sistema:
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12+4a—am—a2—a3=0, 12+4a—a(m+a+a2)=0,
= =
2m+2a+2a> =0 dm+a+a’)=0

{12 +4a=0, {a =-3, {a =-3,
= = =
0 2

m+a+a® = m=-a—a m=—6.
Dar reikia patikrinti, ar egzistuoja realieji skaiCiai x; ir x,
tenkinantys salygas ir xj-xp, =2; todél sprendziame lygciu

sistema:

{xl+x2=3, {x2=3—xl, X =3-x,
- - 2 -
xpxp =2 xB=x)=2  |x{-3x+2=0

Xy =3—xq, Xy =2, =1,
SN b )72 arba 2
x; €{l;2} x =1 x=2.
Matome, kad su m reikSme, lygia -6, daugianaris

(x4 — x> +mx? +10x - 4) turi dvi Saknis, kuriy sandauga yra 2.
Ats.: —6.

10. Keturis kartus pritaikg¢ Hornerio schema, gauname n = 4.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 3CL+7C? +11C> +...+(4n-1)C" =
—4(CL+2C2 +3C) +.+nCHy—(CL+CE+Cl+ .+ C =
=4.22" 12" ) =n2"T 22" 41,
Ats.: n2" —2" 41

2. Niutono binomo (5+2x)16 skleidinio ketvirtasis narys yra
C136 513 -(2x)3, o gretimi jam — treciasis narys C126 514 -(2x)2 ir
penktasis C146 512 -(2x)4. Pagal uzdavinio salyga reikia iSspresti
dviejy nelygybiy sistema
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Cie -5 (22)° > Cf -5 - (2x)%,
Cis-51%-(2x)° > ¢f% - 512 . (2x0)?.

Gauname:
| | 3 2
s e, [2.52
‘16" ‘16" = 33 144 =
— 51383 s 2512 gext X X
313! 412! 13 7
28x—-15)>0 xX>—, ’
RO N N

Ats.: £<x<£.
28 3

n

. . 1 g e

3. Niutono binomo (Zx + _ZJ skleidinio treciasis narys yra
X

2
c? (iz} 2x)" 2 =c?.2"72 . xS,
X

Pagal uzdavinio salyga n—6=0, ty. n=06; taigi turime Niutono

2

6
. 1 . g o
binoma (2x+—j , kurio skleidinio treCiasis narys yra
X

|
c2.24 =% 16240,
2141

Niutono binomo (1+x3)30 skleidinio antrasis narys yra
C%Ox3 =30x>. Pagal wuzdavinio salyga reikia iSspresti lygti

240 = 30x> . Gauname x =2.
Ats.: 2.
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4. Niutono binomo (n +—) skleidinio ketvirtasis narys yra
n

3
1 _ - S
CS-(—) "3 = C,3l-n” 6, o ketvirtasis nuo galo narys yra
n

n-3
cr3. (l) 13 =C"3.n%"  Toliau sprendziame lygti:
n
C.n"0.Ccn3 0% 214400 = C2-CIT3=14400 =
n! n!
:> .
A (n-3)! (n—-3)!3

:[n(n—lé(n—z)]2:14400 - Wﬂzo N

= nn-1)(n-2)=720 = n=10.

=14 400 =

10
Taigi turime Niutono binoma (10+%} . Jo skleidinys turi

11 nariy, todél didZiausia binominj koeficienta turi SeStasis narys.
Sis koeficientas yra Clso =252.
Ats.: 252.

5. Niutono binomy (a+5)"*! ir (a+b)" skleidiniy trediyjy nariy
binominiai koeficientai yra atitinkamai C ,% 4 it C ,% . Pagal
uzdavinio salyga C,% - C,% =225. Spresdami $ig lygti, gauname:

! ! —
(n+D! n! _05 (n+Dn_ n(n-1)
2(n-1)! 21(n-2)! 2 2
= n=225.
. C 1. . . 5 4 25
Toliau nagrinékime Niutono binoma Ix +\/; . Jo

skleidinio narius pazymékime 7}, 1, k=0, 1,...,225. Tada
25-k  k
4

Tit1 = Chas (%/;y( ‘(2/;)225—/( =Chsx 5 .y

=225 =
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225—-k

Abu laipsnio rodikliai ( ir Ej turi biti sveikieji skaiciai,

tarkime, p ir m.
Sprendziame sistema:

25—k
s P 225—k = p, 225-4m=5p,
= = =
—=m
4
5(45—-p)=4m,
k=4m.

Matome, kad skaiius 45—-p turi dalytis i§ 4; todeél
pe{l;5;9;13; ...; 45} ; Siuos skaiCius galima uzrasyti formule
p=4l+1, 1=0,1,2,...,11.
Tada m=5(11-1) ir k=20(11-1); [=0,1,2,...,11. Vadinasi,
skleidinyje yra 12 nariy su sveikaisiais x iry laipsnio rodikliais.
Ats.: 12.

n
6. Niutono binomo |+/x ++ skleidinio pirmieji trys nariai
2Yx

(pazymeékime juos 7, T ir T3) yra tokie:

0 n
h=C (ﬁ} (\/;y =x2,
s WS

2"

n-3
S
X
no n(n-1)
8

Siy nariy koeficientai (prie kintamojo x) 1, sudaro

aritmeting progresija; todél gauname n =8 .
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8
1
Toliau nagrin¢gjame Niutono binoma Jx+——1| . Jo
29x

skleidinio narius pazyméj¢ 7y, £=0,1,2....,8, gauname:

) k . ) 16—-3k
e R A
16;3k=m, melZ = k:@’ meZ

= ke{0;4;8}.
Taigi turime tris narius su sveikaisiais kintamojo x laipsnio
rodikliais:

1 35 1 5 x?
T =x4, T; =C§-—-x=—x, Ty =C§ T
24 8 8 256
-2
Ats.: x4, 3&, x_‘
8 256
7. Remsimés polinomine formule
!
(x) +x9 +x3)" = | n, ) xlklxéfzxé%_
kl +k2 +k3 =n kl kz k3
Taikydami ja laipsniui (1 +x% -y )1000 , gausime:

(=13 -1000! (2ka+3k3

(X +x3 +x3)" =
gLy !

k1 +kp +k3=1000

Laipsni x7 pagal $ig formulg gausime tik tada, kai &y =983,

2ky +3ky =17 (Cia ky ir ks yra neneigiami sveikieji skaiciai).

Aisku, kad yra galimos tik tokios k, ir k3 poros: ky =7, k3 =1;

ky=4, k3=3; ky =1, k3 =5. Tod¢l turésime tokia koeficiento
prie x17 iSraitka:

~ 1000 1000! 1000!
98317011 98314!31 983115

Analogiskai nagrinédami laipsnio (1-— X2+ )1000

skleidinj,
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gausime tokia koeficiento prie x!7 iSraiska:
___1ooo! N 1000t 1000!
983! 7111 98314131 9831 1! 5!
Aisku, kad Sis skaiCius yra didesnis uz pirmojo skleidinio

koeficienta prie X7

Ats.: skleidinio (1—x2+x3 )1000 koeficientas prie x!7 yra

2 )1000 17

—x3 skleidinio koeficienta prie x ' .

didesnis uz (1+x

8. Pagal polinoming formule
!
n n. kl k2 k3
X|+Xxy+x3)" = E —x; ' x5%x
(22 +x3) klhylhy! 17230
k1+k2+k3=n
gausime:

10 ko
1 2] 10! k(lJ (2)(c3
2——+x = S L N e N e
[ X k1+k2§€3=10k1!k2!k3! X
4ky—k
ky k 4k3—ky
_— (-D™ 2% 100

| | |
k1+k2+k3=10 kl.kzhk?’.

Aisku, kad kintamojo x neturés tie démenys, kuriuose
4k3 —ky =0; ¢ia ky, ky ir k3 yra neneigiami sveikieji skaiciai,
tenkinantys salyga k| +k, + k3 =10. Galimi Sie skaiciy ky, ky ir
k5 trejetai: (0; 8; 2), (55 4; 1), (10; 0; 0).

Vadinasi, yra trys skleidinio nariai, neturintys kintamojo x:

-n¥-2%.100 10!

= — =45,
0! 8! 2! 81 2!
—D*.25 .10 10!
(D*-2%-100_32-100 0
S14 541
—19.210 40
D2 10 _H10 _ygpy,
101 0! 0!

Ats.: 45,40 320 ir 1024.
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9. Taikydami polinoming formulg
n_ n! ky ky ks
(X +xy +x3)" = Z —k!k!k!xl X5° X537,
kl +k2 +k3=}’l 1 2 3
gauname:
(+x2 +x>)20 = Z o (x2 y‘z (xsy(3 =
kyV kol ks
k1+k2+k3=20 1 2 3
20' 'x2k2 +5k3
ke ke ks

ky+ky +k3=20
Maziausia laipsnio rodiklio (2k, +5k3) reikSmé yra lygi
nuliui (kai k; =20, k) =k3=0), o didziausia — lygi Simtui (kai
ky=ky =0, k3=20). Nagrinédami reiSkini (2k, +5k3),
isitikiname, kad formuléje nebus nariy su §iais kintamojo x laipsnio
rodikliais: 1, 3, 93, 96, 98, 99. Taigi turésime 101-6=095
daugianario (gauto sutraukus panaSiuosius narius) démenis su
skirtingais kintamojo x laipsniais.
Ats.: 95.

10. Niutono binomo skleidinio visy binominiy koeficienty suma yra

lygi 2" (pagal 1 savybe), o pagal 3 savybe lyginése vietose esanciy
nariy binominiy koeficienty suma yra lygi nelyginése vietose
esanc¢iy nariy binominiy koeficienty sumai; todél

2" =2.2048=4096 = n=12.

12
Niutono binomo (i/; +%J skleidinio narius pazymékime
X
Th11, £=0,1,2,...,12. Skai¢iuodami gausime:
1 k _— 24-5k
k - k
T =Cr2 (ﬁj (%/;) =Cpp-x ©

24 -5k

Laipsnio rodiklis

, k=0,1,2,..,12, yra sveikasis skaicius

tik su k € {0; 6; 12} . Taigi skleidinyje yra trys nariai su sveikaisiais
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x laipsniais:
T = Cipx™ =%,
T _C6 -1 _ -1
7 =0C12X =924x ,
Ti3 = Ci7x * =x7°.
Ats.: x4, 924x_1, x°.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kadangi V2-1= , tai spreskime lygti

1
2+l
(ﬁ+l)x+;=2\/§.

(-

Pazyméje ¢ = (\/5 + l)x , gauname:

t+%=2\/§ s 22244120 = (=211

\/5 +1
arba ¢ = \/5 +1.
Vadinasi

(ﬁ+1)x =2 -1 arba (ﬁ+1)xzﬁ+1.

Pirmuoju atveju gauname x =—1, o antruoju gauname x =1.
Ats.: £1.

2. I8 pradziy raskime lygties apibrézimo sritj:

{4“ 2V 15, - {2*/;‘2 >1,

= x>4.
x>0 x>0

Turédami mintyje, kad x >4, pertvarkykime sprendziama lygti:

1g(4_1 oV —lj—lg10=1g£\/2\/;_2 + ZJ—lg4,
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=2 ove2 4

1 ~1 ,
ST & 4
V-2 Va2

10 4
2Vx _ao10y2V 2 400,
Jx-2

2 10.2 2 _24-0,

I

2 1022 —24-0,
Jx

2 502 _o4-0.

2

Pazyméje Z=Tx, gauname lygti z? —5z-24=0, turinCia
du sprendinius: 8 ir —3, pastarasis netinka, nes z>0. Toliau
Jx

sprendziame lygti 27 =8 ir gauname x =36.
Ats.: 36.

. leskosime lygties nattiraliyjy sprendiniy:

2% 427 +27=2336 = 27 -(1+2y_x +22_x)=2336 =
2" ~(1+2y‘x +2H)= 2°.73 =

= x=5 ir 14277 +25% =73,

Spresdami antraja lygti, gauname:
2V 425 =72 = 2773 42770 =72 =

2731427 )=23 9 = yos=3ir 1427V =9 =

= y=8ir z=11.

Taigi, x=5, y=8, z=11.

Ats.: (5; 8; 11).
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e o 1 1.
4. Skai¢iuodami skirtuma tarp + ir 2, gauname:
logom logsm

! + ! —2=log,2+log,5-2=
logom logsm

=log,10-2>1log (m)> —2=2-2=0.
1

+ >2.
logom logsm

Vadinasi,

5. Nelygybé logx2+ - (x +1)<1 yra ekvivalenti nelygybei

2
logx2+3x (x+1)< logx2+3x (x”~ +3x),
todeél

x“+3x>1, 2
O0<x” +3x<1,
1) Jx+1>0, arba 2)

P x+1>x% +3x.
x+1<x“+3x,

IS pirmosios sistemos gauname x € (\/_ —1;+ ), 0 i$ antrosios

—xe[O;\/l_32_3}.Taig,xe( \/_ SJ (\/_ 1+oo)
Ats..‘xe( \/_2 3J (\/_ 1+oo)

6. Pazymékime z =5"; tada turésime lygti
22 —(a-4)z-2a* +10a-12=0.
Jos diskriminantas yra
D=(a-4)*-4-(-2a*> +10a-12) =
=a’ —8a+16+8a> —40a + 48 =9a> — 484 + 64 = (3a - 8)?,
todél lygties sprendiniai tokie:
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~a—4-3a+8 4-2a

Z1 2—61,
2 2
-4 -8 4a-12
Zz:a +3a-8 4a P
2 2

Vadinasi, 5 =2 —a arba 5" =24 6.

Pirmoji lygtis neturi sprendiniy, kai @¢>2, o antroji — kai
a <3. Taigi, ae[2;3].

Ats.: 2<a<3.

7. Pagal logaritmo apibrézimg x>0, y>0, x=#1, y=1. Pakeitg

antrojo logaritmo pagrinda, gausime: SN

=2 =

log, x+
8y log,, x

logf,x—Zlogyx+1=O.:>
= (1ogyx—l)2:O = x=y.

Taigi, y=x, x>0, x#1.
Ats.: y=x, x>0, x#1.

1 pav.

8. 1)Kai a#1, gauname:
1

log,(c+b)  log,(c—b)
_log,(c—b)+log,(c+b)  log,((c—b)c+b))
~ log,(c+b)-log,(c—b) log,(c+b)-log,(c—b)

log.ypa+log. pa=

=log, a’ log.,pa-log._pa=2log..,a-log._pa.
2)Kai a =1, lygybé¢ akivaizdi.
. lgx
9. Pritaikg formulg log, x = aa’ gauname:
ga

logz 2-logy 3-logs 4-...-10g109:1g—2-£-1g—4'...-1g—9=lg2.
g3 1g4 1g5 Ig10
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1

10. Pastebéje, kad 3/3..3/3 =33", gauname:
%/_/

n karty
1

logs logs Y3/..3/3 =logs logs| 33" |= log , Ln =-logy 3" =-n.
3

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Visos tiesés, einancios per taSka O ir kertanCios ties¢ a, yra
plokstumoje o, einanCioje per taska O ir ties¢ a (1 pav.). Jei
plokStuma o kerta ties¢ b taske A, o tiesé b

OA néra lygiagreti su tiese a, tai tiesé OA4 —
ieSkomoji. Bet jei plokStuma o lygiagreti _
su tiese b, arba ties¢ b su plokStuma a A\

kertasi taske A4 taip, kad tiesés OA ir a
lygiagreCios, tai  uzdavinio  salyga
tenkinanciy tiesiy néra.

Ats.: nevisada.

1 pav.

2. Kadangi tiesés AB ir A'B' kertasi, tai jos yra vienoje plok§tumoje
B. Kadangi tiesés AA' ir BB', einanlios plokStumoje J3,
nelygiagrecios, tai jos kertasi
taske S (2 pav.). Analogiskai
parodome, kad ir tiesés AA’
bei cc’ yra  vienoje
plokstumoje B’, o ties¢ CC’
kerta tiese AA' taSke T.
Kadangi ties¢ A4’  yra
plok$tumoje B, o ties¢ CC'
kerta tiese AA' taske T, tai
taSke T tieseCC'  kerta
plokstuma (. Kadangi tiesé
BB' yra plok§tumoje B, o
tiesés CC' ir BB' kertasi, tai ju sankirtos taskas yra ir tieséje CC',

2 pav.
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ir plokstumoje B, t.y. tiesés CC' ir BB' kertasi taske 7. Taigi
taSkas 7 yra ir tieséje AA', ir tieséje BB’ t.y. jis sutampa su tasku
S, kuris priklauso tieséms 44', BB' ir CC'.

. Sakykime, kad plok§tumoje o yra trys nelygiagrecios tiesés /;, [, ir
[, , sudarancios vienodus kampus su tiese / (3 pav.). Pagal 2 pavyzdi
tiesé / statmena vieno i§ kampy tarp tiesiy /, ir /, pusiaukampinei n
ir vieno i§ kampy tarp tiesiy /, ir /; pusiaukampinei m. Tieses m ir

n susikerta, nes jos yra trikampio kampy (ar jo priekampiy) pusiau-
kampinés. Tuomet pagal 7 teorema tiesé / statmena plokStumai o.

/ P
K
M
C
B
A D
3 pav. 4 pav.

Sakykime, kad trikampis 4ADP yra plok§tumoje o (4 pav.). Kadangi

tiesés AD ir BC lygiagrecios, o ties¢ AD yra plokStumoje a, tai
tiesés BC lygiagreti su plokStuma o (9 teorema). PlokStuma f3,
einanti per taSkus B, C ir K pagal 9 teorema lygiagreti su tiese AD.
Pagal 3 pavyzdj plokStumy o ir B sankirtos ties¢ MK yra lygiagreti
ir su tiese BC, ir su tiese AD. Kadangi taskas K yra atkarpos PD
vidurio taSkas, o MK]|4D, tai atkarpa MK yra trikampio APD
vidurio linija ir MK =%AD = BC. Taigi keturkampio BCKM
priesingos krastinés BC ir MK lygios ir lygiagrecios, t.y. $is
keturkampis lygiagretainis ir jo istrizainés KB ir MC susikerta ir
sankirtos taske dalijasi pusiau.
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5. Kadangi kubo sieny istrizainés CB; ir DA; yra lygiagrecios, tai
kampas KCB; yra lygus ieSkomajam kampui (5 pav.). Pagal

kosinusy teorema trikampiui KCB; turime

KC? + CB} - KB}

cos ZKCB; = SKC.CB
|
Kadangi
2
KC = 1%[3 s , CB; =~2, KB, =+|KD? + D\B}f =
2 D
1 , ! C
V(g b -3 i 1
|
A 1 B
d o N
cosZKCB = = . \
2@& J10 i
2 o C
Ats.: arccosL. A a B

J10

6. Pastebékime, kad tiesés 4B ir CD yra lygiagre€ios su dvisienio kampo
briauna a (6 pav.). Tikrai, jei tiesés AB ir a kirstysi, tai ties¢ AB kirsty
antraja dvisienio kampo sieng taske, nepriklausanciame tiesei CD, todél
tiesés AB ir CD biity prasilenkiancios (5 teorema). Nuleiskime i$ tasko 4
statmenj AM | tiese a, o i$ tasko
M i8kelkime statmeni MN |
tiese a, NeCD. Pagal
salyga AM =8, MN =6,5,

A
B
Z AMN =60°. Kadangi tiesé M

a
MN yra tiesés AN ortogonalioji W
projekcija plokstumoje, kuriai - D
priklauso  tiesé CD ir
MN 1L CD, tai pagal trijy
statmeny teorema AN 1L CD. 6 pav.

Taigi AN yra tiesiu AB ir CD bendras statmuo ir jo ilgis lygus
ieSkomajam atstumui. I§ trikampio AMN randame

5 pav.
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AN? = AM? + MN? —24M - MN - cos 60° =¥.

217

Ats.: .
2

7. Sakykime, kad ABCDA,B|C,D; — duotasis kubas, BD; — jo istri-
zainé, AA; — su ja prasilenkianti kubo briauna (7 pav.). Kadangi
tiesés A4 ir BB, lygiagrecios, tai plokStuma o, einanti per taskus B,
D, D; ir By, eina per ties¢ BD; ir yra lygiagreti su tiese A4
(9 teorema). Nuleiskime statmeni 4O i tiesg¢ BD. Kadangi ABCD —

(04
D,
C
| 1 4
|
|
4, | B B
|
|
|
|
0
|
Do | 457, b
A = © B a
7 pav. 8 pav.

NG

kvadratas, kurio krastiné lygi a, tai 40 = aT. Bet atkarpa AO yra

bendrasis tiesés A4, ir plokStumos o statmuo, todél jos ilgis lygus
ieSkomajam atstumui.

Ats.:

a2
5

8. Sakykime, kad plokStumy o ir B sudaromo dvisienio kampo briauna
— tiesé a, o tiesé [ yra plokStumoje o ir kerta tieseg a taske 4 (8 pav.).
Sakykime, kad taskas B yra tieséje / ir atstumas AB lygus a. Jei
taskas B; yra tasko B ortogonalioji projekcija plokStumoje B, o
taskas O — tasko B ortogonalioji projekcija tieséje a, tai OB L a.
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BB; 1L 4By, ir pagal trijy statmeny teorema OB; L a. I§ staciyjy
trikampiy BAB), AOB, ir OB|B randame:
BB, BB,

sin £ BABy ==~ . BB, = OBsin £/ BOB,
a

OB =asin ZBAO .

Taigi

BB; =asin ZBOB; -sin L BAO
ir sin Z BAB| =sin ZBOB; -sin ZBAO .
Kadangi kampas BOB, yra dvisienio kampo tarp plokStumy o ir
tiesinis kampas, tai kampo BAB; sinusas didziausias tada, kai
didziausia reikSmg igyja kampo BAO sinusas, t.y. kai
ZBAO =90°, kas ir reiké&jo jrodyti.

9. Pazymékime o plokStuma, einancia per ties¢ CD ir lygiagreCia su
tiese AB (9 pav.).
Sakykime, kad taskai E

A" ir B’ yra tasky 4 ir B

ortogonaliosios projekcijos B
plokStumoje o, akivaizdu,

kad tasko E ortogonalioji A’
projekcija yra taskas F.

Kadangi AB||a, tai C

AA'=BB' = EF =413 B’
Keturkampis A4BB'A" yra 9 pav.
staciakampis, todél

A'B' = AB=2+/5. Kadangi tatkas F yra atkarpy A'B’' ir CD
vidurio taskas, tai keturkampis A'DB'C yra lygiagretainis, kurio
istrizainiy ilgiai A'B'=2+5, CD=2y7, o kampas tarp ju

35 .
arccos—— . Tuomet pagal kosinusy teorema

B'D? = AC* = FD? + FB'?> —2FD-FB'-cos (arccoslgosj -
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10.

=7+5—2-\/7-\/§-1£05=5,

CB'? = A'D* = FD? + FB'?> —2FD-FB'-cos [180" - arccos—fos] -

=7+5+2-\/7-\/§-%=19.

I§ staciyjy trikampiy CA'4 ir CB'B randame:
AC? = A'C? + 44'* =5+13 =18,
CB? =CB"* + BB =19+13=32
I8 trikampio ABC gauname
2 2 2
coséACBzAC +CB” —AB 18+32-20 _é

24C-CB 2.418-432 8

Ats.: arccos% .

Kadangi taskas M yra vienodai
nutolgs nuo trikampio virSiiniy, tai
jo ortogonalioji projekcija trikampio
ABC plokstumoje o yra trikampio B
izambinés 4B vidurio taskas O (10

pav.). Nubrézkime trikampio ABC

vidurio linija  OKJ|4C, tai 0) K

OK 1 BC, ir pagal trijy statmeny

teorema MK 1 BC. Taigi kampas y C

OKM yra dvisienio kampo tarp
uzdavinio salygoje nurodyty
plokStumy tiesinis kampas. I§ trikampio OKM randame OM =

10 pav.

a

—OK gL OKM = 2.3 =9Y3
2 2

a3

=

Ats.:
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ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. IS pradziy patyrinékime sandauga cos2a. - cos 2 :
cos2a - cos2B = (cos2 o —sin? oc)(cos2 B- sin? B)=
=((cosa + sin a)(cosP + sin B))((cos o — sin a)(cos f — sin B)) =
=((cosa.cosP + sinasinP) + (sinacosP +
+sinfcosa))-((cosacosP+sinasinf)—
—(sinacosP+sinffcosa)) =
(cos(a —B) + sin(a + B))(cos(a — B) — sin(a + PB)) =
= cos2(0c -B) —sinz(a +B).
Remdamiesi gautaja formule (tapatybe), turésime:
sin? (a+p)+ sinz(oc —B)+cos2a-cos2PB =
=sin’ (o + B) + sinZ (o — B) + cos> (o — B) — sin (v + B) =

=sin®(a—P)+cos? (0. —P) =1.

2. Taikydami dvigubo argumento kosinuso formulg bei kitas Zinomas
tapatybes, gauname:

5+3cosdx 5+3(cos2 2x—sin22x) B 2+6¢0s 2x B

8 8 8
2 . 2 2
_1+3cos”2x  sin”2x+4cos” 2x
4 4
.2 . 2
sin” 2x sin” 2x .
=2 =T icos?2x= +(coszx—sm2 x)2 =
sin? 2x 4 2 2 4
= 2 +(cos” x—2sin” x-cos” x+sin" x) =
sin? 2x
= + (sin? x + cos® x)(sin* x + cos* x) — 2sin? x cos? x =
sin? 2x 2 4 4 2
= 2 +(sin“ xcos™ x +sin” xcos” x)+

+ (cos6 x +sin® x)— 2sin? x-cos’ x =
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B sin? 2x 2 2

+sin” xcos” x (sin2 X+ cos> x)+ (cos6

x +sin® x)—

> sin? 2x 6

—2sin® x-cos® x = + (cos x+sin6x)—sin2x‘coszx=

6 sin? 2x 6

sin? 2x . 6
= x)— =cos x+sin” x.

6
= +(Ccos
YR

X +sin
. x 3n .
. IS salygos 2m<x<3m gauname salyga m< 5 < - Vadinasi,

x
cos— e€(-1;0).
5 (-1 0)

Pertvarkykime cosx :

COSX = COS 2-1 =cos2£—sin2£=2coszi—l.
2 2 2
Todél cosx=l<:>2cos2£—1=l<:>coszi:g.
3 2 3
. X . X 2
Kadangi cos—<0, tai cos—=—,[—.
2 3
2
Ats.: — . |—.
3

. Skirtumg (cos3x —cos5x) pakeiskime sandauga 2sinxsin4x.

Tada vietoj cos3x =cosS5x turésime lygti 2sinxsin4x=0. Jos
sprendiniy aibg sudaro lygciy sinx=0 ir sin4x=0 sprendiniy
aibiy sajunga. Lygties sinx=0 sprendiniy aib¢ sudaro realieji
skaiCiai x=nm, neZ, o lygties sindx=0 - realieji skaiciai

xzk—n, keZ. Aibé {x:x=nm, ne’l} yra  aibés

{x:x:%, keZ} poaibis, todél Siu aibiy sajunga yra aibé
{x:xz%, keZ}.

Ats.: H, keZ.
4
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5. Zinome, kad —1<sindx<l, 0<|sin5x|<1; todel lygybe
sin4x + |sin 5x| =2 jmanoma tik tada, kai sin4x=1 ir |sin 5x| =1.
Turime i$spresti trigonometriniy lygéiy sistema

sindx =1,
{|Sil’l 5x| =1.

Pirmosios lygties sprendiniy aib¢ sudaro taskai x = £+%, keZ,

. o T MR
o antrosios —taskai x=—+—, meZ.
10 5
Ieskant Siy aibiy sankirtos (sistemos sprendiniy aibés), reikia
rasti tokias sveikuju skaiCiy & ir m poras, su kuriomis galioty lygybé
n kn_ m mm

8§ 2 10 5
IS ¢ia gauname toki sarysi tarp & ir m:
20k=8m -1, keZ, meZ.
Taciau lygtis 20k =8m—1 neturi sveikyju sprendiniy (20k yra
lyginis skaiéius, o (8m —1) — nelyginis skaiéius, kai ke€Z ir
meZ).
Ats.: lygtis sprendiniy neturi.

6. Lygybé sin6x-cos8x =1 yra galima tik dviem atvejais:
a) sin6bx=1 ir cos8x=1;
b) sin6x=-1 ir cos8x=-1.
Pirmuoju atveju gauname:

. x:£+ﬁ,kez,
sin6x =1, 12 3

- -
cos8x=1 m

x=——,meZ
4

n o mm
N 12 3 4 N
xzan;keZ,meZ

b
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_ 3(m+1)

k 1, m+1=4n,

= = mn =

x=m—n;keZ,meZ sz;neZ

b
= x=—Z+nn, ner.

Antraji atveji nagrinéjame analogiskai:

. x=—£+ﬁ,kez,
sin6x =-1, 12 3

= =
cos8x=-1 T MmN

X=—+——,meZ
8
T kn m mn
——t—=—t—, 8k=6m+5,
N 12 3 8 4 N T mn o

T MR xX=—+—1 keZ meZ
x=§+T;keZ,meZ 8

i
Ats.: —Z+nn, neZ.

7. sin* x+cos* x = (sin2 x—cos’ x)2 +2sin? x-cos® x =

sin2 2x 1+ cosZ 2x
2
su visais realiaisiais skaiciais x.

= cos2 2x+

>1
2

. Pertvarkykime kairiaja nelygybés pusg:
2sin® x—3cosx—1=
=21 — cos? x)—3cosx—1=1 —2c0s” x—3cosx.
Turésime i$spresti kvadrating nelygybe
2cos® x+3cosx—1<0. Gausime:

—3+\/ﬁ
4 b
3+\/ﬁJ
4

+2nm<x < (275 —arccos

—1<cosx<

arccos +2nm, nel.

3+\/ﬁ
4
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Ats.:

arccos ﬁ +2nm; [27‘[3 —arccos ﬁ] + ZnR} , nel.

9. Pagal dvigubo argumento formule

2 2

c0s2x =cos? x—sin® x =1 —2sin X;
todél spreskime ekvivalencia nelygybe

2

1-2sin“ x>sinx:

. ) . . ) 1
1—2sm2x25mx = 251n2x+smx—1S0 = —ISsmxSE =
n T
—?+2nnﬁx£g+2nn, ne”.

Ats.: —7—n+2nn; E+2nrc , nel.
6 6

10. I$spreskime nelygybiy sistema:

2si 3 2tga 3
sin2oc22, %Z—, %2—,
sin“a+cos“ o D l+tgca 5 N
tgo < — tea < — <
g0=3 ga=3 tgoc_3
2t 3 —3-3tg2
i(;_gzo’ 10tgo—3 23tg OLZO’
_, Jl+tgta N 5(1+tg°a) -
1 1
tgo < — <
g 3 tgoc_3
2 1
3tg“a—10tga+3 <0, gﬁtgagl
= 1 = = tga=—
tgasg tgo < —
Tada sin2a=2t—goztzi. Toliau sprendziame lygcéiuy
l+tg7a

sistema:
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. 3 . .
281H(X-COSOL:§, cosa =3sina, cosa =3sina,
. = .2 3 =19.9 1 =
sina 1 6sin” o =— sin” o =—
=5 5 1
cosa 3

cosa=3sinaq,

=19 V10
smo=t——.
10
Ats.: iﬂ.
10

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4

25 0: 1)U (1;2) - g +kn 343 cm
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ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios
temos:

I KNYGA

1. J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

I.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

III. R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo
metodai.

IV. A.Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

II KNYGA

I. I Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

II. E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

III. B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. I. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VIIL. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIIL. A. Juozapaviéius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

IIT KNYGA

1.  E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

II. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriai.

V. 1. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.



IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
II. P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

III. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VIL. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.

V KNYGA

I.  O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

I. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

III. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIIL R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

1. A. Bakstys. Finansy matematika.

II. E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

III. B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VIL. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIIL. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.



VII KNYGA

I.  E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo pozymiai.

II. E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

III. J. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

IV. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

V. L. Maliaukieng, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formuleé.
VL. J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

VIIL. A. Apynis. Aibés, taikymo uzdaviniai.

VIIL. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.
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