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PRATARME

Sioje devintojoje Lietuvos jaunyju matematiky mokyklos knygeléje
»Jaunajam matematikui“ yra pateikta 2006-2008 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir ju
sprendimai.

Knygelés turinj sudaro $ios temos: Dirichlé principas (A. Urbonas),
neapibréztyju koeficienty metodas (A. Apynis), sumavimas (A. Apynis),
logaritminés lygtys ir nelygybés (E. Tuménaité), geometrijos uzdaviniy
sprendimo analiziniai metodai (E. Mazétis), pilnosios tikimybés formulé
(E. Stankus, J. Sinkiinas), vektoriai erdvéje (E. Mazétis), progresijos
(E. Stankus, J. Sinkiinas). Skaitytojas taip pat ras 2006 mety stojamaja
uzduoti ir jos sprendima bei 2008 mety baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Kad biity lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra idétas ankstesniy astuoneriy
LIMM mokslo mety temy sgrasas.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams, redaktorei Joanai
Pribusauskaitei ir kolegei Kristinai Lyndienei uz nuosirdy darba leidziant
knygelg.

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)
. ISspregskite lygciy sistema
x+xy+xy2 =26,
xzy +x2y2 +xzy3 =156.

. Apskaiciuokite reiskini
1 1 1
+ -
I+x+xy 1+y+yz l14+z+2zx

, jel xyz=1.

. Raskite keturis skaiCius, kuriuos sudedant poromis yra gaunamos
SesSios sumos: 1,2, 5,6, 9 ir 10.

. Raskite visus nattraliuosius skaicius, kurie yra 13 karty didesni uz
savo skaitmeny suma.

. Raskite lygties xy —3x -5y =0 sveikuosius sprendinius.

. Du realieji teigiami skaiiai « ir b tenkina nelygybe
ab > 2006a + 2007b. Irodykite, kad a + b > (/2006 ++/2007 )2.

. Matematikos olimpiadoje dalyvavo po lygiai berniuky ir mergaiciuy.
Zinoma, kad % dalyviy i$sprendé ne maziau kaip po 2 uzdavinius,

nugalétojy diplomus gavo maziau kaip 25% iSsprendusiy du ir
daugiau uzdaviniy, tarp nugalétoju buvo 40% mergaiciy. Koks
galéjo biiti maziausias olimpiados dalyviy skaicius?



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

Veiksmas & tarp realiyjy skaiciy a ir b apibréziamas formule:
a ®b=max{2a; a+b}. Isspreskite lygti x®3=5® x.

Pavyzdziui, max{3,5; x/ﬁ} =3,5.
Veiksmo ® pavyzdziai:
5®2=max{2-5;5+2}=10; (-2)®5=max{2-(-2);—2+5}=3.

Trikampio ABC kampas B yra statusis, o BD yra jo aukstiné. [
trikampius ADB ir BDC ibrézty apskritimy spinduliai atitinkamai
lygts 2,25 cm ir 3 cm. Raskite { trikampi ABC ibrézto apskritimo
spindulj.

Ledo gabalas yra staciakampio gretasienio formos. Ar $is ledo
gabalas gali aptirpti taip, kad iSlikty staciakampio gretasienio
formos, o jo visas pavirSius ir tlris sumazéty perpus? Atsakyma
pagriskite.



I. DIRICHLE PRINCIPAS

Algimantas Urbonas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Sprendziant matematikos uzdavinius (ypa¢ rengiantis konkursams
bei olimpiadoms) ne visada pakanka programiniy mokyklinés
matematikos Ziniy. Labai pravercia ir kiti uzdaviniy sprendimo metodai
— Dirichlé principas, krastinio elemento principas, invarianty metodas,
matematiné indukcija, geometriniy viety metodas. Lietuvos jaunyju
matematiky mokyklos programose $iems metodams skiriamas nemazas
démesys. Teorinés medziagos ir taikymo pavyzdziy galima rasti 2001—
2006 metais Danicliaus leidykloje iSleistose LIMM knygelése ,,Jaunajam
matematikui®.

Siame straipsnelyje suformuluosime Dirichlé principa, i$spresime
keleta uzdaviniy ir pateiksime uzduoti LJIMM klausytojams.

Dirichlé principas. Jeigu (nk +1) saldainj sudétume i k£ déZuciy, tai
bent vienoje dézutéje biity ne maziau kaip (#+1) saldainis.

Dar paprasciau $is principas formuluojamas, kai n=1: jeigu (k+1)
saldaini sudétume i k£ dézuciy, tai bent vienoje dézutéje biity ne maziau
kaip 2 saldainiai.

Dirichlé principas irodomas prieStaros metodu. Nagrinédami
bendraji atveji, tarkime, kad né vienoje dézutéje néra (n+1) saldainio.
Tada net ir tuo atveju, jei visose k dézutése biity po n saldainiy, i§ viso
biity tik nk saldainiy. Taciau yra (nk +1) saldainis (!). Gautoji prieStara
ir jrodo principo teisinguma.

Matome, kad Dirichlé principas yra formuluojamas gana paprastai ir
lengvai suvokiamas. Taciau konkreCiuose uzdaviniuose ne visada
paprasta surasti ,,saldainius‘ ir sudélioti juos i ,,dézutes*.

ISnagrinékime kelis Dirichlé principo taikymo pavyzdzius.

1 pavyzdys. Kvadrate su krastine, lygia 1, yra pazymétas 51 taskas.

Irodykime, kad skrituliuku, kurio spindulys %, galima uzdengti ne

maziau kaip tris pazymétus taskus.
Sprendimas. Tiesémis, lygiagre¢iomis su krastinémis, suskaidykime
kvadrata i 25 vienodus kvadratélius. Ju krastiniy ilgiai yra 0,2. Pagal



DIRICHLE PRINCIPAS

Dirichlé principa (,,saldainiai ¢ia yra pazymétieji taskai, o ,,déZutés® —
25 kvadratéliai) bent viename kvadratélyje bus ne maziau kaip
3 pazymeti taskai. Apie kiekvieng kvadratéli apibrézkime apskritima. Jo

spindulys yra mazesnis uz 7 (patikrinkite!); todél kvadratélj, taigi ir

bent 3 taskus, galima uzdengti skrituliuku, kurio spindulys l

2 pavyzdys. Lygiakrasc¢io trikampio su krastine, lygia 2, viduje yra
5 taSkai. [rodykime, kad tarp ju yra nors du taskai, tarp kuriy atstumas
mazesnis uz 1.

Sprendimas. Nubrézg visas tris trikampio vidurines linijas, gauname
keturis lygius lygiakrascius trikampius, kuriy krastinés lygios 1. Pagal
Dirichlé principa bent viename trikampyje bus du taskai. Aisku, kad
atstumas tarp juy yra mazesnis uz 1.

3 pavyzdys. Staciakampio, kurio matmenys yra 3x4, viduje pazy-
méti 6 taskai. [rodykime, kad i$ ju yra bent du taskai, tarp kuriy atstumas
maZesnis uz /5 .

Sprendimas. StaCiakampi padalykime { 5
dalis, kaip parodyta 1 paveiksle. Pagal Dirichlé
principa bent vienoje dalyje bus maziausiai du
taskai. [vertinkime atstuma tarp ty tasky. Saky-
kime, kad stac¢iakampio dalyje ABCDE yra du
taskai. Atstumas tarp ju, aisku, yra maZesnis uz
AC=AD=CE = \/g . Toki pat rezultata
gautume ir kitose sta¢iakampio dalyse.

4 pavyzdys. I3kilojo astuonkampio viduje yra pazymétas taskas P.
Per kiekviena $io aStuonkampio vir§ing ir taska P nubréZta tiesé.
Irodykime, kad yra daugiakampio krastiné, kurios nekerta né viena i$ Siy
tiesiy.

Pastaba. Siame uzdavinyje turima mintyje, kad tiesé kerta
daugiakampio krastine, jeigu ji eina per vidinj Sios krastinés taska.

Sprendimas. Nagrinékime du atvejus.

1) Taskas P néra aStuonkampio 4 A4..Ag (Zr. 2 pav.) istrizainés

1 pav.

taSkas. Nubrézkime jstrizaing A;As. Abiejose jos pusése yra po



I TEMA

4 krastines. Tegu P yra daugiakampio A4, A3A4As viduje. Tada tieses
PA] 5 PA8 . PA7 , PA6 5 PAS negali kirsti kraétiniq Al Ag 5 A8A7 5 A7A6 5
AgAs . Jas galéty kirsti tik tiesés PA,, PAsy ir PA,4. Taliau tiesiy yra

trys, o kraStiniy — keturios. Pagal Dirichlé principa bent viena krastiné
néra kertama.

A As
A,
Al A
=
A B
“ A 5
A4 Ag
2 pav. 3 pav.

2) Taskas P yra istrizainés AB taskas (zr. 3 pav.). Tada tiesés PA ir
PB sutampa ir nekerta daugiakampio krastiniy. Lieka 6 tiesés, kurios gali
kirsti tik 6 krastines i$ 8.

5 pavyzdys. Yra 12 skirtingy natiiraliyju skaiciy. Irodykime, kad
tarp ju yra nors du skai¢iai, kuriy skirtumas dalijasi i$ 11.

Sprendimas. Dalijant bet koki skaiCiy i§ 11, galima gauti tokias
liekanas: 0, 1, 2, 3, ..., 9, 10 (11 liekanu). Pagal Dirichlé principa
(,,saldainiai“ ¢ia yra skaidiai, o ,,dézutés — lickanos) tarp dvylikos
natiiraliyjy skai¢iy yra bent du, kuriy dalybos i§ 11 liekanos vienodos.
Todél siy skaiciy skirtumas dalijasi i$ 11.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Irodykite, kad kiekvienoje astuoniy asmeny grupéje yra bent du
asmenys, turintys Sioje grupéje po vienoda draugy skaiciy.

2. Sodininkas trijy rasiy obuolius sudéjo i 25 dézes. Kiekvienoje

dézéje yra tik vienos rusies obuoliai. [rodykite, kad yra bent 9 dézés
su tos pacios rusies obuoliais.

10



DIRICHLE PRINCIPAS

10.

[rodykite, kad tarp skai¢iy 2", n=1,2,3, ..., galima rasti bent du
skaiius, kuriy skirtumas dalijasi i§ 2007.

Irodykite, kad tarp bet kuriu deSimties nattiraliyjy skaiciy galima
rasti bent vieng skaiciy, daly i§ 10, arba kelis skaicius, kuriy suma
dalijasi i§ 10.

Kvadrato formos sklypelyje, kurio krastiné yra 1 metras, pasétos 76

agurky séklos. [rodykite, kad bent keturios séklos yra pasétos
kvadratélyje, kurio krastiné lygi 20 cm.

Kvadrato, kurio krastiné lygi 1, viduje yra 5 taskai. [rodykite, kad i$

v o . ..o 1
Siy tasky yra bent du taskai, tarp kuriy atstumas mazesnis uz — .

NG

Staciakampio, kurio matmenys yra 4x5, viduje pazyméti 6 taskai.
Irodykite, kad i$ ju yra bent du taskai, tarp kuriy atstumas mazesnis

uz\/ﬁ.

Skaiciai 2,3,4,5,6,7,8,9,10 yra suskirstyti | tris grupes.
Irodykite, kad nors vienos i§ Siy grupiy skaiiy sandauga yra
didesné uz 159.

Iskilojo dvylikakampio viduje yra taskas P. Per kiekviena virsiing ir
taska P nubrézta tiesé. [rodykite, kad yra bent viena daugiakampio
krastiné, kurios nekerta né viena iS $iy tiesiy.

Iskilajame deSimtkampyje nubréztos visos istrizainés. Raskite
maziausia taSky, kuriuos reikia pazyméti deSimtkampio viduje,
skai¢iy, kad kiekvieno trikampio, kurio visos virSiinés yra
desimtkampio vir§iinés, viduje blity bent po viena taska. Kaip tuos
taskus reikia iSdéstyti?
77
3
(

)
/Z

)

Q

L

b,
L7
&N



II. NEAPIBREZTUJU KOEFICIENTU METODAS

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

1. Daugianariy skaidymas dauginamaisiais. Tegu P(x) yra n-0jo

laipsnio daugianaris:
P(x)=x"+ an_lx"_l + an_zxn_2 +..tax+ag.

Jei x( bty Sio daugianario Saknis (galioty lygybé P(xy)=0), tai ji

bty galima iSskaidyti tokia sandauga:
P(x) = (x=x0)O(x) ;
¢ia QO(x) yra (n—1) -ojo laipsnio daugianaris:
O(x)=x"1 b, 5x" 2 by 3x" .+ bx+by.

Toliau bty galima tyrinéti galimybe iSskaidyti dauginamaisiais

daugianar] Q(x) ir gauti iSraiska
O(x) = (x = x)S(x),

kurioje x; buty daugianario Q(x) Saknis (kai Q(x)=0), o S(x) —
(n—2) -ojo laipsnio daugianaris.

Tada turétume toki P(x) skaidini:

P(x) = (x = x0)(x = x1)S(x) ;

Sia S(x) = X"+ ¢, 3x" . ox .

Atkreipkime démesi, kad ne visi daugianariai turi (realiyju) Saknu.
Cia pakanka prisiminti kad ir kvadratinj trinarj X2 px+q; jis neturi
(realiyjy) Sakny, kai diskriminantas D = p2 —4g yra neigiamas
skaiCius. Tokio trinario negalima iSskaidyti dauginamaisiais (x—a) ir
(x—b), kuriuose a ir b — kurie nors realieji skaiciai.

Aukstesnio laipsnio lygciuy

X"+ an_lxn_1 + an_zxn_2 +..+ax+ay=0, n=3,

sprendimas ~ gerokai  palengvéja, kai  pavyksta  daugianari
P(x)=x" + an_lxn_1 + an_zxn_z +..+ax+ay iSskaidyti Zemesnio
laipsnio daugianariy, tarkime,

12



NEAPIBREZTUJU KOEFICIENTU METODAS

B(x) = x" + by X" by, x4+ hx+ by
ir

B(x)= g ck_lxk_l + ck_zxk_2 +..+x+c
sandauga B(x)-B(x);cia m,keNir m+k=n.

Susipazinkime su vienu daugianario skaidymo dauginamaisiais
buidu — vadinamuoju neapibréZztyju koeficienty metodu. Sio metodo
teorinis pamatas yra teiginys apie to paties laipsnio daugianariy,
sakykime,

P(x) = a,x" + an_lxn_1 + an_zxn_2 +..+ax+ay (a, #0)
ir
O(x) = byx" + b, 1x" b, ox" 2+ .. +bx+by (b, #0)
tapatuma: daugianariai P(x) ir (Q(x) yra tapatis (raSoma
P(x)=0(x)) tada ir tik tada, kai jy atitinkami koeficientai yra lygiis,
Lty a, :bn’ a,_1 =bn_1, — ap =b1, agp =b0.
Sio teiginio irodymo ¢ia nepateiksime.
1 pavyzdys. Daugianari
P(x)=x" +3x% +4x+4

iSskaidykime dauginamaisiais (x —a) ir (x2 +px+q); Claa, pir g —
realieji skaiciai.

Sprendimas. leSkokime realiyju skaiCiy a, p ir ¢, su kuriais galioja
lygybé

x3+3x2+4x+4=(x—a)(x2+px+q). (1)
Sudauging dvinarij su trinariu, turésime lygybe
X2 43x% +ax+4=x1 +(p—a)x2 +(g—ap)x—aq,
kuri galioja su visais realiaisiais skaicCiais x tik tada, kai
p—a=3, g—ap =4, ag=-4.
Taigi reikia iSspresti lygciy sistema

p— a=3
q—ap =4, (2
aq = —4.

13



II TEMA

I antra lygti jraSykime ¢g=-— (i§ treCios lygties) ir (atlikg
a

veiksmus) gausime lygti
a’ p+da+4=0.
Toliau ja tvarkykime taip:
(a+2) +(@’p-a*)=0 = (@+2)> +a* - (p-1)=0.
Si lygtis turi sprendini: a=-2, p=1 (kity sprendiniu net
neieskokime!). Tada g = 2. Trejetas a =—-2, p=1, g =2 tenkina (2)
sistema. Gauname tokj daugianario P(x) skaidini:

X 43x% +dx+4= (x+2)(x2 +x+2).

2 pavyzdys. Raskime realiuvosius skaiCius b, ¢, p ir ¢, su kuriais

lygybé
) 2
X +l=x"+bx+c)(x"+ px+q)

galioja, kai x — bet kuris realusis skaicius.

Sprendimas. Sudauginkime kvadratinius trinarius ir (atlikg
veiksmus) nagrinékime tapatybg

xPr1=at +(b+p)x3 +(bp+c+q)x2 +(cp+bg)x + cq.
Ji galioja tik tada, kai
b+p=0, bp+c+q=0, cp+bg=0 ir cq =1.

. 1
I8 8iy salygu gauname: p =-b, g =—; be to,
c

1
—b2+c+l=0, b =c+-,
{bp+c+q=0, c c
= =
cp+bq=0 —bc+2=0 b[c—lij.
c c
Matome, kad ¢>0 (i pirmos lygties); tada b#0 ir todél
c—l=0.
c

Vadinasi, ¢ =1, b2 = 2, b= +4/2. Belicka apskaiciuoti p ir ¢:
p= 1\5, q=1.
Gauname tokj skaidinj: 1= (x2 +42x+ 1)(x2 FA2x+ .

14



NEAPIBREZTUJU KOEFICIENTU METODAS

2. Trupmeniniy racionaliyjy reiSkiniy skaidymas paprasciau-
siomis trupmenomis. Nagrinésime trupmeninius racionaliuosius reis-
kinius

P(x)
9
O(x)

kuriuose skaitiklio daugianario P(x) laipsnis yra mazesnis uz vardiklio

daugianario Q(x) laipsni. Pavyzdziui, tokius:
5x% +2x+3 2x+11 5x% ~3x+4
(x+ D)2 +3x+8) (x=2)x+3)x2+1) > +3x2 +4x+4)
Taikant neapibréztyju koeficienty metoda Sias racionaliasias
trupmenas (trupmeninius racionaliuosius reiskinius) galima iSskaidyti

tokio pavidalo paprasciausiomis trupmenomis:
A Mx+ N

9 2 b
X—a x"+px+q

¢ia A, M, N bei a, p, q — realieji skaiciai, o x>+ px + g — nei$skaidomas
trinaris (jo diskriminantas D yra neigiamas).
3 pavyzdys. Raskime realiuosius skaiius 4, M ir N, su kuriais
galioja tapatybé
5x2 +2x+3 A4 MxtN

(x+ D)2 +3x+8) ¥+l x243x48

Sprendimas. Aisku, kad §i tapatybé galios tik tada, kai su visais
realiaisiais skaiCiais x # —1, galios tapatybé
5x% +2x+3 = A(x? +3x +8) + (Mx + N)(x +1),
kuri yra ekvivalenti Siai:
5x% +2x+3 = (A+M)x> +(BA+M + N)x + (84 + N).
Toliau sprendziame lygciy sistema

A+ M =5,
3A+M + N =2,
84 +N=3

ir gauname vieninteli sprendini: 4=1, M =4, N =-5. Taigi

15



II TEMA

5x% +2x+3 1 N 4x -5
(x+D)(x>+3x+8) x+1 3% +3x+8
Susipazinkime su trupmeninio racionaliojo reiSkinio %
X

skaidymo paprastosiomis trupmenomis atveju, kai vardiklio daugianaris
Q(x) turi kartotiniy Sakny. Tegu, pavyzdziui,

2
Ox)=(x-D"(x=2).
Siuo atveju daugikli (x—l)2 atitiks ne viena paprastoji trupmena
A - . 4 4
——, o dvieju paprastyjy trupmeny suma | ——+—=—|. Na, 0
x—1 x—1 (x—1)2
daugikli (x—2) daugianario Q(x) skaidinyje atitiks paprastoji trupmena
. . P

. Todél skaidydami +x)
x—2 (x=D"(x-2)
turétume ieSkoti koeficienty 4;, 4, ir B, su kuriais galioty tokia

paprastosiomis trupmenomis,

tapatybé:

P(x) Al A2 B
3 = + 5+ .
(x-D7(x=2) x-1 (x-p° x-2
Analogiskai elgiamasi ir tada, kai daugianario Q(x) Saknies
kartotinumas yra didesnis uz 2. Tegu S§is daugianaris turi k-to
kartotinumo Saknj x=a. Tada Q(x) = (x—a)k -Q1(x); cia Qj(x) yra

atitinkamo laipsnio daugianaris, k > 2. Tada reiskinio (x)

skaidinyje
X

daugikli (x—a)k atitiks  tokia  paprastyju trupmeny suma:
A A A
L 2 +...+—kk.
(x—a)

Panasiai elgiamasi ir tada, kai Q(x) skaidinyje nei$skaidomo

* 2
X—a (x-a)

kvadratinio trinario (x2 + px+gq) arba (ax2 +bx+c¢) laipsnis

aukstesnis uZ vieneta. Tegu, pavyzdziui, O(x)=(x> +x+2)% -0, (x),
k>2.
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P

(x)

Tada reiskinio skaidinyje daugikli (x? + x +2)* atitiks tokia
paprastyjuy trupmeny suma:
M1x+N1+ M2X+N2 R MkX+Nk

Cax+2 (Pax+2? P rx+2)f

IS§samiau su racionaliyjy reisSkiniy (sveikyjy ir trupmeniniy)
skaidymu galima susipazinti pastudijavus matematikams skirtus
vadovelius bei kitas knygas. Cia apsiribosime vien pavyzdziais.

4 pavyzdys. I$skaidykime paprastosiomis trupmenomis racionalyji
reiskinj
ox? +11x° +2x% —4x -3
X (x+ 1)2 '

Sprendimas. Matome, kad vardiklio daugianaris x°(x +1)% turi dvi
Saknis: x =0 ir x=-1. Pirmosios Saknies kartotinumas yra trys, o
antrosios — du. Todél pasirinkta trupmenini racionalyji reiskini
skaidysime taip:

oxt 1 +2x% —4x-3 4 A4 43 B B,
3 5 =— Sttt 5
x(x+1) x  xt x> x+l (x+1)

Subendravardiklinkime deSiniaja puse¢ ir toliau nagrinékime tokia
lygybe:

ox* 4116 +2x% —4x -3 =

= (A + B)x* + (24 + Ay + B + By)x° + (A + 24y + 43)x° +

+(Ay +243)x+ A43.
Kad ji galioty su visais realiaisiais skaiciais x, koeficientai A;, 4,

Ay ir By, B, turi tenkinti Sig lygciy sistema:

4 + By =9,
241+ 4 + B, + B, =11,
A +24y) + 45 =2,
Ay + 245 =4,
A3 =-3.
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Sia sistema visai nesunku i§spresti. Gauname:
A=-3, =2, 4 =1, Bj=8, B, =-1.

Taigi

oxt 4113 +2x%—4x-3 1 2 3 8 1
St ST It T e
x x* x> x+l (x+1)

X (x+ 1)2
5 pavyzdys. Trupmenini racionalyji reiskini
20t + 37 +7x% +3x+3
(x+ (% +1)?
i§skaidykime paprastyjy trupmeny suma.
Sprendimas. Taikydami neapibréztyju koeficienty metoda, ieSko-
kime galimybés turima racionalyji reisSkinj uzrasyti tokia formule:
2t 43+ 70 +3x 43 ! JrM1x+N1 JrM2x+N2
(x +D)(x% +1)? x+1 241 2+
Kai x # -1, §i lygybé yra ekvivalenti lygybei

v+ 7% +3x 43 =
= (A+M)x* +(My + NDx> + QA+ M, + My + N)x? +
+ (M +My+ N +Ny)x+(A+N;+Ny).
Ji yra teisinga su visais realiaisiais skaiCiais x tik tada, kai 4, M|, M,,
N; ir N, tenkina $ig lygciy sistema:
A+ M, =
M, + N =1,
2+ M +MH,+N; =7,
M{+My+ Ny +Ny =3,
A + N+ N, =3.

Ji turi vienintelj sprendini:
A=2, M =0, My =2, Ny=1, N, =0.

Vadinasi, racionalyji reiskini
2+ + 702 +3x 43

(x+1)(x? +1)?
galima i$skaidyti paprastosiomis trupmenomis vieninteliu biidu:
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244474303 2 1 %
(x+D(x2 +1)° x+1 241 (2+)?

3. Daugianariy skaidymas ir racionaliyjy lygéiy sprendi-
mas. Atkreipkime démesi i tai, kad daugianariy skaidymas daugina-
maisiais (zemesnio laipsnio daugianariais) yra vienas i§ racionaliyjy
lyg€iy sprendimo biidy. Tas biidas yra visiskai natiiralus, nes n-0jo
laipsnio daugianario

P(x)=x"+ an_lxn_1 + an_zxn_2 +.tax+ag
skaidinio
P(x) = A(x)- P(x)-...- B (x)

kiekvieno daugianario P;(x), i=1, 2, ..., k, Saknys kartu yra ir daugia-
nario P(x) Saknys; taigi racionaliosios lygties P(x) = 0 sprendiniai.

Kita vertus, taikant neapibréztuyjy koeficienty metoda daugianariui
P(x) skaidyti reikia iSspresti tam tikra lygéiy sistema. Taciau reiskiant
vienus nezinomus dydzius kitais galima gauti racionaliaja lygti, kurios
laipsnis aukstesnis uz du. Pailiustruosime tai konkreCiu pavyzdziu.
Pabandykime i$skaidyti trecCio laipsnio daugianarj

P(x) =x -x>—x-2

dvinario (x—a) ir kvadratinio trinario (x2 + px+¢q) sandauga.
Tapatybg
3 2 _ 2
x’—=x"=x-2=(x—-a)(x"+ px+q)
gausime tik tada, kai koeficientai a, p ir ¢ tenkins $ig lygCiy sistema
(tarpiniy skai¢iavimy ¢ia nepateikiame):

p—a=-1 3)
q—ap =-1, 4
aq =2. 5)

Aisku, kad a # 0 (tai matyti i§ (5) lygties). Todél Siuo dydziu
galima iSreiksti kitus du koeficientus, p ir g. I§ (5) lygties gauname

2 . . N .
g=—, 18 (3) gauname p=a—1. O tada (jraS¢ p ir ¢ iSraiSkas i (4))
a
turésime trecio laipsnio (dydzio a atzvilgiu) racionaliaja lygti

a-a’-a-2=0. (6)
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Matome, kad Sios lygties kairioji pusé sutampa su skaidomuoju
daugianariu P(x), kai a =x. Taigi pakliuvome i savotiska uzburtaji
ratg.

Kaip elgtis toliau? Pirmiausia deréty iSbandyti kitokia (3)—(5) lygciu
sistemos analizés schema (taip daryta pirmajame pavyzdyje!), kuri
nevesty iki kubinés lygties sprendimo. Taciau tai néra visiSkai paprasta.
Zinoma, yra viena situacija lengvinanti aplinkybé — pakanka rasti viena
koeficienty a, p ir g reikSmiy, tenkinanciy (3)—(5) sistema, rinkinji, o ne
visa sistemos sprendiniy aibg. Todél galétume taikyti vadinamaji
,wbandymy ir klaidy* metoda. Pasirinke, pavyzdziui, ¢ =1, iS (5) lygties
gautume a = 2; tada i§ (4) lygties gautume vienintelg p reikSme¢ p =1.
Trejetas a =2, p=1, g =1 tenkina ir sistemos (3) lygti, todél yra Sios
sistemos sprendinys. Taigi turime toki daugianario P(x) skaidini:

x3—x2—x—2:(x—2)(x2+x+1) (7

Atviras lieka tik skaidinio vienaties klausimas. Gvildendami ji,
turétume atlikti i§samia (3)—(5) sistemos analizg ir irodyti, kad §i sistema
daugiau sprendiniy neturi (Sios problemos ¢ia nenagrinésime).

Yra ir kita iSeitis — ieSkoti kubinés lygties a@-a’-a-2=0
sveikuyjy sprendiniy.

Pateiksime (be irodymo) tokia daugianario su sveikaisiais
koeficientais savybe:

Jeigu daugianario

P(x)=x"+ an_lx”_l + an_zxn_2 +..+ax+ag
visi koeficientai yra sveikieji skaiciai, tai kiekviena sveikoji daugianario
Saknis (lygties P(x) =0 sprendinys) yra laisvojo nario a daliklis.

Siame teiginyje laisvasis narys @ taip pat laikomas daugianario
koeficientu.

Remdamiesi Siuo teiginiu, galime tvirtinti, kad (6) lygtis gali turéti
ne daugiau kaip keturis sveikuosius sprendinius. Tikrindami aibés
{-1; 1, =2; 2} skaicius, isitikiname, kad lygti tenkina tik skaicius a =2.
Tada lengvai randame ir kitus skaidinio koeficientus: p=1, g=1.

20



NEAPIBREZTUJU KOEFICIENTU METODAS

ANTROJI UZDUOTIS
ISskaidykite kiek jmanoma mazesnio laipsnio dauginamaisiais Siuos
daugianarius:
1. P(x)=x(x-1)%-2;
2. O(x)=x*+4x?+3;
3. Rx)=x*+x?+1.
4. [rodykite, kad daugianaris
P(x) =xt 12 4557 +4x+4
yra kurio nors kvadratinio trinario kvadratas ir raskite ta kvadratini
trinarj.
5. ISskaidykite paprasCiausiomis trupmenomis S$iuos trupmeninius
racionaliuosius reiskinius:
x> —15x+8
5.1. —2,
(x+7)(x"+5)
3x2 —3x-1
S
(x=2)"(x"+1)
X2+ 7x+1
5.3. 3 : .
X +3x"+2x+6
6. Raskite kvadratinio trinario (x2 +bx+c) koeficienty b ir ¢
reikSmes, su  kuriomis S$is  trinaris yra  daugianario
P(x) = 2x° +3x% — 7x — 4 daliklis.
7. Raskite daugianario

P(x) =xt +m +8x% +nx+7
koeficienty m ir n reik§mes, su kuriomis kvadratinis trinaris
(x* +3x+7) yra P(x) daliklis.
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8. Skaidydami daugianari
P(x)= Ao x-2
nustatykite, kiek (realiyju) sprendiniy ~ turi

x*+x3 —x% + x—2=0. Raskite &iuos sprendinius.

Y .:: 2
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IT1. SUMAVIMAS

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

1. Nataraliyjy skaifiy laipsniy sumavimas. IS pradziy
susipazinkime su pirmyjy » natiiraliyjy skai¢iy 1,2,3,..,n-2,n—1,n
suma. Pazymékime ja §;. Skaic¢iy S;, aiSku, galima rasti tiesiogiai
sumuojant. Taciau toks sumavimas ir ilgas, ir nuobodus. Jau seniai turbiit
pastebéjote, kad

l+n=2+n-1)=3+n-2)=...=k+(n—(k-1)) = ...
Pasinaudojus $ia nattraliyju skai¢iy savybe, nesunku isvesti visiskai
paprasta formule sumai
S1=14+2+3+..+(n-2)+(n—D+n
skaiCiuoti. ISvedimas toks:
2851=014+2+43+...+(n-2)+(n-D+n)+
+(n+(n-D+(n-2)+..+3+2+1) =
=(1+n)+Q2+(n-1D))+3+(n-2)+...+
+(n-2)+3)+(n-D+2)+(n+1)=n(n+1);
tada
_n(n+1)
v B 2 v
Sia formulg galima i$vesti ir kitaip. Zinome, kad
(a+b)* =a’ +2ab+b>.

Tegu b =1, o0 a ,perbéga“ visas natiiraligsias reikSmes nuo 1 iki #.

Skaiciavimo rezultatus raSykime stulpeliu:
A+1)? =12 +2-1+1,
Q+1)2=22+2-2+1,

G+1)2 =32 +2.3+1,

S (1)

(m=-D+D)2=n-1)>+2-(n-1)+1,
n+D?=n>+2-n+l.

Si stulpeli galima uzradyti ir taip:
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22 =12 42141,
32=2242.2+1,
42 =32 4+2.3+1,
n?=n-12+2-(n-1)+1,
n+)2=n*+2-n+1.
Sudékime visas stulpelio lygybes ir gausime:
22432 44% 4 1+n? +(n+1)2 =
=12+22+32+...+(n—l)2+n2+251+n’
(n+1)% =1+28,+n,
28 =(n+1)? = (n+1),
_(n+Dn

2
Sis désningumas yra ne toks akivaizdus kaip pirmasis. Vis délto jis

yra gerokai ,,perspektyvesnis®, nes analogiSkai taikant laipsniu (k +1)°,

S

(k+1)4 , (k+1)5 ,.. formules, su k=1,2, 3,..,n galima iSvesti
formules sumoms

ShH =12 422432+ +n2,
Sy=13+23 4334+ a3,
Sy =14+24+34+...+n4,
T
Pradékime nuo sumos S, formulés iSvedimo. Sudékime visas
lygybes
(k+17° = k> +3k> +3k+1, k=1,2,3,..,n.

Gausime: 2> +33+4% + .. +#° +(n +1)3 =

=P+ 43+ -+ + 307 422 +3% 4+ (n=D% 0P+
+30+24+3+...+(n=-D+n)+n,
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(n+1)° =1+38, +3S, +n,
()P -t

Sy = 3 Si,
(n+2)n+Dn nn+1) nr+1D)2n+1)
%2 = 3 2 6 '

Taigi
2 _n(n+1)2n+1)

S2=12+22+32+...+n 6

(2)

Baziné (atraminé) formulé sumai

S3 =P +23 433+ 40
skai¢iuoti yra binomo (a + b)4 formulé
(a+b)* =a* +4a’b + 6a°b* + 4ab> + b*.
Sudéje visas lygybes
k+D*=k* + 4k +6k* + 4k +1, k=1,2,..,n,
ir atlikg veiksmus (sifilome tai padaryti savarankiskai), gautume lygybe,
siejanc¢ia S35 su Sy ir Sp:
(n+ 1) =1+48;+6S, +4S; +n.

I§ Cia, pasinaudojg jau iSvestomis (1) ir (2) formulémis, gauname

tokia formule nattiraliyjy skaiciy kuby sumai skaiciuoti:
2 2
S3=13+23+33+...+n3=%‘ (3)

Sitlytume LIJMM klausytojui savarankiSkai iSvesti formules
sumoms Sy, S5, ... skaiCiuoti.

2. Racionaliyjy trupmeny sumavimas. Yra jvairiy budy suma-
vimo formuléms iSvesti, taciau $i karta apsiribokime uzdaviniais, kuriuos
sprendziant galima labai veiksmingai taikyti neapibréztyjuy koeficienty
metoda (LJIMM 20062008 m. m. programos 2 tema).

1 pavyzdys. Apskaic¢iuokime suma
1 1 1 1 1

+...+ + .
1.2 2.3 3.4 (n=Dn n(n+1)
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Sprendimas. Kiekviena §ios sumos démeni galima uzraSyti formule
1

k(k+1)’

k=1,2,3,..,n—1,n Taikydami neapibréztyju koeficienty

metoda, trupmena lengvai iSskaidytume paprastosiomis

k(k+1)
trupmenomis ir gautume
1 1 1
k(k+1) k k+1

Skaiciuojama suma pazymékime S, o kiekviena trupmena Kk )
+

k=1,2,3,..,n—1,n, pakeiskime paprastyju trupmeny skirtumu
1 1 .
————; gausime:
k k+1

1) (452

- 1 n
n+l n+l
1 1 1 1 1 n
Ats.: ——+——+——+...+ + = :
1-2 2.3 3. (n=-Dn nn+1) n+l

2 pavyzdys. ISveskime formulg sumai
1 N 1 1 1 1

= + +...+ +
1-2-:3 2-3-4 3.4.5 (n=Dnn+1) nn+1)(n+2)
skaidiuoti.

Sprendimas. Sios sumos démenys yra racionaliosios trupmenos
1
k(k+1)(k+2)’
Isskaidykime jas paprastosiomis trupmenomis taikydami neapi-
bréztujuy koeficienty metoda. Tegu
1 A
k(k+1D)(k+2) &k

k=123, .., n

C
k+2°

B
+—t
k
Tada
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1=A(k+1)(k+2)+ Bk(k+2)+ Ck(k+1),

1:(A+B+C)k2 +(BA+2B+CO)k+24.
Si lygybé galioja su visais natiiraliaisiais skai¢iais k tik tada, kai
koeficientai A4, B ir C tenkina lyg¢iy sistema

A+B+C=0,
34+2B+C=0,
24 =1.
Ji turi vienintelj sprendinj: 4 = %, B=-1,C= % . Vadinasi,
! Y N N S
k(k+1D)(k+2) 2\k k+1 k+2

Todél

1 2 1 1 2 1 1 2 1
S=—||l-—=+=|+|=—=+—|+|=——+—|+...+
2 2 3 2 3 4 3 45

( 1 2 1 j (1 2 1 j n(n+3)
+ —=+ +|—- + = .
n-1 n n+l n n+l n+2 4(n+1)(n+2)

- n(n+3)
4+ )(n+2)

3. Kiti skai¢iy sumavimo biidai. Yra daug uzdaviniy, kuriems
i8spresti nereikia specialiy formuliy bei Ziniy, o pakanka tik ,,ka nors
pastebéti®,

3 pavyzdys. Apskai¢iuokime suma
S=1-142-2143-34+...+n-n!l;
Cia k!=1-2-3-..-k, k=1,2,3,....n.

Sprendimas. Sumuodami skaicius k-k!, k=1,2,3,...,n, atkreip-
kime démesj | natiiraliojo skaiCiaus faktorialo apibrézima. Pagal ji
(k+1)-k!'=(k+1)!, todél

k-kl=((k+1)=Dkl= (k+1)- k=K'= (k + 1)=k!, k=1,2,3,...n.

Remdamiesi Siais samprotavimais gauname:
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S=1-142-214+3-3+...+n-n!=
=Q2-)-1+@-1)-2+@-1)-3+..+(n+1)=1)-nl=
=Q2-1-1H)+@- 22+ (4-3-3)+ ...+ (n+1)-nl-n!) =
=Q2-M+@-2DH)+@-3)+...+(n+1)—n!)=
=—1I+(n+D)!=m+1)!-1.

Ats.: 1- 142 - 243 - 34+ n-nl=(n+1)-1.

4 pavyzdys. Apskai¢iuokite suma
S=1+2+2242% 1. 42"
Sprendimas. Suma S galima uzrasyti dvejopai:
S=(1+2+22+23 +..+2" 42"
ir
S=1+2(1+2+2%2+23 4. +2".

Pazymékime x=1+2+ 22423 42" i sudarykime lygti
x+2" =1+2x. Ji turi vieninteli sprendini: x=2"-1. Dabar jau
nebesunku apskaiciuoti ir suma S:

S=@"-N+2"=2.2"—1=2""_1,

Taigi

142422423+ 42" =2" 1,

4. Sumavimo formuliy pagrindimas matematinés indukcijos
metodu. Matematikoje yra daug teiginiy ir formuliy, susijusiy su
nattraliaisiais skai¢iais. Pavyzdziui:

e bet kuriy teigiamy skaiiu aq,aj,..,a, (n=2) aritmetinj

vidurkj
ay+a, +...+a
n
ir ju geometring vidurkj
G,=%ay-ay-...-a,

sieja nelygybé 4, 2G,,;

e su visais natiiraliaisiais skaiCiais #n, didesniais uz vieneta, galioja
lygybe
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1 2 n—1 1
..+ =1-—.
203 n! n!

Bet kuri toki teigini Zymékime 7(n), neN. Aisku, kad vieni
teiginiai yra teisingi su visais natlraliaisiais skaiCiais n (pavyzdziui,
»skai¢ius (37 +9) dalijasi i§ 3“), o kiti galioja tik su kai kuriais
natiraliaisiais skaiciais n (pavyzdziui, ,skaiCius (n2 +n+41) yra
pirminis*; kai n =41, gautume sudétini skai¢iy, nes
417 +41+41=41(41+1+1)=41-43).

Daugelio teiginiu 7'(n), n €N teisinguma su visais natiiraliaisiais
skaiCiais (arba su n>m , m — kuris nors natiralusis skaicius) galima
irodyti taikant matematinés indukcijos principq. Jis formuluojamas taip:
Jjei

1) teiginys T(1) yra teisingas
ir

2) is teiginio T(k), k eN, teisingumo isplaukia teiginio T (k +1)

teisingumas,
tai teiginys T(n) yra teisingas su visais natiraliaisiais skaiciais n.

5 pavyzdys. Taikydami matematinés indukcijos metoda, jrodykime,
kad su visais natiiraliaisiais skaiCiais #, didesniais uz vieneta, galioja
formulé

1 2 n—1 1

—+ =+ + =1-— @)
21 3 n! n!
Sprendimas. Nagrinéjamasias formules pazymeékime F,, F3, ...,
F,,.. (priklausomai nuo pasirinkto natiiraliojo skaifiaus n).

Pavyzdziui, formulé F, yra

o F, —tokia:
1 2 3 1
—+—+—=1-—.
21 34 4!
Simboliu7'(n) pazymékime teigini, kad formulé F,,,; yra teisinga;
n=1,23,..
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Turime jrodyti, kad teiginys 7(n), n €N, yra teisingas su visais
nattraliaisiais skaiciais n. Taikykime matemating indukcija.
Teiginys T'(1) (jis reiSkia, kad formulé F, galioja) yra teisingas,
nes
1 1 1 . 1 1

2 21 2 2 2
Tarkime, kad teiginys 7'(n) yra teisingas su kuriuo nors natiira-
livoju skai¢iumi n =k .
Taigi darome prielaida, kad formulé Fy; galioja, t. y.

i+£+...+ k =1- ! (5)
21 3 (k+1)! (k+1)!
Nagrinékime teigini 7' (k + 1) . Remdamiesi (5) prielaida, gausime:
1 2 k+1 1 2 k k+1
—+—+..+ =l —+—+..+ + =
21 3 (k+2) (2! 3! (k+1)!) (k+2)!

1 +k+1=_( 1 _k+1j_
(k+1! (k+2)! (k+1)! (k+2)!
:1_(k+2)—(k+1)=1_ 1 ‘
(k+2)! (k+2)!
Matome, kad formulé¢ Fj ., galioja (tarus, kad Fj ., galioja!).
Vadinasi, teiginys T7(k+1) yra teisingas (zinoma, kai 7(k) yra

teisingas).

Remdamiesi matematinés indukcijos principu, darome iSvada, kad
teiginys 7' (n), n €N, yra teisingas su visais natiiraliaisiais skaiciais n.
Kitaip sakant, (4) formulé¢ galioja su visais didesniais uz vieneta
natiiraliaisiais skaiciais.

ISsamiau su matematine indukcija galima susipazinti i§ {vairiy
matematikos knygy. MedZiagos §ia tema taip pat galima rasti LIMM
leidziamose  knygelése  ,Jaunajam  matematikui“  (R. KaSuba
,Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo metodai*“ (1 knyg.,
32-37 psl.), D. Jurgaitis ,,Matematinés indukcijos metodas* (2 knyg.,
50-56 psl.), A. Apynis ir E. Stankus ,,Indukcijos principas“ (7 knyg.,
29-35 psl.)).
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SUMAVIMAS

TRECIOJI UZDUOTIS

. Apskaiciuokite suma
ﬁ 12 422 12+22+32+ +12+22+32+...+1002
1 2 3 100 '

. Apskaiciuokite suma
[ SRR SR
221 321 41 992 1

. Apskaic¢iuokite suma

T+77+777T+...+ 77..7
—

10 skaitmeny

. I8veskite formule sumai

1 1 1
S, =—+ +..+
1-3 3.5 2n-1)-(4n+1)

apskaiciuoti.

. I8veskite formule sumai
1 1 1

S, =—+ +..+
1-5 59 (4n—3)-(4n+1)

apskaiciuoti.

. ISveskite formulg sumai
S, =12-2%2 432 4% 4 4+ (-1)"1n?
apskaiciuoti.

. I8veskite formulg sumai
7 8 9 n+6
+ + fob———————
1-3-4 2-4-5 3-5.6 n(n+2)(n+3)
apskaiciuoti.
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8. Taikydami matematinés indukcijos metoda jrodykite, kad su visais
natiiraliaisiais skaiciais n galioja Sios formulés:

81. 1-2:34+42-3:-4+3-4.-5+...+n(n+DH)(n+2)=
_n(n+1)(n+2)(n+3)
4 b

1> 22 32 n’ _n(n+1)

Lt + ot = ;
1.3 3.5 5.7 Qn-DQ2n+1) 22n+1)

8.2

8.3. 1-4+2-7+3-10+...+n(3n+1)=n(n+1)2.
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IV. LOGARITMINES LYGTYS IR NELYGYBES

Erika Tuménaitée

(Panevézio Juozo Bal¢ikonio gimnazija)

Si tema yra vidurinés mokyklos matematikos programos dalis, todél
priminsime tik svarbiausias savokas ir savybes, kuriy prireiks atlickant
uzduoti.

Logaritminemis lygtimis yra vadinamos tokios lygtys, kuriy nezino-
masis yra po logaritmo zenklu.

Sprendziant logaritmines lygtis labai pravercia logaritmo pagrindo
keitimo formulé

log. b
log, b= Ofc (a>0,a#1;b>0;c>0,c#1),
log.a
kurios atskirasis atvejis yra formulé
1
log, b= b=1).
logy, a

Neuzmirskite ir kity formuliy:
log.(ab) =log.a+log.b;

log,. (%) =log.a—log.b;
log,.(b™)=mlog.b;
log ,(b) = llogcb;

c n

log ; (b%) =log,b .
c
Siose formulése a >0, 5>0,¢>0,c#1;n =0,k #0.
Taip pat yra svarbils §ie teiginiai:

1. Logaritminé lygtis
log, f(x)=b
yra ekvivalenti lygciai

f(x)=a’;

¢iaa>0,a=l.
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IV TEMA

2. Logaritminé lygtis
1Oga(x) Sf(x)= 1Oga(x) g(x)
yra ekvivalenti sistemai
S (x)=g(x),
g(x)>0,
a(x)>0,
a(x)=1.
Logaritminémis  nelygybémis yra vadinamos tokios,
kintamasis yra po logaritmo Zzenklu.
Sprendziant nelygybes reikia atkreipti démesj i §i teiginij:
logaritminé nelygybé
1Oga(x) f(x)= 1Oga(x) g(x)
yra ekvivalenti nelygybiy sistemai
S(x)2g(x),
g(x)>0,
a(x)>1
arba nelygybiy sistemai
S (x)<g(x),
S/(x)>0,
O<a(x)<l1.
ISnagrinékime kelis pavyzdzius.
1 pavyzdys. ISspreskime logaritming lygti

log s (x3 —3x+ 1) =logps(x+1).
Sprendimas. Si lygtis yra ekvivalenti sistemai
x3 —3x+1=x+1,
x+1>0.
Spresdami ja gauname:
x3—4x=0, x(x—-2)(x+2)=0, xe{0;2; -2},
= =
x+1>0. x+1>0. x>-1
Ats.: 0; 2.
2 pavyzdys. ISspreskime lygti

34
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LOGARITMINES LYGTYS IR NELYGYBES

J2lg () =lg/x? .

Sprendimas. Zinome, kad Vx? =| x |. Dar turétume atkreipti démesi
1 lygties apibrézimo sritj (ja nusako nelygybés (—x)>0 ir lg(—x)>0).
Taigi lygtis yra ekvivalenti §iai sistemai:

21g(~x) =1g*(~x), {

21g(—x) =g (~x),
x<0.

lg(=x) 20,
x<0

Ja sprendziame taip:

{lg(—x) -(lg(—x)—-2) =0, - {lg(—x) =0arba lg(—x) =2,

j—l
x<0. x<0
= (x=-larba x =-100).
Ats.: —1;-100.
3 pavyzdys. ISspreskime lygti
logg x2 +log ¢ 64=2.
X

Sprendimas.
logy x? +log 664=2 = log, |x[+logy2=2 =

X
= Togy |x|+—— =2 = log} |x|-2log, |x|+1=0 =

log [ x|
= (logy |x|-1)> =0 = log, |x|-1=0 = log, |x|=1 =
= |xF2 = xe{-2;2}.
Ats.: =2; 2.
4 pavyzdys. [$spreskime lygéiy sistema
2 -logy y=2log, (x + y),
logz(x+y)+log2(x2 —xy+y2)=1.
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IV TEMA

Sprendimas.
2
logy (y(x+¥)7) =2,
3 3
logr(x” +y7) =1,
x+y>0,

2—log, y=2logy(x+y),
j—

logy (x + ) +logy (x? —xy + y?) =1,
y>0,

N ————

2

=

3

logy (»(x +¥)*) =2, y(x+y)? =
= =
x +y3 =2,

log, (x> + ) =1,

3 3

2 2 2
yx+nr =20 +pY), ) =202 —xp +y?),
- -
X X +y3=2,

+y° =2,

2
X X
{2x2 “3xy+y? =0, y{%—) —3—+1J=0,

x3 +y3 =2,
x>+ y3 =2,
izlarba_:l, y:x’ y:2x5
= qY y 2 = arba e
X = =
¥ +y° =2, N
3 3
Ats.: (1; 1), ﬁ; 2 \/E
3 3
5 pavyzdys. I$spreskime nelygybe
2logy x —log, 16 < 2.
Sprendimas.
2logy, x—log, 16 <2 = 2log, x — <2 =
log, x

2log3 x —2log, x — 4 c0 o 2(log, x +1)(logy x - 2) co o
log, x log, x
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LOGARITMINES LYGTYS IR NELYGYBES

_ {(log2 x+ Dllogy x-2)>0, {(logz x+ D(logy x-2) <0, _

log, x<0 logr x>0

- —-1<l1 <2,
- {log2 x < —larbalog, x > 2, arba { 0gy X -

log, x <0 logy x>0

= logy x<—1 arba O<logyx<2 =

= 0<x<% arba 1< x<4.
1
Ats.. xe[O; EJU(1;4).

6 pavyzdys. Pavaizduokime (staciakampéje Dekarto koordinaciy
plokstumoje) nelygybiu sistemos

2,..2
3V <81,

1
logp sy 2 logy ——
2—x

sprendiniy aibe.
Sprendimas. Pirmosios nelygybés sprendiniy aibg pazymékime Sy,
antrosios — S5, sistemos sprendiniy aibg S. IS pirmosios nelygybés

gauname x? er2 <4.
IS antrosios nelygybés, suvienoding pagrindus, gausime:
y<2-x, xX+y<2,
loggs y 2logps5(2-x) = {y co. & {y -0,
Taigi pirmosios nelygybés sprendiniy aibé yra
S)={(r;y):x” +y® <4},
o0 antrosios — aibé
SH,={(x;y):x+y<2,y>0}.
Siy aibiy bendroji dalis (sankirta) yra nelygybiu sistemos sprendiniy
aibe S.
Aibés Sy geometrinis vaizdas yra skritulys, kurio centras yra (0; 0),
o spindulys lygus 2 (zr. 1 pav.). Aibés S, geometrinis vaizdas yra
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IV TEMA

kampas ABC, t. y. plokStumos dalis tarp tiesiy x+y=2 ir y =0 (zZr.
2 pav.). Sio kampo krastiné 4B pazyméta punktyrine linija, nes ji aibei
S5 nepriklauso. Aibé S yra pavaizduota 3 paveiksle.

Z

1 pav. 2 pav.

KETVIRTOJI UZDUOTIS
1. Isspreskite lygti 1g3(0,25x2) = 81g (0,5x).

2. Isspreskite lygti

299

l1+log, 2+log, 4+1log, 8+...+1log, =2log, x .

3. Isspreskite lygti
jlogy3  logzx o

4. ISspreskite lygti

e T SR

xrl-1 Jx+l+l

5. ISspreskite lygciy sistema
{mgxy (2 =y =1,
log,, (x - »)=0.
6. Kokio ilgio intervala wuzpildo nelygybés log,(x+2)>2
sprendiniai?
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LOGARITMINES LYGTYS IR NELYGYBES

10.

1-logy x

I$spreskite nelygybe < % .

1+ log2 x
ISspreskite nelygybe f(x) < 2,4, kai

log, % -log, 4x

S =

log, 2x
Irodykite, kad lygtis log ) X= 6 — x turi vienintelj sprendini.

Raskite figliros, kuria Dekarto koordinadiy plokstumoje xOy
apibrézia nelygybiy sistema

2.2
25 <16,

lgy2log, Y

plota.

A4
O

N'Z)
QR
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V. GEOMETRIJOS UZDAVINIU SPRENDIMO
ANALIZINIAI METODAI

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Geometrijos uzdaviniu sprendima daznai palengvina tinkamas
koordinatiniy (arba analiziniy) metody taikymas. Atlikdami §ig uzduoti,
susipazinsite ne tik su sta¢iakampe Dekarto koordinacdiy sistema, bet ir
su kitomis plokstumos koordinaciy sistemomis.

Plokstumos koordinaciy sistemos gali biiti apibréziamos jvairiais
budais. Nustatyti koordinaciy sistema — tai nurodyti tokia taisykle, pagal
kuria bet kuriam plokStumos taskui M vienareikSmiskai priskiriama
realiyjy skai¢iy pora (x; y) — taSko M koordinatés.

Matematikos pamokose susipazinote su stac¢iakampe Dekarto
koordinaciy sistema, taip pavadinta Zymaus pranclizy matematiko ir
filosofo Rene Dekarto (René Deckartes, 1596-1650) garbei. Stacia-
kampé Dekarto koordinaCiy sistema yra atskiras plok§tumos afiniyjy
koordinaciy sistemy atvejis.

Plok§tumos afinigja koordinaciy sistema arba afiniuoju reperiu
vadiname plokStumos tasky, nepriklausan€iy vienai tiesei, trejeta
(O; Eqy; Ey). Taskas O vadinamas koordinaciy sistemos pradzios tasku,

tieses OF; ir OF, vadinamos koordinaciy asimis (abscisiy ir ordinaciy

- - - -
aSimis), o vektoriai e; = OE| ir e, = OF, vadinami $ios koordinaciy

sistemos  baziniais vektoriais (1 pav.). ISsiaiskinsime, kaip Sioje
koordinaciy sistemoje nustatomos tasko M koordinatés. Per taska M
bréziame tieses m; ir m,, lygiagreCias atitinkamai su koordinaciy
aSimis OE, ir OE; (2 pav.). Sakykime, kad tiesés OF; ir my susikerta
taSke M, o tiesés OFE, ir m, — taSke M,. Kadangi taSkai O, E| ir

- -

M yra vienoje ties¢je, tai vektoriai OF; ir OM yra kolineariis; todel
- -

egzistuoja skaiCius x, su kuriuvo OM; = xe;. AnalogiSkai vektoriai

- -
OE, ir OM, kolinearts, todél egzistuoja skaiCius y, su kuriuo
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GEOMETRINIU UZDAVINIU SPRENDIMO ANALIZINIAI METODAI

- -
OM, =ye,. Pagal vektoriy sudéties lygiagretainio taisykle

- -

- - - -
OM =OM{+0OM, , tod¢l OM = xe;+ ye, . SkaiCiai (x;y) yra tasko
M koordinatés koordinaciy sistemoje (O; Eq; E,). Akivaizdu, kad
0(0;0), E{(1;0), E,(0;1). Taskas N yra abscisiy aSyje, todél jo
koordinatés yra (x;0), o taskas P yra ordinacCiy asyje, todél jo
koordinatés yra (0; y) .

2
By %)
o g M
T T L
1 pav. 2 pav.

Sakykime, kad A(xq; y1) ir B(x,; y5) — du skirtingi plok§tumos

taskai. Pagal koordinaciy apibrézima
- - - - - -
0A=X1€1+y1€2, OBZXZ€1+)/2€2

(zr. 3 pav.). Kadangi
- - - - -

AB =0B—0A4 = (x5 —x1)e;+(yy —y1)es

tai vektoriaus A_;? koordinatés koordinaciy sistemoje (O; E; E,) yra
skai¢iy pora {x, —x1, ¥ —¥1}.

Pastebékime, kad kai tiesés OF; ir OE, yra statmenos, o atstumai
OE{ ir OE, lygis 1, gauname staciakampg Dekarto koordinaciy

sistema (4 pav.), su kuria susipazinote matematikos pamokose. Dekarto
- -
koordinaciy sistemos baziniai vektoriai OF; ir OE, paprastai Zymimi

- —
I 1 j.
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4 B
" 5
J
o & o} 751
3 pav. 4 pav.

- - -
Sakykime, kad a =/e;+me, — nenulinis vektorius, A(xq; yy) —

plokstumos taskas. Tuomet per taska A eina vienintel¢ tieseé /, lygiagreti

%
su vektoriumi a (5 pav.). Taskas M (x; y)

yra tieséje / tada ir tik tada, kai vektoriai
- -

AM ir a kolinearls, t.y. kai yra toks
skai¢ius ¢, su kuriuo teisinga lygybé
- -

_)
AM =ta . Kadangi AM{x—xq;y—yp},

5 pav.

Z{l;m},tai x—xg=It, y—yo=mt,arba

X=xg+Ilt, y=yy+mt (1)
Sios dvi lygtys yra vadinamos tiesés / parametrinémis lygtimis (¢ yra
parametras). Kiekvieno tiesés / tasko M koordinates (x;y) atitinka
vienintelé parametro ¢ reikSmé, o bet kuriai realiajai parametro ¢ reikSmei
i§ (1) lygciy randamos ja atitinkancio vienintelio tiesés / taSko
koordinatés (x; y).

Jei [#0 ir m=0, tai i§ (1) lygéiy gauname lygti
X—Xo _Y—XYo
I m
=-1, C =lyy —mx(, gauname bendraja tiesés / lygti

Ax+By+C=0. (2)
Jei A(xy;y1) ir B(xp;y,) — du skirtingi taskai, tai vektorius
A_%{x2 —X1; ¥ — ¥} yra kolinearus su tiese AB; todél pagal (1) tiesés

, atba mx—Ily+Ilyg —mxy=0. Pazymejeg A=m,

B
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AB parametrinés lygtys yra x =x; +(xp —x1)t, y=y1+ (¥ —y))t.
Jei xq = x5, tai i§ Siy lyg€iy gauname tieses, lygiagreCios su ordinaciy
aSimi (6a pav.), lygti x = xy. Ordinaciy aSies lygtis yra x =0.

[ VY=Y
X=X
1) 1)
ENE 7"
a) b)
6 pav.

Jei y| = y,, tai gauname tiesés, lygiagrecios su abscisiy aSimi (6b pav.),
lygti vy = y;. Abscisiy aSies lygtis yra y =0.

Kai x; # x, ir y1 # y,, gauname

X—X _Y-n
X2 =X Y2 =0
— tiesés, einancios per taSkus A4 ir B lygti.

Jei [j: Aix+Byjy+C; =0, I: Ayx+Byy+Cy =0 — dvi ploks-
tumos tiesés, tai ju susikirtimo taSko koordinatés tenkina tiek vienos, tiek
kitos tiesés lygti. Tai reiskia, kad jos yra lygc€iy sistemos

Alx + Bly + Cl =0,
{AQX + B2y + C2 =0

3)

. . A4 B C . .
sprendiniai. Kai —-=—L ==L tai ties¢s /; ir [, sutampa, o kai
4 By G
A4 B C . : . :
Tl feses [y ir I, yra lygiagrecios. 3
4 By G C

Sakykime, kad taSkas C yra atkarpoje 4B ir
- -
AC:CB=A (7pav.),t.y. AC =LA CB.Kadangi 7 0a
e e T T pay.
AC=0C-04, CB=0B-0C,
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- - > - >

- -
tai OC— 04 =MOB-0C), arba (1+1)OC = OA+LOB ir

- -
H
ocC = OAJF—XOB IS ¢ia randame tasko C koordinates:

I+A
X4+ + A
Xc = R B By _YATB (4)

I1+A 1+
Atskiru atveju, kai taSkas C yra atkarpos 4B vidurys,
_XatXp _Ya*tVs

X =—"—F—7-", =-£ =
2 2

Jei A(x15 1), B(xy;y2), C(x3; y3) — trikampio virStnés, tai krastinés
Xp+x ity
2 72
trikampio pusiaukrastiniy susikirtimo taskas M pasizymi savybe

AB vidurio tasko D koordinatés yra ( J Kadangi

. 1
CM:MD=2, tai (pagal (4) formules) x,, = g(xl +Xy +X3),

1
Ym 25()’1 ) +Y3)-

1 pavyzdys. Taskas M yra trikampio ABC pusiaukrastines BB;

vidurio taSkas, tiesé AM kerta kraStinge BC taske N. Raskime, kokiu
santykiu taskas N dalija krasting BC.

Sprendimas. Pasirinkime afiniaja koordinaciu sistema (B; 4; C).
Tuomet trikampio vir§iiniy koordinatés yra: B(0;0), A(1;0), C(0;1)

(8 pav.). Pagal (4) formules tasko B; koordinatés B; (%,%), tuomet

M l,l . Rasome tiesés AN lygti ((3) lygtis): x_—lzy_—()’ arba
44 1 1
——1 —=0
4 4

x+3y—1=0. Sios tiesés ir tieses BC (ordina¢iy asies x=0)
susikirtimo tasko N koordinatés yra lygciy sistemos

x+3y—-1=0,

{x =0
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—

ﬁ
sprendinys, t.y. N (O; é] Taigi BN = %BC todél

- (> - i 1
BN =—| BN+ NC |,t.y. —BN =—NC .I§ ¢ia BN : NC =—.
3 3 3 2

D C

L

B K
B 5 c 4 B
8 pav. 9 pav.

2 pavyzdys. Trapecijos ABCD S$oninése krastinése AD ir BC
pazyméti taskai K ir L taip, kad tiesés AL ir CK lygiagrecios. [rodykime,
kad tiesés BK ir DL taip pat lygiagrecios.

Sprendimas. Sakykime, kad (4; B; D) — afinioji koordinaciy
sistema. Tada tasky A4, B ir D koordinatés: A(0; 0), B(1;0), D(0;1).
Kadangi tiesés CD ir AB lygiagrecios, tai tiesés CD lygtis yra y =1;
todé¢l tasko C koordinatés yra C(c;1) (9 pav.). Kadangi taskas K yra
ordinadiy aSyje, tai jo koordinatés K(0;a). Tiesés BC lygtis yra
al _i = )1/_(()) ,arba x+(1-c)y—1=0. Tasko L ordinatg pazyméjg [,
c— _
randame x=1-(1-c¢)B. Taigi taSko L  koordinatés yra

L1=(1=0)B; ).

- - —
Is cia KC{c;1-a}, AL{1-(1—-c)B;P}. Vektoriai KC ir AL yra
kolinearis, nes tiesés KC ir AL lygiagreCios. Kadangi kolineariy

I-(-cB_ B [

§ dia
c 1-a

vektoriy koordinatés proporcingos, tai

col-a-Brap
op

I > [1-B N~
Vektoriai DL{1-(1-c)B;B -1} = DL{—; B- 1} ir BK{l; — o}
o
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1-p
yra kolineartis, nes (11 :E. Taigi DL || BK.

3 pavyzdys. Ties¢je [/ pazyméti taskai 4 ir B. Per tiesés / taska M
nubréZta tiesé m. Joje taip parenkami taskai P ir Q taip, kad taskas P biity
atkarpos MQ vidurys. Nustatykime, kokia tasky aibg sudaro tiesiy AP ir
BQ susikirtimo taskai, kai P ir Q kinta.

Sprendimas. Afiniaja koordinaCiy sistema pasirinkime taip, kad
taskas M buty jos pradzios taskas, o tiesés / bei m — abscisiy ir ordinaciy
aSys (10 pav.). Tuomet tasky M, 4, B
ir P koordinatés yra: M (0;0), o
A(a; 0), B(b;0), P(0; p). Kadangi
taskas P yra atkarpos M(Q vidurio p
taskas, tai @ koordinatés yra
0(0; 2p). RaSome tiesiy AP ir BQ
lygtis: /

AP: px+ay—ap=0, M B A

BQO: 2px+by -2pb=0. m
Siy tiesiy susikirtimo tasko N koordi- 10 pav.
nates rasime i§ sistemos

px+ay—ap =0,
2px +by —2pb=0.

. a . . - . .

Kai %z;, t.y., kai b=2a, sistema sprendiniy neturi; ieSkomoji
p

tasky aibé yra tuscia. Kai b # 2a, ieskomosios aibés tasky koordinatés

(x; ¥) su bet kuriuo p # 0 tenkina gautaja lygciu sistema. Norédami

rasti ieSkomosios tasky aibés lygti, i§ sistemos eliminuojame parametra

ay

p. Tuo tikslu i§ pirmosios lygties iSreiSkiame p =

ir, {rase i antraja
lygti, gauname 2ayx + by(a — x) —2aby =0. Kadangi tiesiy AP ir BQ

susikirtimo taskas N nepriklauso tiesei /, tai y=0. Pastaraja lygti
suprasting i§ y, gauname (2a — b)x —ab =0 . Taigi tasko N koordinatés
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ab
ra N|——;y|.
Y [20 -b yj
Vadinasi, kai b # 2a (t.y. kai 4 néra atkarpos MB vidurio taskas),

ieSkomoji tasky aibé yra ties¢ x =

e lygiagreti su tiese m; kai

b =2a , ieSkomoji tasky aibé yra tuscia.
Sprendziant metrinius uzdavinius, t.y. tokius, kuriuose kalbama
apie atstumus, kampu didumus, afiniosios koordinaiy sistemos ne-
gelbsti. Tais atvejais taikoma staciakampé Dekarto koordinaciy sistema.
Kaip zinome, §ioje koordinaciy sistemoje atstumas tarp tasky A4 (x;; ¥1)

ir B (xy; y,) (atkarpos 4B ilgis) skai¢iuojamas pagal formulg

AB =\/(x1 —x2)2 +(n —y2)2 I8 (1) ir (2) lygybiy gauname, kad

> > > > >
J

vektorius a =/i+mj=-Bi+4 yra kolinearus su tiese [:

- - >
Ax+ By+C=0. Kadangi vektorius n=Ai+B j yra statmenas

_)
vektoriui a , tai jis statmenas tiesei / (11 pav.).

A = > - >
Y n=Ai+Bj a
- - -
a="Bi+Aj
\ a

> X

[: Ax+By+C=0

>
»

]
dn
o7

11 pav. 12 pav.

Kampas o tarp tiesiy
a:A1x+B1y+C1 =0 ir b:A2x+Bzy+C2 =0
_)
yra lygus kampui tarp Sioms tieséms kolineariy vektoriy a {—B;; 4;} ir
ﬁ
b{-By; A5} (12 pav.), todel

47



V TEMA

- >
-b A4, + BiB
cosa = |_)a _|> = L 1 22 122| = (5)
lal-|b| JA1+&-JA2+%

IS ¢ia gauname, kad tiesés a ir b yra statmenos tada ir tik tada, kai
A4y + BB, =0. (6)

Taigi tiesés, einanCios per taska A(xg;yg) Iir statmenos tiesei

Ax + By + C =0, lygtis yra
—B(x—xg)+A4(y—y)=0.

Sakykime, kad taskas A(xo5 y0) nepriklauso  tiesei
a: Ax + By + C =0. Nuleiskime i§ taSko A statmenj tiesei a, kuris ja
kerta taske B(xy;y;) (13 pav.). Atkarpos AB ilgis d yra tasko 4
atstumas iki tiesés a. Taigi

d =\/(x1 ~x0)2 + (1 —v0)? .

- - -
Vektorius AB=(xy —x¢) i +(y; —»¢) j yra kolinearus su tiesei a

- - - - -
statmenu vektoriumi n =47+ B j; todél AB=t¢n . IS ¢ia gauname:

X —xg=tA, yy—yo=tB; todél d =|t|\/A2 +B? . Kita vertus,
Xy =x9+tA, y; =yo+tB, o taSkas B yra tieséje a; todél teisinga

lygybé
A(xg +tA)+B(yy +tB)+C=0.

IS ¢ia
_ AXO + Byo +C
A2 +B%
Taigi
_ |A)C0 +By0 +C|

d

(7)
VA% +B?

yra taSko A(xg; v ) atstumas iki tiesés Ax + By + C=0.
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Ay
B(—a; a) A(a; a)
yll
A
0}
> X
_>
n
B
5 > X C(-a; -a) D(a, -a)
a /
13 pav. 14 pav.

4 pavyzdys. [rodykime, kad atstumy nuo duotojo kvadrato vir§iiniy
iki tiesés /, einancios per kvadrato centra, kvadraty suma nepriklauso nuo
tiesés [ pasirinkimo.

Sprendimas. Kadangi uzdavinio salygoje kalbama apie metring
geometrija (atstumai, kampuy didumai), tai uzdavini spr¢sime naudodami
staciakampe Dekarto koordinaciy sistema. Ja pasirinkime taip, kad pra-
dzios taskas O sutapty su kvadrato istrizainiy susikirtimo tasku, o
koordinaciy asys biity lygiagrecios su kvadrato krastinémis (14 pav.). Jei
kvadrato krastinés ilgi paZymésime 2a , tai Sioje koordinaciy sistemoje
kvadrato vir§tiniy koordinatés yra: A(a;a), B(-a;a), C(-a;—a),
D(a;—a). Tiesé [ eina per koordinaCiy pradzia, todél jos lygtis yra
Ax + By =0. Pagal (6) formulg randame atstumus d 4, dg, d¢ ir dp

nuo kvadrato vir$iiniy iki tiesés /:
_|Aa+Ba| a|A+B|

d 4 )
a2+ B2 4%+ B2
|-4Aa+ Ba| a|A-B]|

dB: = N
Va2 B2 a2+ B2
|-Aa—Ba| a|A+ B]

dC: = N
\/A2+B2 \/142+B2
| Aa—Ba| a|A-B|

dD_ =

Va2 + B2 4?4+ B
Vadinasi,
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2a%(A+B)? +2a%(4-B)* _
A% + B?
_2a%(4% +24B+ B* + 4> -24B + B?)
4% +B?
Taigi atstumu kvadraty suma yra vienoda visoms per kvadrato centra
einancioms tieséms /.

di+d% +d2 +d3 =

=44°.

5 pavyzdys. Duotas stac¢iakampis ABCD. Raskime aibg plokStumos
tasky, kuriy atstumy iki vienos istrizainés galy suma lygi atstumu iki
kitos istrizainés galy sumai.

Sprendimas. Pasirinkime stacia-
kampe Dekarto koordinaciy sistema
taip, kad jos pradzios taskas biity
statiakampio istrizainiy susikirtimo
taSkas O, o koordinaCiy aSys biity
lygiagreCios su staciakampio kras- o
tinémis (15 pav.). Jei AB=2a,
AD =2b, tai staCiakampio vir§iniy C(-a; -b) D(a; -b)
koordinatés yra A(a;b), B(-a;b),
C(-a;-b), D(a;—b).Jei X(x;y) —
ieSkomosios aibés taSkas, tai pagal salyga AX +CX =BX +DX.

Kadangi AXz\/(x—a)2+(y—b)2, CXz\/(x+a)2+(y+b)2,

Ay
B(-a; b) A(a; b)

v
=

15 pav.

BX =y(x+a)? +(y—b)* , DX =y[(x—a)2 + (v + b)? , tai
Ja-a)? +(r-5)* +x+a)? +(y +b)* =

ot a)? + (=02 +(x—a)? +(y+b)2.
Pakéle abi Sios lygybés puses kvadratu ir suprasting, gauname:

(=) + (3 =B )W(x + @) +(y+ b)) =
=2)((x-a) + (r +5) N(x+ @) +(y = b)),

IS Cia (suprasting i$ 2 ir pakéle abi puses kvadratu) gauname
(x=a)’(y+b)* +(y-b)*(x+a)* =
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=(x+a)?(y+b)? +(x—a)*(y-b)°.
Sia lygti pertvarkome:
(x=a)> (v +5)* - (=0 +(x+@)* (v - b)* = (y +5)*) =0,

(r+0)* = (=0} (x~a)* ~(x+a)*)=0.

Atlike veiksmus, gauname 4by-(—4ax)=0. IS ¢ia x=0 arba
y =0. Atvirksciai, jei taskas X yra Ox arba Oy aSyse, tai X4 = XD,
XC=XB ir AX +CX =BX + DX . Taigi ieSkomoji tasky aibé yra dvi
statmenos tiesés, jungiancios prieSingy staiakampio krastiniy vidurio
taskus.

6 pavyzdys. Tegu lygiaSonio trikampio ABC pagrindo 4B vidurio
taskas yra D, o taSkas F yra statmens DE, nubrézto | krasting BC,
vidurys. [rodykime, kad tiesés AE ir CF statmenos.

Sprendimas. Staciakampeg Dekarto koordinaciy sistema pasirinkime
taip, kad jos pradzia biity taskas D, abscisiy asSis biity ties¢ AB, ordinaciy
— ties¢ DC (16 pav.). Jei AB=2a, o CD =c, tai trikampio vir§iiniy
koordinatés yra: A(—a;0), B(a;0), C(0;c). Tiesés BC lygtis yra
cx+ay—ac=0; todél jai statmenos tiesés DFE, einanios per taska
D(0; 0) lygtis yra —ax+cy=0. Tasko E
koordinates rasime i§ sistemos

cx+ay—ac=0,
ax—cy=0.
2 2
ac a“c
Jos yra E ; . -
(az+c2 a2+02] 4 D \ B °
Atkarpos DE vidurio tasko F koordinatés 16 pav.
2 2
yra F Czlc 5 621 ¢ 3 . Uzrasome tiesiy AE ir CF lygtis:
2(a” +c”) 2(a” +c”)

AE: acx—(2c2 +a2)y+azc=0,

CF: (a2 +202)x+acy —ac® =0.
Patikring tiesiy statmenumo salyga (6), isitikiname, kad AE 1 CF .
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Apskritimas, kurio centras O, o spindulio ilgis R, yra aibé
plokstumos tasky, nuo tasko O nutolusiy atstumu R. Jei staciakampéje
Dekarto koordinaciy sistemoje apskritimo centras yra O(xg; ), tai bet

kurio $io apskritimo taSko M (x; y) koordinatés tenkina lygybe

2 2 2
(x=x0)"+(y—y9)" =R".
Tai apskritimo lygtis. Atskiru atveju, kai apskritimo centras sutampa su
koordinagiy pradzia, jo lygtis yrax? + y* = R?.

7 pavyzdys. Plokstumoje duotas apskritimas ir jam nepriklausantis
taskas 4. Irodykime, kad atstumy nuo tasko A iki bet kurio Sio
apskritimo skersmens galy kvadraty suma yra vienoda visiems
skersmenims.

Sprendimas. Staciakampeg Dekarto koordinaciy sistema pasirinkime
taip, kad jos pradzios taskas sutapty su apskritimo centru (17 pav.), o
ordinaciy asis eity per taska A. Jei apskritimo spindulys lygus R, tai jo
lygtis yra x>+ y2 =R?. Sakykime, kad
. . I
A(0; a) néra apskritimo taskas. Jei M (xg; yq) A
— bet kuris apskritimo taskas, tai per ji einancio Mx: %)
skersmens MM' kitas galas M’ yra
simetriS$kas taskui M koordinaciy pradzios O y > X

atzvilgiu;  taigi  jo  koordinatés  yra
M'(—xg; — yo) - Kadangi taskai M ir M' yra M%)

apskritime, tai xg + yg =R2. Apskaiciuokime 17 pav.
atstumy MA ir M'A kvadraty suma:

MA? + MA% = xg +(»o —a)2 + xg +(=0 —a)2 =

=x8 +y(% —2ay +a’ +x§ +y(% +2ay +a’ =
=203 +y3)+2a%> =2R* +24°.

Matome, kad gautoji suma nepriklauso nuo pasirinkto tasko M
koordinaciy x ir yg; taigi ji yra vienoda visiems apskritimo taSkams.
Analogiskai §i teigini galima jrodyti ir tuo atveju, kai taskas A4 néra
ordinaciy asyje.
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8 pavyzdys. Duotas trikampis ABC. Irodykime, kad aibé tasky M,

tenkinan¢iy lygybe MA* + MB? = 2MC2, yra tiesé, einanti per api-
brézto apie trikampi apskritimo centrg ir statmena pusiaukraStinei CD.
Sprendimas. Parinkime stacia- Ay
kampe Dekarto koordinaciy sistema C
taip, kad trikampio virStnés 4 ir B
biity abscisiy aSyje, o virsin¢ C —
ordinaciy asyje (18 pav.). Sakykime,
kad A(a;0), B(b;0), C(0;c). Jei
M(x; y) — uzdavinio salyga tenki- Ol D B

nantis ploks$tumos taskas, tai 18 pav.
AM? = (x—a)? +y*, BM? = (x=b)* +1%, CM? =x* +(y - ¢)?
ir
()c—a)2 —i—y2 -i—()c—b)2 +y2 =2x? +2(y—c)2.
Atlike veiksmus, gauname tokia lygti:
2a+b)x—4cy+2c* —a? —b* =0.

Tai tiesés (pazymékime ja /) lygtis. Isitikinsimev, kad $i tiesé eina per
apibrézto apie trikampi apskritimo centra O. Sis centras yra tieséje

a+b

L D y a+b .
X = , einancioje per atkarpos 4B vidurio taska D[ 5 ;Oj Ir
statmenoje tiesei AB. TaSkas O yra ir ties¢je m, einancioje per atkarpos

BC vidurio taska E (%, gj ir statmenoje tiesei BC: cx+by—bc=0.

S . b
Taigi tiesés m lygtis yra — b[x - 5) + c( V- %) =0 arba

2 2

bx—cy+ = 0. I8 lygCiy sistemos

_a+b
2

X

2

2 b2

2

=0

bx—cy+
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. ) a+b ab+c? . <
randame tasko O koordinates: O 5 ; 5 . Ira8¢ tasko O
c

koordinates i tiesés / lygti, isitikiname, kad taskas O priklauso tiesei /.
Rasome pusiaukrastines CD lygti 2cx+(a+b)y—c(a+b)=0 ir
isitikiname, kad $i tiesé statmena tiesei /. Taigi ieSkomoji tasky aibé yra
ties¢ /, einanti per apibrézto apie trikampi apskritimo centra ir statmena
pusiaukrastinei CD.

Greta afiniyjy ir stac¢iakampiy Dekarto koordinaciy sistemy placiai
taikoma ir plokstumos poliné koordinaciy sistema. M
Poling koordina¢iy sistema sudaro taskas O,
vadinamas poliumi, ir spindulys OP, vadinamas r
poline asimi. Sioje koordinaéiy sistemoje kiekvieno
plokstumos tasko M padétis nusakoma jo atstumu
r=0M iki poliaus ir kampu ¢=~2ZPOM tarp
spinduliy OP ir OM (19 pav.). Aisku, kad 7> 0, o 19 pav
0<@<2n. Jei staciakampés Dekarto koordinaCiy sistemos pradzios
taskas sutampa su poliumi O, o abscisiy asis — su poline asimi, tai rySys
tarp tasko M dekartiniy koordinaciy (x; y) ir jo poliniy koordinaciy
(r, ¢) yra:

X=rcosQ, y=rsing. (8)

Akivaizdu, kad apskritimas, kurio centras O, o spindulys a, polinése
koordinatése uzraSomas lygtimi 7»=a. Apskritimas, kurio centras
C(a;0), o spindulys lygus a, staciakampéje Dekarto koordinaciy

sistemoje uzrasomas lygtimi x>+ y2 —2ax =0, todél i§ (8) lygybiy
gauname, kad polinése koordinatése jo lygtis yra 7 =2acoso.
Apskritimo su centru (0; @) ir spinduliu a lygtis yra » = 2asin@. Tiesé,
einanti per poliy ir sudaranti su poline asimi kampa o, uzraSoma lygtimi
¢ =a. Tiesés, einanCios per taSka (a;0) ir statmenos polinei aSiai,
lygtis yra rcosp =a.

9 pavyzdys. ParaSykime tiesés, einancios per taskus A(#; ¢p) ir

B(r; ¢,), lygti polinése koordinatése.
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Sprendimas. 18 (8) lygybiu randame tasky A ir B dekartines
koordinates A (7 cos@y; isinQ;), B(r cos@y; 1 sing,) .
Tuomet tiesés AB lygtis Dekarto koordinaciy sistemoje yra
x(rysin@y —rsin@p) — y(r; cos @y —1 €OsPy) —
— 12 sin(@; —¢y) = 0.
Irase vietoje x ir y ju iSraiskas i$ (8) lygybiy ir suprasting, gauname
tiesés AB lygti polinéje koordinaciy sistemoje:
r(rsin(@y — @) —rsin(@ — @) —nnsin(@ —¢2) =0.  (9)
10 pavyzdys. Trikampio ABC virs§inés A ir B fiksuotos, krastinés
AB ilgis lygus ¢, o virsiné C juda apskritimu, kurio centras — taskas 4, o
spindulys lygus b. Rasime, kokia linija sudaro trikampio 4BC pusiau-
kampiniy, nubrézty is tasko A4, susikirtimo su krastine BC taskai.
Sprendimas. Nagring¢jame poling koordinaciy sistema, kurios polius
yra taSkas A4, o poliné¢ asis sutampa su spinduliu 4B (20 pav.).
Pazymékime o = ZCAB; tuomet pasirinktoje koordinaCiy sistemoje
B(c; 0), C(b; o). Tiesés BC lygtis pagal (9) lygybe yra
brsin(o.— @) +crsing —bcsino = 0. C
Ties¢ AM, dalijanti kampa CAB pusiau,

. o C
uzraSoma lygtimi (P:E (nes tiesé eina per b "
o R o
poliy ir su poline aSimi sudaro kampa > ). y
c B
Ieskomosios linijos taSky koordinatés 20 pav.

(r; @) tenkina lyg¢iy sistema
brsin(o. — @) +crsing —besina = 0,
o

(P=3~

I$ Sios sistemos eliminuojame o ir gauname lygti
sin@(br + cr —2bcosp) =0.

55



V TEMA

Kadangi taskas M néra polinéje aSyje, tai ¢ =0 ir todel sinp=0.

2
Vadinasi, r = be

A cos¢. Taigi ieSkomoji linija yra apskritimas, kurio
+c

centras be ; 0|, o spindulio ilgis lygus be .
b+c b+c

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Lygiagretainio ABCD krastiniy AD ir BC vidurio taskai yra
atitinkamai K ir L. [rodykite, kad tiesés BK ir DL dalija istrizaing
AC i tris lygias dalis.

2. Trikampio ABC pusiaukrastinéje CD pazymétas taskas P. Tiesés AP
ir BC susikerta taske K, o tiesés BP ir AC — taske M. Irodykite, kad
tiesés MK ir AB yra lygiagrecios.

3. Lygiagretainio ABCD krastingje BC pazymétas toks taskas K, kad
BK:KC=2:3, o krastingje CD toks taskas L, kad
DL :LC =3:5. Tiesés DK ir BL susikerta taske M. Raskite santyki
DM : MK .

4. Trikampio ABC krastinése AC ir BC pazymeéti tokie taskai M ir N,
CM BN

kad —— = ——. Raskite visy atkarpu MN vidurio tasky aibe.
A NC U pu U a1bg

5. Kvadrato ABCD krastinés AD vidurio taskas E sujungtas atkarpa su
istrizainés AC tokiu tasku F, kad AF : FC =3 . Irodykite, kad tiesés
EF ir FB yra statmenos.

6. IS staciojo trikampio ABC staciojo kampo virStinés C nuleista
aukstine CD, taskas M — jos vidurio taSkas. Ties¢ AM kerta statinj
CB taske P. [rodykite, kad CP: PB = cos® A.
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7.

10.

Apie kvadrata apibréztas apskritimas. [rodykite, kad bet kurio
apskritimo tasko atstumy iki kvadrato krastiniy kvadraty suma yra
vienoda.

Duotas lygiagretainis ABCD ir taskas M. [rodykite, kad reiskinio

MA* — MB? + MC? - MD?  didumas nepriklauso nuo tasko M
pasirinkimo.

Nurodymas. Pasirinkite Dekarto staiakampeg koordinaciy

sistema taip, kad jos pradzia biity taskas 4, o vir§iiné B — abscisiy
aSyje.
Duotas lygiakrastis trikampis ABC. [rodykite, kad tasky, kuriy
atstumy iki virStiniy 4 ir B kvadraty suma lygi atstumo iki virSiinés
C kvadratui, aibé yra apskritimas, kurio centras O yra simetriskas
taskui C tiesés AB atzvilgiu, o spindulys lygus trikampio krastinés
ilgiui.

Nurodymas. Pasirinkite Dekarto staiakampeg koordinaciy
sistema taip, kad vir§iinés 4 ir B buty Ox aSyje, o virSine C — Oy
asyje.

Duotas taskas O ir tiesé¢ /, nutolusi nuo jo atstumu a. I§ tasko O
nubréztas spindulys kerta ties¢ / taske N. Spindulyje ON pazZymétas

taskas M, tenkinantis salyga OM -ON =b? (¢ia b — duotasis
skaicius). Kokia linija nubrézia taskai M, kai spindulys ON sukasi
apie taska O?

Nurodymas. Polinés koordinaCiy sistemos poliy pasirinkite
taske O, o poling asj nukreipkite statmenai tiesei /.

)

E3N
A

3
)

<

Py
(@ ,‘//L.
&
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VI. PILNOSIOS TIKIMYBES FORMULE

Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas
(Vilniaus universitetas, Vilniaus pedagoginis universitetas)

Tikimybiy teorija — matematikos Saka, tyrinéjanti atsitiktiniy {vykiy
désningumus. Taciau apie kokius désningumus galima kalbéti, jei
nezinia, ar ivykis ivyks, t. y. jei ivykis yra atsitiktinis? Zinoma,
nedristume teigti, kad vieng karta metus moneta, ji atvirs herbu, taciau
visiSkai tikétina, kad $i bandyma pakartojus 1000 karty, apie 500 karty
atvirs herbas. Pasitelkus tikimybiy teorija i§ turimos informacijos (i$
statistiniy duomeny arba Zinant kokiy nors paprasty ivykiuy tikimybes)
galima apskaiCiuoti pakankamai sudétingy ivykiy tikimybes. Daugelis
tokiy tikimybiy gali biiti apskai¢iuojamos naudojantis tikimybiy
teorijoje jrodomomis formulémis. Viena i§ jy — pilnosios tikimybeés
formulé, kuriai ir skirta §i tema. Cia taip pat panagrinésime pilnosios
tikimybés formulés taikymo galimybes.

Prisiminkime, kaip {vedama jvykio savoka, kaip apibréziama ivykio
tikimybé bei salyginé tikimybé. Tik po to galésime kalbéti apie pilnosios
tikimybés formule.

Su kiekvienu bandymu galima susieti jo baig€iy aibg, t. y. parasyti
visas galimas jo baigtis. Tegu bandymo baigciy aibé yra
Q ={ej;ey;...;e,} . Tuomet kiekvienas nagringjamo bandymo jvykis 4
gali buti sutapdintas su palankiy Siam ivykiui baig€iy aibe. Pavyzdziui,
ivykis 4, kad vieng karta metus loSimo kauliuka atvirs ne daugiau kaip 3
akytes, gali biiti sutapdintas su aibe A ={ej;ey;e3}; baigtys ej,e;,e3
yra palankios jvykiui 4. Sitoks jvykio ,,matematizavimas®, paver&iantis
ivykius aibémis, leidzia jiems taikyti aibiu teorija, o tai sudaro galimybe
vystytis paciai tikimybiy teorijai.

Patogus pavyzdys pademonstruoti baigéiy aibe, ivykio savoka,
veiksmus su jvykiais bei kai kurias formules yra loSimo kauliuko vieno
metimo bandymas. Pastebésime, kad tikimybiy teorija ir uzgimé
nagrinéjant loSimus.

Jei galimybe atvirsti i akuciy pazymésime e;, tai §io bandymo
baigciy aibé tokia: Q = {ej;ey;e3;e4;e5;€4} . Tuomet, pavyzdziui, {vykis
atvirsti lyginiam akuciy skaiCiui yra L = {e;;e4;eq} , baigtys ey, ey, €
yra palankios ivykiui L.
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Dar uzraSykime Siuos jvykius: N = {e|;e3;e5} — jog atvirs nelyginis
akuciy skaiCius; E| = {e;} —jog atvirs 1 akuté; B = {e3;e5} — jog atvirs
3 arba 5 akutés, C = {e;ep;e3;e4} — jog atvirs ne daugiau kaip 4 akutés,
C = {es;eq} — priesingqji ivykiui C — kad atvirs 5 arba 6 akutés. IS Siy
ivykiu naudodamiesi veiksmais galime konstruoti kitus ivykius.
Pavyzdziui, ivykiy B ir C sajunga yra jvykis BU C = {e;ey;e3;e4;€5},
reiskiantis, kad jvyks bent vienas i§ ivykiy B ir C, t. y. atvirs arba 1, arba
2, arba 3, arba 4, arba 5 akutés. Ivykiy B ir C sankirta yra ivykis
BN C = {e3}, reiskiantis, kad jvyks abu, B ir C, jvykiai (tik baigtis e;
palanki abiem jvykiams), t. y. atvirs 3 akutés. [vykiy L ir N sankirtai
LN N palankiy baigéiy aibé yra tui¢ia: L "N =@. Sj ivyki vadinsime
negalimuoju, o patys ivykiai L ir N vadinami nesutaikomaisiais.
Nesutaikomi, pavyzdziui, yra jvykiai L ir Ej, taip pat — L ir B, nes
LNE =0, LnB=. Ivykis Q vadinamas biitinuoju jvykiu.

Jeigu i§ keliy jvykiuy aibés bet kurie du yra nesutaikomieji, o ju
sajunga yra bitinasis ivykis, tai tokia jvykiy aibé vadinama pilngja
ivykiy grupe. Pavyzdziui, loSimo kauliuko metimo bandymo ivykiai L ir
N sudaro pilnaja ivykiu grupeg, elementariyjy jvykiy (tokiy, kurie
sudaryti tik i§ vienos baigties) grupé E; ={e}, E, ={ey}, E5 ={es3},
Ey={e4}, E5=1{es}, Eg =1{es} yrapilnoji, ivykiai E|, B ir L taip pat
sudaro pilnaja ivykiy grupe.

Lengviausia jvykio tikimybe¢ apskaiciuoti, kai bandymo baigéiu
aibg sudaro n vienodai galimy baigCiu. Tokiu atveju jvykiy, susijusiy su
nagringjamu bandymu, tikimybés randamos pagal klasikinj tikimybés

apibrézimq: jei ivyki A sudaro k baigCiy, tai P(A)=—. Pagal $§i
n

apibrézima nesunku apskaiCiuoti visy minétyjy su loSimo kauliuko
metimu susijusiy ivykiy tikimybes:

P(Q):%:I,P(Q):%:O,

P(E))=P(Ey)=...= P(Eg) =,
1

P(B)=§=§,
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_4_2 pyd
PC)=¢=7, PO) =7,
1
PIN)=P(L) ===,

P(BuC):%, P(BmC):%.

Atkreipkime démesj, kad P(C)+ P(C) =1. Si formul¢ teisinga bet
kuriems dviem prieSingiems jvykiams.

Pravartu prisiminti {vykiy sajungos tikimybés skai¢iavimo formule

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANn B), (D
kuri dvieju ivykiu sajungos tikimybe isSreiskia sudedamuyjy ivykiy ir ju
sankirtos tikimybémis. Jeigu AN B =, tai i§ (1) gaunama nesutaiko-
muyju ivykiy sajungos tikimybeé

P(Au B)=P(A)+ P(B), 2)
nes $iuo atveju P(ANB)=0.

Pagal (1) formulg apskaiciuokime ,,lo$imo kauliuko ivykio“ Buw C
tikimybe:

1 2 1 5
P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNC) =§+§—g=g
(Sig tikimybg jau buvome gave pagal klasikini tikimybés apibrézima).
Kaip matome, naudojantis (1) formule nebereikia jvykio B C uzrasyti
jam palankiy baigciy aibe, o uztenka Zinoti jvykiy B, C ir BN C
tikimybes, kurios gali biiti nustatomos jvairiais biidais.

Apsistokime ties jvykiy sankirtos tikimybés radimu. Ar Zinant {vy-
kiu 4 ir B tikimybes galima apskaiCiuoti ivykio AN B tikimybg?
Norédami atsakyti i §i klausima, turime {vesti salyginés tikimybés
savoka. Vél grizkime prie loSimo kauliuko.

Andrius ir Saulius nutaré — jei metus vieng karta kauliuka atvirs 3
arba 5 akutés (ivyks B), tai jie eis i sporto kluba; jei ivykis B nejvyks, tai

neis. Tikimybé, kad berniukai eis { sporto kluba, lygi P(B) = %

Apskai¢iuokime jvykio B tikimybe laikydami, kad ivykis C ivyko,
t. y. atvirto 1, 2, 3 arba 4 akutés. Sia tikimybe vadinsime jvykio B
salygine tikimybe su salyga, kad C ivyko. Ja zymésime Fr(B). Kadangi
C ivyko, tai dabartinio bandymo baig€iy aibé yra jvykiui C palankiy
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baigciy aibé {ej;ep;e3;e4}, sudaryta i§ 4 vienodai galimy baigCiy, i§
kuriy tik viena ey palanki jvykiui B. Todél Fr-(B) = R Taigi zinant, kad

ivykis C ivyko, tikimybé nueiti | sporto kluba sumazéja. [vykiai B ir C
vadinami priklausomaisiais jvykiais, nes Fp(B) # P(B). Atkreipkime

démesi, kad gautaja tikimybe galima uZzrasyti ir kitaip: trupmenos 7

skaitiklj ir vardikli padalykime i§ baigCiy aibés elementy skaiciaus 6.

Tuomet Fo(B)= 1 = m Panasiai }%(B) = 1 = P(B—QC)
4 P(C) 2 P(C)
Taigi salyging tikimybeg iSreiskéme ,,besalyginémis* tikimybémis.
Nagrinédami jvykius 4 ir B, nebiitinai susijusius su losimo kauliuko
metimu, taip pat gautume, kad

P(A N ) P(ANB)
=" -7 Pp(A) =—. 3
Py(B) = B(A)=— 3) 3)
IS juy gauname prlklausomq ivykiy sankirtos tikimybés formules
P(ANB) = P(A)-P4(B) = P(B)- Pp(4). 4)

Kai P4(B)=P(B), Pg(A)=P(A4), ty. kai ijvykiai A ir B
nepriklausomi, tai i$ (4) turime:
P(ANB)=P(A)-P(B). (5)
Tikimybiy teorijoje §i lygybé daznai laikoma tiesiog ivykiy 4 ir B
nepriklausomumo apibrézimu.
Tarp nagrinétyjuy ivykiuy, susijusiy su loSimo kauliuko metimu,
tikimybiy galime iZvelgti toki sarysi:

P(B) = P(C)- P~(B) + P(C)- F(B)—% _1

1
2 3
kuris yra pilnosios tikimybés formulés atskiras atvejis. Tik atkreipkime

+

b

4;|~
W | —

démesi, kad joje ivykiai C ir C sudaro pilnaja ivykiy grupe, o ivykio B
tikimybé gali buti laikoma pilngja tikimybe (ji sudaryta iS dvieju
démeny, atitinkanciy galimybes ivykti C ir jvykti C ).

Kalbant bendriau, jei ivykis 4 gali jvykti tik su vienu i§ jvykiy
H{,H,,....,H} , kurie sudaro pilnaja ivykiy grupg, tai

P(A4) = P(H) Py, (A) + P(Hp) Py (A) + ... ... +P(Hy )Py, (4). (6)
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Si formulé vadinama pilnosios tikimybés formule, ivykiai Hy,H,...,H}
— vadinami hipotezémis.

Pilnosios tikimybés formulés irodymui uztenka ivyki A uzraSyti
nesutaikomyjy ivykiy, kuriy kiekvienas yra ivykio A ir hipotezés
H;, i=1,..., k sankirta, sajunga:

A=(ANnH)UV(ANHy))U...0U(ANH})

Tuomet pritaike (2) formulg, gausime, kad
P(A)y=P(ANnH)+P(ANHy)+...+ P(ANH}).
Kiekvieng §ios sumos tikimybe¢ pagal (4) uzraSg tikimybiu sandauga,

turésime pilnosios tikimybés formulg (6).

Praktikoje kartais sprendziamas atvirksc¢ias uzdavinys: zinoma, kad
tvykis 4 ivyko, o reikia nustatyti, su kuria i§ hipoteziy H; jis galéjo
tvykti. [ §i klausima atsako Bejeso (Thomas Bayes — angly matematikas,
1702-1761) formulés, pagal kurias galima rasti salygines tikimybes
Py(H;), i=12,..,k, ir tuomet pagal ju diduma nustatyti, kuri i§
hipoteziy labiausiai tikétina.

Bejeso formulés nesunkiai i§vedamos is (3) formuliu:

P(AnH;) P(H;) Py, (4)
PU) P
¢ia P(A) —ivykio A4 pilnoji tikimybé, apskaic¢iuojama pagal (6) formulg.

Py(H;)= L i=L2..k; (7

Panagrinékime keleta pavyzdziy.

1 pavyzdys. Pasukus loterijos rata, kuris pa- qp
dalytas | 8 lygius sektorius (1 pav.), galima is- Am
losti 50 Lt, 20 Lt, 10 Lt arba nieko neislosti. %b‘f

Apskai¢iuokime Sias tikimybes: 1) laiméti
10 lity (ivykis A); 2) laiméti kuria nors pinigy Ipav.
suma (ivykis B); 3) nieko nelaiméti (jvykis C).

Pastaba. Laikykime, kad pasukus rata, rodyklé negali apsistoti ties
sektoriy riba.

Sprendimas. Bandymo baigCiy aibé sudaryta i§ 8 vienodai galimy
baigCiu. Ivykiui 4 palankios 2 baigtys, ivykiui B — 4, jvykiui C — 4.

, 2 1 4 1 4 1
Todél P(A) e P(B) ek P(C) N

Ats.: P(4)=0,25, P(B) = P(C)=0,5.
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2 pavyzdys. I§ karto metami du skirtingy spalvy lo§imo kauliukai.
Apskaiciuokime tikimybe, kad atvirtusiy akuciy skai¢iy sandauga bus
nelyginé (ivykis A).

Sprendimas. Sio bandymo baigéiy aibé sudaryta i§ 36 vienodai
galimy baig€iy. [vykiui 4 palankiy baigciy yra 9 (tik nelyginiy rezultaty
- oy 9 1
sandauga yra nelyginis skai¢ius). Todél P(A4) = 36 = 7
Ats.. P(A)=0,25.

3 pavyzdys (literatiiroje vadinamas suoly paradoksu). Kambaryje
— trys dvivieciai suolai. Du zmonés jeina | kambarij ir atsitiktinai atsiséda
1 bet kuria i§ Sesiy viety. Apskaiciuokime tikimybe, kad jie abu atsisés
ant vieno suolo (ivykis A4).

Sprendimas. (Kodél Sis uzdavinys vadinamas paradoksu, paaiskés
netrukus.) Samprotaukime taip. Pirmasis i¢jgs 1 kambarj gali atsisésti ant
bet kurio i$ triju suoly, taigi jis turi 3 pasirinkimo galimybes. Ta pati
galima teigti ir apie antraji zmogy — jis taip pat gali pasirinkti bet kurj i$
triju suoly. Jeigu Sias devynias baigtis laikytume vienodai galimomis, o
tris 1§ ju — palankiomis jvykiui A, tai pagal klasikini tikimybés

o 3 1
apibrézima gautume P(A) = 5 = 3

Galima samprotauti ir kitaip. Pirmasis i€jgs 1 kambarj gali atsisésti
bet kurioje i§ 6 viety, o antrasis — bet kurioje i§ likusiy 5 viety. Taigi
galimy baigéiy (viety uzémimo varianty) aibé sudaryta i§ 6-5=30
vienodai galimy baig€iy. IS ju 6 baigtys palankios ijvykiui 4, nes jie
dviem biidais gali atsisésti ant pirmojo suolo, dviem biidais — ant antrojo
o . e i . 6 1
ir dviem — ant treCiojo. Taigi {vykio 4 tikimybé lygi: P(A4) = 30 = 5

Kuris atsakymas teisingas? Juk jis turéty nepriklausyti nuo
samprotavimo biido.

Kfritikos nusipelno pirmasis samprotavimas — pasirinktos baigtys i$

tikryju néra vienodai galimos, todél ir atsakymas 3 yra neteisingas.

Pavyzdziui, baigtis, kad ir pirmasis, ir antrasis Zmogus atsisés ant pirmo
suolo, ir baigtis, kad pirmasis atsisés ant pirmo suolo, o antrasis — ant
antro, néra vienodai galimos. Samprotaujant antruoju biidu visos baigtys
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yra vienodai galimos. Vadinasi, paradokso esmé slypi neteisingame
klasikinio tikimybés apibrézimo taikyme.

Si uzdavinj galima spresti ir taikant pilnosios tikimybés formule.
Pazymékime H; - ivyki, kad pirmasis zmogus atsisés ant pirmojo suolo,
H, — ivyki, kad pirmasis zmogus atsisés ant antrojo suolo, H3 — kad
ant tregiojo. Sie jvykiai sudaro pilnaja {vykiu grupe ir

P(Hy) = P(Hy) = P(H3) =

Salyginés tikimybés yra lygios — PH] (A) = PH2 (A4) = PH3 (A) = %
Pritaikg pilnosios tikimybés formulg, gauname
11 1
P(A) = P(Hy) Py, (4) + P(H) Py, (A)+ P(H3) Py, (4) = 322 =

Ats.: P(4)=0,2.

4 pavyzdys. Loterija buvo suorganizuota taip. Zaidéjas ateina prie
urnos, kurioje 15 mélyny ir 10 raudony rutuliuky. Jeigu jis iStraukia
mélyna rutuliuka, tai eina sukti mélyno lo§imo rato (viena karta), o jeigu
raudona, tai viena karta suka raudona lo$imo rata.

Abu loSimo ratai padalyti { 8 vienodo dydzio

sektorius. Mélynasis loSimo ratas pavaizduotas 1 '
paveiksle, o raudonasis — 2 paveiksle. Apskai¢iuokime A @
tikimybg: a) kad zaidéjas islo§ bent 10 lity (ivykis A); WF
b) kad zaid¢jas islo$ 10 lity (ivykis B).

Sprendimas. Tegu H; — ivykis, kad zaidé¢jas

9 2 pav.
iStrauks mélyna rutuliuka, H, — kad raudona. Sie
tvykiai sudaro pilnaja ivykiy grupe, o ju tikimybés tokios:
15 3 10 2
P(H)=—==2, P(Hy)=—==.
(Hy) 53 (H3) 35
Tikimybé iSlosti bent 10 Lt prie mélynojo loSimo rato lygi

Py, (A) = g = %, prie raudonojo — Py, (A= % Pagal pilnosios

tikimybés formulg
3
P(A) = P(H\) By, (A) + P(H) Py, (4) = 5

64



PILNOSIOS TIKIMYBES FORMULE

Apskaiciuokime tikimybes i§losti 10 Lt prie mélynojo ir raudonojo

2 1 2 1
loSimy raty: Py (B)=—=—, Py (B)=—=—. Tuomet jvykio B
u raty: Py (B) s~ 2 H, (B) <=2 vy

pilnoji tikimybeé lygi:
3
P(B) = P(H,)Py, (B) + P(H)Py, (B) = -

+

RS

1_1
4 4

A=

Ats.:a) P(A) = 210; b) P(B) = %

5 pavyzdys. 4 pavyzdzio loterijoje Andrius i§losé bent 10 lity
(ivykis A4). Draugai jo paklausé ,,prie kurio rato tu losei?* Taciau jis
paslapties neiSdave. Apskaiciuokime tikimybe P,(H;) — kad Andrius
los¢ prie mélynojo rato, ir tikimybg P,(H,) — kad jis losé prie
raudonojo rato, ir nustatykime, kuris i$ iy ivykiy labiau tikétinas.

Sprendimas. Pagal Bejeso formules gauname:

31
Py(H)) = P(Hll)%:;[l “_ 592 = %
20
23
Py(Hy) = P(HZI)%ZIZ “_ 598 = %
20

Kaip matome, labiau tikétina, kad Andrius i8lo$é prie mélynojo rato.
2 1 . o . .
Ats.. Py(Hp) = 3 Py(Hy) = 5; labiau tikétinas loSimas prie

melynojo rato.
6 pavyzdys. IS meteorologiniy stebéjimy Sildavijos Salyje
padarytos tokios iSvados: jei Siandien giedra (ivykis G), tai rytoj bus

giedra su tikimybe %; jei Siandien lyja (ivykis L), tai rytoj lis su

tikimybe % Siandien sekmadienis — giedra diena. Apskaiiuokime

tikimybe, kad antradienj bus giedra.
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Sprendimas. Meteorologines iSvadas galima wuzrasyti taikant
salygines tikimybes: jei Siandien giedra, tai tikimybé, kad rytoj bus

giedra, lygi P;(G) = % ; jei Siandien lyja, tai tikimybé, kad lis rytoj, yra
P (D)= % Tuomet (pagal prieSingo ivykio tikimybés formulg)

1. 1
PG(L)ZE 1r PL(G):E

Tikimybe, kad antradienis bus giedras, apskai¢iuokime pagal
pilnosios tikimybés formulg. Pazyméje¢ G; ivyki, kad antradieni bus
giedra, gausime:

55 11 27 3
P(G3)=P(Gy) - Ps, (G3)+P(Ly)- P, (G3)=——+——=—=—;
(G3) = P(Gy) Fg, (G3) + P(Ly) - Pp, (G3) s et 63736 2
¢ia G, (pirmadieni giedra) ir L, (pirmadieni lyja) yra pilnoji ivykiu

grupe, P(G2) = P, (Go) ==, P(L) = P (L) = (Gy — ivykis, kad
sekmadieni giedra).

Pastaba. Sprendziant uzda-
vini patogu naudotis tikimybiy
medziu (3 pav.). Pagal ji iesko-
maja tikimybg galima apskai-
¢iuoti i$ karto:

Antrad.
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SESTOJI UZDUOTIS

. Ant stalo padétos 100 korteliy, sunumeruotos skai¢iais 00, 01, 02,
..., 98, 99. Atsitiktinai traukiama viena kortelé. Tegu ivykis 4 —
iStrauktosios kortelés numerio pirmasis skaitmuo mazesnis uz 3,
ivykis B — iStrauktosios kortelés numerio antrasis skaitmuo

mazesnis uz 4. Apskaiciuokite jvykio P(A4 U Z_B) tikimybg.

. Verslininkas, norédamas sumazinti rizika, savo kapitala investavo i
dvi visiskai viena nuo kitos nepriklausomas imones. Tikimybé, kad
jis gaus pelna i§ pirmosios imonés, lygi 0,7, o tikimybé, kad jis
gaus pelng i§ antrosios imonés, yra 0,8 . Apskaiciuokite tikimybe
kad:

a) verslininkas gaus pelna bent i§ vienos jmonés;

b) verslininkas gaus pelna tik i§ vienos imonés.

. I§ meteorologiniy stebéjimy Lietsavijos Salyje padarytos iSvados:

jei Siandien giedra, tai rytoj bus giedra su tikimybe %; jei Siandien

lyja, tai rytoj lis su tikimybe s Siandien pirmadienis — lietinga

diena. Apskaiciuokite tikimybg, kad ketvirtadienj bus giedra.

. Lietsavijos mieste Savijoje yra 40 % Sviesiaplaukiy, 50 % mélyn-
akiy ir 35 % Sviesiaplaukiy mélynakiy gyventojy. Turistas, tik
atvykes 1 § miesta, atsitiktinai sutiko jo gyventoja ir pastebéjo, kad
jis Sviesiaplaukis, taCiau akiy spalvos nespéjo nustatyti. Kokia
tikimybé, kad Sis gyventojas mélynakis?

. Mokytojas pranesé, kad po savaités vyks ziniy patikrinimas ir
padiktavo 20 klausimy, i kuriuos mokiniai turi pasirengti atsakyti.
Dar mokytojas informavo apie patikrinimo tvarka: kiekvienas
klausimas bus paraSytas ant atskiro lapelio — bilieto; mokiniai i$
eilés pagal sara$q atsitiktinai trauks po 1 klausima.

Savaité pragjo greitai — Romas, kuris saraSe trecias, spéjo
pasirengti atsakyti tik i 12 klausimu, ir pagalvojo — kaip biity gerai,
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10.

kad a$ sarase buciau pirmas, manydamas, jog tuomet tikimybeé, kad
jam paklius vienas i§ zinomy klausimy, biity didesné, negu kad
traukiant bilieta treCiam.

Suraskite tikimybg, kad Romas (traukdamas bilieta trecias)
iStrauks jam zinoma klausima. Kokia tikimybé Romui iStraukti jam
zinoma klausima, jeigu bilieta jis traukty pirmas? Palyginkite Sias
tikimybes.

Trijose dézése yra po 20 vienoduy detaliy. Pirmoje dézéje visos
detalés yra standartinés, antroje dézéje — 15 standartiniy detaliy, o
treCioje — 10 standartiniy detaliy. I$ atsitiktinai pasirinktos dézés
atsitiktinai iSimta standartiné detalé. Ji grazinama i ta pacia dézg. Po
to i§ tos pacCios dézés vél atsitiktinai iSimta detalé taip pat
standartiné. Raskite tikimybe, kad detalés buvo iSimtos i§ trecios
dézes.

Dvi dézés pridétos vienodo dydzio rutuliuky: pirmojoje — 3 balti
ir 2 juodi, antrojoje — 4 balti ir 4 juodi rutuliukai. I§ pirmosios
dézés atsitiktinai paimti 2 rutuliukai perdéti i antraja dézg, o po to
1§ antrosios dézés atsitiktinai iStrauktas vienas rutuliukas.
Apskaiciuokite tikimybe, kad jis — baltas?

Imongje 160 darbuotoju, i§ kuriy 120 motery. KeturiasdeSimties
motery amzius nevirsija 25 mety. Apklausai atsitiktinai parenkamas
vienas darbuotojas. Tikimybé apklausti darbuotoja, kurio amzius
nevirsija 25 mety, zinant, kad jis vyras, lygi 0,125. Apskaiciuokite
tikimybe apklausti vyra, kurio amzius nevirsija 25 mety.

Tikimybé¢, kad krepSininkas pataikys baudos metima, lygi 0,9.
Taciau antrojo baudos metimo sékmé priklauso nuo pirmojo
metimo rezultato: jei pirmaji pataiko, tai antrojo metimo pataikymo
tikimybé lygi 0,8; jei pirmojo nepataiko, tai antrasis metimas tikslus
su tikimybe 0,75. Apskaiciuokite tikimybe, kad krepSininkas i$
dviejy baudos metimy pataikys viena.

Pro degaling vaZziuoja lengvieji automobiliai ir sunkveZzimiai.
Sunkvezimiai sudaro 60 % visy pravaziuojan¢iy automobiliy.
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Tikimybe, kad prisipilti degaly uzvaziuos lengvasis automobilis,
lygi 0,2, kad sunkvezimis — 0,1. Prie degalinés privaziavo
automobilis. Kokia tikimybé¢, kad tai sunkvezimis?
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VIL. VEKTORIAI ERDVEJE

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Atlikdami 8$ig uzduoti, susipazinsite su erdvés vektoriais, ju
veiksmais, iSmoksite taikyti vektorini metoda geometriniams uZzda-
viniams spresti. Kaip zinome i8 mokykliniy vadovéliy, vektoriumi
> >
a = AB yra vadinama orientuota atkarpa (arba kryptin¢ atkarpa) AB,

- -
t. y. atkarpa su nurodytais pradzios ir galo taskais. Vektoriai AB ir CD

yra vadinami /ygiais, jei atkarpy 4B ir CD ilgiai vienodi, o spinduliai 4B
- -
ir CD yra vienakrypCiai. Vektoriai AB ir CD yra vadinami
- -
a) vienakrypciais (AB 11 CD), jei spinduliai AB ir CD yra tos pa&ios

- -
krypties (la pav.); b) priespriesiais (AB TN CD), jei spinduliai 4B ir

- >
CD yra prieSingy kryp¢iy (1b pav.); c) kolineariais ( AB || CD), jei tiesés
AB ir CD lygiagrecios.
B B
L / s
A C A D
- - - -
ABTT CD AB TN ¢D
la pav. 1b pav.

Aisku, kad kolinearis vektoriai yra arba vienakrypciai, arba
- - -
prieSpriesiai. Trys vektoriai 4B, CD ir EF yra vadinami
komplanariais, jei egzistuoja plokStuma, su kuria yra lygiagrecios tiesés
%
AB, CD, EF. Nuliniu vektoriumi 0 vadinamas toks vektorius, kurio

pradzios ir galo taskai sutampa. Nulinis vektorius yra kolinearus su bet
kuriuo erdvés vektoriumi ir komplanarus su bet kuriais dviem erdves

70



VEKTORIAI ERDVEJE

- -
vektoriais. Vektoriaus a = AB moduliu (ilgiu) vadinamas atkarpos AB

- -
ilgis; vektoriaus ¢ modulis Zymimas | ¢ |. Nulinio vektoriaus modulis

lygus nuliui. Vektoriai, kuriy moduliai lygiis, o kryptys prieSingos, yra
%
vadinami priesingaisiais vektoriais. Vektoriui a prieSingasis vektorius

- > o
zymimas — a . Aisku, kad — AB = BA (2 pav.).

B B
- B
—> - e 5 oAC
a -a a
A
A A o

2 pav. 3 pav.
- -
Sakykime, kad a = AB — erdvés vektorius, O — bet kuris erdvés
taskas. Nubrézkime spinduli OM, vienakrypti su spinduliu 4B ir
jame raskime taska C, kad atkarpos AB ir OC buty vienodo ilgio

- -
(3 pav.). Tuomet vektoriai AB ir OC yra lygiis. Sakoma, kad vektorius
- > o

a yra atidedamas nuo tasko O. Jei a ir b - kolinearts vektoriai, tai,

> o5 o

atidéti nuo vieno tasko, jie yra vienoje tieséje (4a pav.),ojei a, b, ¢

— komplanariis vektoriai, tai, atidéti nuo vieno tasko, jie yra vienoje
> -

plokstumoje (4b pav.). Jei du vektoriai a ir b atidéti nuo vieno tasko

e e
O (OA=a, OB=b), tai kampas AOB yra vadinamas kampu tarp
> -

vektoriy a ir b ; §is kampas yra intervale [0; ).

i 7
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- - - -
Jei a ™ b, tai kampas tarp vektoriy a ir b lygus 0°, o jei

- —
a ™ b —tai 180°.

> o

2. Sakykime, kad a ir b — du erdvés vektoriai. Pasirinkime taska
> > > o
A ir atidékime nuo jo vektoriy @ = AB, o nuo tasko B vektoriy b = BC

> - - -
(5 pav.). Vektorius ¢ = AC yra vadinamas vektoriy a ir b suma:
> 5 > - > -

¢ =a+ b .Taigi AC = AB+ BC (vektoriy sudéties trikampio taisyklé).

B

B -
— b a
a D

C
A
A
b C
5 pav. 6 pav.
> >

Jei vektoriai a ir b nekolinearts, tai atidéj¢ nuo tasko 4 vektorius
- o > o
a =A4B ir b = AC, nubrézkime lygiagretaini ABDC (6 pav.). Tuomet
- 5 >
AD = AB+ AC (vektoriy sudéties lygiagretainio taisyklé).
Vektoriuy sudétis pasizymi Siomis savybémis:
e
l.at+b=b+a,
e T T S
2. (a+b)+c=a+(b+ ),
> > o
3.a+0=a,

- - -

4. a+(—a)=0.
> o -

Vektoriy a ir b skirtumu vadinamas toks vektorius x , su kuriuo
> o> o > -5 >

galioja lygybé x+ b = a ; Zymime x = a— b . Akivaizdu, kad
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> > o

a-b=a+(- b) (7 pav.).

> 5 5 o e e

ia=04, b =0B,tai a— b =0A4- OB B4.

A -
- a-
0]

7 pav. 8 pav.
8 paveiksle pavaizduotas gretasienis ABCDA BCiD;. Kadangi

- - -
ABCD ir ACCy4; yra lygiagretainiai, tai AC = AB+AD ir

-> > - - -

- -
AC) = AC+ A4, . Taigi AC) = AB+ AD+ A4, (trijy vektoriy sudéties

gretasienio taisyklé).
- -
SkaiCiaus [ ir vektoriaus a sandauga vadinamas vektorius b ,

pasizymintis savybémis:
- - > >
Db M™a,jeil>0; b N a,jeil<0;
- -
) [bHII-[al(©pav.).

%w 7 1d.1<0

9 pav.
4)
Skaiciaus O ir vektoriaus a sandauga yra nulinis vektorius.
- -

Skaiciaus / ir vektoriaus a sandauga Zymima /- a (taskas daznai yra
praleidziamas).
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Vektoriaus daugybos i§ skaiciaus savybés:

> >
Hl-a=a,
- -

2) (lk)-a=1(ka),

- - -
3 U+k)y-a=Il-a+k-a,
- - S
4 l-(a+b)=1l-a+l-b.
- -
Vektoriai a ir b yra kolineariis tada ir tik tada, kai yra toks
- - - - |Z| - -
skaiCius /, kad b =l-a.Jei a TT b, tai =", jei a TN b, tai
| a|
%
j-_ L]
_)
la|
- - >
1 teorema. Sakykime, kad a, b, c yra trys komplanaris vekto-
> > -
riai, o vektoriai a ir b nekolineariis. Tuomet vektorius c vienareiks-
> o

miskai isreiskiamas vektoriais a ir b, t. y. egzistuoja vienintelé skaiciy
- > -
lirmpora, kad ¢ =la+mb .

e e
[rodymas. Nuo tasko O atidékime vektorius OA=a, OB=0,

> >

OC=c . Taskai O, 4, B, C yra vienoje plokStumoje. Per taska C
nubrézkime tieses p||OA4 ir q|| OB (10 pav.). Sakykime, kad tiesés p ir
OB susikerta taSke B, o tiesés g ir OA4 — taSke A;. Kadangi vektoriai

- - - - -

04, ir OA kolinearts, tai egzistuoja skaicius /, kad O4; =1-0OA4 =1-a .
- -

Vektoriai OB; ir OB taip pat kolinearts, todél egzistuoja skaicius m,

> >

- - - - - - -
kad OBy =m-OB =m-b. Kadangi OC =04,+OB; ,tai ¢ =la+mb .
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Jei I' (I'#l) ir m' (m'#m) yra Kkiti skaiCiai, su kuriais
- - -

c=lI'a+m'b, tai atétmg¢ viena lygybe i§ kitos, turime
- - - - m—m'" -> >
(-I"Ya+(m-m')b=0. 1§ Cia az—ﬁb, taigi a | b. Si

iSvada prieStarauja teoremos salygai. Vadinasi, I'=1, m'=m .

10 pav. 11 pav.

B
2 teorema. Sakykime, kad a , b, ¢, d — keturi erdvés vektoriai,

5> 5 o -
o vektoriai a, b, ¢ — nekomplanaris. Tada vektorius d vieninteliu

> o o
bidu isreiskiamas vektoriais a, b, c, ty. egzistuoja vienintelis

R
skaiciy I, m ir n rinkinys, su kuriuo galioja lygybé d =la+mb+nc .

s
{rodymas. Atidékime nuo tasko O vektorius a =04, b =O0B,

- -

c=0C, d =0D (11 pav.). Per taska D nubrézkime tiesg p, lygiagrecia

su tiese OC. Ji kerta plokStuma, einancia per taskus O, A4 ir B, taske E.

Pagal 1 teorema egzistuoja vienintel¢ skai¢iy / ir m pora, kad
- - -

OFE =l a+mb . Per taSka D nubrézkime ties¢ ¢ || OF , kuri kerta tiese

OC taske C; (iSsiaiSkinkite, kodel tieseés g ir OC susikerta). Kadangi

- >
OC||OCy, tai egzistuoja vienintelis skaiius n, su kuriuo

- - -
OCy =n-0C =n- c . Keturkampis OEDC; yra lygiagretainis, todél

- - >
OD = OE+ OC; . Taigi egzistuoja vienintelis skaiciy trejetas /, m ir n, su

e s
kuriuo galioja lygybé d =la+mb+nc .
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3 teorema. Sakykime, kad atkarpoje AB yra toks taskas C, kad
AC:CB=a:B. Tuomet bet kuriam erdvés taskui O yra teisinga lygybé

N - -
0C — BOA+OLOB'
o+f

A
[rodymas. Kadangi AC:CB=oa:p (12pav.), tai AC = ECB .

> RN
Jei O — bet kuris erdvés taskas, tai AC =0C—-0A4 , AB OB OC

- - -

Tada OC-04 = %(OB o). B+a) 0C = =[30A+ 0 OB . Taigi

N - -
0C = BOA+0.OB
oa+f

(0] B,
12 pav. 13 pav.

Sakykime, kad taske M susikerta trikampio ABC pusiaukrastinés
A4, ir BBy, o O yra bet kuris erdveés taskas (13 pav.). Kadangi

BM :MBy=2:1, tai bet kuriam erdvés taSkui M teisinga

- -
> OB+20B,

lygybé OM = . Kadangi B; — atkarpos AC vidurio taSkas,
- -
N A
tai OB = % IS S§iy dvieju lygybiuy gauname, kad
- -
4)
OM = w Atvirksciai, jei taSkui M teisinga gautoji lygybeé

su bet kuriuo erdvés taSku O, tai M yra trikampio ABC pusiaukrastiniy
> >

susikirtimo taskas. Tikrai, kai taskas O sutampa su tasku B, tai BB = 0 ;
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-> -

> 1
tod¢l BM = E(BA+ BC) . Jei taskas B; yra atkarpos AC vidurio taskas,

> -

. > BA+B . T .
tai BB :TC' Taigi vektoriai BM ir BB; yra kolinearis, todél
taskas M yra pusiaukrastin¢je BBj. AnalogisSkai jrodoma, kad taskas M
yra ir kitose pusiaukrastinése.

1 pavyzdys. [rodysime, kad gretasienio ABCDA4B;C;D; istrizainé
AC, kerta plok$tuma, einancig per taSkus A4, B ir D, trikampio 4 BD

pusiaukrastiniy susikirtimo taske M. (14 pav.).
Sprendimas. Pagal 3 teorema uZztenka jsitikinti, kad

- 1 2 2
AM = E(AAI + AB+ AD).

N
Norédami gauti $ia lygybe, vektoriu AM isSreikSkime nekomplanariais
- o - - -
vektoriais AB, AD ir AA; . Kadangi vektoriai AM ir AC| kolineards,

— - - - >
tai egzistuoja toks skaiCius x, kad AM =xAC| = x(AB+ AD+ A4))

- - -
(pagal gretasienio taisyklg). Kita vertus, AM = A4+ AM . Kadangi
taSkas M yra plokStumoje, einanCioje per taskus A4y, B ir D,

%
tai tos plokStumos vektoriy A;M iSreikS8kime (remdamiesi 1 teorema)

- - - - -

nekolineariais vektoriais 4B ir 4 D: A4M =y A4 B+zA4D. Bet

S T - -
AB = AB— A4, , AAD = AD— A4, , todél
- > o - -
AM = y(AB— A4) + z(AD— A4) =
- - -
=y AB+z AD+ (—y —z) A4,
ir
- -

- - - -
AM = AA+ AM = y AB+z AD+(1— y —z) A4 .
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_)
Pagal 2 teorema abi vektoriaus AM iSraiskos turi sutapti, todél teisingos
. 1
lygybés x=y, x=z, x=1-y—z. I$ ¢ia gauname, kad x=y=z=§,

- 1 = -
t.y. AM =§(AB+ AD+ A4)).

14 pav. 15 pav.

2 pavyzdys. Sakykime, kad taskai 4, By, C; ir D; yra trikampés
piramidés ABCD sieny BCD, ACD, ABD ir ABC pusiaukrastiniy
susikirtimo taSkai. [rodysime, kad atkarpos A4, BB, CC; ir DD
susikerta viename taske M ir

AM :MA, = BM : MBy =CM :MCy =DM :MD; = 3:1.

Sprendimas. Visy pirma isitikinkime, kad atkarpos A44; ir BB;
susikerta (15 pav.). Taskai A4; ir By yra trikampiy BCD ir ACD
pusiaukrastiniy susikirtimo taskai, todél

i
A4 = E(AB+ AC+ AD),

R D e e e

BBy = ~(BA+ BC+ BD) = (= AB+ AC— AB+ AD~ AB) =

- 1= 1=
=—AB+—AC+—AD.
3 3
Kadangi
- T - - -
AlBl = A1A+ AB+ BBI = —AA1+ AB+ BBI =

e e B 1~

I
= —E(AB+ AC+ AD) + AB— AB+§AC+ EAD = —EAB ,
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tai tiesés 4By ir AB yra lygiagreCios, t.y. taskai 4, B, A4; irB; yra
vienoje plokStumoje. Taigi nelygiagreCios vienos plokStumos tiesés
A4, ir BB, susikerta taSke M. Sakykime, kad AM :M4 =x,
- x x e
BM :MB =y. Tuomet AM = A4 = (AB+ AC+ 4D).
1+x 3(1+x)

- -
%
Kita vertus, AM = AB+yABy . Kadangi
I+y
- S 1> 1~

= 1
AB| = AB+ BBl AB+( AB+ 3 AC+— 3 —AD) = EAC—i— 3AD

=y Dy
~  AB+=AC+=AD N
tai AM = " . Gavome dvi vektoriaus AM iSraiSkas
+y

s
trimis nekomplanariais vektoriais 4B, AC, AD . Pagal 2 teorema jos

turi sutapti, todél
x 1 X Yy X 0y
3A+x) 1+y 3(1+x) 3(1+y) 3(1+x) 3(1+y)

IS ¢ia:
1y
I+y 3(1+y)

= y=3.
Tuomet
x 1

+x) 143
Gavome, kad AM :MA; = BM :MB; =3:1. AnalogiSkai jrodoma
(isitikinkite tuo patys), kad atkarpos 44, ir CC; susikerta kuriame nors
taSke Nir AN : N4y = CN : NC; =3:1, o atkarpos AA4; ir DD; susikerta
kuriame nors taSke P ir AP: PA = DP:PD; =3:1. Bet atkarpoje A4,
yra tik vienas taskas M toks, kad AM : M4, =3:1, todél taskai N ir P
sutampa su taSku M. Taigi atkarpos A4, BB;, CC;, DD, susikerta

viename taske M. Sis taskas yra vadinamas trikampés piramidés 4BCD
sunkio centru .

x=3.
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3 pavyzdys. Trikampés piramidés ABCD sienos ABC pusiau-
krastiniy susikirtimo taskas yra M, taskas L yra briaunoje CD ir
CL:LD =2:5. PlokStuma, einanti per taskus 4, B ir L, kerta atkarpa
DM taske N. Apskaiciuokime santyki DN : NM (16 pav.).

Sprendimas. Sakykime, kad DN : NM = x. Tuomet

- y - ¥ - o5 -
DN = = (DA+ DB+ DC) .
x+1 3(x+1)
— - > - -
Kita wvertus, DN = DA+ AN . Vektorius DA ir AN isreikS8kime
- - -
vektoriais DA, DB ir DC. Kadangi taskai A, L, B ir N yra vienoje
- -
plokstumoje, o vektoriai AL ir AB nekolinearis, tai pagal 1 teorema

- -

4)
AN =y AL+ z AB . Pagal uzdavinio salyga

- - -
L MZL(SAC”AD),
2+5 7

todél
%

AN = z AB+ 57y AC+ 27y AD = (DB~ DA) +5—(DC DA) - 27y DA=
55 o
= (—z—y)DA)+zDB+7DC
ir
- - - 5y -
DN = (1-z— y)DA+ z DB+ TDC .

- - -
Abi vektoriaus DN iSraiskos nekomplanariais vektoriais DA, DB

_)
ir DC turi sutapti, todél turi buti teisingos lygybeés
¥ ogezey=z= Rodia x=2, y= . 223 Taigi
3(x+1) 7 2 17 17

DN :NM =15:2.
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D
L
B
16 pav. 17 pav.
> >
3. Sakykime, kad erdvéje duoti du vektoriai a ir b , o kampas tarp

- -
ju lygus ¢. Skai¢ius, lygus vektoriy a ir b moduliy sandaugai,
- -
padaugintai i§ kampo tarp juy kosinuso, vadinamas vektoriu a ir b
skaliarine sandauga:
e S
a-b=Jlal|b|coso.
Vektoriy skaliariné sandauga pasizymi Siomis savybémis:
> -5 oo
1) a-b=5b-a;
- > - -
2)Il(a-b)=1(a) b;
e T A
3) a(b+c)=a-b+a-c;
-2 -S> - -2 - -
4) a =a-a>0; a =0 tktada,kai a =0 .
I$ skaliarinés sandaugos apibrézimo iSplaukia, kad nenuliniai
- -
vektoriai a ir b statmeni tada ir tik tada, kai juy skaliariné sandauga
- -
lygi nuliui. Be to, kampas ¢ tarp vektoriy a ir b apskaiCiuojamas
pagal formule



VII TEMA

%
o vektoriaus a modulis — pagal formule

- -2
lal=\a .

4 pavyzdys. Kubo ABCDAB,CiD; briaunos A4, vidurys yra
taskas K, briaunos 4D vidurys — taSkas M, sienos CC{D|D centras yra
taskas H. [rodykime, kad tiesés KH ir BjM yra statmenos (17 pav.).

_)

Sprendimas. Akivaizdu, kad reikia jrodyti, jog vektoriai KH ir

- - >
B/M yra statmeni, t.y., kad KH-B/M =0. Sakykime, kad kubo

- -
briaunos ilgis lygus a. ISreikSkime vektorius KH ir B;M vektoriais
> -

%
AB, 4D, AA1:

1 - -

1
KH = A~ AK——(AD+AC1)—EAA1

1 = 1> -
= E(AD+ (AB+ AD+ AAl)) - EAAl = 5AB+ AD;
- - - 1> > -
BIM = AM— ABl = EAD— AB— AAl .
Pagal skaliarinés sandaugos savybes gauname:
- 1= -

%
KH - BiM = ( AB+ D) (- AB- AA1+;AD)—

1 2 —>—>1—>—>—>—>—>—> - 2

=——AB — —AB- AAj+ — AB- AD— AD- AB— AD- AA;+ 1AD .
2 2 4 2
Aisku, kad

-2 -2 - - - -
AB =A4D =a", 4B AAI AB-AD = AD AA 0,
- - - - - -
nes AB 1 AA;, AB L AD, ADJ_AAI.Todél KH-BIM:

1 1 S .
= —Eaz +Ea2 =0. Taigi tiesés KH ir B|M yra statmenos.
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5 pavyzdys. | kuba ibrézta sfera. Irodykime, kad bet kurio jos tasko
atstumy iki kubo virsiiniy kvadraty suma yra vienoda.

Sprendimas. Sakykime, kad { kuba ABCDA; B|C|D; ibréztos sferos

centras yra O, o M — bet kuris jos taskas (18 pav.). Tuomet

- - > - - >
AM = A0+ OM , BM = BO+OM ,

- - - - - -
CM =CO+0OM , DM = DO+ OM ,

- - - - - -
AM = 40+0OM , BiM = B0+ 0M,
- - - - - -
M = Ci0+0M, DiM = D,0O+OM .

Tasko M atstumy iki kubo virStiniy kvadraty suma pazymékime S.
Pasinaudoj¢ skaliarinés sandaugos savybémis, gauname:

-2 -52 S>2 -S>2 ->2 -S52 -2 - 2
S=A4AM +BM +CM +DM +AM +BM +CM +DM =

-2 52 52 52 52 52 52 52

=A0 +BO +CO +DO + 40 +BO +CO +DO +

e - - - - - 2

+2 OM (AO+ BO+ CO+ DO+ 4,0+ B|O+ Ci0+ D,0) + 80OM

Jei a — kubo briaunos ilgis, tai av3 — jo istrizainés ilgis ir

AO:BO=CO=D0:A10=BIO=C10:D10:af,

todél
-2 52 52 52 52 52 52 - 2

AO +BO +CO +DO +40 +BO +CO +DO =

=8{"*/§]2 = 64
2

Atkarpa OM yra lygi 1 kuba ibréztos sferos spinduliui, t.y.
- - - >

H
OM = % .Kadangi C;0 =-40, tai C;0+ A0 = 0 . Analogiskai

e e e s

BO+0OD =0, 40+0C =0, DJO+0OB = O
Taigi skliaustuose esanti aStuoniy vektoriy suma lygi nuliniam vektoriui.
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2
Todel S =6a2+8-(gj =84°. Si suma nepriklauso nuo tasko M

pasirinkimo sferoje.
D,

y “
1 Il =7

i

b tof ) D C

\\J \ )) //
y RN T C

B A B
18 pav. 19 pav.

4. Lygiagretainio ABCD (19 pav.) plotas apskaiCiuojamas pagal
formule § = AB-AD-sin/ A. Todél

S% = AB? - AD? -sin? Z A = AB* - AD*(1-cos® £ 4) =

-> - 2

— AB?. 4D?|1- _AB- 4D _

- -

| AB || AD |
-2 52 -S> -5 2
p2 4B -ADZ—(ABZ-AD)
AB* - AD

-2 >2 -5 - 2

=AB -AD —(AB-AD) .
Tuomet trikampio ABC plotas lygus

— AB?

1 |22 22 - - 2

Sapc =\ 4B - AC —(4B-4C)

Sakykime, kad keturkampio ABCD istrizainés AC ir BD susikerta
taske O (20 pav.). Tuomet

SaBcp =Sa08 *+Spoc +Scop +Spous =
=%AO-OB-SinéAOB+%OB-OC-SinLBOC+

+%OC-OD-sinLCODJr%OD-OA-sinéAOD.
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Bet £COD =/ AOB,0 £BOC =/ AOD =180° — £ AOB. Todél

S 4BcD :%(OA-OB+OB-OC+OC-OD+OD-OA)sinZAOB:

= %((OA +0C)- OB + OD(OC + OA))sin Z AOB =

=%(AC~OB+OD-AC)-sinLAOB =

= %AC-(OB +OD)-sin L AOB = %AC-BD-sinLAOB.

c
D
7 D
A . .
B B H ¢
20 pav. 21 pav.

- -
Kadangi kampas 4AOB yra kampas tarp vektoriy AC ir BD, tai ketur-
kampio plotui skaiciuoti turime formulg

-2 > 2 - - 2

SABCD=% AC -BD —(AC-BD)

Sakykime, kad taSkas A4 néra tieséje a, o taskai B ir C yra tiesés a
taskai (21 pav.). Nubrézkime lygiagretaini BCDA. Jo aukstiné AH,
nubrézta | kraSting BC, yra lygi atstumui nuo tasko A4 iki tiesés a. Jei S —
lygiagretainio ABCD plotas, tai S = BC- AH ; i§ Cia

-2 =2 - - 2
S BA -BC —(BA-BC)
BC

AH =

H

| BC|
6 pavyzdys. StaCiakampio gretasienio ABCDA4B;CiD; briauny
ilgiai yra: AB=4, AD=3, AA =1. Taskas M yra briaunoje BB ir

1 . D . L. .
BM = 5 Raskime gretasienio pjtivio plok§tuma, einancia per taskus 4,

Mir Cy, plota.
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Sprendimas. Sakykime, kad plokStuma, einanti per taSkus 4, C ir
M, kerta gretasienio briauna DD; taske N (22 pav.). Tuomet plokstumos
ir gretasienio pjuvis yra keturkampis AMC|N , o atkarpos AC; ir MN
yra jo istrizainés; todél jo plotas yra

1 [>2 —>2 - - 2

§=_\AC MN —(AC;-MN)

- - - -

- -
Sakykime, kad DN =xDD;=xA44,. Tada AN = AD+x A4,
- - 1 > - - o - - 1)
AM = AB+§AA1 ir AC; = AN+ AM = AB+ AD+ [)ng A4y . Kita
- > 5 >
vertus (pagal gretasienio taisyklg), ACy = AB+ AD+ A4, . Sulyging abi
H

vektoriaus AC; iSraiskas, gauname, kad x+%=1, t.y. ng. Taigi

- 2 >
DN = A

Kadangi
_)

- - -> 92 > - 1 -
MN = AN= AM = (AD+ 2 Ady) = (AB+— Ady) =,

- 2 - 2 - 2

AB =AB%*=16, AD =AD?>=9, A4, = A4 =1,

AB- AD = AB~ AA1 = AD- AAI =0,

tai
- 2 - - - 2 -S52 ->2 -2

AC, =(AB+AD+ A4)) =AB +AD + A4 =26,

- 2 - 2 -2 52 - 2 1

MN =(- AB+AD+;AA1) = AB +AD +oAd =25,

4)
> o> o -

- - - 1
ACy MN = (AB+ AD+ Ay) (- AB+ AD+— Ad) =

-2 ->2 1 ->2 2
=B 4+ AD + A, =67
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Taigi keturkampio AMC|N plotas yra

2
S:l 26-251— 61 :ﬂ.
2 9 9 3

S
Dy
4 N —=0( C
1 1D 1 C
y e M A %
B E
22 pav. 23 pav.

7 pavyzdys. Taisyklingosios  keturkampés piramidés ABCDS
pagrindo krastinés AB ilgis 6, aukstines SH ilgis J7 . Tatkas M yra
briaunoje SB ir BM : MS =2:3. Raskime atstuma nuo virStnés A4 iki
tiesés DM.

Sprendimas. leskomasis atstumas d yra skai¢iuojamas pagal formulg
-2 > 2 - - 2

DA -DM —(DA-DM)

d=

%
| DM |
- - -S> -
Vektoriy DM iSreikSkime vektoriais 4B, AD, AS:
- -

- > o - > > -
DM = aM— ap=>AB*245 _ b 3 up— ap+ 2 45,

2+3 5 5

> o > >

Apskaiciuokime skaliarines sandaugas AB - AS ir AD - AS . IS trikampio
ASH randame:

A S = JGV2)2 + ()2 =
oy ) AE 3
Nubrézkime SE 1 AB ;tuomet AE =3 ir cos £LSAB = A_S = g

Todél
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> - e 3
AB-AS = AD- AS = AB|-| AS|-cos £ S4B =65~ =180.

- 2 - 2

Kadangi AB =AD =36, tai

- 2 3> 2> 2> 2 9 22 52 4 —>2

DM =|—-AB-AD+—AS| =—AB + 4D +—AS +
5 5 25 25

- - - -
+£AB'AS—iAD-ASzi-36+36+i-25+£-18—i-18=
25 5 25 25 25 5

1180

2

25

-

- > - - 2
3 2 ] ——AD-AS =

- > -
DA- DM =—-AD- gAB—AD-i-gAS =AD

(VAR

=36—g-18=&.
5 5

Taigi ieSkomasis atstumas yra

2
36_1180_(144}
g 25 (s ) [5436
1180 295

25

SEPTINTOJI UZDUOTIS

. Trikampés piramidés ABCD briaunose 4B ir CD yra taskai P ir Q
tokie, kad AP: PB=CQ:QD . Irodykite, kad atkarpy AC, BD ir PQ

vidurio taskai yra vienoje tieséje.

. Trikampés piramidés ABCD briaunos AB vidurio taskas E, o sienos
BCD pusiaukrastiniy sankirtos taskas F. Ties¢ EF kerta plokStuma,
einancia per taskus A4, C ir D, taske M. Irodykite, kad

- > o>
AM = AC+ AD .
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. Trikampés piramidés ABCD briaunose DA ir DB ir DC yra tokie
taskai M, N ir K, kad DM =§DA, DN:%DB, DK=§DC.
Taskas L yra trikampio ABC pusiaukrastiniy susikirtimo taSkas.
Plokstuma, einanti per taSkus M, N ir K, kerta atkarpa DL taske P.
Apskaiciuokite DP: DL .

. Atkarpos, jungianCios trikampés piramidés prieSingy briauny
vidurio taskus, susikerta viename taske, kuris dalija jas pusiau.
Irodykite.

. Jei trikampés piramidés ABCD briaunos AB ir CD statmenos,
briaunos AC ir BD taip pat statmenos, tai briaunos AD ir BC irgi
statmenos. [rodykite.

. Koki kampa sudaro dvieju gretimy kubo sieny prasilenkiancios
Istrizainés?

. Taisyklingojo tetraedro ABCD briauny 4D ir CD vidurio taSkai yra
M ir P, sieny BCD ir ABC pusiaukrastiniy susikirtimo taskai yra N ir
Q. Raskite kampa tarp tiesiy MN ir PQ.

Nurodymas. Taisyklingasis tetraedras — tai trikampé piramide,
kurios visos sienos yra lygiis lygiakra$ciai trikampiai.

. Apie kuba apibrézta sfera. Irodykite, kad atstumy nuo bet kurio
sferos tasko iki kubo virStiniy kvadraty suma yra vienoda visiems
sferos taskams.

. Taisyklingosios keturkampés piramidés SABCD pagrindo ABCD
krastinés ilgis lygus a, o briaunos S4 ilgis b. Briaunose CS ir DS yra
taskai M ir N, kad CM : MS = DN : NS =2:3. Raskite keturkampio
ABMN plota.
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10. Staciakampio gretasienio ABCDA;B|C|D; briauny ilgiai AB=6,
AD =4, AA; =3. Raskite atstuma nuo briaunos 4;D; vidurio
taSko M iki tiesés ACj.

)

3
)

£
Ao

AN

P
@ ,(//L.
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VIII. PROGRESIJOS

Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas
(Vilniaus universitetas, Vilniaus pedagoginis universitetas)

Su aritmetine ir geometrine progresijomis susipazinote 11-oje kla-
s¢je. Sprendziant Sia uzduot; mokyklines zinias apie aritmeting ir
geometring progresijas reikés truputi praplésti. Todél pirmiausia iSnagri-
nékite pateikta medziaga, iSsprestus pavyzdzius. Prie§ savarankiska
uzduotj pateikiama keletas pratimy ir ju atsakymai. Sie pratimai skirti
igiidziams lavinti. ISsprende juos, nesunkiai jveiksite ir pacia uzduoti.
Pratimy sprendimy siysti nereikia.

Funkcija /i N— R (kiekvienam natiiraliajam skaiciui priskirianti
realyji skaiciy) vadinama realiyjy skaiciy seka. Funkcijos reikSmes
vadinamos sekos nariais. Sekos narius Zymésime viena raide su indeksu
n: x, = f(n). Sekas taip pat zymésime (x,), (v,), (a,), (b,) ir pan.
Sekos narys x,, vadinamas n-uoju sekos nariu. Kartais seka nusakoma
uzrasant kelis jos narius.

Seka (x,,) vadinama didéjancia, jeigu x,, < x,,q su visais n € N.

Seka (x,,) vadinama mazéjancia, jeigu x,, > x,,.; su visais n € N.

Cia nagrinésime tik dvi sekas: aritmetine ir geometrine progresijas.

1. Aritmetiné progresija

1 apibrézimas. Skaiciy seka (a,,), kurios kiekvienas narys, prade-
dant antruoju, lygus prie§ ji esanfiam nariui, sudétam su tuo paciu
skai¢iumi d, vadinama aritmetine progresija, o skaiius d — S$ios
progresijos skirtumu.

Taigi aritmetiné progresija yra apibréziama rekurenciaja formule:

ayy =a, +d, neN. (1)

Aritmetinei progresijai apibrézti pakanka nurodyti pirmaji sekos
narj ir progresijos skirtuma.

Akivaizdu, kad aritmetiné progresija (a,,) yra didéjanti, kai d > 0;
ji yra mazéjanti, kai d < 0. Kai d =0, visi aritmetinés progresijos nariai
lygiis tam paciam skaiciui (pastovi seka).

Daznai reikia nagrinéti tik baigtinj skaiciuy vienas po kito einanciy
aritmetinés progresijos nariy. Tokia aritmetinés progresijos ,,atkarpa® yra
vadinama baigtine aritmetine progresija.
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11-tos klasés vadovélyje [1] yra irodyta, kad n-asis aritmetinés
progresijos (a, ) narys a, apskaifiuojamas pagal formulg
a, =a;+dn-1), 2)
o pirmuyjy # Sios progresijos nariy suma S, — pagal formule
ay+a
S, = Tﬂ
I (3) formulg iras¢ a,, iSraiska iS (2) formulés, gauname, kad
2 dn-1
= %(n) . (4)

1 teorema. Seka (a,,) yra aritmetiné progresija tada ir tik tada, kai

3)

Sl’l

kiekvienq jos nari galima uzrasyti formule:
a,=on+B,n=12,3,.. (5)
(¢ia o, - realieji skaiciai).

[rodymas. Bitinumas. Sakykime, kad seka (a,) yra aritmetiné
progresija. Tada pagal (2) formulg: a, =a+d(n—-1)=dn+(a;—-d).
Pazymeje a=d, B=a; —d, gauname (5) formulg.

Pakankamumas. Sakykime, kad sekos (a, ) nariai apskai¢iuojami
pagal formul¢ a, =an+B. Tada a, =o(n+1)+p. Todeél
ays1 —a, =o, o018 ¢ia a,, =a, +o. Matome, kad sekos (a,) nariai
tenkina aritmetinés progresijos apibrézima.

2 teorema. Seka (a,,) yra aritmetiné progresija tada ir tik tada, kai
Jjos n pirmyjy nariy sumq galima apskaiciuoti pagal formule

S, = An* + Bn (6)
(¢ia A, B — realieji skaiciai).
[rodymas. Bitinumas. Sakykime, kad seka (a,) yra aritmetiné
progresija. Pagal (4) formulg gauname:
_2ay+d(n-1) 'n:dnz +(2ay—d)-n _
2 2
2a) -d

Sn

d
=t s

n=An2+B;
2
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2611 —-d
S
Pakankamumas. Sakykime, kad sekos (a,) n pirmyjy nariy suma

¢ia Azi, B =
2

galima apskaiciuoti pagal (6) formule. Tada
a, =8, —S,| =An* +Bn—A(n—1)> —=B(n—1) =
=24An+(B-A)=an+p; ¢iaa=24,p=B-4.
Pagal 1 teorema seka (a,,) yra aritmetiné progresija.
3 teorema. Seka (a, ) yra aritmetiné progresija tada ir tik tada, kai

jos kiekvienas narys, pradedant antruoju, Ilygus jo gretimy nariy
aritmetiniam vidurkiui:
a,+a
g =22, neN. (7

Irodymas. Butinumas. Sakykime, kad seka (a,) yra aritmetiné
progresija. Tada a,,,| =a, +d ir a,,» =a,,| +d . Todél
a, +au,y a,+a,,+d 2a,+2d
2 2 2
Pakankamumas. Sakykime, kad sekos (a,) nariai tenkina (7)

=a,+d=a,,.

lygybg. I8 jos iSplaukia, kad a,. —a, =a,.» —a,,;. Imdami n
reikSmes, lygias 1, 2, 3, 4, 5,... , gauname:
) —ap=da3z —dp =a4 —az=das5 —ag =...

Taigi skirtumas tarp bet kurio sekos (a,) nario ir pries ji esancio
nario yra pastovus. Todél seka (a,,) yra aritmetiné progresija.

Pastaba. Pakankamumas jrodytas negrieztai. Grieztai irodant
reikéty taikyti matematinés indukcijos principa.

Pratimas. [rodykite, kad aritmetinés progresijos (a,) nariai
tenkina lygybe

a,_j +a
an: n—k n+k’ (8)

2
kai n>2 ir k<n.
4 teorema. Seka (a, ) yra aritmetiné progresija tada ir tik tada, kai
Ji turi tokiq savybe:
a, +a, =ay+ay,jei n+m==k+1 9
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[rodymas. Bitinumas. Sakykime, kad seka (a,) yra aritmetiné
progresija. ~ Tada  (pagal (2) formulg) a, =a;+d(n-1),
a, =ay+dm-1), ap =ay+d(k-1), a; =a; +d(l-1).1§ Cia

a,+a, =a+dn-1)+a +dm-1)=2a1+d(n+m)-2d,

ap+a;=a+dk-1)+ay+d(l-1)=2a;+d(k+1)-2d.

Jei, n+m=k+I[, tai a,-+a, =a;+a;. Taigi aritmetiné
progresija turi (9) savybe.

Pakankamumas. Sakykime, kad galioja lygybe a, +a,, =a; +ay,
kai n+m=k+1. Tada, pasirinke n>2, m=n, k=n-1ir [ =n+1,

gausime lygybe¢ a, +a, =a,_1+a,;, o 1§ ¢ia — formulg

a,|+a o
a, =% (n >2). Pagal 3 teorema seka (a,) yra aritmetiné
progresija.

Pritaik¢ 4 teorema baigtinei aritmetinei progresijai a;, a;, as, ...,
a, , gauname tokia jos savybg:

vienodai nutolusiy nuo progresijos galy nariy sumos yra lygios, t. y.

ay+a, =ap +a, |=az+a, p=..=a; +a,_j,|. (10)

Pasinaudojus (9) savybe, galima i$vesti paprastesn¢ formulg sumai
S, , kai n yra nelyginis skaicius, apskaiCiuoti. Kai n =2k —1, gauname:
n+1=2k=k+k. Tada (pagal 4 teorema) a, +a; =a; +a; =2ay, . Iras¢
§i rezultata i (3), turésime formule

S,=n-a;, n=2k-1. (11)

Pratimas. Aritmetinés progresijos penktasis narys lygus 10. Raskite
Sios progresijos devyniy nariy suma.

ISspreskime keleta pavyzdziy.

1 pavyzdys. Raskime aritmetinés progresijos (a, ) pirmyju desim-
ties nariy suma, jeigu ag +ag +ajp +ajs =20.

Sprendimas. Kadangi ag+ajs=aq+ajy =ay+ap, (pagal 4 teo-
rema), tai 2(a; +ag) =20, 0 a; +apn =10. Vadinasi,
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Syo =140 +2“2° 20= —10;0 ~100.

Ats.: 100.

2 pavyzdys. Tarkime, kad skaiiy trejetai lga, lgb, lgc ir
(lga —1g(2b)), (lg(2b)—-1g(3¢c)), (g(3c)—Ilga) yra aritmetiniy
progresiju paeiliui einantys nariai. [rodykime, kad tada egzistuoja toks
trikampis, kurio krastiniy ilgiai yra lygis a, b ir c¢. Nustatykime to
trikampio rai§j (pagal kampus).

Sprendimas.Remdamiesi 3 teorema, gauname:

{ZIgb =lga + lgc,

j—
2(1g(2b) —1g(3¢)) = (1ga —1g(2b)) + (1g(3¢) — 1ga)

{21gb=1ga+lgc, b2 =ac, 9¢ 3c
= =>a=—, b=—.
1g(2b) = 1g(3c) 2b =3c. 4 2
. . 9¢ 3c e . e
Skaiciy trejetas (a, b, ¢) = VR ¢ | gali buti trikampio krastiniy
ilgiy rinkinys, nes %Tc < 370 +c,kai ¢>0.

2 2
Taigi toks trikampis egzistuoja. Kadangi a® = 8lc ¢

tai a’ > b +c2. Vadinasi, trikampis yra bukasis.

3 pavyzdys. Seka (x,) pasiZzymi savybe: jos gretimy nariy
skirtumai sudaro aritmeting progresija, kurios pirmasis narys yra lygus
jos skirtumui d. Raskime sekos (x,) #n-ojo nario formulg, jeigu jos

pirmasis narys lygus a.

Sprendimas. Pagal salyga gauname:
Xo—=Xx1=d,x3—xy)=2d,x4—-x3=3d,..,x,—x,_1=(n-1d.

Sudgjg Sias lygybes, gauname: x, —x; = Wd . Taigi

_as 202Dy (12)

Xy 5
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4 pavyzdys. Lyginiai natiiralieji skaiciai surasyti i lentelg:

2

4 6

8 10 12

14 16 18 20

an .................... a2n

Apskaic¢iuokime n-osios eilutés skaiciy suma.

Sprendimas. Sekos 2, 4, 8, 14, 22, ..., a,, gretimy nariy skirtumai
sudaro aritmeting progresija 2, 4, 6, ..., kurios skirtumas d =2 . Pagal

(12) formulg: a, =2+ n(n2 D 2=n-n+2. n-ojoje eilutéje yra n

nariy, kurie sudaro aritmeting progresija (jos skirtumas irgi 2). Taigi $ios
eilutés nariy suma:
2n® —n+2)+2-(n—-1) 3

A4, = > ‘n=n"+n.

Ats.: n3 +n.

m+n

5 pavyzdys. [rodykime, kad S,,,, = S, —S,), jeigu S,,

S s Smen — atitinkamai aritmetinés progresijos pirmyjy # nariy, m nariy
ir (m + n) nariy sumos.

[rodymas. Remdamiesi 2 teorema, galime uzrasyti:
S, =An>+Bn, S, = Am*> + Bm,

S nan =A(m+n)2 + B(m+n).

Taigi
’"*”(sm—sn)_m”(Am + Bm— An® — Bn)=
m-—n m—
m+n[A( n2)+3(m+,,)]:w[A(m+n)+B]:
m—n
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=(m+n)[A(m+n)+ B] =A(m—i—n)2 +B(m+n)=S,,,,.

6 pavyzdys. Raskime visas paeiliui einanciy nataraliyjy skaiciy
sekas, kuriy nariy sumos lygios 1000.

Sprendimas. Sakykime, kad pirmasis tokios sekos narys yra a, o
sekoje yra n nariy. Tada (pagal (4) formulg):

2a+1-(n—1)‘n:1000 ty. a=1000 n—l'

n 2

Nagrinékime du atvejus.

1 atvejis. Tegu n — nelyginis skaiéius. Siuo atveju 1000 dalijasi i3 »
tik tada, kai n=1,5,25 ir 125. Kai n =1, gauname seka, sudaryta i$
vieno skaiCiaus 1000. Vargu ar tokia seka galime laikyti uzdavinio
sprendiniu.

Kai n =5, tai a =118 ir gauname seka 198, 199, 200, 201, 202.

Kai n =25, tai @ =28 ir gauname seka 28, 29, 30, ..., 51, 52.

Kai n =125, tai a<0 ir todél sekos, sudarytos i§ natiiraliyjy
skai€iy, néra.

2) atvejis. Tegu n — lyginis skai¢ius. Siuo atveju skaiiy
n

-1 . e . o
nT trupmeninés dalys turi biti lygios % Todél reikia patikrinti tik
tris n reikSmes: 16, 16-5=80 ir 16-25=400. Tik tada, kai n=16,
gauname teigiama skaiCiaus n reikSme: n=155. Taigi turime tik viena
seka: 55, 56, 57, ..., 69, 70.

Ats.: Trys sekos: 198, 199, 200, 201, 202; 28, 29, 30, ..., 51, 52; 55,
56, 57, ..., 69, 70.

2. Geometriné progresija.

2 apibrézimas. Skaiciy seka (b, ), kurios pirmasis narys nelygus
nuliui (by #0), o kiekvienas kitas narys, pradedant antruoju, lygus pries
ji einanciam nariui, padaugintam is nelygaus nuliui skaiciaus gq,
vadinama geometrine progresija, o skaicius q — Sios progresijos
vardikliu.

Taigi geometriné progresija pasizZymi savybe:
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bn+1

=q,neN. (13)
n

Geometriné¢ progresija apibréziama pirmuoju sekos nariu b ir
progresijos vardikliu g. Kai ¢ =1, gaunama pastovi seka. Kai 5> 0 ir
q > 1, geometring progresija yra didéjanti. Kai g =1, gaunama pastovi
seka. Kai b;>0, o 0 <g <1, geometrin¢ progresija yra mazéjanti. Kai
g <0, geometriné progresija nei didéjanti, nei mazéjanti.

11-tos klasés vadovélyje [1] irodyta, kad n-asis geometrinés
progresijos narys apskaic¢iuojamas pagal formulg

by=bi-q"", (14)
0 $ios progresijos pirmyju » nariy suma S, — pagal formulg
by -(1-4"
5, =) (g2, (15)

Pastaba. Kartais reikia nagrinéti ir geometrines progresijas (b,,),
kuriy pirmojo nario indeksas yra nulis, pavyzdziui, seka by, by, by, bs, ....

Nesunku jsitikinti, kad Sios sekos narys b, apskaic¢iuojamas pagal
formule

b, =byq". (16)

Seka by, by, by, b3, ... Zymesime (b,,) ;>0 -

Pratimas. [rodykite, kad geometriné¢ progresija (b,) turi tokia
savybe: b, =b; -q" %, kai k<n.

5 teorema. Seka (b,) yra geometriné progresija tada ir tik tada,

kai jos kiekvieno nario, pradedant antruoju, modulis yra lygus jo
gretimy nariy geometriniam vidurkiui:

|bn+1 |:\/bn 'bn+2 . (17)

Teorema jrodykite savarankiskai.
6 teorema. Seka (b,)) yra geometriné progresija tada ir tik tada,
kai ji turi tokiq savybe:
b, b, =by by, kai n+m=k+1. (18)
Teorema irodykite savarankiskai.
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Kai n>22, m=n, k=n—-p, I=n+p, p<n, gauname (pagal
6 teorema):

2
by = bn—p 'bn+p :
Taigi gavome tokia geometrinés progresijos (b,) savybg:
by =b,_ by, kai n>2, p<n. (19)
3 apibrézimas. Geometriné progresija (b,)) vadinama nykstamgja,
Jjeigu jos vardiklio modulis yra mazesnisuz 1, t. y. |q < 1.

Nykstamosios geometrinés progresijos suma skai¢iuojama pagal
formulg (zr. [1]):

S:b1+b2+...+bn+...:1b—1. (20)
—q

ISspreskime keleta pavyzdziy.

7 pavyzdys. Didéjancios geometrinés progresijos pirmojo ir pasku-
tiniojo nariy suma lygi 66, antrojo ir prieSpaskutiniojo nariy sandauga
lygi 128, o visy nariy suma lygi 126. Raskite sekos nariy skaiciy.

Sprendimas. Sakykime, kad pirmasis sekos narys yra b, jo
vardiklis ¢ >1 ir sekoje yra n nariu.
Pagal salyga gauname:

b(1+q¢" 1) =66,
big" ' =128,
1-4¢"
1-¢
IS pirmyju dviejuy lygéiy iSplaukia, kad b12 —66b; +128 = 0. Sios
lygties sprendiniai: (b;); =64, (b)), =2. Sias b reik§mes jrase i antraja

by =126.

lygti, gauname: ¢"' = % ir ¢" 1 =32,
n—1
Kadangi ¢" =¢" ' ¢, tai b, llL

=126. Kai (b)); = 64
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. _ 1 1 . . -
ir ¢"! =35 gauname: ¢, =—; kai (b)), =2 ir ¢" ' =32, ¢, =2.
Kadangi geometriné progresija yra didéjanti, tai jos vardiklis ¢ = 2.

Taigi 2" ! =32 . 1% ¢ia gauname n = 6.
Ats.: 6.

8 pavyzdys. S, — geometrinés progresijos n pirmyjy nariy suma.
Irodykime, kad
2
Sn (S3n - S2n) = (S2n - Sn) .

_n
Trodymas. Kadangi S, = by + by +...+ b, +...= b —9—

I-q
-1
S2n _Sn :bn+l+bn+2 +"'+b2n an+1(1+q+...+qn )=
1_ n
:bn+1 1 5
I-¢

1-¢g" . 2
A%n—5m1=@m+rTj;'Hbrbmﬁlzhwb

tai

1

2 2
1-¢q" 2 |[1=¢" 2
Sn(S3n_S2n)=bl'b2n+l{1 Q] zbn-k—l[ g =(S2n_Sn) .

9 pavyzdys. Raskime nykstamosios geometrinés progresijos var-
diklj, jeigu jos kiekvienas narys yra 4 kartus didesnis uz po jo einanciy
visy nariy suma.

Sprendimas. Pagal salyga gauname:

b _ b
b, =415 — g = —:>1=—:q=l.
l-g¢g 1 5

Ats.: l .
5
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3. Aritmetiné-geometriné progresija

4 apibrézimas. Seka (x,,),>(, apibrézta rekurencigja formule
Xp41 =9gx, +d (¢g#1,d #0), (21)
yra vadinama aritmetine-geometrine progresija.

Kai d =0, gauname geometring progresija, apibrézta rekurenciaja
formule, x,,; =¢x,, o kai g=1, — aritmeting progresija, apibrézta
rekurenciagja formule x, .| =x, +d.

Surasime formulg aritmetinés-geometrinés progresijos nariui Xx,
apskaiciuoti.

7 teorema. Jeigu seka(x,),>o yra aritmetiné-geometriné progre-
sija, tai seka (by,),>0, b, =x, —x, x — lygties x = qx+d sprendinys
yra geometriné progresija.

[rodymas. Pirmiausia pastebésime, kad lygtis x = gx +d yra gauta
(21) formuléje vietoj x,,,; ir x,, iraSius x.

Pagal teoremos salyga turime:

by =Xy —x=qx, +d—x=q(b, +x)+d —x =
=qb, +gx+d—x=gqgb,.
—

Matome, kad seka (b,,),>o yra geometriné progresija. Jos narys b,
apskai¢iuojamas pagal formule b, = byq" ; &ia by =xy —x, x = %

ISvada. Jeigu seka (x,),>¢ yra aritmetiné-geometriné progresija,
tai jos narius galima skaiciuoti pagal formule

xnzbn+x=£x0—£j-q"+£. (22)

10 pavyzdys. Raskime formulg¢ sekos x,,; =0,99x, +1, x5 =5
nariams x,, apskaiciuoti.

Sprendimas. Pagal (22) formulg gauname:

X, =|5- ! -0,99" + ! =-95-0,99" +100.
1-0,99 1-0,99
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11 pavyzdys. Raskime formulg sekos x,,; =4x, -1, x; =3,

nariui x,, apskaiciuoti.

Sprendimas. Lygties x =4x—1 sprendinys yra x =%. Seka (b,,)

_ 1 . . qy -
(¢ia b, =x, _5) yra geometriné progresija, apibrézta rekurenciaja

1
formule bn+1=4bn,b1=x1—x=3—§:§,
.. -1 8 1. 8 -1 1
Taigi b, =b, 4" 1 =2 41 22 gn-1 2

PRATIMAI

1. S, — aritmetinés progresijos n pirmyjy nariy suma. Apskaiciuokite

S250 ,jeigu SIOO = S150 . (Ats.. SZSO = O)

2. Raskite maziausia trizenkli skai¢iy, kurio skaitmenys sudaro
didéjancia aritmeting progresija, o skirtumas tarp skaiciaus, uzrasyto
tais paciais skaitmenimis, tik atvirks¢ia tvarka, ir Sio skaiciaus lygus
396. (Ats.: 135.)

3. Raskite aritmeting progresija (a, ), jeigu jos pirmyju deSimties
nariy suma lygi 300, o pirmasis, antrasis ir penktasis nariai sudaro
geometring progresija. (4fs.: a; =3,d =6.)

4. Raskite trizenkli skaiciy, kurio skaitmenys sudaro geometring
progresija. Jeigu i$ §io skaiciaus atimtume 792, tai gautume skaiciy,
uzraSyta tais paciais skaitmenimis tik atvirk$¢ia tvarka. Jeigu
ieSkomo skaiCiaus antraji skaitmeni padidintume 2, tai gautojo
skaiCiaus skaitmenys sudaryty aritmeting progresija. (Azs.. 931.)

5. Penktojo ir keturiasdeSimt pirmojo geometrinés progresijos nariy
sandauga lygi 0,01. Raskite 23-3ji Sios progresijos narj. (4zs.. 0,1.)
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10.

11.

12.

13.

14.

Raskite mazéjancios geometrinés progresijos treciojo ir penkio-
liktojo nariy santyki, jeigu Sios progresijos dvylikos nariy,
pradedant 13-uoju nariu, suma sudaro 40 % jos pirmyjuy dvylikos

e 10
nariy sumos. | Afs.: 7

Trikampio vienas kampas lygus 120°, o krastinés sudaro aritmeting
progresija. [rodykite, kad krastiniy ilgiai proporcingi skaic¢iams 3, 5
ir 7.

Raskite nykstancia progresija (b,), jeigu jos suma lygi 16, o

progresijos (b,%) suma lygi 153% . [Ats.: b =12,q :%j

ISspreskite lygti 4+9+14+...+x =1357 . (Ats.. x=114.)

Raskite visus pirminius trizenklius skai¢ius, kuriy skaitmenys
sudaro geometring progresija, o vardiklis — natiiralusis skaicius,
nelygus 1. (Afs.. 139 ir 421.)

Duotos dvi geometrinés progresijos: 2, 7, 12, ... ir 3, 10, 17, ... .
Raskite 50 pirmyjuy sutampanciy abiejy progresiju nariy suma.
(Ats.: 43 725.)

Sekos 1, 8, 22, 43, ... gretimy nariy skirtumai sudaro aritmeting
progresija. Kuris sekos narys lygus 35 3517 (4¢s.. 101.)

Jeigu teigiami skaiCiai a, b ir ¢, nelygis 1, sudaro geometring
1 1 1
log, N’ log, N log. N

progresija, tai skaiciai (N #1) sudaro
aritmeting progresija. [rodykite.

Raskite x,, , jeigu:

a) X,4q =X”T+8, xp =1; (Ats.:xn =2—5%.J
b) x,4 =2x, =3, x; =1.(Ats.: x,=3-2")
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15.

IS degtuky sudéta figira. 1-ojoje eiléje yra 3 degtukai, 2-ojoje eiléje
yra 7 degtukai, 3-ojoje eiléje yra 11 degtuky ir t. t. Kiek degtuky yra

n-ojoje eiléje? Kiek reikia degtuky sudéti —,
figtrai, turinciai # eiliy? Kiek eiliy galima —oT—.T—.
sudéti i5 10 440 degtuky? (Afs.: 4n—1,  —d o oo
2 0, 72) g rrrnr
ASTUNTOJI UZDUOTIS

Kulinarijos parduotuvé gruodzio ménesi pradéjo prekiauti nauju
kulinarijos gaminiu — tortu ,,Smalizius“. Per 26 darbo dienas buvo
planuojama parduoti 4000 tortuy. Pirmaja diena buvo parduoti 105
tortai. Kiekviena kita darbo dieng buvo parduodama po 10 torty
daugiau negu pries tai buvusia dieng ir planuotus 4000 torty pardavé
ankscCiau (per natiiralyji dienu skaic¢iu!) Po to kiekvieng diena buvo
parduodama po 13 torty maziau negu plano ivykdymo diena. Kiek
procenty buvo virSytas torty pardavimo planas?

Trikampio ABC krastiniy AB, BC ir CA ilgiai sudaro aritmeting
progresija. Apskaiciuokite trikampio auksting 4D, jeigu | trikampi
ibrézto apskritimo spindulys lygus r.

Kristina Palangos papliidimyje rado 352 gintaro gabalélius ir juos
sudéliojo i dézutes. [ pirmaja dézute ji idéjo keleta gabaléliu gintaro,
1 antraja dézute — 5 gabaléliais daugiau negu i pirmaja, i treCiaja
dézute — 5 gabaléliais daugiau negu | antraja ir t. t. [ kiek dézuciy
Kristina sudéjo gintaro gabalélius? Kiek gintaro gabaléliy ji idéjo i
pirmaja dézute?

Kariby piratai, vadovaujami Juodojo Barto, uzgrobé laiva, vezanti
aukso krovini. Piraty grobis — 25 502 500 auksiniy monety. Piratai
nutaré grobj pasidalinti. Juodasis Bartas visas monetas iSdéliojo
kriivelémis | viena eile: pirmoje kriiveléje — 1 moneta, antroje
kriiveléje — 3 monetos, treCioje kriiveléje — 5 monetos ir t.t.
Maziausiai muSyje pasiZyméjes piratas gavo pirmaja krivele,
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10.

antrasis piratas gavo kitas dvi kriiveles, treciasis — kitas tris kriiveles
ir t. t. Paskutinis piratas — vadas Juodasis Bartas — pasiémé likusias
kriiveles auksiniy monety. Kiek buvo piraty? Kiek monety teko
Juodajam Bartui?

Trys skaiciai yra paeiliui einantys geometrinés progresijos nariai.
Jeigu i§ treciojo skaiCiaus atimtume 4, tai gautume 3 paeiliui
einancius aritmetinés progresijos narius. Jeigu dabar i§ antrojo ir
tre¢iojo aritmetinés progresijos nariy atimtume po 1, tai gautume
paeiliui einancius geometrinés progresijos narius. Raskite tuos
skaicius.

Irodykite, kad a” +c" >2b", neN, jeigu a, b ir ¢ yra teigiami
paceiliui einantys geometrinés progresijos nariai.

Irodykite: jeigu teigiami ir nelygis 1 skaiCiai a, b, ¢ sudaro
geometring progresija, tai
_log, x—log, x _log, x

= — su kiekvienu x>0, x #1.
logy, x—log.x log,.x

1

2sin2 X

k-sis, (k+1)-sis ir (k + 2) -sis nariai. Raskite visas x ir k reikSmes,

e 1 . .
Skaiciai 1—cos2x, cosx——, yra geometrinés progresijos

jeigu penkioliktasis sekos narys lygus 2_87 .

Nykstamos geometrinés progresijos (b,) suma lygi 3,5, o
progresijos (b,%) suma lygi 114_67 Apskaiciuokite progresijos (b,f )

suma.

Meénesinis tarnautojo atlyginimas 2007 metais buvo 2000 Lt. Pagal
darbo sutartj] ménesinis atlyginimas kiekvieny mety pradzioje
didinamas 5 % ir dar pridedama 200 Lt. Apskaiciuokite tarnautojo
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ménesinj atlyginima (2007 + n) -aisiais metais. Nuo kuriy mety
tarnautojo ménesinis atlyginimas bus didesnis uz 5000 Lt?

Literatira. 1.K. Intiené, A. Sktipas, V. Stakénas, E. Stankus,
V. Vitkus, Matematika 11, II dalis, TEV, Vilnius, 2002, p. 207.

3
QD
\v
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Apskaiciuokite S}q , kai
gt !
1.6 6-11 11-16 ~ (5n-4)-(5n+1)°

S, =

Isspreskite nelygybeg log ,(3-4x)>2.
3

Raskite formule sekos
1
X4 =§xn +2,xy=5
nariui x,, apskaiciuoti. Apskaiciuokite x7 .
Pirmoje dézéje yra 4 juodi ir 6 balti vienodo dydzio rutuliukai.
Antroje déz¢je — 7 juodi ir 3 balti vienodi rutuliukai, o treCioje
deézéje — tik keletas balty rutuliuky. I$ atsitiktinai pasirinktos dézés

atsitiktinai iStrauktas rutuliukas yra baltas. Kokia tikimybé, kad jis
buvo istrauktas i§ antrosios dézés?
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

=

2

2 2
X+ xy+xy° =26, +xy+ =26,
1. Y+ Xy X+ Xxy+xy

X y+x2y2+x2y3=156

xy(x + xy +xy2) =156

2 _ 2 _
_, Jxtxytxy =26, _, Jxtxytxy =26, N
xy-26=156 xy=6

{x+xy(1+y)=26, {x+6+6y=26’ {x+6y=20,
= = = —

xy=6 xy=6 xy=6
x+ﬁ=20, x? —20x+36=0, =2 x=18,
= X = 6 = { " arba 1
y== y=- r= =3
X X
1
Ats.: (2;3), (18;—)
3
. 1 1 . .
2. Kadangi yz=—, z=— ir zx=—, tai
x Xy v

1 N 1 N 1 _
l+x+xy 1+y+yz l4+z+zx
1 1 1
J’_

= =+ =
I+x+xy 1+y+l 1+L+l
x Xy y
1 X Xy _1+)c+xy_1

I+x+xy l+x+xy l+x+xy l+x+xp

Ats.: 1.
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3. Ieskomuosius keturis skai¢ius pazymékime x;, x,, x3 ir x4. Pagal
uzdavinio salyga jie turi tenkinti Sig lyg€iy sistema:

x| +xp =1,
x| +x3 =2,
X +x4 =5,
Xy +x3 =6,
Xy +x4 =09,
x3 +x4 =10.

Sudéje visas lygtis ir padalijg i$ 3, gauname lygti
X| + Xy +X3+Xy4 =11.
Sudéje pirmasias tris lygtis, gauname lygti
3X1 + Xy + X3+ Xy =8.

I8 iy lygciy i8plaukia, kad x; = —%. Tada

3.5

Xg=1-x=1+=—=—,

2 1 9

3.7

X3=2-x1=2+—=—,

3 1 9

3 13

X4=5-x=5+—=—.

4 1 )
Ats..‘—z,é,l,g.
22 2 2

4. AiSku, kad né vienas vienzenklis skaiius netenkina uzdavinio
salygos. leskomyjy skaiciy taip pat néra ir tarp dvizenkliy skaiciy
ab, nes

10a+b=13(a+b)=3a+12b=0;
pastaroji lygtis neturi natiiraliyjy sprendiniy.
Nagrin¢kime trizenklius skaiCius abe . Sudarg lygti
100a +10b + c=13(a + b + ¢) ir pertvarke ja, gauname ekvivalencia
lygti 29a=>b+4c. Lygties deSiniosios pusés didziausia galima
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reik§mé yra lygi 45 (kai b =c¢=9). Vadinasi, kintamasis «a gali igyti
tik viena reik8meg: a =1. Todél skaitmenys b ir ¢ turi tenkinti lygti
b+4c=29. Si lygtis turi tris natiraliuosius sprendinius: 1) b=9,
c=5;2)b=5,¢c=6;3)b=1,c=7.

Taigi turime tris trizenklius skaiCius (117, 156 ir 195), kurie
tenkina uzdavinio salyga.

Nesunku isitikinti, kad ieSkomuyjy skaiiy néra tarp
keturZenkliy ir dar didesniy nattraliyjy skaiciy.

Ats.: 117,156, 195.

5. Kadangi
xy—=3x—-5y=xy—-3x-5y+15-15=(x-5)(y-3)-15,
tai sprendziame lygti
(x=5)(y-3)=15.
Skaiciai (x—5) ir (y—3) turi buti skaiCiaus 15 dalikliai, todél
nagrinésime $iuos atvejus:

x—=5=1, x=0,
1) =
y=3=15 y=18§;

x—5=15, x =20,
2)
y=3=1 y=4
x—5=5, x =10,
3)
y_3:3 y:6a
x—5=3, x=8,
4) =
y—-3=5 y=8.
Ats.: (6; 18), (20; 4), (10; 6), (8; 8).
. ., a+b
6. Nelygybe ab>2006a +2007h (a>0,b>0) padauging i$ Pt
a
turésime:
a+b>2006"0 4 20079E0 =2006+2007+2006%+20072:
a a
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2
—2006 + 2007 + \/20063—\/20072 +2-,/20063-200722
b a b a
a b
> 2006+ 2007 +2‘/2006Z-2OO7— -
a

=2006+2+/2006-2007 +2007 = (\/ 2006 ++/2007 )z
Ats.: a+b> (\/2006 ++/2007 )2.

. Olimpiados dalyviy skaicius yra lyginis ir dalijasi i§ 3. Sakykime,
. . . 2
kad nugalétojy diplomus gavo x dalyviu. Pagal salyga gx

mergaiciy gavo diplomus, todél skaiCius x dalijasi ir i§ 5; vadinasi,
x 2 5. Dalyviy, iSsprendusiy du ir daugiau uzdaviniy, yra daugiau
negu 4x, taigi daugiau negu 4-5=20. Visy dalyviy skaicius yra

) .. 3 .. - . .
didesnis uz 5-20=30. Pats maziausias skaiCius, didesnis uz 30,

kuris dalijasi i§ 6, yra 36.
Ats.: 36.

. Pagal veiksmo ® apibrézima
x+3, kai x<3,
x®3= .
2x, kai x>3
Lygti x ® 3=5® x sprendziame taikydami intervaly metoda:

x <3,
1) { a;

10, kai x <5,

ir 5®x= .
5+x, kai x>5.

=
x+3=10

3<x<5,
2) =>x=5;
2x=10

x>5,
3) = Q.
2x=5+x

Ats.: 5.
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9. Pirmiausia raskime sarysi tarp bet kurio staciojo trikampio krastiniy

10.

ilgiy ir { §i trikampi ibréztojo apskritimo spindulio (Zr. 1 pav.). Pagal
apskritimo liestiniy, iSvesty i§ taSko, esanCio Salia apskritimo,
savybe b—r+a—-r=c.I8¢iaa+b—-c=2r.

B

2,25

a 4 D ¢

1 pav. 2 pav.
Si sarysi taikykime statiesiems trikampiams ADB, BDC ir ABC.
Pazyméje ibrézto i A ABC apskritimo spinduli », gausime lygciu
sistema:

AD+9—-AB =45,
DC+9—-BC=6,
AB+ BC — AC =2r.

Sios sistemos lygtis sudedame:
AD+ DC +18—-AC=10,5+2r.
Kadangi AD+ DC = AC ,tai r=3,75.
Ats.: 3,75 cm.

Sakykime, ledo gabalo matmenys yra a, b ir ¢, o aptirpusio ledo
gabalo x, y ir z. Aisku, kad x<a, y<b, z<c ir bent viena

nelygybé yra griezta. Tegu x<a, y<b, z<c.
Targ, kad abc=2xyz ir ab+ac+bc=2(xy+xz+ yz),
gautume (antrgja lygybe padalije¢ 1§ pirmosios) lygybe

1 1 1 1 1 1 .. 1.1 1.1 . 1 1 A
—+—+—=—+—+—. Tatiau —>—, —>— ir —>—; todél
a b ¢ x y z x a y b z ¢

11 1 11

—+—+—-< +—+l. Vadinasi, ledo gabalas aptirpti salygoje
a b ¢ x y z

nurodytu biidu negali.
Ats.: Negali.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Suskirstykime Siuos aStuonis asmenis | grupeles pagal draugu
skai¢iy. Yra 8 galimi atvejai: asmenys, neturintys draugy, turintys
po viena drauga, po du draugus ir t. t. Ta¢iau daugiausiai grupeliu
galéty biiti septynios, nes esant grupelei neturin¢iai draugu, negalés
btti grupelés asmeny, turinéiy po 7 draugus. Pagal Dirichlé principa
bent vienoje grupeléje yra nors du asmenys. Jie turi po vienoda
draugu skaiciy.

. Jei nebiity 9 déziy su vienos riiSies obuoliais, tai didziausias déziy
skai¢ius galéty biiti 8-3=24. Taigi yra ne maziau kaip 9 dézés su
tos pacios riiSies obuoliais.

. Dalijant 2008 skaigius: 2,22,2°,...,2%%% i 2007 daugiausiai
galima gauti 2007 liekanas (0, 1, 2,... , 2006). Vadinasi (pagal
Dirichlé principa) yra bent du skaiciai, turintys ta pacia liekana. Ju
skirtumas dalijasi i$ 2007.

. Tegu ay,ay,a3,..,a9p yra bet kuriy natiraliyjy skaiciy
desimtukas. Sudarykime kita deSimties skaiciy rinkini:

ay,a) +ap,a +ay +az,...,a; +ap +...+a- (1)
Dalijant Siuos skaicius i§ 10 yra galimos liekanos 0, 1, 2, ..., 9. Jeigu
liekana lygi nuliui, tai uzdavinys jau iSsprestas. Sakykime, kad tarp
dalybos liekany nulio néra. Tada pagal Dirichlé principa bent du (1)
rinkinio skaiCiai turi ta pacia dalybos i§ 10 liekana. Juy skirtumas
dalijasi i§ 10. Belieka pasakyti, kad tas skirtumas yra kuris nors i$
skai¢iy ay, ay, as, ..., ajo arba keliy Sio deSimtuko skai€iy suma.

. Taikykime Dirichlé principa: 76=3-25+1; ¢ia 25 yra kvadratéliy
20%20 skaic¢ius, gautas dalijant kvadrata tiesémis, lygiagreiomis su
jo krasStinémis. Vadinasi, yra bent vienas kvadratélis, kuriame
pasétos ne maziau kaip 3 +1=4 séklos.
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6. Kvadrata padalykime i keturis lygius kvadratélius; ju kraStinés
lygios 3 Pagal Dirichlé principa bent viename i$ ju yra bent 2
taskai (i§ 5 pazyméty). Kadangi atstumas tarp bet kuriy dvieju

mazojo kvadrato tasky yra ne didesnis kaip > (istrizainés ilgis),

tai atstumas tarp minéty tasky yra mazesnis uz T .

7. Staciakampi padalijame i 5 dalis taip, kaip
parodyta 1 paveiksle. Bent | viena i§ §iu
daliy (pagal Dirichlé principa) pateks bent
du taskai, todél atstumas tarp ju bus | |

mazesnis uz /10 .

1 pav.
8. Visy devyniy skaiciy sandauga yra 2-3-4....-10=3628800, o

153% =3581577. Todél tarp trijy grupiy turi biiti bent viena, kurios

skai¢iy sandauga didesné arba lygi 154. Bet 154 negalima gauti
dauginant skaiCius i§ pirmo deSimtuko (154=11-14). Ta pacia
iSvada galima padaryti ir dél skaiciy 155, 156, 157, 158 ir 159, nes
155=5-31; 156=2-2-3-13; 157; 158=2-79; 159=3-53 . Taigi
bent vienos grupés skai¢iy sandauga yra didesné uz 159.

9. Nagrinékime du atvejus.
1) Tas8kas P néra dvylika-
kampio istrizainés taskas.
Pazymékime virSiines A4,
Ay, Az,.., A, ir iSveskime
istrizaing A A7. Abiejose jos
pusése yra po 6 krastines. Taskas
P yra vienoje istrizainés A Ay
puséje. Tegu P yra daugiakampio

116



ANTROJI UZDUOTIS

10.

A Ap A5..., A7 viduje (zr. 2 pav.). Tada tiesés PA;, PAg, PAg,
PAyy, P4y, PAjp ir PA; (7 tiesés) negali kirsti kraStiniy 45 Ag,
A8A9, A9A10, AIOAH’ A11A12 ir AIZAI (6 kraétinés). Likusios
5 tiesés gali kirsti ne daugiau kaip penkias i§ SeSiy krastiniy. Taigi
(pagal Dirichlé principa) yra krasting, kurios minétosios tiesés
nekirs.

2) Jei P yra jstrizainés AB taSkas, tai tiesés PA ir PB sutampa ir
krastiniy nekerta. Likusios 10 tiesiu gali kirsti tik 10 kraStiniy
(i$ 12). Taigi yra bent dvi krastinés, kuriy tos tiesés nekerta.

6

Kadangi i§ vienos vir§tnés iS$- 5 7
vestos istrizainés dalija deSimt-
kampi i 8 trikampius, tai pazy-
méty taSky turi biti ne maziau 4 8
kaip aStuoni. Ar juy pakanka?
Taip! Paveiksle (zr. 3 pav.) pa-
rodytas vienas minéty 8 tasky 3
parinkimo budas, tenkinantis uz-
davinio salyga: kiekviename uz-
broksniuotame trikampyje ima- 2
ma po viena pazyméta taska. 1

3 pav.

10

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

I$skaidykite galimai mazesnio laipsnio dauginamaisiais Siuos
daugianarius:
P(x)=x(x- 1)2 — 2 yra trecio laipsnio daugianaris:
P(x)zx3 —2x? +x-2.
IS pradziy skaidykime P(x) dvinario (x —a) ir kvadratinio
trinario (x2 + px + q) sandauga. IS lygybés

x> —2x? +x—2=(x—a)(x2 + px+q)
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ieSkome koeficienty a, p ir ¢ reikSmiy, su kuriomis §i lygybe biity
tapatybé.
Atlike veiksmus desinéje puséje, turésime tokia lygybe:
x> -2x? 4x-2=1x Jr(p—a)x2 +(g—ap)x—aq .
Ji galioja su visais realiaisiais skaiciais x tik tada, kai a, p ir ¢
tenkina lyg¢iy sistema:

p—a= _2’ (1)
g—ap=1, (2)
aq=2. 3)

IS (1) ir (2) lygéiy gauname p=a -2 ir g= a’-2a+1. Irase i (3)
lygti ¢ iSraiska, turésime kubing lygti
a’ —2a? +a-2=0,
kuri turi sprendini @ =2 (tikriname laisvojo nario daliklius!). Tada
p=0, g=1. Taigi daugianario P(x) skaidinys yra toks:
X2l b x=2=(x-2)x> +1).
Kvadratinio trinario (x2 +1) diskriminantas yra neigiamas, todé¢l Sis
trinaris yra nei$skaidomas pirmo laipsnio dvinariy sandauga.
Ats.: (x=2)(x% +1).

2. I8 pradziy daugianari Q(x)= x*rax? +3 skaidykime neapibréz-
tyju koeficienty metodu kvadratiniy trinariy
(x2 +bx+c) ir (x2 +px+q)
sandauga. Tapatybe
x'+4x* +3= (x2 +bx+c¢) (x2 + px+q)

turésime tik tada, kai koeficientai b, c, p ir g tenkins lyg¢iy sistema:
b+ p=0,
c+q+bp=4,
cp+bg=0,
cq =3.

Sia sistema spresime taip:
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b:_p9 b:_p9 bz_p,

c+q=p2+4, c+q=p2+4, c+q=p2+4,
= arba

plc—q)=0, p=0, c=gq,

cq=3 cq=3 cq =3.

Antroji sistema sprendiniy neturi, todél toliau nagrinékime tik
pirmaja. Gausime:

- b=p=0, b=p=0,
c+q0=p +4 = c+qg=4, = Jc=4—q, =
b=p=0, b=p=0, b=p=0,
= c=4-¢qg, = qc¢=3, arba {c=1,
qgefl; 3} qg=1 q=3.

Abiem atvejais gauname toki pat skaidini:
xt+ax? +3= (2 +3) (2 +1).
Tolesnis skaidymas realiyjy skai¢iy aibéje yra nejmanomas.
Ats.: (x% +3) (x% +1).

. Tarkime, kad xtix?al= (x2 +bx +c¢) (x2 +px+q).
Si lygybé yra tapatybé tik tada, kai b, c, p ir ¢ tenkina lyggiy sistema
b+p=0,
c+qg+bp=1,
4)
bg +cp=0,
cqg=1.
Jei biity ¢=¢ =1, tai gautume tokia sistema koeficientams b ir p
. |b+p=0,
rasti:
bp=-1.
Ji turi du sprendinius: (b=1L p=-1) ir (b=-1, p=1). Abiem
atvejais

119



SPRENDIMAI

gauname toki pat daugianario R(x) skaidini:
1= 2 D) (2 —x+1).
Trinariai (x> +x+1) ir (x?> —x+1) yra neidskaidomi (realiujy
skaiciy aibgje), nes ju diskriminantai yra neigiami.
Atkreipkime démesi i tai, kad pakanka rasti nors viena (4)
sistemos sprendini. Todél Sios sistemos toliau nebenagrinésime.

Ats.: (3% +x+1D) (x2 —x+1).

4. Tarkime, kad xt 1o +5x% v ax+ 4= (x2 + px+ q)z. Aisku,
kad $i lygybé galioja su visais realiaisiais skaiciais x tik tada, kai
xt 423 +5x% rax+ 4=t +2px3 +(p2 +2q)x2 +2pqx+q2.
Koeficienty p ir ¢ reikSmes randame i lygCiy sistemos:
2p=2,
p?+2q=5,
2pq =4,
q2 =4,
Ji turi vienintelj sprendini: p=1, g=2.
Taigi P(x)= (x> +x+2)°.

Ats.: x2 +x+2.

ISskaidykite paprasCiausiomis trupmenomis S§iuos trupmeninius
racionaliuosius reiskinius:

x2—15x+8 A Mx+ N
5.1 = +

D245 x+T 0 x24s

& x2 =155 +8=(A+M)x> +(TM + N)x + (5A+7TN) ir x#-7 <

A+ M =1,

= TM+N=-15 <& (A=3,M =-2,N=-1).
54 +7N=8

Vadinasi,
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x*-15x+8 3 2x+l
x+N2+5) x+7 x245
Ats.s > 2x+L
x+7 x245
3x2 —3x-1 A Ay  Mx+N

5.2 o 3x2 3x—1=

. = + +
(x-2%x2+1) x=2 (x-2)2  x%?+1

= (A + M)x> + (=24 + Ay —4M + N)x? + (4) +4M —4N)x +

A +M =0,
_ =241+ A4y —4M + N = 3,
+(241+ 4, +4N) ir x %2 < =
A +4M — 4N =-3,
241+ 4, +4N=-1
o (4 =1, A4y =1, M=—1, N=0).
Vadinasi,
3 -3x-1 1 1«
=222+ x=2 (x=2)2 x4l
Ats.: ! ! al

+ — .
x—=2 (x—2)2 X% +1

5.3. IS pradziy iSskaidykime vardiklio daugianarj. Taikykime grupa-
vimo metoda:

x3+3x2+2x+6=(x3+3x2)+(2x+6)=
=x2(x+3)+2(x +3)=(x +3)(x* +2).

. X2+ Tx+1 X2 +7x+1
Taigi 3 3 = 5 .
XH3x"+2x+6  (x+3)(x" +2)

. x2 +7x+1 A  Mx+N
Toliau: = + =

(x+3)(x2+2) X3 x242
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o X2+ Tx+1=(A+M)x> + M + N)x+ (24 +3N) ir

A+ M =1,
x#-3 & M+ N=7, < (A=-1, M =2, N=1).
24 +3N=1
Vadinasi, 3x2 +27x+1 =— ! +2;+1.
X 4+3x°4+2x+6 xX+3 x2 42
2x +1 1

Ats.:

x2+2_x+3'

6. Pagal uzdavinio salyga reikia nustatyti, ar yra toks dvinaris, su
kuriuo galioty tapatybé P(x)= (x2 + bx + ¢)(mx + n) . Koeficienty
b, ¢, m ir n reikSmiy ieSkokime remdamiesi Siais sarysiais:

2% +3x2 —Tx—4= (x2 +bx +c)(mx+n) &

o 2x7 +3x2 —Tx—4=mx’ +(bm+n)x2 +(bn+cm)x+cn &

m=2,
m=2’ m=2,
n=3-2b,
bm+n=3, 2b+n=3, ,
= = = -
bn+cm=-7, bn+2c=-7, c:2b —3b—7’
cn=—4 cn=-4 2
cn=-4
m=2,
n=3-2b,
© 1 267 -3b-7
2 b
4b® —12b% ~5b +13 =0,

Pastarosios sistemos ketvirtoji lygtis turi sprendini b=1. Tada
gauname tokias kituy koeficienty reikSmes: m=2, n=1, c=-4. Su
Siomis koeficienty reikSmémis galioja tapatybé

233 +3x2 = Tx—4= (x> +x—D2x +1).

Ats.: b=1, c=—-4.
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. Tarkime, kad

x* +mxd +8x? +nx+7=(x2 +3x+7)(x2 +px+q).
Tada
xtrmd +8x% 4 +7
=x4+(p+3)x3 Jr(3p+q+7)x2 +(Tp+3¢9)x+79 <

p+3=m, q=1,
3p+q+7=8, p+3=m,
= = =
Tp+3g=n, p=0,
Tq =1 n=3
< (m=3, n=3, p=0, g=1).
Taigi xtrmxd +8x% x4+ 7 =()c2 +3x+7)(x2 +1).

Ats.: m=3, n=3.

4 2

8. Daugianario P(x)=x + X -x?x-2 laisvojo nario dalikliai yra

+2 ir £1. Skai¢ius x =1 yra $io daugianario Saknis, nes P(1)=0.
Vadinasi, daugianario skavidinyje zemesnio laipsnio daugianariais
yra dauginamasis (x —1). Sis daugianaris, aiSku, yra P(x) daliklis.
Padalykime P(x) kampu:

x4+x3—x2+x—2 | x—1
x4—x3 ‘ x3+2x2+x+2
2x3 —x2 +x—-2
2x3—2x2
x2+x—2
xz—x
_2x—2
2x -2
0

Taigi P(x) =(x—1)(x> +2x% +x+2).
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Dabar skaidykime daugianari (x3 +2x% x4 2). Jo laisvojo
nario daliklis -2 yra Sio daugianario Saknis. Vadinasi,

x> +2x? +x+2 =(x+2) (x2 +px+q).
Koeficientus p ir ¢ galima rasti tiek neapibréztyju koeficienty
metodu, tiek dalijant kampu. Taikykime dalyba kampu ir gausime:

x3+2x2+x+2 x+2

x> +2x? x2 41

x+2
T x+2

0
irtodél x> +2x% +x+2=(x+2) (x> +1).

Vadinasi, P(x) =(x—1)(x+2) (x2 +1). Dabar jau visiskai
aisSku, kad lygtis P(x)=0 turi tik du sprendinius: x=1 ir x=-2.

Taigi lygtis x*+x*-x24x-2=0 turi du realivosius

sprendinius: x=-2 ir x=1.
Ats.: du; -2 1ir 1.

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Skai¢iuojama suma pazymeékime S. Sios sumos démenys yra
12422432+ +k>

. ; k=1,2,3,...,100.
Pagal pirmyju k natiiraliyjy skai¢iy kvadraty sumos formule
gauname:
12422 432 4 +k7 B
k
_k(k+1)2k+1)  (k+1)(2(k+1)-1) _(k+1)2 k41
6k 6 3 6

todél
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52 5 100> 100
+| == |+ | ——— |+
36 3 6

2

+ 1017 _101 =1+—-(32+42+52+...+1002+1012)—
36 3

—%(3+4+5+...+100+101)=

:1%-((12 +22 +3% +...+1007 +1012)—(12 +22))—
—%((1+2+3+...+101)—(1+2))=

_qy L (101:102-203 A 1 (101-102 3} 15395
3 6 6 2

Ats.: 115 325.

. Sumos démenis galima uzrasyti formule:

21 ; k=2,3,..,99.
k* -1

Taikant neapibréztyjy koeficienty metoda trupmena galima

k2

i§skaidyti paprasciausiy trupmeny suma:

R S T
o1 (k=Dk+1) 2(/(—1 k+1j'
Remdamiesi §iuo skaidiniu, gauname:
1 1 1 1 1 1

+ + + +ot +
221 321 421 52 982 -1 992 _1

1 1 1 1 1 1 1
== - + - + - +
2\ 2-1 241 3-1 3+1 4-1 4+1
1 1 1 1 1 1
Hl——— |+t - + - =
5-1 5+1 98—-1 98+1 99-1 99+1

125




SPRENDIMAI

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
=—|l-=+——— ——t -ttt ———|=
200 3 2 4 3 5 4 6 97 99 98 100
_If ro 1 1) _ 14651
2 2 99 100) 19800
14651
1s..
19 800

. Skai¢iuojama suma pazymékime S. Sios sumos démenis galima
uzraSyti taip:
77.7 =7-10"1 471052+ +7.10°%; k=1,2,...10.
HF_J
k skaitmeny

Tada S=7+(7-10+7)+(7-100+7-10+7)+...+
+(7-10° +7-108 + ... +7-10+7) =
=7-A+10+1D)+(100+10+1) +...+ (10° +10% +..+10+1)) =
=7-(10° +2-10% +3-107 +...+8-10% +9-10' +10) =
=7(1234 567890 +10) = 7-1234 567 900 = 8 641975 300.
Ats.: 8641975 300.

. Sumos S, démenis ! , k=1,2,...,n, iSskaide
Qk-1)-(2k+1)

(taikydami neapibréztyjuy koeficienty metoda) paprascCiausiomis

trupmenomis, gauname:

1 _l[ 1 j
Qk-1)-(4k+1) 2\ 2k-1 2k+1)’
todél

1 1 1 1 1 1 1 1
Sp==||1-=|+| === |+|=—=|+...+ - +
2 3 35 5 7 2n-3 2n-1
1 1 1 1 n
+ - =—1- = .
2n—-1 2n+1 2 2n+1) 2n+1
. n
T 2n+l

Ats.: S
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5. Sumos S, démenis
1 k=
(4k —3)-(4k +1)
iSskaidykime papras¢iausiomis trupmenomis. Gausime:

1 _l.[ 11 j
(4k=3)-(4k+1) 4 (4k-3 4k+1)

O o N )
Sy=—|1-=|+|=-—=|+|=——= [+...+ - +
4( 5 509 9 13 4n—-7 4n-3

. 11 _11_ 1 )\ n
4n-3 4n+1 4 dn+1) 4n+1

_ n
" 4n+1’

Ats.: S

6. Nagrinékime du atvejus: 1) n=2m ir 2) n=2m-1;
m=1,2,3,... Gausime:

1) Sy, =12-22432-42452 6>+ .+2m-1)% -2m)* =
=(12+22+32 442 452+ 6% +..+2m -2 +2m)?) -

2022 +42 + 6% +...+(2m)*) =

_2m(2m +61)(4m+1) —8(12 +22 432 +...+m2)=
_mQCm+1)(4m+1)  4m(m+1)(2m+1) _

3 3
_m(2m+1)

C(Am+1=4(m+1))=-mQ2m +1);
2) Synq=12-22432-42 4+ _+02m-1)°=
=12 +22+32 +4% 4+ 2m-1)?) -

—22% +4% 4. +(2m-2)%)=
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_ 2m-1)2m-(4m -1)
6

_ @2m-Dm@m-1)  4(m—1)m(2Zm 1) _
3 3

:M(4m—1—4(m—l))=m(2m—1)-

—8-(17+2% 4.+ (m-1)?) =

. . . n . n+l .
Pirmuoju atveju gauname m = 7 0 antruoju m = — todél

_n(n+1)
2

n(n+1)
Som-1 =8, = 5

Abi sumos formules galima sujungti | viena:

Sn :(_l)n_l @

b

S2m =Sn =

n-1 n(n+1)

Ats.: S, =(-1) :

k+6
k(k+2)(k+3)
(k=1,2,..,n) iSskaidykime paprasCiausiomis trupmenomis

7. Skai¢iuojama suma pazymékime S, . Jos démenis

taikydami neapibréztyju koeficienty metoda:
k+6 A B C
_— = + .
k(k+2)(k+3) &k k+2 k+3
Si lygybeé galios tik tada, kai
k+6=A(k+2)(k+3)+Bk(k+3)+Ck(k+2).
Atlike veiksmus, turésime lygybe
k+6=(A+B+C)k>+(5A+3B+2C)k+64 .
Toliau sudarome ir i§sprendziame tiesiniy lyg¢iy sistema

A+ B+ C=0,
54+3B+2C=1,
64 =6.
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Gauname tokias koeficienty 4, B ir C reikSmes:
A=1,B=-2,C=1.
Taigi
k+6 12 N 1
k(k+2)(k+3) k k+2 k+3°

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
Sp=ll-=4+—|+| =4 |+| ==+ |+| =+ |+
3 4 2 4 5 3 5 6 4 6 7
1 2 1 1 2 1
+l=——=+—|+..+ ——+ +
(5 7 8) [n—2 n n+1j

1 2 1 1 2 1
+ - + +|—= + =
n-1 n+l1 n+2 n n+2 n+3

VNS U S SN SN S A ot /R
3 2 n+l n+2 n+3 6 (n+D(n+2)(n+3)
7 n?+6n+7

Ats

6 (meD(n+2)(n+3)

8.1. Kai n =1, turime vieng démenij 1-2-3. Trupmenos
n(n+1)(n+2)(n+3)
4
reik§mé su n=1 yra lygi Siam démeniui. Taigi formulé galioja su
n=1.
Tarkime, kad su bet kuriuo nattraliuoju skai¢iumi k yra
teisinga formulé

1:2:3+2-3-4+3-4-5+ .. +k(k+1)(k+2)=

k(k+1D)(k+2)(k+3)
2 .

Tada
1:.2:342-3-443-4-5+ ... +k(k+D)(k+2)+(k+D)(k+2)(k+3) =

_ k(e + Dk +2)(k +3)
4

+(k+D(k+2)k+3)=
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= (k+ 1)k +2)(k + 3)[§+ 1) -+ 1)(1”2)5‘ +3k+D)
Toki pat rezultata gautume jraS¢ n=k+1 trupmenoje
n(n+1)(n+2)(n+3)
2 .

Vadinasi, jrodomoji formulé galioja su n=k+1, jeigu galioja
sun=k.

Pagal matematinés indukcijos principa formulé galioja su visais
natiiraliaisiais skaiciais n.

8.2. Kairiaja formulés pusg pazymékime S, . Aisku, kad

11+
™20 1+
nes
2
=
1-3
Tarkime, kad
_ k(k+1)
22k +1)
su bet kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi k. Tada gauname:
1 22 32 k> (k+1)?
Sy = — .. + =
13 3 3-5 5 7 (2k DQRk+1)  k+1)(2k+3)
(k+1) k(k+1) (k+1)

k+1D(2k+3) 2(2k + 1) 2k +1D)(2k + 3)
_ k+1 (ﬁ+ k+1 ): (k+1)(2k2 +5k+2) _
2k+1\2  2k+3 22k +1)(2k +3)
_(k+D)(k+2)2k+1)  (k+1)(k+2)
202k +1)(2k+3)  202k+3)
Formulé galioja su n =k +1, kai ji galiojasu n=k.
Remdamiesi matematinés indukcijos principu, darome iSvada,
kad formulé galioja su visais nattiraliaisiais skaiciais .
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8.3. Tegu
S,=14+2-7T+3-10+...+n(3n+1).
Kai n=1, turime: S, =1-4=4 ir n(n+ 1)2 =4 . Taigi formulé
galiojasu n=1.
Tarkime, kad §; =k(k+ 1)2 su bet kuriuo natiraliuoju
skai¢iumi k. Tada skai¢iuodami suma Sj,; gauname:
Sk =144+2-7+3-10+...+ kG + D)+ (k+ 1Bk +4) =
=S, +(k+D)Bk+4)= k(k+1)2 +(k+1)(3k+4)=
=(k+1)(k(k+1)+(3k+4)) =(k+1)(k2 +4k+4)=
= (k+1)(k +2)°.
Matome, kad irodomoji formulé galioja su n=4k +1, kai ji galioja
sun=k.

Pagal matematinés indukcijos principa formulé galioja su
visais natiiraliaisiais skaiciais 7.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 1g°(0,25x%) = 81g (0,5x) = 1g>(0,5x) =81g (0,5x) =

= 812 (0,5x) =81g (0,5x) = Ig (0,5x) (Ig> (0,5x) —1)=0 =
= 1g(0,5x)=0 arba 1g (0,5x)=—1, arba 1g (0,5x)=1=
= 0,5x=1 arba 0,5x=0,1, arba 0,5x=10 =
= x=2 arba x=0,2, arba x=20.
Ats.: 0,2; 2; 20.

2. Pertvarkykime kairiaja lygties puse:
1+log, 2 +log, 4 +log, 8+...+log, 2% =
=1+1log, 2+2log, 2+3log, 2+...+99log, 2=

(1+99)-99

=1+(1+2+3+..+99)log, 2=1+ log, 2=

X

=1+4950l0g, 2.
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Toliau spreskime lygti 1+4950log, 2 =2log, x:

t =log, x, t=log; x, t=log, x,
= 2 _ . = + =
144950 Lopp 7 |27 —1=4950 _ l:l_i99
! t

= x=2"% arba x =2
t=-49,5 arba t=50

Ats.: 27493 230

t=1lo ,
:{ g X

1 1
3. 3loex3 (83 g o log3(31°gx3 x 83 xj=10g39 =

:>logx3+log%x=2:> +log§x=2:>

logsz x
t= 1Og3 X, = 10g3 X,
= t3—2t+1_0:> (t—l)(t2+t—1)_O:>
! t
t:10g3x,
= ) =
t=1arba t“+t-1=0
t=logs x,
= 1= _ =
t=1 arba tzl—\/g,arba tzl;\/g
2 2
~1-5 —1+4/5
= x=3 arba x=3 2 , arba x=3 2
145 -1+y5

Ats.03,3 2 3 2

4. I8 pradziy pertvarkykime kairéje puséje parasyta reiskini:

1 1 C(Wx+l+D) - (Wx+ —1):2

rtl=1 Jx+1+1 (x+1)-1 x’
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05(1 2Y? 7 2
| 1085 X ) - 2logs x-7
2) x 2 =X 82 .

Toliau gausime:
2 2log x-7 2log? x-8 2log3 x—8=8
ZoxTORTT S8 o xR 8 £2 =
X x#1

x#1

2 _ —
N {logzxz& N {logzx——%/z arba logzx—Z\/E, N
x#1

:>x=2_2‘5 arba x=22‘5:>x=4_‘5 arba x=4ﬁ.
Ats.: 4_‘5, 4‘5.
2 2
2 2 X -y =Xy, X+y=xy,
logxy(x -y ):la
5. =><x—-y=1, =><x—y=1 =
l0g,y (x=y) =0. xy>0, xyp#1 x>0, xy#1

y:x—l, yzx_la
x+(x—-1)=x(x-1), x2—3x+1=0,
= =
x(x—=1)>0, x<0 arba x>1,
x(x=1)=1 X2 —x—1#0
y=x-1,
3445 3+4/5
T I
= =
x<0 arba x>1, 1+4/5
y= .
1+4/5 2
X #
2
3+\/§ 1+\/§
Ats.: > ; > .
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2

x+2>x2,
=

x+2<x”,
6. log,(x+2)>2= <x+2>0, arba
x>1

0<x<l

xz—x—2>0, 5
x“—=x-2<0,
= x>-2, arba =

O<xxl1 %>1

x<—larbax>2, —l<x<2,
arba = l<x<2.
O<x<l x>1
Intervalo (1; 2) ilgis yra 2—-1=1.
Ats.: 1.
logzx
I-logyx 1 "7 2-log, x |
7. —2 <5 — £ (>— == <0
I+log, x 2 I+log, x 2 2(1+log, x) 2
1-2log, x 1-2log, x<0, 1-2log, x>0,
> ——= X a =
2(1+10g2x) 1+10g2x>0 1+10g2x<0
:>10g2x2% arba log2x<—l:x2\/5 arba 0<x<%.
Am;(O;%)U[JZ +w>
log, ~ - log, 4x ( I )
27,1982 log , 2x—3){1+1log, 2x
8. 4 <24 = 22 279 12 45
log22x 10g22x 5

5log? 2x—10log  2x—15-12log  2x
= 2 2 2 <0=>
510g22x
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5log? 2x—22log  2x—15
= 2 2 <0=>
510g2 2x

(10g 2x + 0,6)(10g 2x — 5)
= 2 2 <0=
log2 2x

log2 2x <0, log2 2x>0,
= arba =
log2 2x+0,6<0 log2 2x—-5<0

= log2 2x <—0,6 arbaO<log2 2x<5 =

= 0<x<2_1’6 arba %<x<16.

Ats.: (0;275%)U(0,5;16).

. Lygties apibrézimo sritis yra intervalas (0;+ o). Siame intervale
lygtis log , X=6—-x yra ekvivalenti lygciy sistemai
v A

(4;2) b= log . x

(6; 0)

™~

=Y

b N Bk P r N W N OO N
. R

1 pav.
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10.

y=log, x,
{ ) 2 (1)
y=06—-ux.

Sios sistemos sprendiniai yra tiesés y =6 —x ir kreivés y = log ) X

susikirtimo tasky (tasko) koordinatés. I§ grafiky matyti (Zr. 1 pav.),
kad ties¢ y=6-—x su kreive y= log, x susikerta vieninteliame

taske (4; 2). Lengva patikrinti, kad pora (4; 2) tenkina (1) sistema.
Taigi lygtis log,, x=6—x turi vienintel sprendini x=4.

I8 pradziy pertvarkykime nelygybiy sistema:
2.2 2 2

2X +y S16’ 2X2+y2 <24 X +y S45

& =L S qy2x+2, (2)

1
1gy210g0’1m lgy>lg(x+2) x>0

Pavaizduokime (stac¢iakam-
péje Dekarto koordinaciy
plokstumoje) (2) sistemos
sprendiniy (x; y) aibe. Sios

0;2)

aibés geometrinis vaizdas
yra  skritulio  nuopjova
(2 pav. ji uzbriiksniuota) be
tasky (=2; 0) ir (0; 2). Tegu
S yra nuopjovos plotas.
Kadangi skritulio centras
yra (0; 0), o spindulys lygus
2, tai

s=tn2_ Lo 09
4 2

2 pav.

Ats.: m—2.
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PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pasirinkime afinigja koordinaciy sistema (4, D, B). Tada tasky 4,
D ir B koordinatés yra: A4(0;0), D(1;0), B(0;1) (zr. 1 pav.), o
tasky C, K ir L koordinatés yra C(1;1), K(%;O), L[%;l).

Rasome tiesiy AC, BK ir LD lygtis:

AC: x-y =0, BK: 2x+y-1=0, LD: 2x+y-2=0.
Tiesiy BK ir AC susikirtimo

taSko P koordinates randame i§ B L c
sistemos 0
{2x +y-1=0,
x-y=0, A D
o tiesiy LD ir AC susikirtimo K
tasko Q — i$ sistemos 1 pav.
2x+y—-2=0,
x—y=0,
C . S 11 2.2
Taigi tasky P ir Q koordinatés yra: P|—;—|, O —;—
33 373
Apskaic¢iuojame vektoriy AP, AQ ir AC koordinates: AP{E 5}
- (2 2 > 2>
AQ{E;E}, AC{l 1}. Matome, kad AP —EAC 40 =3 AC.
Vadinasi, AP=PQ=0C.
C
2. Sakykime, kad (4, B,C) - afinioji
koordinaciy sistema. Tada tasky A, B,
C ir D koordinatés yra: M K
1 P
A(0;0), B(1;0), C(0;1), D|—;0
2 A D B
(Zr. 2 pav.). 2 pav
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Sioje koordinagiy sistemoje tiesés BC lygtis yra x+y—1=0,
tiesés AC lygtis — x=0, o tiesés CD lygtis yra al =y—_11 , arba

1 -
2
2x+y—1=0. Kadangi taskas P yra ties¢je CD, tai jo koordinatés
(0, 1-20a) . Rasome tiesiy AP ir BP lygtis:
AP: (1-2a)x—oy =0;BP: (1-2a)x+(1-a)y—-1+2a=0.
ISsprendg sistemas
{(1—2a)x—ocy =0, o {(1—2a)x+(l—a)y—l+20c=0,

x+y—-1=0 x=0,

randame taSky K ir M koordinates: K ¢ ;1—2(1 ,
l-a 1-a
1-2 ) - . .
M (0; " aj. Vektorius KM {%;0} yra kolinearus su tiese
—o —a
AB. Taigi KM || AB .

3. Pasirinkime koordinaciy sistema (C, B, D) (3 pav.). Tada tasku C,
B ir D koordinatés yra: C(0;0), B((1;0), D(0;1). Akivaizdu, kad

- 3 > 5
CK =§CB ir CL=§CD; todél tasky K ir L koordinatés yra

K (%, Oj , L [O; gj Tiesiy BL ir DK lygtys yra atitinkamai tokios:

5x+8y—-5=0, 5x+3y—-3=0. Tasko M koordinates [%,%}
randame i$sprendg lygCiy sistema

S5x+8y—-5=0,

S5x+3y-3=0.

- -
Apskaiciuojame vektoriy DM ir MK koordinates:
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4.

- - - -
DM{i;—g} ir MK{E;—g}. Kadangi DMngK, tai

3 pav. 4 pav.

Pasirinkime afiniaja koordinaciy sistema (C, 4, B) (4 pav.) ir

sakykime, kad %zk, A>0. Tuomet pagal uzdavinio salyga

_)
%
v_1 . Kadangi CM kMA k(CA CM) tai CM = XCA ir
NB +A
pasirinktajame reperyje tasko M koordinatés yra [ j
< o 1 1=
tasko N koordinatés yra O;—}» Analogiskai CN = — NB

ﬁ
=l(CB CN) ir CN —ﬁCB Atkarpos MN vidurio tasko P
+
1

koordinatéms (x; teisingos lygybés x = , Y= .
(x:7) teisingos lygy 200 Y T 204w

S . . 1
IS juy eliminave A (t.y. abi lygybes sudéjg), gauname x+ y=§.

C . e y 1 . 1
Tai tiesés, kuri koordinaciy asis kerta taskuose 5;0 ir O;E ,
lygtis. Kadangi Sie taskai yra krastiniy CA ir CB vidurio taskai, tai
ieSkomoji tasky aibé yra trikampio ABC vidurio linija, lygiagreti su
krastine AB.
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5. Staciakampe Dekarto koordinaciy sistema pasirinkime taip, kad jos
pradzia sutapty su kvadrato virStine 4, o N
adys eity kvadrato kraStinémis — tieses AD C
ir AB (5 pav.). Jei kvadrato krastinés ilgis
a, tai jo virStniy koordinatés yra: A4 (0;0),
B(0;a), C(a;a), D(a;0), o tasko E

koordinatés yra (%;OJ. Kadangi tiesés 4 E D
AC lygtis yra x—y=0, o taSkas F yra 5 pav.

. o 32 o 3a 3a
atkarpoje AC ir AF :ZAC , tai tasko F' koordinatés yra T,T .

Tiesés EF lygtis yra 3x—y —%l =0, o tiesés BF lygtis —
x+3y—3a =0 .Tiesés EF ir BF statmenos, nes 3-1+(-1)-3=0.

6. Pasirinkime stac¢iakampe Dekarto koordinaciu sistema taip, kad jos
pradzios taskas biity trikampio virSiiné C, o trikampio statiniai biity
koordinaciy aSyse (6 pav.). Sakykime, kad CB=b, AC =a. Tada
tasky C, B ir 4 koordinatés yra: C(0;0), B(b;0), A(0;a), o tiesés
AB lygtis yra ax+by—ab=0. Jai statmena ties¢ CD eina per

koordinaCiy pradzia, todél jos lygtis vy
bx —ay =0. IS sistemos A

ax+by—ab=0,

bx—ay=0
randame  tafko D  koordinates: (|

a’h ; ab” Tuomet atkarpos 6 pa
; . V.
a? +b% a® +b?
2 2
CD vidurio taSko M koordinatés yra (21 b N gb IR
2@ +b°) 2(a” +b")

Tiesés AM lygtis yra
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(2a2 +b2)x+aby—a2b=0.

2
Tiesé AM kerta ties¢ BC (jos lygtis y =0) taske P [a—b OJ.

2a% +b%’

Taigi
cpo_ @b’ _a’beb b’ +b’)
2a% +2 22 +b% 242+ 24 +b?

IS Cia

CP_ a*  _AC?

2
= = =cos” 4.
PB 4% +b*  4B?

. Pasirinkime sta¢iakampe Dekarto koordinaciy sistema taip, kad jos
pradzios taskas buity apskritimo centre, o aSys lygiagrecios su
kvadrato krastinémis (7 pav.). Jei kvadrato kraStinés ilgis lygus 2a,
tai jo krastiniy lygtys yra: AB: y=a, BC: x=-a, CD: y=—a,
AD: x=a. Apskritimo spindulys OA4= V2a , tai bet kuriam
apskritimo taSkui M (x(;yy) teisinga lygybé xg + yé =2a’.
Akivaizdu, kad atstumai nuo tasko M iki tiesiy AB, BC, CD ir AD
atitinkamai lygiis | yy —al, |xo +a],

yl
|yo+al ir |xg—al (Zr. (7) 48 psL).
Tuomet jy kvadraty suma B 4
M
2 2 2
(yo—a)” +(xg+a)” +(yo+a)” A 5 >
o) 2 2 2 _ 2 2 2 _
Xy +2yy +4a” =2(xy +yy)+4a” =
2-2a% +4a* =84° ¢ D
yra pastovi visiems apskritimo
taSkams. 7 pav.

. StaCiakampe Dekarto koordinaciu sistema pasirinkime taip, kad
lygiagretainio vir§iné A biity koordinadiy pradzia, o abscisiy asSis
bty tieséje 4B (8 pav.). Jei AB =a , tai lygiagretainio virSiiniy 4 ir
B koordinatés yra: A(0;0), B(a;0). Sakykime, kad tasko D
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> o

koordinatés yra (b;c) . Tuomet i$ lygybés AB = DC i$plaukia, kad
tasko C koordinatés yra (a+b;c). Jei M(x;y) — bet kuris

plokstumos taskas, tai MdA% =x%+y?, MB?=(x-a)*+°,
MC? =(x—a-b)* +(y—c)?,

2 2 2 4 ‘M
MD” =(x-b)"+(y—c)”. D C
Tuomet
MA* - MB* + MC? - MD? = .

A B
=x2+y2—x2+2ax—a2—y2+x2— |
8 pav.

—2ax —2bx +2ab +a’ +
+b? +y2 —2cy+c2 —x? +2bx - b* —y2 +2cy—c2 =2ab. Taigi
nagrinéjamasis reiskinys nepriklauso nuo tasko M pasirinkimo.

9. Staciakampg Dekarto koordinaciy sistema parenkame taip, kad
trikampio virStinés 4 ir B bty abscisiy aSyje, o virSine¢ C —
ordinaciy asyje (9 pav.). Sakykime, kad trikampio krastinés ilgis
lygus 2a. Tada tasky A4 ir B koordinatés yra A(—a;0), B(a;0). I8
trikampio OBC randame OC:

0C? = BC?* —0B? =4a* —a* =3a* = 0C=+3a .

Taigi tasko C koordinatés yra (0 \/ga) . Jei taskas M(x;y)
priklauso nagrinéjamai tasky aibei, tai AM 2y BM? =cM?.
Kadangi

AM? =(x+a)2 +y2,

BM? =(x—a)2 +y2,

CM? =x? +(y—a\/§)2,
tai gauname (x+a)’ +y° +(x—a)’ +y =x"+(y —a\/g)z, 0 i§
gia x2+y2+2\3ay—a® =0, arba x° -i-(y+\/§a)2 =4a*. Tai
lygtis apskritimo, kurio centras Q(0; —\/ga) yra simetrisSkas taskui

C tiesés AB atzvilgiu, o spindulys lygus 2a, t.y. lygus trikampio
krastinei.
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to
N
y! 0 B % | P
9 pav. 10 pav.

10. Pasirinkime poling koordinaciy sistema taip, kad polius biity taske
O, o poliné asis — statmena tiesei / (10 pav.). Taskas N Sioje
a

koordinaciy sistemoje turi koordinates N(r,¢); Cia r= .
cos @

2 2
Kadangi OM -ON = b? , tai OM zb_: b~ cos¢
ON a

. Taigi tasko M

b? cos 0}

koordinatés yra [ ;(pJ. Jis priklauso apskritimui, kurio

a

b? b?
centras | —; 0 |, o spindulys —.
2a 2a

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Palankiy jvykiui 4 vienodai galimy baigéiy yra 30 (tiek tarp skaiciy
00, 01, 02, ..., 99 yra tokiy, kuriy pirmasis skaitmuo yra mazesnis
uz 3). Palankiy jvykiui B baigiy yra 40 (tiek yra skaiCiy su
antruoju skaitmeniu, mazesniu uz 4). Tuomet

30 40 = 60
P(A) ™ P(B) 00" P(B)=1-P(B) 100"
Pagal ivykiu sajungos tikimybés formulg:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Kadangi skaiciy, kuriy pirmasis skaitmuo yra mazesnis uz 3, o

antrasis — ne mazesnis kaip 4, yra 18, tai P(4NB) = % . Tuomet
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P(Au§)=3—0+ﬂ—£:£=0,72.
100 100 100 100

Ats.: 0,72

2. Tegu A — ivykis, kad verslininkas gaus pelng i§ pirmosios imongs,
B — kad jis gaus pelna i$ antrosios imonés. Tuomet AU B yra
ivykis, kad verslininkas gaus pelna bent i§ vienos imonés. IS

salygos: P(A4)=0,7, P(B)=08, P(4)=03, P(B)=0,2. Pagal

ivykiu sajungos tikimybés formulg:

a) P(AVB)=P(A)+ P(B)—P(A)- P(B), nes ivykiai 4 ir B —
nepriklausomi. Taigi P(Auw B)=0,7+0,8—0,7-0,8=0,94 .

b) Ivyki, kad verslininkas gaus pelng tik i§ vienos imonés,
galima uZra$yti taip: C=(4ANB)U(4NB). Kadangi jvykiai
ANB ir AN B yra nesutaikomi, tai

P(C)=P(ANB)+P(ANB).

Kadangi {vykiai 4 ir B taip pat 4 ir B yra nepriklausomi, tai
P(ANB)=P(A4)-P(B)=0,7-02=0,14,
P(ANB)=P(A)-P(B)=03-08=024.

Taigi P(C)=0,14+0,24 =0,38.

Ats.: a) 0,94; b) 0,38.

3. Pazymékime jvykius raidémis G; ir L;, i=1,2,3,4, atitinkamai,
kad i-dieni bus giedra ir kad i-dieni bus lietinga. Pavaizduokime
uzdavinij tikimybiy medziu (zr. 1 pav.).

Kadangi

4
Fg, (Gz+1)_ » Fo. (Lz+1)— » Pr. (Lz+1)— » Pr. (Gz+1)—

tai gauname:

P(G4) _____ +— .= +—_ .= 4+ — .= =

—t—+—+—=—-—-=0,3705.
T80 100 100 125 2000
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3/4
3/4 1/4
1/4 1/
1/5 | Ls | Ketvirtadienj
4/5 giedra
3/4
4
1/5 1/4
4/5 1/5
4/5

1 pav.
Ats.: 0,3705.

. Tegu S — jvykis, kad atsitiktinai sutiktas Savijos gyventojas bus
Sviesiaplaukis, o M — kad atsitiktinai sutiktas Savijos gyventojas bus
mélynakis. Pagal salyga P(S)=04, P(M)=0,5,
P(SnM)=0,35. Reikia apskaiCiuoti salyging tikimybg Pg(M).
Pagal salyginés tikimybés formule
P(SNM) 035
po(v) =FECM)

=0,875.
P(S) 0,4

Ats.: 0,875.

. Pazymékime A ivyki, kad pirmasis pagal sarasa mokinys iStrauks
Romui zinoma klausima, B — kad antrasis mokinys iStrauks Romui
zinoma klausima, C — kad Romas (traukdamas bilicta trecias)

iStrauks jam zinoma klausima. Pagal salyga P(A) =% =%. Taigi,
jei Romas traukty bilieta pirmas, tikimybé, kad jam klius zinomas

bilietas, yra % .
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Kai Romas traukia bilieta trecias, pagal pilnosios tikimybés
formule turésime:

P(C) = P(Hy)- Py (C)+ P(Hy) Py, (C)+ P(H3) - Py (C) +
+P(Hy)- Py, ()

¢ia Hy=AnB, Hy=ANB, Hy;=ANnB, Hy=A4ANnB, o

Py (C) - atitinkamos salyginés tikimybés. Apskai¢iuokime

tikimybes P(H;):

P(H|)=P(ANB)=P(A)- pA(B)_% %:%
P(Hy)=P(ANB)=P(4)- F(B)_ZSO 15 39860
P(H3)=P(ANB)=P(A) PA(B)_; 189 39860
P(Hy)=P(ANB)=P(4)- IL(B)_Z% %:%
Salyginés tikimybes Py (C) yra:

Pu, (O =185 Pur, (V=15 Pu, (O) =123 Py, (0=

1 8’
Tuomet

132 10 9 11 96 11 56 12
PO)=——"—F— —+— —+—
380 18 380 18 380 18 380 18

1320+ 1056 +1056+672 4104 3

6840 6840 5

Ats.: % ; tikimybés lygios.

6. Pazyméekime D; — ivyki, kad pasirinkta i-oji déz¢. Pagal salyga
1
P(Dy) = P(Dy) = P(Ds3) =3
Tegu A — ivykis, kad i atsitiktinai pasirinktos dézés atsitiktinai

iSimta standartiné detalé, o grazinus ja atgal, vél atsitiktinai paimta
standartiné detalé. Tuomet atitinkamos salyginés tikimybés tokios:
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15 15 9 10 10
Pp (A)=1; Pp (A)=—-—=—: Pp (A)=— —
D, (A)=1; P, (A) Dy (=520 =7

20 20 16

Pagal Bejeso formules:

P(D3)- Ppy(4)

L

Py(D3)= =
P(Dy)- Pp, (A) + P(Dy)- Pp, (4) + P(D3) - Ppy (4)
11
__ 34 _4
( 9 1} 29
—|1+—+—
3 16 4
Ats i
29

7. Pazymékime H; —ivyki i§ pirmosios dézés atsitiktinai paimti du

baltus rutuliukus, H, — i§ pirmosios dézés paimti 1 balta ir 1 juoda

rutuliuka, H3 —i§ pirmosios dézés paimti abu juodus rutuliukus.

Tegu B ivykis, kad i§ antrosios dézés iStrauktas baltas rutuliukas
(salygoje nurodytu buidu). Pagal pilnosios tikimybés formule

Kadangi
2
c} 32 3 6
PH =—F=——=—, P B:—’
) 052 54 10 m B =1
3-:2 6 5
P(H)="2=2"_ P, (B)=—,
(H3) c2 10 H, (B) 10
1 1 4
PHy))=—7=—, Py (B)=—,
(H3) cz 10 1y (B) =14
tai
ppy)o 3.6, 6.5 1 4 1843044

10 10 10 10 10 10 100
Ats.: 0,52.
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8.

10.

Pazymékime V' — jvyki, kad atsitiktinai atrinktas darbuotojas bus
vyras, M — kad atsitiktinai atrinktas darbuotojas bus moteris. Tegu J
— ivykis, kad atsitiktinai atrinkto darbuotojo amzius nevirSija 25
mety. Pagal salyga duotos tikimybés
120 1
P(M)= 602’ P =1 2 Py (J)=0,125.
Reikia apskaiciuoti tikimybg P(V' N J ) .

Pagal priklausomu jvykiu sankirtos tikimybés formule

P/ OJ)=PO) By (/) =025 = 312

1
32

Pazymékime 4 — ivyki, kad krepSininkas pataikys baudos metima;
P(A)=09. Tegu B — ivykis, kad krepSininkas pataikys antraji

Ats.:

baudos metima. Tuomet pagal salyga
Py(B)=08, P;(B)=0,75.
Prasoma apskaiciuoti tikimybe
P=P(ANB)U(4ANB).
I8 pradziy pritaike nesutaikomy ivykiy sajungos tikimybés, o po to —
priklausomy ivykiy sankirtos tikimybés formules, gausime:
P=P(ANB)+P(ANB)=P(A)-P 4(B)+P(4d)-P;(B) =
=0,9-0,2+0,1-0,75=0,18+0,075= 0,255 .
Ats.: 0,255.

Pazymékime H; — ivyki, kad pro degaling vaziuos sunkvezimis,
H, — kad pro degaling vaziuos lengvasis automobilis, 4 — {vyki,

kad automobilis uzsuks prisipilti degaly. Pagal salyga
P(Hy)=0,6 P(Hy)=04, Py (4)=01, Py, (4)=02.
Salyging tikimybg P, (/) apskaic¢iuosime pagal Bejeso formulg:
P(H,)- Py, (A4)
P(Hy)- Py (A)+P(Hy)- Py, A

Py(Hy )=
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0,6-01 006 3

T 06-01+04-02 014 7

Ats.:

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad taskai M, N ir L yra atkarpu AC, BD ir PQ
vidurio taskai. Pazymékime AP:PB=CQ:0D =1 (1 pav.). Pagal

- -
- - -
3 teorema turime: 4AQ = —AC+ 14D , AP = —l AB , todél
1+1 1+1

A A B
ML= AL—AM =—(AP+AQ)~— AC =

- - - R
l'lAB+AC+lAD_lAC:
2 1+1 2

- -
= ! AB- ! AC+ !
2(1+1) 2(1+1) 2(1+1)
o
2(1+1)

N
AD =

> >

_)
(AB— AC+ AD).

D
B

M
1 pav. 2 pav.
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Kita vertus,
> o - 1 > -

%
MN = AN— AM = —(AB+ AD) - lAC = (4B—AC+ AD)

- ;]
Sugreting ML ir MN iSraiskas, gauname, kad MLzﬁMN .
_l’_

- -
Vadinasi, vektoriai ML ir MN kolinearts, todél taskai M, L, N yra
vienoje tieséje.

2. Kadangi taskai 4, C, D ir M yra vienoje plokStumoje, o vektoriai
- -
AC ir AD nekolineartls, tai egzistuoja tokie skai¢iai x ir y, kad

- - - - - - - -
AM =x AC+yAD . Bet AM =AE+EM, o EM | EF; todél

- - - 1>
egzistuoja toks skaiCius z, kad EM =z EF . Kadangi AE =5AB ,

e T T S T S

_)
EF = AF— AE , 0 AF =%(AB+ AC+ AD) , tai

- o -

- -
AM = AE+EM = AE+z EF =
- - - - -
LB M apv ace ap |- Lap | <[ L2 ) ap+ Z a0 2 ap.
2 3 2 2 6 3773

H
Pagal 2 teorema abi vektoriaus AM iSraiSkos nekomplanariais
- - -

.. . 1
vektoriais AB, AC ir AD sutampa, todél 5—£=0, —=Xx,

z T
§=y.I§ Cla z=3, x=y=1.Taigi AM = AC+ AD .
3. Sakykime, kad ties¢ DL kerta plokstuma, einancia per taskus K, M ir
%
N taske P (3 pav.) ir DP:PL=x. Vektoriy DP isreikskime

—

> o
nekomplanariais vektoriais DA, DB ir DC . Kadangi DP:PL=x,
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x = X

e
= (DA+ DB+ DC). Kita  vertus,
x+1 3(x+1)

_)
tai DP =

- - -
DP =DM+ MP. Taskai M, N, P ir K yra vienoje plokStumoje, o
- - - - -
vektoriai MK ir MN nekolinearts, todél MP =y MK+ z MN . Bet
32172 12 12

- - > - - >
MK=DK—DM2§DC—§DA, MN=DN—DM=ZDB—§DA.

Vadinasi,
- N 1= 1~
MPZy gDC—EDA +z ZDB—gDA =

- - -
-(-Ly L \par Z DB+ Y DC
3 3 4 5
ir
- - — - -
Dp:lDA+ —ly—lz DA+£DB+3—yDC=
3 3 3 4 5

-

- -
12 Z\puv 2o+ pe.
3 4 5

3 pav.

%
Kadangi abi gautos vektoriaus DP iSraiSkos turi sutapti,

il 21—1—52523—)}. IS ¢ia randame z= 4x ,
3x+1) 3 3 3 4 5 3(x+1)
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. 5x X _l_ S5x B X
T4 3x+D) 3 27(x+1) O(x+1)

. Issprende $ia lygti,

gauname x = i
17

Ats.: DP:PL=9:17.

4. Sakykime, kad piramidés ABCD priesingy briauny AB ir CD vidurio
taskai yra M ir N (4 pav.), o briauny AC ir BD vidurio taskai — P ir
0. Kadangi atkarpos MP ir ON yra trikampiy ABC ir DBC vidurio
linijos, tai MP||BC||ON, t.y. taskai M, P, O, N yra vienoje
plokstumoje, einancioje per lygiagrecias tieses MP ir QN; todél tos
plokstumos tiesés MN ir PQ susikerta taske E. Sakykime, kad
ME:EN =x, PE:EQ =y . Tuomet

- -
- - - -
ap =AM xAN UL e X ac+ 4Dy |=
1+x I+x|2 2

- X - X -

= AB+ AC+
2(1+x) 2(1+x) 2(1+x)

ir

12y, 72 2
S5 - —AC+E(AB+AD)

AE:AP+yAQ:2 _
I+y I+y
e\ e

= AB+ AC+
2(1+y) 2(1+ y) 2(1+ y)

Sios vektoriaus A_;E iSraiSkos sutampa, kai teisingos lygybés
1 __ Y , X 1 ’ XY s

20+x) 2(+y) 2(1+x) 2(+y) 2(0+x) 2(1+y)

x=1, y=1, t.y. taskas E atkarpas MN ir QP dalija pusiau. Jei

briauny AD ir BC vidurio taskai K ir L, tai tiesés MN ir KL kertasi

taske F. AnalogiSkai jrodoma, kad MF:FN= =KF:FL=1,t.y.

taskai F ir F' sutampa.
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5. Jei piramidés ABCD (5 pav.) briaunos 4B D
- -
ir CD statmenos, tai AB-CD=0. Kadangi
- >

> o5 o
CD= AD- AC, tai AB-(AD- AC) 0.

> 5> 5 o

IS ¢ia AB-AD= AB- AC. Analogiskai,

kai briaunos AC ir BD statmenos, tai A4 C
- - - 5 o
AC-BD=0.Tada AC-(AD- AB)=0,
e B
0 i§ Gia — AC-AD=AC- AB. Kadangi 5 pav.
— — — e - - e i d
BC=A4AC- 4B, tai AD BC AD -(AC-AB)= AD- AC-

- - - - - - -> o>

—AD-AB=0,nes AD- AC = AB- AC = AD- AB . Taigi AD 1 BC.

6. Raskime kampa ¢ tarp gretimy kubo sieny ABCD ir ABB; 4,
prasilenkianciy istrizainiy AC ir 4B (6 pav.). Kadangi kampas ¢

9
yra lygus kampui tarp vektoriy AC ir ll)l C
> - !
Al | B
AIB tai cos@= & Akivaizdu, :
| AC|-| 4B N _Jc
- - - - - ,”
kad AC = AB+ AD, AB= AB- AA1 Jei A4 B
kubo briaunos ilgis lygus a, tai 6 pav.
-2 -2 -2 ) > > - - - -
AB =AD =44 =a°, AB-AD=AB-AA = AD-A4, =0.
Todél AC- A B= (AB+ AD) (AB AAI) AB =a
- - a? 1
7. |AC|=\/5a, |AIB|=\/5a ir cosp=——+—=—. I§ Cia
V2a-2a

gauname, kad ¢ = 60°.
Ats.: ¢ = 60"
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7.

Sakykime, kad taisyklingojo tetracdro ABCD briaunos ilgis a
(7 pav.). leskodami kampo tarp tiesiy MN ir PQ, pirmiausia raskime

- -
kampa ¢ tarp vektoriy MN ir PQ pagal
> >
formule cosop= LPQ Vektorius
- -
|MN [-| PO

- -
MN ir PQ isreikskime nekomplanariais

- o> -
vektoriais AB, AC, AD :
> o > 5> o - 1~ - -

ﬁ
MN = AN—-AM = —(AB+ AC+ AD)—%AD = 5AB+ 3 AC—EAD

7 pav.

> - > oS> o > o

PO= A0- AP:10M+AB+Acy"RAC+ADy_

1> 172,172

=—AB——AC-=AD .

3 6 2
-2 -2 — 2

Kadangi AB =AC =AD =a2

R e e a?

AB-AC = AC-AD = AB-AD =a-a-cos60°

27
tai MN - PQ =| —AB+—AC——AD |-| = AB—— AC—=AD |=
3 3 6 3 6 2
1, 1 a* 1a* 1 ad*> L2 1 a’
9 18 2 6 2 9 2 18 6 2
1a 1a 1 s
18 2 36 2 12 72°
- 2 1= 1~ - 2
|MW¢_V = 5AB+—AC——AD =
2 2 2
\/_a2+ i igry 28 1a 1a _a
9 9 36 9 2 9 2 9 2 2
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- -2 1> 1> 1~ 2
[POI=\PQ =[S AB-AC-_AD| =

\/1 2 > 1 o a> 1 a> 1 a*> a
=—a"+—a"+—a" " —— ———- —_—t——=—
9 36 4 9 2 3 2 6 2 2
a’
Tuomet cos —i——i Taigi = arccos| L
i aa 18 8 ¢ 18
22

=n—arccos%. Sis kampas yra bukasis. Vadinasi, kampas tarp
tiesiy MN ir PQ yra lygus arccos% .

Ats.: arccosi .
18

. Sakykime, kad apibréZtos apie kuba ABCDA, B,CD; sferos centras

yra taSkas O, M — bet kuris sferos taSkas
(8 pav.). Aisku, kad

- > o> o - >
MA=MO+04, MB=MO+OB,

- > o> o - >
MC =MO+0C , MD =MO+O0OD ,
- - - - -

MAI =M0+OA1 , MB] = MO+ OBI ,

- - - - - -
MCl = MO+ OCI , MD] =M0+OD1 .
Kadangi

-2 52 -S52 -S2 -S52 -S2 -2 -2
MO =04 =0B =0C =0D =04, =0B =0C| =

- 2 )
=0D; =R~ (Cia R — sferos spindulys), tai

-2 52 52 52 52 52 52 52
MA +MB +MC +MD +MA, +MB, +MC, +MD, =
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) e e - - - - -
=16R" +2MO (04 + OB +OC +OD + 04, +OB; +OC; +0Dy) .
- - > 5 >
Bet 0O4=-0C;, tod¢l O4+ OC; = 0 . AnalogiSkai gauname, kad
- - - > - - >
ir OB+ 0OD; =0C+04; =0D+ OB = 0. Taigi su bet kuriuo
sferos tasku M teisinga lygybé
MA? + MB* + MC? + MD? + MA? + MB? + MC? + MD? =16R?.

9. Keturkampio ABMN plota skai¢iuokime pagal formulg (Zr. 9 pav.)

1] 2 52 - -
S— AM -BN —(AM- BN)
Turlme.

. - -
AM:3AC+2AS _

- - -
_ 3(AB+ AD)+2 AS
5

-

- > o > o
o _3BD+2BS _3(AD- AB)+2(AS~ AB) _
5 5

b

- - - ) -2 52
:—SAB+35AD+2AS. Kadangi AS =b%, AD =AB =d°,

AB-AD =0,
1

> 5 5 o *AB 2

AB-AS=AD-AS=a-bcosLA=a-b- —=ab~—=—
AS 2b 2

H
tai AM? =

1 — 2 - 2 - 2
25 94B +94D +4A4S +18AB AD+12AB AS+12AD AS
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1 - 2 - 2 -2
2—5 254AB +94D +4 A4S —30AB AD 20AB AS+12AB AS

- 2
215( 154B +9AB AD+6AB AS 15AD AB+9AD +

- -> - -> o -2 2 ) )
+6AD-AS—10AS'AB+6AS-AD+4AS =2—5(—a +2b )

tai § =l\/i(15a2 ) i S RPY) g
2V 625 625
:%\/14412 +4b? .
Ats.: ‘2‘—2‘\/14412 +4b .

10. Atstuma nuo tasko M iki tiesés AC; rasime pagal formulg

-> 2 > 2 - - 2
J_NAM - AC —(AM-AC) D,

G
- M ! T
|AC1 | Al 7 - zZ Bl
i D‘},,,./,/: ,,,,,,, | __
Kadangi AM AA1+;AD ol ¢
e
e S B
ACy = AB+ AD+ A4, , 10 pav.
- 2 - 2

A4, =9, AB =36, AD =16,
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R
AB AD AB- A4, = AD - A4, =0,
tai
-2 -2 - 2
AM = A4 +4AD _9+Z 16=13,
> 2 52 52 52
AC, =AB +AD + A4, =61,
- - -2 1 -2 1
AM - ACy = A4 +EAD =9+§-16=17,
Vadinasi,
g V1361172 _ [504
Je1 61
Ats. 504
61

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Sakykime, kad per n dieny buvo parduota 4000 torty. Tada
2-105+10(n—1)

~ 2 '

Sios lygties teigiamas sprendinys yra 20. Taigi per 20 dieny buvo

parduota 4000 torty. Per 20-aja diena buvo parduota

105+10(20—-1)=295 tortai. Per likusias 6 dienas (26 —20=06)

buvo parduota 6-(295-13)=1692 tortai ir tai sudaro

1692
——-100=42,3 % torty, parduoty virs plano.
4000 o forty, parduoty virs p

Ats.: 42,3 %.

n=4000~n2 +20n—-800=0.

Sakykime, kad krastinés BC ilgis lygus a. Tada AB=a—-d, o
CA=a+d . Apskaiciuokime trikampio ABC plota dviem budais:
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1 1
S =—BC-AD=—a-h, ir
ABC ) ) a
g B ~r—a_d+a+a+d-r—§ar'
ABC =P 5 B >
p — trikampio pusperimetris.
IS ¢ia
%a'ha =%ar = h, =3r.
Ats.: 3r.

Sakykime, kad Kristina turéjo n dézuéiy ir | pirmaja dézute idéjo k
gintaro gabaléliy, o | n-aja dézutg¢ — a,, gabaléliy. Sudéjg lygybes
a=a1+5, az=ar+5, .., a,1=a,,+5, a,=a,|+5
gauname: a, =5(n—1) + k . Kadangi

J’_
aj+a, +...+a, =alTa”~n=n(k+§(n—l)j,

tai
5
n[k+—(n—1))=352.
2
Kadangi
n(k+%(n—1)j>%n(n—l),
tai

n(n—l)<%:>n<l2.

IS lygybés n-(2k +5(n—1))=704 isSplaukia, kad 704 dalijasi
i§ n. Taigi ne{2;4;8;11}. Tik su n=11 skaiCius k yra natiiralusis.

Jis lygus 7.
Ats.: 11, 7.
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4. 1 budas. Sakykime, kad pléSiky yra n. Kriivelése esan¢iy monety
skaiCiy surasome i lentele:

1
3 5
7 9 11
13 15 17 19
By | e, by,
Sekos 1, 3, 7, 13, ..., b, gretimy nariy skirtumai sudaro
aritmeting progresija, kurios skirtumas d =2. Remdamiesi (12)

formule, gauname: b, =1+ & 2=n%—n+l.

(n—1)
2
n-ojoje eilutgje yra n nariy, kurie sudaro aritmeting progresija.
Taigi by, =b, +2(n—-1)= n? +n—1. Aukso kriiveliy skaicius yra:
+1 .
1+2+3+...+n =% . Sudarome lygti:

14+3+5+..+(n> +n—1)=25502500, t. y.

2
- 1
Len” =1 214D 95502500 n=100.
2
b, +b 2_ 2 in-
Plésiky vadas gavo —2 22”-n=n n+1J2rn o 1-n=n3,

t.y. 100° =1000 000 auksiniy monetu.
2 bidas. Jeigu piraty skaicius n, tai aukso kriiveliy skai¢ius —

1+2+3+m+n=f£%i2.

+1 . . oy
nintl) -asis nelyginis skaiCius yra

nn+1)
2
Sudarome lygti: 1+3+5+...+ (n> +n—1)=25502500.

2% —1=n2+n—1.
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Toliau sprendziame, kaip ir pirmuoju badu.
Ats.: 100, 1 000 000.

5. Sakykime, kad skai€iai yra a, b ir c. Pagal salyga sudarome lygciu

sistema.:
2 _
bzzac’ bzzac, b =ac,
2b -1
2b=a+c -4, = 2b=a+c-4, = azT,
(b-1*=a(c-5)  |?b~1=34 8b + 21
==

IS antrosios ir treciosios lyg€iu (a ir b iSraiSkas jrase | pirmaja lygti)

gauname 952 —34b+21=0. Sios lygties sprendiniai: by =3,

7
by =—.
279

. . . 7 . 1

Kai by =3, tai a; =1, ¢ =9. Kai b2=§, tai a2=§,
C —ﬂ
2 9

Ats.: (1;3;9) ir (l,l,ﬁ .

9°9 9

Sakykime, kad 0 <a <b<c. Tada

b2 =ac ir (\/c—"—\/a—njz >0,

I§ &ia a” +c" >2\/(ac)" =2\/(b2)" =2b".

7. Pertvarkykime reiskini:

1 1

log, x—log, x log,a - log, b (log,b—log,a)-log,c

log;, x —log,. x

I 1 (log,c—log,b)-log, a
log, b log,c
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b
ZIng;'logxczlogxczlogax Sﬁ_ﬁ
logx% log,a log,a log.x a b

2
1 . .
8. Pagal salyga (cosx—zj =(1—cos2x)- . ISspreskime Sia

2sin” x
lygti.
Turime

[ 1)2 2sin? x
cosx——| =———,
2 2sin” x

2
1 1 1

t.y. |[cosx——| =1=>cosx——=1 arba cosx—-—=-1. Lygtis
v [cosx 7] . oy

1 .. . . 1
cosx—zzl sprendiniy neturi, o lygties cosx—Ez—l (t.y.

1 o 2n
cosx = _E) sprendiniai yra: x = i?+ 2nm, neZ.

. 2n .
Kai x = i?+2nn , tai

1—cos2x=1-cos i4—n+4mr =1- —l :l,
3 2 2
1 B 1 B 1 _g
2sin2x_ .2, 2¢; - 2 37
2sin i?+2nn 2(_’_\@]
2

Taigi skai¢iai %, -1, % yra k-asis, (k+1)-asis ir (k +2) -asis

geometrinés  progresijos nariai. Sios progresijos  vardiklis
-1 2 27 -1 3
q =373 Pagal salyga b5 =b1q14 =g o by =b1qk ! =3

3
2
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3
Vadinasi, D -2 _ 4 . Kita vertus,
bs 27 9
8
_ k—15
b _hg* k-lsz(_zj
bis g 3

k—15
I§ lygties (—gj =5 gauname k=17.

Ats.: xziz?n+2nn, nerZ, k=17.

9. Sudarome lyg¢iy sistema:

b
——=35,
I-¢
b _147
1—q% 16

. 1
Jos sprendinys: ¢ = rE by =3.Tada =

Ats.: @

38

10. Sakykime, kad (2007 + n)-aisiais metais tarnautojo ménesinis
atlyginimas yra x, (xo=2000 Lt). Tada x, . =105x, +200,
xo =2000 .

Seka (b,),>0 su b, =x,—(-4000)=x, +4000 yra
geometriné progresija; ¢ia x=-4000 yra lygties x=1,05x+200
sprendinys.  Sios progresijos by = xy +4000=6000. Taigi
b, =6000-1,05", 0 x,, =6000-1,05" —4000.
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Surasime maziausia natiiralyji skai¢iy »n, su kuriuo
6000 -1,05" — 4000 > 5000, t.y. 1,05">%. Nesunku jsitikinti

(pavyzdziui, su skaiCiuokliu), kad toks skaiius n=9. Taigi
2007 + 9=2016 metais tarnautojo atlyginimas virSys 5000 Lt.

Ats.: 6000-1,05" — 4000, 2016 m.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 4
x,=2- l n+3' 19
woEy |y |
501 364 6563
X7 =222 % 3,0009 3
772187 p=15 701579
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ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios
temos:

I KNYGA

1. J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

I.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

III. R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo
metodai.

IV. A. Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

II KNYGA

I. I Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

I. E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

III. B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. 1. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VIIL. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIIL. A. Juozapaviéius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

IIT KNYGA

I.  E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

II. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriai.

V. 1. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.
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IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
II. P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

III. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VIL. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.

V KNYGA

I.  O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

I. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

III. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIIL R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VIKNYGA

1. A. Bakstys. Finansy matematika.

II. E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

III. B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VIL. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIIL. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.
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VII KNYGA

I.  E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo pozymiai.

II. E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

III. J. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

IV. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

V. L. Maliaukieng, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formuleé.
VL. J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

VIIL. A. Apynis. Aibés, taikymo uzdaviniai.

VIIL. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

VIII KNYGA

I. 1. Sinkiinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

II. 1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

III. E. Stankus. Diofantinés lygtys.

IV. L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

V. A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

VI. E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir
tapatybes.

VII. E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIIIL. A. Apynis. Trigonometriniai uzdaviniai.
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