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1 (9-10 klasés).
a) Irodykite, kad nelygybe
o]+ 15 + 25 > 23(7) + 1)

teisinga su visais realiaisiais 1, xa, 3.

b) Raskite visas naturaliasias n reikSmes, kurioms nelygybeé
i o S RIS RY €I SRR R

teisinga su visais realiaisiais x1, o, ..., Tpi1.

Sprendimas. Sudéje n nelygybiy
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(¢ia j =1,...,n), gauname tokia nelygybe:
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Vadinasi,
Vn
T(xf Fas et any) 2w (v 4+ 1)
su visais realiaisiais x1,x9,...,Tp1q. Jei 1l <n < 4, tai 1 > @, todel kairioji

Sios nelygybés puse (kuri yra neneigiama) nevirsija z? + x3 + - - - + 22 1

Irodéme, kad jei n € {1,2,3,4}, tai b) dalyje nagrin¢gjama nelygybé yra

teisinga su visais realiaisiais x1, zs, ..., z,11. Kadangi a) dalis yra atskiras b)

dalies atvejis (kai n = 2), tai a) dalies nelygybé taip pat jrodyta.

Tarkime, kad n > 5. Irodysime, jog tada b) dalies nelygybé galioja ne su

visais realiaisiais x1, xo, ..., 1. IS tikryjy, jei xy = -~ =z, = 1 ir 2,41 = 2,
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tai o +a5+---+a2,, =n+4ir (@ +- -+ 2,) = 2n. Kadangi n+4 < 2n,
kai n > 5, tai b) dalies nelygybé su Siais realiaisiais x1, za, ..., x, 1 neteisinga.
Vadinasi, b) dalyje tinka tik n reikSmeés is aibés {1,2,3,4}.

Atsakymas: b) n € {1,2,3,4}.

2 (9-10 klasés). Sesiakampio ABCDEF visi kampai yra lygiis. Raskite jo
plota, jei AB=3, BC=2,CD ="Tir DE =4.

Sprendimas. Kadangi SeSiakampio kampy suma yra 720°, tai visi ABCDEF
kampai yra po 120°. Tarkime, kad tiesés F'A ir BC' kertasi taske K.

K

F

M~ F 4 D L

Tada ZKAB = 180°—ZFAB = 180°—120° = 60°. Taip pat ir ZABK = 60°,
taigi ZAK B = 180° — 60° — 60° = 60°, ir todél trikampis AK B — lygiakrastis.
Analogigkai, trikampiai DCL ir M FE yra lygiakrasciai. (Cia L yra tiesiy £D
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ir BC sankirtos taskas, o M — tiesiy F'A ir E'D sankirtos taskas.) Vadinasi,
MK L taip pat lygiakrastis trikampis su krastine

KL=KB+BC+(CL=AB+BC+CD=3+2+7=12.
Kadangi ME = ML — ED — DL =12 -4 —7 =1, o lygiakrascio trikampio,

kurio krastiné a, plotas lygus */3“2, tai
V3(122 =32 -72-12) 853
Sapcpe = SukL — Saxs — Spcr — SMFE = ( 1 ) ==
. 85v3
Atsakymas: 222

3 (9-12 klaseés). Prie apskrito stalo sedéjo m posedzio dalyviu (m > 3). Po-
sedzio metu jie valge saldainius, ir kiekvienas is jy suvalgé po sveiky teigiama
skaiciy saldainiy. Be to, kiekvienas i$ jy suvalgé arba astuonis kartus daugiau
saldainiy nei jo kaimynas, sédintis jam i$ desineés, arba dvideSimt keturiais sal-
dainiais maziau uz tg kaimyna. Ar su kokia nors m reikSme jie visi kartu galéjo
suvalgyti

a) maziau kaip 1000 saldainiy?

b) lygiai 2020 saldainiy?

Sprendimas. Tarkime, kad kuris nors posédzio dalyvis suvalgé x saldainiy, o jo
kaimynas is kairés suvalge 8x saldainiy. Toliau, eidami kairén nuo suvalgiusiojo
8z saldainiy, kiekvieno posédzio dalyvio suvalgyta saldainiy skai¢iy vis mazin-
sime 24. Vadinasi, Sio kaimynas i$ kairés suvalgé 8x — 24 saldainius, pastarojo
kaimynas is kairés — 8 — 24 - 2, ir t.t., vis 24 saldainiais maziau iki pat pirmo-
jo dalyvio, kuris suvalgé = saldainiy. Tada, jei posédyje dalyvavo m dalyviy,
galioja lygybé 8z — 24(m — 1) = z. I§ ¢a iSplaukia, kad 7z = 24(m — 1). Si
lygybé teisinga, kai, pavyzdziui, m = 8 ir x = 24. Aisku, kad tada visi kartu
astuoniese posédzio dalyviai suvalge

7-8
8T +8x —24+8x—24-2+4---+8x—24-7 = 64x—24-7 =64-24—-24-28 = 864

saldainius. Vadinasi, atsakymas j a) dalies klausima yra teigiamas.

Irodysime, kad kiekvieno posédzio dalyvio suvalgyty saldainiy skaicius dali-
jasi i$ 8. Imkime poseédzio dalyvi, suvalgiusj maziausiai saldainiy (o jei tokie
yra keli, tai bet kurj i$ ju). Tarkime, kad jis suvalgé n saldainiy. Kadangi

n — 24 < n, tai jo kaimynas is kairés suvalgé 8n saldainiy. Pastarojo kaimynas
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is kairés irgi suvalge besidalijantj is 8 skai¢iy saldainiy, kadangi abu skaiciai
8 - 8n ir 8n — 24 dalijasi i$ 8. Samprotaudami lygiai taip pat, matome, kad
sio kaimynas i kaires irgi suvalgé besidalijantj iS 8 skaiciy saldainiy ir taip to-
liau. Vadinasi, kiekvieno posédzio dalyvio (jskaitant ir patj pirmaji) suvalgytu
saldainiy skaic¢ius dalijasi i$ 8. IS ¢ia iSplaukia, kad jy visy kartu suvalgyty
saldainiy skaicius taip pat dalijasi i$ 8. Kadangi 2020 = 4 - 5 - 101 nesidalija is
8, tai lygiai 2020 saldainiy jie visi kartu suvalgyti negaléjo, todél atsakymas j
b) dalies klausima yra neigiamas.
Atsakymas: a) taip; b) ne.

4 (9-10 klasés). Duota lygtis
m? = n(n + 100).

a) Nurodykite bent viena jos sprendinj naturaliaisiais skaiciais.

b) Raskite visus jos sprendinius naturaliaisiais skaiciais.

I sprendimas. 1S duotosios lygties akivaizdu, kad skaiciai m ir n yra arba abu
lyginiai, arba abu nelyginiai. Be to, m > n, taigi m —n = 2a ir m +n = 2b,
¢ia a,b € N. Kadangi m? = n(n + 100) = n? + 100n = (n + 50)? — 507, tai

50% = (n + 50)* —m?* = (n + 50 —m)(n + 50 + m) = (50 — 2a)(50 + 2b).
Padalije abi puses is 4, gauname lygtj
(25 — a)(25 + b) = 5.

Aisku, kad 25 —a > 0, nes 25 + b > 0. Kadangi skaic¢ius 5 yra pirminis
ir 0 < 25 —a < 25+ b, tai galimi tik du 5* igskaidymo dviem naturaliaisiais
dauginamaisiais budai:

25—a=1,25+b=5" ir 25—a=5,25+b=>5.

Pirmuoju atveju gauname (a,b) = (24,600), o antruoju — (a,b) = (20,100).
IS cia, remdamiesi lygybémis m = a + b ir n = b — a, gauname dvi poras
(m,n) = (624,576) ir (m,n) = (120,80). Nesunku jsitikinti, kad abi Sios poros
tenkina duotaja lygti.

Atsakymas: (m,n) = (120,80) ir (m,n) = (624, 576).
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II sprendimas. Kadangi n* < m? < (n + 50), tai n < m < n + 50. Vadinasi,
m=n+k, kur k € {1,2,...,49}. Duotoji lygtis

n? +100n = m?* = (n + k)?> = n® + 2nk + k*

ekvivalenti lygciai n(100—2k) = k?, i§ kurios matome, kad k yra lyginis skaicius,
k=20 Ciatec{1,2,...,24}. Taigi

. Y Vo & _52—25£+25£__H 250
100 =2k 100 —4¢ 25 —¢ 25 — ¢ a 25 —10
25(¢ — 25) + 252 54
Tt sy to5 ¢

Kadangi 5 yra pirminis skaic¢ius ir 1 < 25 — £ < 24, tai 25 — ¢ dalija 5% tada ir
tik tada, kai 25 — ¢ = 1 arba 25 — ¢ = 5. Atitinkamai, ¢ = 24 arba ¢ = 20.
Jei 0 =20, tain = —45+ 5> =80 ir m = n+ 20 = 80 + 40 = 120, o jei
0 =24, tai n = —49 + 51 = 576 ir m = n + 2 = 576 + 48 = 624. Abi Sios poros
(m,n) = (120, 80) ir (m,n) = (624, 576) tenkina duotaja lygti.
Atsakymas: (m,n) = (120,80) ir (m,n) = (624, 576).

5 (11-12 klasés). Raskite visas funkcijas f : R — R, kurioms lygybé

fx+3y) =5f(z+1y°) f(a® +yT)

teisinga su visais =,y € R.
(Cia R Zymi visy realiyjy skaiciy aibe.)

Sprendimas. Jei f(t) # 0 su visais t € R, tai, imdami z = y* — 3y, gauname

f2y* = 3y) =5f(2y> = 3y) F((v* — 3y)* + "),

todel f((y® — 3y)? +y") = & su visais y € R. Kadangi y” + (y* — 3y)? yra

nelyginio laipsnio polinomas, tai, kad ir koks bebuty z € R, atsiras y € R, su

kuriuo y” + (y* — 3y)? = z. Vadinasi, f(z) = £ su kickvienu z € R. Akivaizdu,
kad si funkcija tenkina duotaja lygtj.
PrieSingu atveju egzistuoja toks t € R, kad f(t) = 0. TraSe x =t — 93 |

duotaja lygybe, gauname, kad
F2t =2y +3y) =5 () f((t = y°)* +y") = 0
su visais y € R. Velgi, kad ir koks bebuty z € R, atsiras toks y € R, kad

2t — 2y® + 3y = z (Cia t yra fiksuotas realusis skaicius). Vadinasi, f(z) = 0 su
kiekvienu z € R. Akivaizdu, kad si funkcija taip pat tenkina duotaja lygtj.



Atsakymas: f(x) = 0 su visais € R ir f(z) = £ su visais z € R.

6 (11-12 klasés). Trikampio ABC kampai A ir B lygus atitinkamai 40° ir
80°. Ibreéztas j trikampj apskritimas liecia krastines AB ir AC taskuose K ir
L. Taskai M ir N yra krastiniy AB ir BC' vidurio taskai. Tieses M N ir KL
kertasi taske T'. Raskite kampa ACT.

Sprendimas. Pazymékime trikampio krastines AB = ¢, AC = b, BC' = a.
Tarkime, kad jbréztas j trikampj apskritimas lie¢ia krasting BC' taske P. Pa-
zymékime AK = AL =2, BK = BP =yirCP=CL ==z I8z+y=c,
Y+ 2z =air z+ x = b gauname, kad
b+c—a a+c—b
g=—p— Ir y=—7—.

M T N
/ M

Kadangi kampas A mazesnis uz kampa B, tai a < b. Vadinasi, z > vy,

taigi taskas K priklauso atkarpai M B. Kadangi M N yra trikampio vidurio
linija, o trikampis LAK lygiasonis, tai /KTM = /KLA = /AKL=/MKT.
Vadinasi, trikampis K'T'M taip pat lygiasonis. IS ¢ia iSplaukia, kad

c atc—b b—a

MT=MK=MB-KB=-—y=- S
2 2 2 2




todeél -
—a a
TN—MN—MT—i— 5 —§—NC.

Taigi trikampis TNC — lygiasonis, ZTCN = ZNTC. Be to, TN||AC, todél

INTC = ZACT. Taigi ZTCN = ZACT. Jrodéme, kad CT yra kampo C

pusiaukampiné. Vadinasi,

LACB  180° — LCOAB — ZABC  180° — 40° — 80°
2 2 B 2

Atsakymas: ZACT = 30°.

LACT = = 30°.

7 (11-12 klasés). Naturaliyjy skaiciu ketverta (a, b, ¢, d) vadinsime saulétu,
jei skaiciai a, b, ¢, d yra paporiui tarpusavyje pirminiai ir tenkina lygybe

ab + cd + 210bd = ac.

a) Nurodykite bent vieng sauléta ketverta (a, b, ¢, d).

b) Irodykite, kad sauléty ketverty yra be galo daug.

c) Raskite visus saulétus ketvertus (a, b, ¢, d), kuriems suma a + b+ ¢ + d
igyja maziausia reiksSme.

d) Kokia maziausig reikSme, didesne uz 2020, gali jgyti suma a+ b+ ¢+ d,
kai ketvertas (a,b, ¢, d) — saulétas?

Sprendimas. IS salygos aisku, kad a > d ir ¢ > b. Perrasykime lygybe taip:
(a —d)(c —b) = ac — ab — c¢d + bd = 210bd + bd = 211bd.

[$ ¢ia akivaizdu, kad (a, b, ¢, d) yra saulétas ketvertas tada ir tik tada, kai ket-
vertas (¢, d, a,b) — saulétas.

Nuo siol nagrinésime ir labai saulétus ketvertus, t.y. saulétus ketvertus, ku-
riuose

max(a, b, c,d) = a.

Jei max(a,b,c,d) > a, tai max(a,b,c,d) = ¢, o tada tokj sauléta ketverta visa-
da galima gauti pakeiCiant labai sauléta ketverta (a, b, ¢, d) ketvertu (c, d, a,b).
Vadinasi, visy sauléty ketverty aibe sudaro labai sauléti ketvertai (a, b, ¢, d) ir
iS ju gaunami ketvertai (c, d, a, b).

Irodysime, kad labai saulétame ketverte d|(c—b). IS tikruju, priesingu atveju,
jei d nedalija ¢ — b, tai egzistuoja toks d daliklis e > 1, kad e|(a — d). Is ¢ia

igplaukia, kad e|a, kas nejmanoma, nes tada (a,d) > e > 1. (Cia (u,v) zymi
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naturaliyjy skai¢iy v ir v didziausia bendra daliklj.) Vadinasi, ¢ — b = md su
m € N. Analogiskai, gauname a — d = nb su n € N. IS lygybés

211bd = (a — d)(c — b) = nbmd = mnbd

isplaukia, kad mn = 211. Kadangi 211 yra pirminis skaic¢ius ir m,n € N, tai
m = 1 arba n = 1. Pirmuoju atveju, kai m = 1, galioja lygybé ¢ = b+ d, o
antruoju atveju, kai n = 1, — lygybé a = b+d. Irase ¢ = b+ d j duotaja lygybe,
gauname ab+bd+d?4210bd = ab+ad. Silygybé ekvivalentilygybei a = 211b+d.
Kita vertus, jrase a = b+d j duotaja lygybe, gausime ¢ = b+211d > a, taigi toks
ketvertas néra labai saulétas. Vadinasi, naturaliyjy skaiciy ketvertas (a, b, ¢, d)
gali buti labai saulétas tik tada, kai

(a,b,c,d) = (211b+ d, b, b+ d, d).
Irodysime, kad toks ketvertas yra labai saulétas tada ir tik tada, kai

(b,d) = (d,211) = (b+d, 210) = 1.
I$ tikryjuy, pagal uzdavinio salyga, ketvertas (211b+d, b, b+d, d) gali buti saulétas
tik, kai (b,d) = 1. Tada (b+d,d) = (b+d,b) =1 ir (211b+d,b) = (b,d) = 1.
Be to, kadangi (b,d) = 1, tai lygybeé (211b + d,d) = (211b,d) = 1 teisinga tada
ir tik tada, kai (d,211) = 1. Belieka patikrinti, kada skai¢iai 2110+ d ir b + d
yra tarpusavyje pirminiai. IS (b + d,b) = 1 isplaukia, kad

(211b+ d, b+ d) = (210b,b + d) = (210,b + d).

Vadinasi, (2110 + d,b+ d) = 1 tada ir tik tada, kai (b + d,210) = 1. Teiginys
irodytas.
Parinke, pavyzdziui, d = 1 ir b = 210t (¢ia ¢t € N), matome, kad

(210¢,1) = (1,211) = (210t 4+ 1,210) = 1,
taigi visi ketvertai
(a,b,c,d) = (44310t + 1,210¢,210t + 1, 1)

yra labai sauléti, o tuo paciu ir sauléti. [rodéme uzdavinio b) dalj, o a) da-
lyje galime paimti, pavyzdziui, ¢ = 1. Tokiu budu gauname sauléta ketverta
(a,b,c,d) = (44311, 210,211, 1).

Dabar rasime visus labai saulétus ketvertus (a,b, ¢, d) = (211b+d, b,b+d, d)
su maziausia jmanoma suma S = a + b+ ¢+ d = 213b + 3d. Aisku, kad
jei b = 2, tai § > 426 + 3d > 429. Tarkime, kad b = 1. Tada ketverto
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(211+4d,1,d+1,d) elementy suma yra S = 213+3d, taigi belieka rasti maziausia
naturalyjj d, kuriam galioja reikiama salyga. Nesunku jsitikinti, kad maziausias
toks d yra d = 10. IS tikryjy, kadangi 210 = 2 -3 -5 -7, tai su kiekvienu
d=1,2,3,4,5,6,7,8,9 turime (1 + d,210) > 1, o su d = 10 galioja salyga
(1,10) = (10,211) = (11,210) = 1. Tada S = 213 + 3 - 10 = 243 < 429, taigi
ketvertas (a,b,c,d) = (221,1,11,10) yra vienintelis labai saulétas ketvertas,
kurio elementy suma a-+b+c+d jgyja maziausig reikSme 243. Dar vieng sauléta
ketverta gausime i$ perstatos (11, 10,221, 1), o kity tokiy sauléty ketverty néra.

Irodéme, kad c) dalyje maziausia sauléto ketverto elementy suma yra ly-
gi 243, o tokia reikSme jgyja lygiai dvieju sauléty ketverty (221,1,11,10) ir
(11,10,221,1) elementy suma.

Belieka isspresti uzdavinio d) dalj. [rodysime, kad maziausia reiksmeé, didesné
uz 2020, kuria jgyja sauléto ketverto elementy suma, yra lygi 2031. IS tikryju,
kadangi

S =213b+3d = 3(71b+ d) = 3(70b + (b + d)),
tai S dalijasi i$ 3, bet nesidalija i§ 2,5 ir 7, nes (b + d,210) = 1. I 3 dalijasi
skaiciai 2022, 2025, 2028,2031, ..., taciau pirmasis ir treciasis Sios sekos nariai
dalijasi iS 2, o antrasis iS 5, taigi S negali jgyti jokios reikSmés nuo 2021 iki
2030. Jei S = 2031, tai 710 + d = 677. Imdami, pavyzdziui, b = 1 ir d = 606,
matome, kad salyga (1,606) = (606,211) = (607,210) = 1 galioja. Vadinasi,

(a,b,c,d) = (211b+ d, b, b+ d,d) = (817, 1,607, 606)

yra saulétas ketvertas, kurio elementy suma yra lygi 2031.
Atsakymas: a) pvz., (a,b,c,d) = (44311,210,211,1); ¢) (221,1,11,10) ir
(11,10,221,1); d) 2031.



