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PRATARME

Sioje astuonioliktoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos
knygeléje ,,Jaunajam matematikui® yra pateikta 2015-2017 mokslo
metais nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM
klausytojams ir jy sprendimai.

Knygelés turinj sudaro §ios temos: procenty uzdaviniai (A. Apynis,
J. Sinkiinas), Cevos ir Menelajaus teoremos (E. Mazétis), Faréjaus sekos
(E. Stankus), algebrinés lygtys (A. Apynis, J. Sinkiinas), erdviniai kiinai
(E. Mazétis), judéjimo uzdaviniai (A. Apynis), trigonometrinés lygtys
(A. Apynis), tikimybiy skaic¢iavimas (E. Stankus). Skaitytojas taip pat
ras 2015 mety stojamaja uzduotj ir jos sprendima bei 2017 mety
baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus

Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Edmundas Mazétis,
Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas,

. Raskite keturzenklj skaiciy, kurj dalijant i§ 131 gaunama liekana
51, o dalijant i§ 132 — liekana 36.

. I8 kokio dvizenklio skaiciaus dalijant skai¢iy 180 gaunama liekana,
lygi 25 % dalmens?

. Pie sugalvoto natiiraliojo skai¢iaus i§ deSinés pusés prirasytas vie—
nas skaitmuo, o i§ gauto skaiCiaus atimtas sugalvoto skaiCiaus
kvadratas. Gautas skirtumas yra 8 kartus didesnis uz sugalvota
skaiCiy. Nustatykite, koks galéty bati pradinis nataralusis skaicius ir
koks skaitmuo buvo prie jo priraSytas.

. Yra du ty paciy dviejy metaly lydiniai. Viename lydinyje ty metaly
masiy santykis yra 1:2, o kitame — 2:3. Koks turéty biiti tokiy
lydiniy masiy santykis, kad gautame lydinyje metaly masiy santykis
buty 17:27?

. Irodykite, kad lygtis X° + y2 =2015 neturi sveikyjy sprendiniy
(sveikyjy skaiciy X ir y pory (X; y), tenkinanciy lygtj).

. Nesulaukes autobuso stoteléje A, Antanukas nutaré j stotelg B eiti
pésCiomis. Nuéjes trecdali kelio, jis pastebéjo link stotelés A
atvaziuojantj autobusa. Jeigu jis bégty i stotelg A arba j stotele B,
tai suspéty jsésti | autobusg (ir jis, ir autobusas stoteléje atsidurty
tuo paciu metu). Kokiu greiCiu turéty bégti Antanukas, jeigu
autobusas vaziuoja 30 km/h greic¢iu?

. Tarkime, kad dabar laikrodis rodo lygiai 12 valanda. Po kurio
(trumpiausio) laiko tarpo abi laikrodzio rodyklés vél sutaps?



STOJAMOJI UZDUOTIS

8.

10.

I lygiaSonj trikampj, kurio perimetras 56, jbrézto apskritimo
spindulys lygus % ] pagrinda nubréztos aukstinés ilgio. Raskite

trikampio krastiniy ilgius.

LygiaSonés trapecijos Soniné kraStiné yra 3 kartus ilgesné uz
trumpesnjjj pagrinda, o bukyjy kampy pusiaukampinés susikerta
ilgesniajam pagrindui priklausanc¢iame taske. Koks yra trapecijos ir
trikampio, sudaryto i$ jos trumpesniojo pagrindo ir bukyjy kampy
pusiaukampiniy, ploty santykis?

Sta¢iakampio gretasienio visy sieny ploty suma lygi 22 dm?, o visy
jo briauny ilgiy suma — 24 dm. Apskaiciuokite $io gretasienio
istrizainés ilgj.
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|. PROCENTU UZDAVINIAI

Antanas Apynis, Juozas Sinkiinas

Paskutinj kartq procenty tema Lietuvos jaunyjy matematiky
mokyk-loje buvo nagrinéjama 2011-2013 mokslo metais. Sj kartg
pateikiame tq paciq teoring medzZiagq ir naujq uzduoti LJMM
mokiniams.

Procento sgvoka jvedama penktoje klaséje. Penktoje ir Sestoje kla-
sése sprendziami patys papras¢iausi procenty uzdaviniai. Sudétingesni
procenty uzdaviniai sutinkami tik vyresnése klasése; taip pat jvairiuose
matematikos uzdaviniy sprendimo konkursuose ir olimpiadose.

Procentai skaiCiuojami ne tik buityje, versle, ekonomikoje. Jie
svarbiis beveik visose mokslo $akose. Sioje LJIMM mokiniams skirtoje
temoje apsiribosime gana paprastais procenty taikymo uzdaviniais. Nors
procenty uzdaviniy teorija yra paprasta, taciau, sprendziant uzdavinius,
atsiranda jvairiy sunkumy. Kad buty paprasCiau spresti uzdavinius,
pateiksime porg tokiy uzdaviniy sprendimo schemy ir jy taikymo
pavyzdziy. Tikimés, kad, perskaite Cia pateiktus metodinius nurodymus
ir iSnagrinéj¢ pavyzdziy sprendimus, visi LJIMM mokiniai sékmingai
isspres pirmaja uzduotj. Zinoma, uzdavinius galima spresti ir nesi-
naudojant pateikiamomis schemomis.

Pirmiausia prissminkime, kad procentu vadinama viena Simtoji
skaiCiaus ar kokio nors dydzio dalis; zymima 1 %. Pavyzdziui, 1 %
skaiéiaus 1 yra 0,01; 1 % skaiciaus n yra 0,01n. Vienas procentas metro
yra vienas centimetras, vienas procentas k tony yra 0,01k tony, o b
procenty skai¢iaus n yra 0,01bn.

Lyginant du skaicius, tarkim, a ir b, palyginimo rezultatas daznai

iSreiSkiamas procentais. Pavyzdziui, skai¢ius a sudaro %-100 procenty
a a-b
skaiGiaus b E-lOO % |. SkaiCius a yra T-lOO procenty

(a;b -100 %) didesnis uz skai¢iy b (zZinoma, kai a>Db), o skai¢ius b

yra a-b -100 procenty (a;b -100 %j mazesnis uz skaiciy a.
a a



PROCENTU UZDAVINIA|

Skai¢iy palyginima pailiustruokime konkre¢iu pavyzdziu. Saky-
kime, kad kurioje nors pradinéje mokykloje mokosi 30 berniuky ir 120
mergaiciy. Sugretinus Siuos skaicius, galima pasakyti, kad:

1) berniuky skaicius sudaro %-1002 20 procenty visy mokiniy

skaiciaus;
120-30

2) mergaiciy skaicius yra 300 procenty [ -100 %j didesnis

uz berniuky skaiciy;
120-30

3) berniuky skaicius 75 procentais ( -100 %j mazesnis uz
mergaiciy skaiciy;

4) mergaiciy skaicius sudaro 400 procenty berniuky skaiciaus, o
berniuky skaicius sudaro 25 procentus mergaiciy skaiciaus.

Atkreipkime démesj j tai, kad kalbant apie bet kuriy dydziy
poky¢ius, vartojama ne tik procento, bet ir procentinio punkto sgvoka.
Pavyzdziui, galima iSgirsti sakant, kad prekés kaina i§ pradziy sumazéjo
10 %, o paskui — dar vienu procentiniu punktu. Tai reiskia, kad i§ viso
prekés kaina sumazéjo 11 procenty.

1. Kainy kitimo ir bankiniy operacijy uzdaviniai. Tarkime, kad
pradiné prekés kaina buvo a lity, o paskui pasikeité p % — padidéjo arba

ap

sumazgjo. Kainos pokytis, aisku, sudaro 100 lity. Taigi pabrangusios

. ap p .. — o
rekés kaina yra a+—— =a| 1+—— | lity, o atpigusios prekés kaina yra
p y 100 ( 100) Lt} p1g p y

% a(l+ﬁj
g




| TEMA

a—ﬂ = a( —LJ lity. Sudarykime kainos kitimo schema (zr. 1 pav.),

100 100
kurioje kainos padidéjimas vaizduojamas rodykle 7, o sumazéjimas —
rodykle . Simbolis ,,p % 7 reiskia kainos padidéjima p procentais, o
simbolis ,,p % M reiskia kainos sumazé&jimg p procentais. Taikant ta

patj principg, kainos kitimo schema galima pratesti, papildant ja tolesnio
kainos kitimo galimybémis (zr. 2 pav.). Jei pabrangusios prekés kaina
a(1+ %j pasikeisty (padidéty ar sumazéty) q %, tai pokytis sudaryty

a(1+ Lj a4 lity, o prekés naujoji kaina biity

100 ) 100

a(1+ Lj + a(l+ Lji = a(1+ Lj (1+ i} lity
100 100 /100 100 100

arba
p q
1+— || 1+—
q% a( +100)( +100)
a(1+ij
100
%
P o~ a@ij[ _i]
100 100
a

p q
N .
p% % a( 1ooj(+1ooj

gl

2 pav.

10



PROCENTU UZDAVINIA|

a(l+ L] - a[1+ LJi = a(1+ ij[ - ij lity.
100 100 /100 100 100

AnalogiSkai gaunami ir atpigusios prekés kainos a(l—%j
pasikeitimo g % skaiciavimo rezultatai: a N I prekei
100 100

pabrangus q % ir a(l— %]( —%) — prekei atpigus g %.

Glaustai aptarkime sudétiniy paliikany skai¢iavimg. Nagrinékime
atvejj, kai bankas moka p % metines paliikanas uz jame laikomus
indélius, kurios, pasibaigus paliikany periodui, priskai¢iuojamos prie
indélio. Jei pradinio indélio didumas yra Bg lity, tai per metus

sukaupiamos BO%) lity palikanos, o indélis iSauga iki
Blzso-(n%) lity. Po dvejy mety indélis By isaugty iki

2
B, = Bl-(1+ lj: Bo(1+ i) . po trejy — iki

100 100
p p Y
B3=B, -(1+ Rjz BO(1+ RJ ir t. t. Po n mety indé¢lis By iSaugty
iki
o)
B, =Bg| 1+ — 1
" Bo[ =y @
lity. Gautoji indélio perskaic¢iavimo formulé (1) vadinama sudétiniy
palitkany formule.
Suskaidzius metus j m vienodos trukmés daliniy periody, kiek-
vieno periodo paliikany norma biity i:—p procenty. Tarus, kad po
m

kiekvieno dalinio periodo paliikanos priskai¢iuojamos prie indélio,
pradinis indélis By per pirmuosius metus iSaugty iki

11



| TEMA

" p \"
BO'(:HE) _Bo[ler-lOOj ;

ji pazymékime B;(m). Per antruo-sius metus indélis By iSaugty iki

i 2
By(m) = Bl(m)[u'—jm - Bl(m)(1+ P jm _ BO[HLJ "

100 m-100 m-100
ir t. t. Po n mety indélio didumas bty
nm
p
B,(m)=Bg| 1+ . 2
o(m) =g 1 P @

Dabar pereikime prie pavyzdziy analizés.

1 pavyzdys. I$nagrinékime tris kainy keitimo schemas ir atsaky-
kime j formuluojamus klausimus.

a) Prekés kaina buvo didinama du kartus — pirmg kartg 20 %, o
antrg kartg 30 %. Keliais procentais pabrango preké ir kokia buvo jos
pradiné kaina, jeigu po antrojo pabrangimo ji pakilo iki 390 Lt?

b) Prekés kaina buvo mazinama du kartus. Abu kartus po p %.
Raskime p, jeigu per abu kartus prekés kaina sumazéjo 36 %.

) Is pradziy prekés kaina buvo sumazinta p %, 0 paskui padidinta
25 %. Koks procenty skaiCius p, jeigu per abu Kkeitimus prekés kaina
sumazgjo 20 %7?

Srendimas. @) Prading prekés kaing pazymékime X. Paga
uzdavinio sglyga gauname lygtj

x| 1+ 2 1+ 2 =390.
100 100
Jos sprendinysyra x=250. Taigi pradiné prekés kaina buvo 250 Lt.

K adang %-100:56, tai darome iSvada, kad preké

abrango 56 %. Aisku, kad prekés pabrangimas matosi ir i§ sandaugos
p g p

20 m
|+_ . |+_ = 2. = .

Ats.: pradiné kaina 250 Lt; preké pabrango 56 %.

12



PROCENTU UZDAVINIA|

b) Prading kaing pazyméje X, gauname lygtj

i) )

018 jos — lygti

2
100
Kadangi p<100, tai
2
( _LJ —064=1- P —08= p=20.
100 100

Ats: p=20.

c) Tarkime, kad i§ pradziy preké kainavo x Lt. Tada (pagd
uzdavinio salyga) turi galioti tokia lygybé:

x| 1- 2 1+§ =X 1—£ .
100 100 100
I§ jos gauname:

P l1s-08=1-P —064= p=35.
100 100
Ats.: p=36.
2 pavyzdys. Tarkime, kad banko metiné paliikany norma yra 8 %, 0

pradinis indélininko jnasas 1000 Lt. Apskaiciuokime indélio diduma po
10 mety Siais atvejais:

a) paliikanos priskai¢iuojamos kiekvieny mety gale;
b) paliikanos priskai¢iuojamos kas ketvirtj;
C) paliikanos priskai¢iuojamos kas ménesj;
d) palikanos priskai¢iuojamos kasdien.
Sorendimas. a) Pagal (1) formule

Byo =1000(1+ 0,08)1 = 215892 (Lt).

b) Siuo atveju metai suskaidomi j 4 dalinius paliikany periodus,

13



| TEMA

todél kiekvieno dalinio periodo paliikany norma yra i :4—?00 =0,02.

Taikydami (2) formulg, gauname:
By (4) =1000(1+ 0,02)*1° =1000.1,02%° = 220804 (L1).
¢) Siuo atveju metus sudaro 12 daliniy paliikany periody, o kiekvieno
1

8 =——. Takydami (2)
12-100 150

dalinio periodo paliikany norma yra i=
formule, gauname

1 12-10 151 120
By (12) =1000 (“ﬁj =1000 (E) =2219,64 (Lt).

d) Pagal (2) formule

0,08

By (365) =1000 (H% = 222535 (Lt).

j365~10
Ats: Byn=215892 Lt; Bjy(4)=220804 Lt; Byo(12)=221964

Lt; B(365)=222535 Lt.

3 pavyzdys. Pilietis j banka jne$é 5000 Lt. Po mety, priskai¢iavus
paliikanas, jis atsiémé i§ banko 1000 Lt. Laikant banke likusius pinigus,
per antruosius metus susidaré 168 Lt palikanos. Kokia banko metiné
palikany norma? Skaiciuokite, turédami mintyje, kad paliikany periodas
— metai.

Sorendimas. Banko meting paliikany norma pazymékime p %. Pagal
uzdavinio salyga reikia iSspresti lygtj

5000 1+ —P- | —1000]- —P- ~168,
100 100

Gausime:
2
(4000 +50p).%=168 :>4Op+p7=168:> p?+80p-3%6=0= p=4.

Ats.: 4 %.

2. Lydiniy, tirpaly ir miSiniy uZdaviniai. Tarkime, kad lydinys
(miSinys, tirpalas) sudarytas i§ dviejy medziagy, sakykim, A ir B.

14



PROCENTU UZDAVINIA|

Medziagos A mas¢ lydinyje pazymékime mp, o medziagos B mase

. 1. iy- m . .-
pazymékime mMmg. SkaiCius kAz—A vadinamas medziagos A
Mp + Mg
. iy- m . .-
koncentracija, o skai¢ius kg=———2— vadinamas medziagos B
Mp +Mp

koncentracija lydinyje. SkaiCius pp=100kp yra medziagos A, 0
skai¢ius pg =100kg yra medziagos B procentiné koncentracija
lydinyje. Aisku, kad kp +kg =1ir pa+ pg =100.

AnalogiSkai apibréziama medziagos koncentracija bei procentiné
koncentracija ir tada, kai lydinj sudaro trys ar daugiau medziagy.

Jei nagrinéjant lydinius, tirpalus ir miSinius kalbama apie jy
uzimamus tiirius, tai, apibréziant kiekvienos
juos sudarancios medziagos koncentracija, medziagos masé pakeic¢iama
jos uzimamu tiriu.

Kad biity papras¢iau, masés m lydinj, sudarytg i§ medziagy A ir B,
kuriy koncentracija yra atitinkamai Kp ir kg, zymésime L(ka, kg, m).
Simboliu L(pa, Pg, M) zymésime lydinj, kurio mase lygi m, o ji suda—
ran¢iy medziagy A ir B procentiné koncentracija yra atitinkamai pp ir pg.

Tirpalus zymésime simboliais T(Ka, kg, M) ir T(pa, Pg,M), O
miSinius — simboliais M (K, kg, m) ir M(pa, Pg, M.

AnalogiSkais simboliais paranku zyméti ir lydinius, tirpalus bei
miSinius, sudarytus i$ trijy ar daugiau medziagy.

Jei du lydiniai, tarkim, Ly(ka, kg, M) ir Lo(koa, Kog, Mb)
sulydomi j vieng lydinj, tai naujojo
lydinio L(ka,kg, M) mase laikysime sulydomy lydiniy masiy sumga
(m=m +np).

Siekdami suglaudinti paaiSkinimus, vartosime tokia dviejy lydiniy
(taip pat tirpaly ir miSiniy) jungimo j vieng lydinj schema:

L1 (keas kg, my)

* = ||Lka kg, M)

Lo(koas Kog, M)

15



| TEMA

Sioje schemoje galioja tokios lygybés:

m=my + M, (©))
klArnI. + k2 A = kAm 4
kigmy + kogb =kgm (5)

Lydiniy Ly(pa, P1g, M) ir La(Poa, Pog, Mp) jungimo j vieng
lydinj L(pa, Pg, M schemoje

L1(P1a: P1Bs M)

+ = ||L(pas PB: M)

Lo(P2as P2B, M)

medziagy koncentracijas sieja tokios lygybés:
PLAMY + P2Al, = PAM (6)
PigM + P2y = PgM (7)
Sprendziant jvairius tirpaly ir miSiniy uzdavinius, taip pat galima
taikyti analogiskas jy jungimo schemas ir (3)—(7) formules.
I$spreskime kelis uzdavinius.

4 pavyzdys. Viename lydinyje yra 20 % vario, o kitame — 30 %
vario. Juos sulydzius, gaunamas 10 kg masés lydinys, kuriame yra 27 %
vario. Raskime abiejy lydiniy mases.

Sorendimas. Pirmo lydinio mase pazymékime X. Tada (pagal (3)
formulg) antro lydinio masé yra 10 — X. Turime tokig lydiniy jungimo
schema:

L4(20,80, )

! - |[C@.mm)

L,(30,70,10— X)

Joje turi galioti ir (6), ir (7) lygybes. I§ lygciy
20x+30(10-x)=27-10
ir
80x+70(10 - x) =73-10
gauname ta patj rezultata: X=3. Todél uzdaviniui i$spresti pakanka imti

16



PROCENTU UZDAVINIA|

vieng i§ (6) ir (7) salygy. Taigi pirmo lydinio masé yra 3 kg, o antro —
7 kg.

Ats.: 3kgir 7 kg.

5 pavyzdys. Sidabro ir vario lydinj sulydzius su 3 kg gryno
sidabro, biity gaunamas lydinys, kuriame yra 90 % sidabro, o sulydZius
pradinj lydinj su 2 kg lydinio, kuriame yra 90 % sidabro, biity gaunamas
84 % sidabro turintis lydinys. Kokia yra pradinio lydinio masé ir kiek
procenty sidabro yra jame?

Sorendimas. Tegu sidabro koncentracija pradiniame lydinyje yra
X%, o lydinio mas¢ ykg. Pagal uzdavinio salyga galima sudaryti dvi
lydiniy jungimo schemas:

L1 (%,100—- X, y)
+ = [|L(90,10,y+3)|
L»(100,0,3)
Ir
L4 (x,100—- X, y)
+ = ||L(84,16,y +2)|.
L»(90,10, 2)

Pagal pirma schema turi galioti lygybé
Xy + 300 =90(y + 3),
o pagal antrag schemg turi galioti lygybé
Xy +180 =84(y + 2).
Issprende dviejy lygéiy su dviem nezinomaisiais sistema
xy+300=90(y + 3),
{xy+ 180=84(y + 2),
gauname vieninteles nezinomyjy reikSmes: X=380, y=3.
Ats.: 3Kkg, 80 %.
6 pavyzdys. 500 kg celiuliozés maséje yra 85 % vandens. Kiek

kilogramy vandens reikia i$garinti, kad likty 75 % vandens turinti
celiuliozes masé?

Sorendimas. Prading celiuliozés mas¢ pazymékime simboliu
T1(85,15,500), isgarinama vandenj pazymékime simboliu T,(100, O, X),
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o siekiamg gauti celiuliozés mase, turinéig 75 % vandens, — simboliu
T (75, 25,500 — X). Tada vandens iSgarinimo procesg galésime uzrasyti

tokia schema:
T,(85,15,500)

_ = |[T(75, 25,500 — X)|
T5(100, 0, X)

Pagal Sig schema sudarykime lygtj
15-500 - 0- x=25 (500 — x)
ir gausime, kad x=200 (kilogramy).
Ats.: 200kg.

7 pavyzdys. Indas, kurio talpa V litry, pripiltas a % koncentracijos
druskos ragsties tirpalo. I§ $io indo nupylus b litry tirpalo, j jj jpilama
tiek pat vandens. Kokia bus tirpalo koncentracija, tokia pilstymo
procediirg atlikus n karty? Po keliy pilstymy druskos rtigsties inde bus
maziau negu vandens, jeigu V =1001, b=10I, a=80"7

Sorendimas. Druskos riigsties koncentracija po pirmo pilstymo
pazymékime &, po antro pilstymo a, irt.t.
Pirma pilstyma galima uZraSyti tokia schema:
T1(a,100-a,V —b)
+ = ‘T(al,lOO— al,V)‘.
T5(0,100, b)

Pagal ja sudarykime lygtj
a-(V-b)+0-b=&V
ir gausime, kad
V-b
v
Analogiskai galima apskai¢iuoti druskos koncentracijg tirpale po
antro ir kity pilstymy:

q=a-

V-b
azzal'T,
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a3 — a2 . \/;b,
Vv
8y =8an1- vob
\
IS Cia
a-a (v_bj
V
Ka V =100, a=80, b=10, gausime formule
a, =80-(09)".

Ieskomam pilstymy skai¢iui N rasti reikia iSspresti  nelygybe
80-(0,9)" <50. Maziausias sprendinys yra n=>5.

n
Ats.: a-[v—_bj . 5,
V

3. Procentai ir procentiniai punktai.

8 pavyzdys. I§ pradziy gamybos brokas sudaré 5 % gaminamos
produkcijos, o paskui, patobulinus technologinj proces3, sumaZzéjo
keturiais procentiniais punktais. Turédami mintyje, kad gaminamos
produkcijos apimtis yra pastovi, apskaiciuokime, keliais procentais
sumazgjo gamybos brokas.

Sorendimas. Gamybos produkcijos apimtj pazymékime a. Vadinasi,

brokas i§ pradziy sudare a-%fo,osa kiekio vienety, o paskui

(sumazéjus jam keturiais procentiniais punktais) a- ﬁ) =0,01a vienety.

0,05a-0,01a

Todél gamybos brokas sumazéjo
0,05a

-100=80 procenty.

Ats.: 80 %.

9 pavyzdys.| tirpala, kuriame yra 40 g druskos, jpylé 200 g
vandens. Kiek vandens tirpale buvo i$ pradziy ir koks buvo procentinis
druskos kiekis, jeigu: 1) dabar procentinis druskos kiekis yra maZesnis

10 procentiniy punkty; 2) dabar procentinis druskos kiekis yra mazesnis
10 %?
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Sorendimas. Ieskomg vandens kiekj (gramais) pazymékime X, pra—
ding druskos koncentracija pazymékime d;, o dabarting druskos kon—

centracija do. Pagal uzdavinio salyga pradiné tirpalo masé buvo X+ 40,

procentinis druskos kiekis dq = 40 -1OO=M, 0 vandens
X+40 X+40
L X 100x . . .
procentinis kiekis 100= . Taigi pradinj tirpalg galima

X+40 X+ 40
m 0 )
X+40 x+40
Ipilta vandenj galima uzraSyti simboliu T,(0,100, 200), o gautajj
tirpalag — simboliu T, (d5,100—d,, X+ 240).
Pagal schema

T1[4OOO 100x x+40j

uzraSyti simbolius Ty (

X+40" x+40°
+ = | [T(d,,100—d,, x+240)|
T,(0,100, 200)
sudarykime lygtj
4000 (x+40) +0-200=dy(x+ 240)
X+40
ir apskai¢iuokime pradinj vandens kiekj x. Gausime
4000

= —— - 240. 8
X4, (8)

Pirmu atveju
4000 3600-10x
d, = -10=——"—"
X+40 X+40
4000 4000  400(x+40)
d, 3600-10x  360-x
X+ 40

todél
. 400(x+40) 240,
360— x
Spresdami $ig lygtj, gauname:
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X(360 — x) = 400(x+ 40) — 240(360 — x),
360x— x2 = 640X — 70400,
x2 + 280x — 70400= 0.
Jos sprendiniai yra 160 ir —440.

Taigi Siuo atveju pradinis vandens kiekis tirpale buvo 160 gramy, o
4000

160+ 40

Antru atveju  d, =d; —01d; =0,9d; = 0,9-4000 _ 3600 ,
X+40 X+40

druskos procentin¢ koncentracija d; =

= 20 procenty.

todeél (pagal (8)) gauname, kad
. 4000(x+40) 240 — 10(x+40) 240~ 10x—1760.

3600
I$ ¢ia 9x=10x-1760 ir x=1760.
Tada
o 4000 20 ., .2
1760+40 9 9

Vadinasi, antru atveju pradinis vandens kiekis tirpale buvo 1760 g, o
druskos kiekis tirpale sudaré 2% %.

Ats.: 1) 160 g, 20 %; 2) 1760 g, ZS %.

4. Ivairis procenty uZdaviniai.

10 pavyzdys. Per mero rinkimus uz Antanaitj, Jonaitj ir Petraitj
rengiasi balsuoti atitinkamai 15 %, 20 % ir 25 % rinkéjy. Kiti rinkéjai
dar neapsisprende. ApskaiCiuokime, kiek procenty neapsisprendusiy
rinkéjy turéty suagituoti Antanaitis, kad jis laiméty rinkimus.

Sorendimas. Pagal salyga neapsisprendusiy rinkéjy yra 40 %. Tegu
a yra rinkéjy skaicius, o X yra ieSkomas neapsisprendusiy rinkéjy
procenty skaiCius. Tada apsisprendusiy balsuoti uz Antanaitj rinkéjy

skaidius bity 0,15a+o,4a.ﬁ). Jeigu visi likusieji (i§ neapsi-

sprendusiy) apsispresty balsuoti uz Petraitj, tai Sis kandidatas gauty
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0,25 a+ (O,4a— 0,4a- ﬁ) balsy. ISsprende nelygybe

015 a+0,4a-—— > 0,25a+| 0,4a—0,4a- — |, gausime x> 625.
100 100

Taigi Antanaitis, siekdamas laiméti mero rinkimus, turéty
suagituoti daugiau kaip 62,5% neapsisprendusiy (uZz ka balsuoti)
rinkéjy.

Ats.: daugiau kaip 62,5 %.

11 pavyzdys. Rudens kroso varzybose dalyvavo pagrindinés
mokyklos moksleiviy biirys. Kroso distancijos nebaigé daugiau kaip
2,8 %, bet maziau kaip 3,2 % dalyviy. Raskite maZiausig kroso dalyviy
skaiciy.

Sorendimas. Kroso dalyviy skai¢iy pazymékime n, o distancijos
nebaigusiy skaiciy pazymékime m. Pagal uzdavinio salyga

28<™.100<3.2.
n
Is cia
2,8n <100m< 3.2n.

Ka m=1 tai @< n<£0, t.y. 3,25< n<35§.
32 28 7
Taigi maziausias kroso dalyviy skaicius yra 32.
Ats.: 32.

12 pavyzdys. I$ staciakampio formos kartono lapo, kurio krastiniy
ilgiy santykis 2:3, iSkirptas didziausio ploto staciakampis, kurio krastiniy
ilgiy santykis 1:2. Apskaiciuokite kartono likucio procenta.

Sorendimas. Tarkime, kad kartono lapo krastiniy ilgiai 2a ir 3a.
Didziausio ploto staCiakampio, kurio krastiniy ilgiy santykis 1:2,
krastiniy ilgiai yra 1,5a ir 3a; jo plotas lygus 45a2. Kartono likugio
1,5a°

plotas yra 6a’ —4,5a =15a°. Jis sudaro 5
6a

-100=25 procentus

viso kartono ploto.
Ats.: 25 %.
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PIRMOJI UZDUOTIS

. Skaicius A yra 150 % didesnis uz skai¢iy B, kuris lygus 80 %
skaiciaus C. Keliais procentais skaicius C yra mazesnis uz skaiciy A?

. Vienos valstybés mieste A biisto kaina nacionaline valiuta nukrito
20 %, o eurais — 40 %. Sios valstybés mieste B biisto kaina nukrito
10 %. Keliais procentais biisto kaina mieste B nukrito eurais?

. Mieste N per pastaruosius metus gyventojy skai¢ius sumazéjo 4 %,
o bedarbiy skai¢ius padidéjo 5 %. Kiek procenty miesto gyventojy
yra bedarbiai, jeigu prie$ metus jy buvo 8 %7?

. Tarp turistinés kelionés po Europa dalyviy yra 26, kurie moka angly
kalba, ir 31 dalyvis, kuris moka vokieciy kalbg. Be to, 14 procenty
kelionés dalyviy moka abi kalbas. Kiek i§ viso yra Sios turistinés
kelionés dalyviy, jeigu kiekvienas dalyvis moka bent vieng i
minéty kalby?

. Obuoliuose yra 80 % vandens. Dziovinant obuolius vandens masé
sumazéjo 60 procentiniy punkty. Apskaiciuokite, kiek procenty
vandens i§garavo dziovinant obuolius ir keliais procentais sumazéjo
obuoliy masé.

. Pardavus prekes trijose parduotuvése bendras pelnas sudaré 26,8 %.
Pirmoje parduotuvéje buvo parduota 60 % visy prekiy, antroje
parduotuvéje — 40 % likusiy prekiy, o visos kitos prekés buvo
parductos trecioje parduotuvéje. Kiek procenty pelno gavo trecia
parduotuvé, jeigu pirmos parduotuvés pelnas buvo 30 %, 0 antros —
25 %?

Nurodymas. Skai¢iuodami turékite mintyje, kad prekiy visose
trijose parduotuvése buvo ta pati.

. Akciné bendrové pardavé 1000 akcijy, taikydama 10 % nuolaida
kiekvienai penktajai akcijai ir 25 % nuolaidg kiekvienai tryliktajai
akcijai. Abiems nuolaidoms sutapus, buvo taikoma didesnioji
nuolaida. Kokig pinigy sumg gavo akciné bendrové, jeigu vienos
akcijos kaina buvo 1000 eury?
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8.

10.

Yra du lydiniai, sudaryti i§ cinko, vario ir alavo. Yra zinoma, kad
pirmame lydinyje yra 40% aavo, o antrame — 26 % vario.
Procentinis cinko kiekis abiguose lydiniuose yra vienodas.
Sulydzius 150 kg pirmo lydinio ir 250 kg antro lydinio, buvo gautas
lydinys, kuriame yra 30 % cinko. Apskaiéiuokite, kiek kilogramy
alavo yra gautajame lydinyje.

Yra du aukso ir sidabro lydiniai. Pirmame lydinyje procentinis
aukso kiekis yra 2,5 karto didesnis uz procentinj aukso kiekj kitame
lydinyje. Kelis kartus pirmo lydinio masé turéty bati didesné uz
antro lydinio masg, kad juos sulydzius biity gautas lydinys, turintis
60 % sidabro, jeigu zinoma, kad sulydzius vienodas abiejy lydiniy
mases gaunamas lydinys, kuriame yra 35 % aukso?

Pirmame lydinyje yra 30 % nikelio ir 70 % vario, antrame — 10 %
vario ir 90 % marganco, o tre¢iame lydinyje yra 15 % nikelio, 25 %
vario ir 60 % marganco. I§ iy trijy lydiniy reikia pagaminti lydinj,
turint] 40 % marganco. Nustatykite, koks gali buti maZziausias ir
koks gali buti didziausias vario procentinis kiekis tokiame lydinyje.
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11. CEVOS IR MENELAJAUS TEOREMOS

Edmundas Mazétis

1. Matematikos pamokose suzinojote, kad trikampio pusiau—
krastinés susikerta viename taske, kad trikampio pusiaukampinés bei
aukstinés pasizymi analogiska savybe. Sie teiginiai yra vienos bendros
teoremos atskiri atvejai. Si teorema vadinama Cevos teorema (Giovanni
Ceva (1648-1734) — italy matematikas).

Teorema (Cevos teorema). Tiesése, kuriose yra trikampio ABC
krastinés BC, AC ir AB, atitinkamai pazyméti su trikampio vir§inémis
nesutampantys taskai Aq, By, C1 . Tiesés B
AA;, BB;, CC; susikerta viename taSke

tadair tik tada, kai BAL. CBL ACL 4 C
AC BA CB A1

Irodymas. 18 pradziy tarkime, kad M
taskai Ci, B ir A yratrikampio ABC A 18, C
krastinése. Sakykime, kad atkarpos
AA;, BBi, CC; kertasi taske M.
Pazymékime trikampiy AMC, CMB, AMB plotus atitinkamai S, $, S, 0
atstumus nuo tasky A ir B iki tiesés CM — atitinkamai hy ir h (1 pav.).

Trikampiy AMC ir CMB krastiné CM bendra, todél jy ploty santykis
lygus aukstiniy hy ir hy, nubrézty | tg krastine ilgiy santykiui. Todél

1 pav.

S_hoi pana$iyjy trikampiy iSplaukia, kad AG_h Taigi

S h GB

AC1_S | Analogiskai gauname, jog Bi_$ BA_S Taigi
CGB S BA & AC S

BA, CB, AC, _

AC B,A C,B

Nesunkiai gauname (jsitikinkite tuo savarankiskai), kad gautoji
lygybé yra teisinga ir kai kurie nors du i$ tasky Ci, B1 ir Ay yratrikampio
ABC krastiniy tesiniuose.

Jrodysime atvirksciq teiginj. Tarkime, kad lygybé

BA CB AC

AC BA CB
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yra teisinga, ir jrodykime, kad tiesés AA;, BB1, CC; susikerta viename
taske. Sakykime, kad yra prieSingai, B

t.y., tiesés AA; ir BB: kertasi taske M, o

tiese CM kerta trikampio krasting AB

taske C, Kuris nesutampa su tasku C; CEZ Ay

(2 pav.). Kadangi tiesés AA1, BB, ir CCs
kertasi viename taske, tai teisinga

A C
. BA, CB, AC B
lygybe =201 221 T2 _ 1. 1§ lygybiy 1
ey AC B,A C,B e 2 pav.
%.%.&:1 ir BAL CBy AC, _ =1 iSplaukia, kad AC, _ACy 1y
AC B,A CB AC B,A C,B CB C,B

Sios lygybés seka, kad taskai Ci ir C; sutampa. Taigi ties¢ CCy eina per
taska M. Teorema jrodyta.

Norint teisingai suraSyti taskus lygybéje ——L. =21 =1 _ 1 reikia

judéti trikampio konttiru nuo pasirinktos vir$iinés (mtisy atveju virSinés
B) prie krastingje esancio tasko (A1), po to prie kitos virsinés (C) ir
toliau analogiskai.

1 pavyzdys. Trikampio pusiaukrastinés kertasi viename taske.

Tikrai, jei atkarpos AA:;, BB;, CC; yra trikampio ABC
BA, CB, AC,
AC BA CB
iSplaukia, kad tiesés AA;, BBy, CC; kertasi viename taske. Trikampio
pusiaukrastiniy sankirtos taskas vadinamas trikampio sunkio centru arba
trikampio centroidu.

pusiaukrastings, tai =1, taigi i§ Cevos teoremos

2 pavyzdys. Trikampio pusiaukampinés susikerta viename taske
(1 trikampj jbrézto apskritimo centre).
Jrodymas. Jei atkarpos AA:;, BB;, CC: yra trikampio ABC

pusiaukampinés, tai pagal pusiaukampiniy savybe BA; _ E
’ AC AC’

CBl E ACl :% , 1§ ¢ia seka, kad BA, CBy AC; _

B A BA C,B CB’ AC B,A CB

3 pavyzdys. Trikampio aukstinés susikerta viename taske.
Irodymas. Sakykime, kad atkarta AA; yratrikampio ABC aukstiné
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(3 pav.). I staciyjy trikampiy ABA; ir ACA: gauname, kad
BA1=AA1Ctg e B, A1C=AAlctg Z C.

B
Tuomet BAl cg<B . AnalogiSkai
AC ~ctgsC
CB; ctgZC AC; ctgZA
BA ctg/A’ CB ctg/B’ A
) 1
Taigi BA CB AG _ =1 todél pagal Cevos <
AC BA CB
A By C

teorema trikampio aukstinés susikerta viename
taske H, kuris vadinamas trikampio ortocentru.

4 pavyzdys. Sakykime, kad j trikampj ABC jbréztas apskritimas
trikampio krastines BC, AC ir AB lie¢ia taskuose A;, Bi, Ci.Tuomet
tiesés AA1, BB, CC; susikerta viename taske, kuris vadinamas Zergono
tasku (Joseph Diaz Gergonne, 17711859, pranclizy matematikas).

[rodymas. Pazymékime trikampio ABC
krastini BC, AC ir AB ilgius a, b, c. Tuomet

3 pav.

p:%(a+ b+c) yrajo pusperimetris. Pagal

apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko,
savybe AB =AC =X BC=BA=Yy, A, C
CB =CA =2z (4pav.).

Tuomet 2(X+Yy+2)=2p, X+Yy=¢c,
y+z=a, X+z=b. I§ ¢a X=p-a y=p-b, z=p-cCc ir
BA, p-b CB, p-c AC, paKadan'BAiCBlACl—
AC p-c' BA p-a’ CB p-b AC BA CB
tai pagal Cevos teoremg tiesés AA;, BBy ir CCy susikerta viename taske.

Teorema (M enelajaus teorema, Menelgjus Aleksandrietis — I-0jo
amziaus graiky mokslininkas). Sakykime, kad trikampio ABC krastinése
BC ir AC pazyméti taskai A; ir B, o krastinés AB tesinyje — taSkas Ci.
Taskai Aq, By ir Cy yra Vienoj e tieséje tada ir tik tada, kai

4 pav.
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Irodymas. Sakykime, kad taskai Aq, B1 C; yra vienoje ties¢je.
Nubrézkime i$ trikampio ABC virsiiniy statmenis hy, hy ir hs | $ig

tiesg. IS C
trikampiy panasumo B1
B h
kplau kia, kad A2 h A
AC h, 1 1
CB, E AC, ﬁ A >
BA h' CB h ] B~ ¢
pav.
Tuomet 2x CB1 AC
AC BA C,B

Atvirkigio teiginio jrodymas yra toks pat, kaip Cevos teoremos
atveju (jsitikinkite tuo savarankiskai).
Norédami teisingai suraSyti santykius Menelgaus teoremos

BA CB, AC,
AC BA CB

padia taisykle, kaip ir Cevos teoremos atveju.
Menelajaus teoremos jrodymas nesikeicia, kai visi trys taskai A, By
C, yra trikampio krastiniy tesiniuose. Isitikinkite tuo savarankiskai.

=1, naudojamés ta

salygoje nurodytoje lygybéje

5 pavyzdys. Trikampio ABC krasti— B
nése AB ir AC duoti atitinkamai taskai M
ir N tokie, kad ﬂ:g 1 . Rasime
MB NA 2 M
kokiu santykiu atkarpy BN ir CM sankirtos
taskas Sdalija Sias atkarpas (6 pav.). A N C
Sorendimas.  Nagrinékime trikampj 6 pav.
ABN, ir tris taSkus M, S C, esanlius
BS NC AM
tieséje MS Pagal Menelajaus teoremg: — - —— - =1, i8 Cia seka,
SN CA MB
kad §}E =1ty, BS :§. Analogiskai trikampiui ACM ir
SN 3 2 SN 1
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trims tiesés SN taskams B, Sir N gauname lygybe MS CN AB _
SC NA BM
I$ ¢ia
seka, kadM_S.lé_]_ y”M_S:f'_
X 22 X 3
As: £2_6 MS_4
SN 1 sC 3

6 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD plotas lygus 1, taskai M ir N
yra krastiniy AB ir AD vidurio taskai, ties¢ BN jstrizaing AC kerta
taSke K, otiess CM - taske L. Rasime keturkampio AKLM plota.

Sorendimas. Keturkampio AKLM plota rasime i$ trikampio ABK
ploto atéme trikampio MBL plota. B C
Akivaizdu, kad trikampiy ABC ir
ABK ploty santykis lygus atkarpy
AC ir AK ilgiy santykiui. Saky— M
kime, kad tiesés BN ir CD kertas
taske P (7 pav.). Trikampiai ABN A N D
ir DPN yra lygis, nes lygios ju
kraStinés AN = DN, kampai
ZANB = Z/DNP yra kryzminiai, o
kampai ZNAB = ZNDP, nes tiesés
AB ir DP yra lygiagrecios. I§ 7 pav.
trikampiy  lygybés  seka, kad
AB=DP=CD. Trikampiui ACD ir tiesés taSkams K, N, P taikome

P

Menelajaus  teorema: AR CP DN _ 1. Kadangi cpP_ 2,0
KC PD NA PD
DN AK E

—— =1, tai i§ Cia gauname, kad —=—=. Taigi AK =£AC,todél

A KC 2 3
trikampio ABK plotas lygus trecdaliui trikampio ABC ploto, t. y.,
trikampio ABK plotas lygus % Trikampiui AMC ir trims tiesés

taskams B,L,K pritaik¢ Menelajaus teorema gauname, kad
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AB ML CK 1 Kadang 2B 2K _ o @ ME_L 4y
BV LC KA BM KA LC 4

trikampio BML plotas lygus penktadaliui trikampio BMC ploto.
Kadangi trikampio BMC plotas lygus % tai trikampio BML plotas

1 1 1 7
lygus — . Todél ieskomasis plotas lygus — — — = —.
Y% PO B 5720 60

Ats.: l
60

7 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastinés AB tesinyje yra
taskas P toks, kad BP =2AB . Taskas M yra krastines DC vidurio
taskas. Ties¢ BM kerta jstrizaing AC taske Q, o atkarpa PQ kerta

krasting BC taske R.Rasime santykj % (8 pav.)
A B P

R
D Y C
8 pav.
Sorendimas. Trikampiui ABC ir jo krastinése esantiems vienos
tiesés taskams P,Q,R taikome Menelajaus teorema:

CR BP AQ_1 Kadangi /BAC = /MCA, 0 /MQC = /AQB,

tai trikampia MQC ir BQA yra panasieji. I§ jy panasumo seka, kad

QC MC MC QC
BP 2 CR 2 CR 3

—— =—. I8 gautyjy lygybiy seka, kad —-2-— =1, taigi — =—.
AP 3 gautyjy lygyoiy RB 3 g B 4

Ats.:

=2.Kadangi BP =2AB, tai

Mlw
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ANTROJI UZDUOTIS

Lygiagretainio ABCD krastingje BC yra taskas E tiks, kad
BE:EC =3:2. Ties¢ DE kerta jstrizaing AC taske F . Kokiu
santykiu ties¢ BF dalija krasting CD ?

Trikampio ABC krastinése AB ir BC yra taskai K ir L tokie,
kad AK:KB=2:3, BL:LC =1:4. Atkarpos AL ir CK
kertasi taske P, o ties¢ BP kerta krasing AC taske Q. Raskite

santyki BP: PQ.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai BC =4a, AC =b, AB =c.
Pusiaukrastine AM kerta pusiaukamping BD taske P . Raskite j
kokio ilgio atkarpas ties¢e CP dalija krasting AB .

Trikampio ABC krastinése AB ir BC yra taskai P ir Q tokie,
kad AP:PB=3:4, BQ:QC =5:2.Kokiu santykiu atkarpa AQ
dalija atkarpg PC ?

Taskai E ir F yralygiagretainio ABCD krastiniy AB ir AD
vidurio taSkai, tiesés CE ir BF susikerta taske K. Raskite
keturkampio AFKE plota, jei lygiagretainio ABCD plotas lygus
24.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai BC =a, AC=b, AB =c.
Raskite, kokiu santykiu pusiaukampiniy susikirtimo taskas P dalija
pusiaukamping AM .

Atkarpa AD yratrikampio ABC pusiaukrasting, taskas E dalija
atkarpg AC santykiu AE:EC=2:1 akapos AD ir BE
susikerta taske F . Kokiu santykiu ties¢ CF dalija atkarpg DE ?

Lygiagretainio ABCD krastinés BC tesinyje uz tasko C yra
2 .
taskas E toks, kad CE ::—3 BC. Taskas F yra krastingje AD ir
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AF :FD =1:2. Ties¢ CF jstrizaine BD kerta taske K, o tiesé
EK krasting CD kerta taske L. Kokiais santykiais taskas L
dalijaatkarpas CD ir EK ?

9. Stadiojo trikampio ABC jzambiné AB =10, statinis AC =8.
Statiniuvose BC ir AC yra taskai P ir Q tokie, kad
CP =CQ =2.Atkarpos AP ir BQ susikerta taske R, tiesés CR ir
PQkerta ties¢ AB taskuose S ir T. Apskaiciuokite atkarpos TS

ilgj.
10. Atkarpa CF yra trikampio ABC pusiaukrasting, taskas E yra
krastinégje AC ir AE:EC =4:1. Per talkg A nubréZta tiesé

krasting BC kerta taske D, o ties¢ EF kerta taske G taip, kad
AG :GD =3:2. Raskite santykj BD : DC.
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I11. FAREJAUS SEKOS

Eugenijus Stankus

1. Faréjaus trupmenos. Pasirinktam nattiraliajam skaiciui n suda-
rykime visas nesuprastinamas trupmenas, kurios priklauso interval ui
(0;1), su vardikliais, nevirsijanciais skaic¢iaus n. Papilde Sig trupmeny

. . 0. 1. . . e
aibe trupmenomis 1 ir T iSdéstykime visas trupmenas didéjimo tvarka.

Si aibé vadinama Faréjaus n-tosios eilés seka (zymésime ja Fp,).
Pavyzdziui, kai n=3, visos tokios trupmenos yra 9 1 E 2 }
1'3°'2°3"1
Taig F3= 9 },1,2,} . Analogiskai randame F, = 9 l,} ,
13231 121

F = {(—1) ,%} , 0 taip pat aukstesniy eiliy Far¢jaus sekas:

0111231
Fr=1=2,2222 2
1'4'3'2'3'4’1

Fe— 01112132341l
1'5'4'3'5'2'5'3'4'5'1]’
{0111121323451}

6 —

1'6,54'3'52'53456'1

Jau 1§ Siy pavyzdziy matome, kad didinant Faré¢jaus sekos numerj
didéja ir jos nariy skaicius. Be to, kiekviena tolesné seka pasipildo
naujomis trupmenomis — naudojant aibiy teorijos Zymenis turime:
FckchRcackyckckg. IS apibrézimo iSplaukia, kad §i savybé
galioja su bet kuriuo n>1, t. y. visuomet F, ;cF,. Sioje temoje
iSmoksime apskaiciuoti kiek nariy turi seka F,, konstruosime Far¢jaus

trupmenas, panagrinésime kitas jJdomias Faréjaus seky savybes.

Faréjus (John Farey, Sr., 1766-1826) buvo angly geologas ir raSy-
tojas. Taciau jis labiau Zinomas kaip matematikas, kuris tyré auks¢iau
apibréztas sekas. Jo darbai buvo paskelbti Zurnale Philosophical
Magazine 1816 m. Jdomu, kad tokias sekas Zymiai anks¢iau nagrinéjo
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pranciizy matematikai Siuké (N. Chuquet, 1455?-1500?) ir Harosas
(Charles Haros, 1700-1800). Harosas savo darbuose, atspausdintuose
1802 m., jrodé¢ kai kurias tokiy trupmeny savybes, be to, naudodamasis
Siuké algoritmu sukonstravo 3003 nesuprastinamas trupmenas, kuriy
vardikliai nevir$ija 99, t. y. jis faktiSkai surado visa Faréjaus seka
{0112 111235 9697981}
Fog = .

Vadinasi, jvyko istoriné klaida — tokios trupmeny sekos pelnytai turéjo
vadintis Siuké arba Haroso sekomis, o ne Faréjaus. Tadiau §ioms sekoms
prigijo Faréjaus pavardé. | tai atkreipé démesj Zymus pranciizy mate—
matikas Kosi (Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857).

Far¢jaus seky tema priskiriama skaiciy teorijai. Todél nagrinéjant
tokiy seky savybes bitinos kai kurios skaiCiy teorijos zinios apie nati—
raliuosius ir sveikuosius skaicius. Nuo to ir pradésime.

2. Sveikyjy skai¢iy dalumas. Tarkime, a ir b — sveikieji skaiciai,
b0 ir yra toks sveikasis skai¢ius g, su kuriuo teisinga lygybé a=bq.
Tuomet sakoma, kad a dalijasi is b arba b dalija a ir Zzymima b\a.
Skaiciai b ir g vadinami skai¢iaus a dalikliais, o skaicius a yra skai¢iaus
b kartotinis.

Pirminiai skaiciai — tokie natiiralieji skaiciai, kurie dalijasi tik i$
saves ir i§ vieneto (jie paprastai Zymimi raide p). Skaic¢ius 1 nelaikomas
pirminiu. Visi ne pirminiai skaic¢iai vadinami sudétiniais nattraliaisiais
skaicCiais.

3. Pagrindiné aritmetikos teorema. Bet kuris natiiralusis skaicius
n, n>1, vieninteliu bidu isreiskiamas pirminiy skaiciy sandauga (jei
nekreipiama démesio j dauginamyjy tvarkg).

Jei skai¢iaus n pirminius daliklius (pirminius skaicius, kurie dalija n)
pazymésime Py, Po, ..., Pm. tai skaiciy n galime uZraSyti formule
n= P g2 (1)
¢ia kg, Ko, ..., Ky yra patys didziausi laipsnio rodikliai, su kuriais skai—
¢ius n dalijasi i§ $iy laipsniy. Si formulé vadinama skai¢iaus n kanoniniu
skaidiniu. Pavyzdziui, 24=2°-3, 6615=3°.5.72.

4. DidzZiausias bendrasis daliklis. Dviejy natiiraliyjy skaiciy air b
didZiausiu bendruoju dalikliu (Zymima DBD(a,b) arbatiesiog (a,b) )
vadinamas pats didziausias natiiralusis skaiius, kuris dalija abu skaiCius
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—ira,irb. Pavyzdziui, kai a=5292=2°.3>.7%, b=26754=2.3-713,
ta (a,b)=2-3-72=294.

Ka (a,b)=1, ta air b vadinami tarpusavyje pirminiais skaiciais.
Pavyzdziui, skaiciai 50 ir 21 yra tarpusavyje pirminiai, nes (50, 21)=1.

5. Dalybos su liekana teorema. Tarkime, air b — sveikieji skaiciai,
b = 0. Tuomet yra tokie vieninteliai skaiciai qir r, 0<r <|b|, su kuriais
galioja lygybé a=bqg+r . Skai¢ius g vadinamas dalmeniu, o r — liekana.
Ka r =0, tuomet a=bq, t. y. skai¢ius a dalijasi i b.

6. Oilerio funkcija (Leonhard Euler, $veicary matematikas ir
fizikas, ilga laikg dirbes Sankt Peterburge, 1707-1783). Skaicius
natiiraliyjy m, ne didesniy uz n ir tarpusavyje pirminiy su n, Zymimas
o(n) ir vadinamas Oilerio funkcija.

Pavyzdziui, nesunku tiesiogiai suskai¢iuoti, kad ¢(5) =4, ¢(6)=2,
¢(8) =4. Taciau tokiu budu apskaiciuoti Oilerio funkcijos ¢(n) reiks-
mes su didelémis kintamojo n reikSmémis biity labai sudétinga. Vis délto
tai jmanoma Zinant Oilerio funkcijos savybes.

Si funkcija — aritmetiné (aritmetinémis funkcijomis vadinamos
funkcijos, kuriy apibrézimo sritis yra natiiraliyjy skaiciy aib¢). Skaiciy
teorijoje naudojamos jvairios aritmetinés funkcijos, taciau Oilerio funk-
Cija— viena i§ svarbiausiy, be kurios neapsiesime ir §ioje temoje.

ISvardinsime kelias Oilerio funkcijos savybes.

1.Jei (mn)=1,ta o(m-n)=e(m)-e(n).

2. Kai p — pirminis skaiéius, tai ¢( pk) = pk — pk_1 = pk(l—%) ,
atskiru atveju o(p)=p-1.

IS Siy savybiy iSplaukia: jei py, po,..., Pmy Yra pirminiai skaiciai,
ddijantysn, ir n= plkl- p2k2 pmkm , tai

() =p(PL- P22 ... Py ™) = (PY) - 0(P2'2)...- 9P ™) =

= pkl(l_i). pkz(l_i)..__. pkm(l_i) :n.(l_i).(l_i)._'_.(l_i) _
P P2 Y1 P2

m m
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Pavyzdziui, o(36)=(22-32) =36 (1 %) (- é) _36. % . % _12.

Taigi skai¢iy, nevir§ijanéiy 36 ir tarpusavyje pirminiy su 36, yra 12. Stai
Sie skaiciai: 1, 5,7, 11,13, 17, 19, 23, 25, 29, 31 ir 35.

7. Faréjaus sekos ilgis. Far¢jaus sekos F, ilgiu vadinamas jos trup—
meny skai¢ius. Pazymekime ji | F, |.

Apskaiciuosime Faréjaus sekos F, ilgj.

Kaip pastebéjome pirmame skyrelyje, kiekvienai Far¢jaus sekai
priklauso visy seky su mazesniais numeriais trupmenos, o kiekvienos

sekos su numeriu n>1lvidurinysis narys yra r Atkreipkime démesj,

kad seka F,, gaunama i§ sekos F,; papildzius ja nesuprastinomis
trupmenomis su vardikliais n ir skaitikliais m, tarpusavyje pirminiais su
n. Tokiy trupmeny yra ¢(n) (zr. Oilerio funkcijos apibrézima).
Pavyzdzivi, |FaHF3l+e(4), [FsHFil+e(3), |FsHFs[+¢(6).
Taig |F,HFyq]l+o(n). Taikydami S$ia formulg, gausime, kad
| Fr1 EH Fe2 | +o(n—1) . Tuomet
| Fn H Frnea [+0(n) = Fn2 [+e(n—1) + ¢(n).
Tesdami Sitaip toliau, gausime formulg sekos F, ilgiui apskaiciuoti :
|Fa H P [+0(2) +9(3) +...+ o(n-1) +o(n) = @
=2+0(2)+ () +...+o(n—-1) + ¢p(Nn)
Taigi Far¢jaus sekos ilgio skai¢iavimas suvedamas j Oilerio funkcijos
reik§miy sumos radima. Sig sumg apskai¢iuoti su didelémis n
2
reikSmémis néra lengva. Yra jrodyta, kad |F, |z—2 Si formulé tuo
T
tikslesne, kuo didesnis Faréjaus sekos numeris n (tokios formulés
vadinamos asimptotinémis formulémis).

. : a. c .
8. Gretimos trupmenos. Jei sekos F, trupmenosE ir Etenklna

a Cc. . .. . . a. C
nelygybe b < 4 ir jos Sioje sekoje yra greta, tai trupmenas b ir—

d
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vadinsime gretimomis.

1.1 .
Pavyzdziui, sekos F, trupmenos 3 ir > yra gretimos, o sekos Fs

1.2
gretimy trupmeny pavyzdys yra 3 ir T

Suformuluosime teorema, kuria naudojantis galima apskaiciuoti
sekos F,, gretima trupmena, kai Zinoma mazesnioji i8 ju.

a
1 teorema. Tegu b e F,, 0 d yra toks natiralusis skaicius, kuris

: a. c
tenkina nelygybe N—b<d <n ir ad +1 dalijasi is b. Tuomet — ir rE
a-d+1 .
c= b yrasekos F,, gretimos trupmenos.

Pavyzdziui, apskai¢iuokime sekos Fq trupmenos 3 Hkaimyneg i§

c 2. ¢C .
desinés®, t. y. suraskime trupmena q tokia, kad 3 ir q sekoje Fq bty

gretimos. Kadangi 6<d<9ir 2-7+1=15dalijasi i§ 3, tai d=7ir
C_2-7+1

PN .. 5
=5. Taigi ieSkomoji trupmenayra 7

. a. c .
2 teorema. Tarkime, kad b ir 4 yra sekos F, gretimos trup-

menos. Tuomet:
1) b+d>n;
2) bc—ad=1; 3) (b,d)=1.

Irodymas. Kadangi didesnioji gretima trupmena 4 apskaiciuojama

pagal 1 teorema, tai
n-b<d<n=b+d>n;

a-d+1
C=

—bc-ad=1= (b,d) =1.

Teisingas ir atvirkstinis teiginys.
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3teorema. Jei natiuralieji skaiciai a, b, c¢ ir d tenkina
. .a . C
nelygybesa<b ir c<d bei lygybe bc—ad =1, tai b ir q yra sekos
Frnax(b.d) 9retimos trupmenos. Cia zymuo mex(b,d) reiskia didesnijj i3
skaiéiy bir d.

. L L. k.om
9. Medianté. Dviejy trupmeny su teigiamais vardikliais T ir —
r

: : k+m
mediante vadinama trupmena

I +r
Medianté visada yra tarp pasirinktyjy trupmeny. Savarankiskai
o . .k k+m m
jsitikinkite, kad galioja nelygybé T < | —.
+r r

Toliau panagrinésime tris i§ eilés einancias (didéjimo tvarka, t. y.
a Cc e .. ac. e .- .
b < 4 < ?) Faré¢jaus sekos F,trupmenas 5’4 ir T Atkreipkime dé—

mesj, kad 1 skyrelyje visose uzraSytose Far¢jaus sekose F, ,F3, Fy,
Fs ir Fg kokias tris i§ eilés einancias trupmenas bepaimtume,
vidurinioji i§ jy yra lygi krasStiniy trupmeny mediantei. Pasirodo, kad §i
Savybé galioja visoms Faréjaus sekoms.

: . ac. e
4 teorema. Jeigu sekoje F, trupmenos 5'd ir T yra trys is eilés

g . . C a. e
didéjimo tvarka parasytos trupmenos, tai q yratrUpmenyB ir T

dianté. t cC a+e
medianté, t. y. — = .
Yd b f
“ .y . . .. . . a
I$ 4 teoremos iSplaukia, kad pirmoji trupmena, atsirandanti tarp b

ir T yra jy medianté, ir ji pasirodo Far¢jaus sekoje Fy, ¢ . Pavyzdziui,

3. 2, . e .. .
tarp trupmeny < ir 3 i§ Fg, uzrasant aukstesniy eiliy Far¢jaus sekas, ju
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5 . .
medianté 3 pasirodys sekoje Fg.
I8 Sios teoremos taip pat gauname puiky algoritma, leidziantj greitai

) _ a. e . . .
nustatyti tarp kuriy sekos F,, trupmeny b ir Tatsnas ju medianté

uzraant seka F,., — ji bus tarp ty trupmeny, kurioms b+ f =n+1.
Pavyzdziui, konstruodami seka Fg, kai Fg Zinome, turime jg papildyti
tik dviem trupmenomis — trupmeny, kuriy vardikliy suma lygi 6,

01 O+1 5 4+1
mediantémis: —=—— ir —

6 1+5 6 541

10. Faréjaus trupmeny taikymas. Faréjaus seky trupmenas galima
naudoti apytiksliai jvertinant iracionaliuosius skaicius (sakoma — aprok—
simuojant iracionaliuosius skai¢ius) paprastosiomis trupmenomis, t. y.
racionaliaisiais skaiciais.

Pavyzdziui, iracionalusis skai¢ius

o =1 —3=0,1415926535897932384626433832795... 3

yra tarp dviejy sekos Fig gretimy trupmeny

1—25 =0133333333.. ir % =01428571428 ...

Konstruodami aukstesniy eiliy Faréjaus seky gretimas trupmenas, tarp
kuriy yra skaiius o =m—3, gausime vis trumpesnius intervalus. Siy
intervaly galus galima laikyti skaiCiaus o racionaiaisiais artiniais:

SekojeFy a e( ;) 23 =0,1363636363..
1. 4

sekojeF,g a € ( —) —=0,1379310344 ... ;
97 29
1, 5

sekojeFz5 o e ( =), =0,13888888388 ..
6'7 36
1, 6

sekojeF 3 o€ ( =), =0,1395348837...
3'7 43
1. 7

sekoje ), —=014;

jeFsy o€ ( 7) =
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sekojeFs; ae (E;E) , 8 =0,1403508771..;
57 7 57

9 1. 9
sekoje —;— , — =0,140625;
eFes 0e(517) &

sekojeFyy ae (10 Ly 19 01408450704

717 71
: 1
Kaip matome, trupmena 7—2 =0,1408450704... aproksimuoja skai¢iy o

dviejy zZenkly po kablelio tikslumu (sugretinus su (3) skaifiaus o
iSraiska). Jei panasiai testume toliau, gautume dar tikslesnes trupmenas,
aproksimuojancias skai¢iy o =7 —3. Pavyzdziui,
15
=0,1415094339...
106

16 _ 01415020203 ..,
113

487 _ =0,1415926530119...

33102
Pastarosios trupmenos deSimtainéje iSraiSkoje net devyni skaitmenys po
kablelio tikslas, t. y. devyni skaitmenys po kablelio sutampa su
skaiGiaus o =7 —3 (3) iSraiskos atitinkamais skaitmeninis.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Sudarykite 9-os eilés Far¢jaus seka Fq.

2. Raskite skaiciy 7640325 ir 5236875 didziausig bendrajj
daliklj.

3. Raskite israiSkos a=bqg+r, 0<r <|b| , skaicius q ir r, kai
a=-75840, b=-3215.
4. Apskaiciuokite ¢(2016) .
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10.

. Apskaiciuokite Far¢jaus sekos Fy ilgj.

. Apskaiciuokite Far¢jaus sekos F;; trupmenos g didesnigja

gretima trupmena.

Raskite keturis naturaliuosius skaidius a, b, c ir d, su kuriais
a. ¢ - ..

trupmenos b ir 4 buty ne mazesnés kaip 12-os eilés Faréjaus

Sekos Frax(b,d) Oretimos trupmenos.

Jrodykite 4 teorema: jeigu sekoje F, trupmenos %% ir %
yra trys i§ eilés didéjimo tvarka paraSytos trupmenos, tai g
ra trupmeny = ir = medianté, t.y. & =22
yra fupment - Y T et

ISvardinkite sekos Fq trupmeny poras, tarp kuriy atsiras nau—
jos trupmenos (mediantés) uzrasant seka Fyq.

Iracionalyjj skaiciy a=+2-1 aproksimuokite Faré¢jaus sekos
F, trupmena, kurios deSimtainés iSraiSkos keturi Zenklai po
kablelio tikslus. Kurios eilés §i Faréjaus seka?
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|V. ALGEBRINES LYGTYS
Antanas Apynis ir Juozas Sinkiinas

Pirmojo laipsnio lygtys ax+b=0 ir antrojo laipsnio lygtys
ax® +bx+c=0, a,b,ce R, sprendziamos pagrindinéje mokykloje.
Sioje uzduotyje reikés spresti aukstesnio laipsnio algebrines lygtis su
racionaliaisiais koeficientais.

Lygtis

anX" + a8, X"+ apX? + X+ ag =0 €]
vadinama n-tojo laipsnio algebrine lygtimi su racionaliaisiais
koeficientais, jeigu jos koeficientai a,, 841, ..., 8, &, a9 Yra racio-
nalieji skaiciai (ay, # 0).

Aisku, kad kiekvieng n-tojo laipsnio lygti su racionaliaisiais koefi—
cientais galima pakeisti jai ekvivalencia lygtimi su sveikaisiais koe—
ficientais — tereikia lygtj padauginti i§ visy koeficienty vardikliy
maziausio bendro kartotinio.

Sakysime, kad skai¢ius a yra daugianario

P,(¥) =a X" +an X" L.+ ax? + ax+ag=0
Saknis, jeigu
P,(d)=a,a" +a,ja" 1 +..+aa’+aa+ag=0

Kiekviena daugianario B,(x) Saknis vadinama lygties RB,(x)=0
sprendiniu.

Dalijant daugianarj B,(X) i§ dvinario X—a gaunamas dalmuo —
kuris nors (n—1)-jo laipsnio daugianaris

Q1) =by X" b, oxT2 4+ box? + byx+ by

ir liekana R (skai¢ius). Paprastai raSoma taip:

R =(x-a)Qr1(x)+R 2

Daugianaris Q,_1(x) ir liekana R lengvai randami daugianarj
B,(X) dalijant i§ Xx—a kampu.

1 pavyzdys. Daugianarj P(X) = 43 -3x% +7 padalykime i§ dvi—
nario x+2:
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_4x3—3x2+7 | x+2

4x3 +8x? 4x% ~11x+ 22
_—11%2
—11x% - 22x
— _oxet
2x+44
-37
Taigi Py(X) =4x° —3x2 + 7= (X+ 2)(4x% —11x+ 22) — 37.

1 teorema (Bezu teorema; Bezout Etienne (1730-1783) — pranciizy
matematikas). Daugianario B,(x) dalybos i§ dvinario X—a liekanalyqgi
R (a?.

Sis teiginys lengvai jrodomas remiantis (2) lygybe.

Isvada. Daugianaris B,(X) dalijasi i§ dvinario X—a tik kai a yra
B,(X) Saknis (lygties B,(x) =0 sprendinys).

Jeigu daugianaris B,(x) dalijasi i§ (x—a)™, bet nesidalija i3
(x—a) ™1 tai saskoma, kad a yram-tojo kartotinumo $aknis.

2 teorema. Jei nesuprastinama trupmena P yra daugianario B,(x)
q

su sveikaisiais koeficientais Saknis, tai ag dalijasiiS p, 0 a4 —i§ Q.

Pastebésime, kad atvirkstinis teiginys ne visada teisingas. Taigi
daugianario B,(x) su sveikaisiais koeficientais racionaliyjy Sakny ((1)
lygties sprendiniy) reikia ieSkoti tarp trupmeny, sudaryty i skaiCiy ag ir
a, dalikliy.

Ka a, =1, (1) lygties racionalieji sprendiniai yra sveikieji skaiCiai.
Ieskant daugianario B,(x) racionaliyjy Sakny (lygties BR,(x)=0
sprendiniy) reikia rasti daugianario B,(x) ir dvinario X—a dalmen;.
Dalybos kampu procediirg galima supaprastinti. DeSinéje (2) lygybés
puséje esantj daugianarj Q,_1(X) padauginus i§ X—a ir sulyginus
abiejose lygybés pusése daugianariy koeficientus prie atitinkamy X
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laipsniy,  koeficientai b, 4,b 5,...,bp, b,y Ir R iSreiSkiami
Koeficientais ap,, an_1,..., 8,8, a9 Ir @ pagal vadinamaja Hornerio
(William George Horner (1786-1857) — angly matematikas) schemg
(lentelg):

an 3n1 an2 2! o)

al|bhg=|bho= b1 = | bp= R=aly +2ap
=ay |=adbhatang|=abhotay o] |=ab+a| =R(d)

Pirmoje lentelés eilutéje suraSyti dalinio koeficientai, o antroje —
dalmens koeficientai ir liekana R= R, (a) .

2 pavyzdys. Raskime daugianario x°—5x%+3x+4 dalybos is
X+ 2 dalmenj ir lickang.

Sorendimas. Uzpildykime Hornerio lentelg

1 0 0 -5 3 4
| 2 1 -2 4 -13 29 54

Pagal ja dalmuo yra Q4(X) = x* —2x3 + 4x% —13x+ 29, o liekana yra
R=-%4.
Taigi

X° —5x% +3X+ 4= (x+ 2)(x4 — 253 +4x% —13x+ 29)—54.
AiSku, kad x=-2 néra lygties X° —5x% +3x+4=0 sprendinys.

3 pavyzdys. Jrodykime, kad x=2 yradaugianario
Py(X) = x% —3x% —3x? +16x—12
Saknis ir nustatykime jos kartotinumg. Taip pat iSspreskime lygt
P4(X) =0.

Sprendimas. Kadangi Py(2)=2%-3.22-3.22+16.2-12=0, tai
Xx=2 yra daugianario P4(x) Saknis (lygties P;(X)=0 sprendinys).
Vadinasi, Py(x) dalijasi i§ Xx—2 (pagal Bezu teoremos isvada).
Dalmens Q3(x) koeficientus apskai¢iuojame pagal Hornerio schema:
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1 -3 -3 16 —12
| 2 1 -1 -5 6 0

Taigi Q3(X) =3 — X2 —Bx+6 ir Py(x) = (Xx—2)Q3(X).

Nustatykime, ar Py(x) dalijasi i§ (x—2)2. Ta priklauso nuo to, ar
Q3(x) dalijasi i§ x—2. Kadangi Q3(2) =0, tai Qg(x) dalijasi i§ x—2.
Dalmenj Q,(X) randame pagal Hornerio schema:

1 -1 -5 6
| 2 1 1 -3 0

Taigi Qz(X) dalijasi i§ X—2, 0 Py(x) dalijasii§ (X— 2)2. Gauname:
P9 =(x=2°Q(x), Q(X)=x"+x-3.

Kadangi Q,(2) #0, tai Qy(x) nesidalija i X—2, 0 Py(x) nesidalija i§
(x-2)%. Vadinasi, x=2 yra daugianario Py(x) antro kartotinumo
Saknis.
Dabar isspresime lygti x* —3x° —3x? +16x—12=0. Kadangj

x4 —3x3 —3x% +16x—12= (x—2)2(x° + Xx—3) =0,
ta x—2=0 arba x°+x—3=0. Pirmos lygties sprendinys yra 2, 0 ant—
-1-V13 . -1+413

2

ros lygties sprendiniai yra 5

~1-413 -1+413
2 2
4 pavyzdys. Isspreskime lygti 6x* +19x3 — 7x° — 26x+12=0.

Ats.: 2,

Sorendimas. Pirmiausia ieSkosime Sios lygties racionaliyjy spren-
diniy. Kadangi laisvojo nario dalikliai yra +1, £2, £3, +4, +6, +12, o
vyriausiojo nario koeficiento dalikliai yra +1, +2, +3, 6, tai (paga 2
teoremag) racionaliyjy sprendiniy reikia ieskoti tik tarp Siy skaiciy: %1,

3 1 2 4

12, £3, 4, 6, £12, ii, t—, =, £—, £—, J_rl. Aisku, pakanka
2 2 3 3 3 6

apskaiciuoti daugianario Py(X)= 6x* +19x3 — 7x° — 26x+12 reiksmes
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. TR 1
tuose taskuose. Gauname dvi racionaligsias Saknis: =3 ir > Pagal Bezu

, 1
teorema, P,(X) dalijasi i§ dvinariy X+3 ir X—E. Daugianar] P4(X)
padalykime i§ X+3, o jo dalmenj Qy(X)=6x>+x°—10x+4 pada

1 .
lykime i§ X— > Gausime, kad

Qz(x) = [x—%) (6x2 +4x-8)

Py(X) = (x+3) (x—%) (6X2 + 4x—8).

Ieskant lygties P4(x) =0 sprendiniy belieka iSspresti kvadrating lygtj
-1-V13 . -1+413
3 3

6x° + 4x—8=0. Jos sprendiniai yra

Ats: 3 1’ —1—\/f’>, —1+\/f3.
2 3 3

5 pavyzdys. Skai¢ius 1— V3 yralygties
X° +axC — 4x% + bx+20=0

sprendinys. Raskime koeficienty a ir b racionaligsias reikSmes ir kitus
lygties sprendinius.

Sporendimas. Tegu x =1— /3 yralygties sprendinys. Tada
(-V3f =4-243,
(- V3)a-23)=10-6/3.
(a-2/3f =28-16/3,

% = (1-/3)28-1613)=76- 44/3.
Sias reik§mes jrase j lygtj, gauname:
76— 443+ a[10- 643)- 4(4— 2/3)+ bli-/3)+ 20 =0,
10a+b+80—+/3 (6a+b+36) =0.

xf
X
X
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Kadangi a ir b yra racionalieji skai€iai, tai §i lygybé teisinga tik kai
10a+b+80=0,
{ 6a+b+36=0.
I§ ¢ia gauname, kad a=-11, b=230. Taigi reikia iSspresti lygti
x° —11x3 — 4x? +30x+ 20=0.

Kadangi vyriausiojo nario koeficientas lygus 1, tai visi Sios lygties
racionalieji sprendiniai gali buti tik sveikieji skai¢iai — laisvojo nario
dalikliai: £1, £2, +4, +5, +10, £20.

Tik -2 18 jy yra $ios lygties sprendinys. Daugianarj

R(x) = X° —11x° — 4% + 30x + 20
padalije i§ X+ 2, gauname dalmenj — daugianarj

Q(X) = x* —2x3 — 7x? +10x +10.
Sis daugianaris neturi sveikyjy Sakny.

Atkreipkime démesj, kad ne tik X =1— J3 yra lygties Q4(x)=0
sprendinys, bet ir x, =1+ /3 (jsitikinkite tuo savarankiskai!).

Vadinasi, daugianaris Qu(x) dalijasi ir is (x—{-v3)), ir is
(X - (1+ \/1_3», taigi ir 1§ jy sandaugos

(x— - V3)(x— 1+ 3)) = x2 - 2x-2

Daydami kampu gauname:

X =2 -7 +10x+10 | x>-2x-2
x4 —2x3 - 2x? x° -5
_ —5x2+10x+10
—5x% +10x+10
0

Taigi
x* — 253 - 7x% +10x+10= (x* — 2x— 2)(X* —5).
I$sprendg lygtj x> —5=0, randame likusius lygties sprendinius. — J5 i

NG
Ats: a=-11, b=30, -2, 1+/3, —+/5, /5.
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KAI KURIU TIPU LYGCIU SPRENDIMO PAVYZDZIAI

1. Lygties laipsnio sumaZinimas. Kartais tam tikru btidu pakeitus
lygties nezinomgjj pavyksta gauti lygtj, kurios laipsnis mazesnis ir jos
sprendimas yra paprastesnis.

6 pavyzdys. I$spreskime lygtj

(6x+7)°(3x+4)(x+1) =1. ©)
Sorendimas. Abi lygties puses padauging i§ 12, gauname
ekvivalencia lygti
(6x+7)(6x+8)(6x+6) =12,
0 pazymeje 6Xx+6=Yy, — lygti
(y? +2y+1)(y? +2y) =12, 4
Dar kartg pakeit¢ nezinomaji pagal formulg y2 +2y =z, gauname

lygti
z(z+1) =12,

kurios sprendiniai yra—4ir 3.

Taigi vietoj (4) lygties reikia iSspresti dvi kvadratines lygtis:
y2+2y:3 ir y2+2y=—4. Pirmos lygties sprendiniai yra -3 ir 1, o
antra lygtis sprendiniy neturi.

Issprendg lygtis 6x+6=-3 ir 6x+6=1, gauname du (3) lygties

rendinius—E ir —§
¥ 2 6

Ats.: —§, —§.
2 6

7 pavyzdys. I$spreskime lygti
(X — 22X+ 2)(X? + 2x— 3)(X* — 6X+5) = -84, (5)
Jorendimas. Lygtj pertvarkome taip:
(X% = 2x+ 2)(X+ 3)(X—D)(X—1)(x—5) = -84,
(X? — 2x+ 2)(X? — 2x + 1)(X?* — 2x—15) = —84.

Pasirinke keitinj X% —2x = Y, gauname:
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(y+2)(y+D(y-15) =-14,
y3 —12y2 —43y+54=0.
Kadangi y=1 yra $ios lygties sprendinys, lygties kairiaja puse
iSskaidome taip:
(y-1(y* -11y-15) =0.

11-v175 i 11++/175
> .

Lygties y2 —11y—-15=0 sprendiniai yra

Taigi visus (5) lygties sprendinius gausime iSsprende §ia52 lygtis:
x% —2x-1=0, x2—2x—%=0 ir x2—2x—%=0.
Pirmos lygties sprendiniai yra 1-+/2 ir 1+ J2; antra lygtis sprendiniy
neturi, o treCios lygties sprendinia yra 1- %

13+ V175

1+, ——.

2
Ats.: 1—\/5, 1+\/§, 1—#%, 1+"13+T '175.

2. Trinariy lygéiy sprendimas. Lygtis
ax™ +bx"+c=0, a0, n>2, neN, (6)
vadinamatrinare lygtimi. Kai n=2, ji vadinama bikvadratine lygtimi.
Pazyméje X" =y, gauname kvadratine lygtj
ay2 +by+c=0.
Jeigu vy, y, yrajos sprendiniai, tai (6) lygties sprendiniai randami
i3 lygéiy X" =y ir x"=ys,.
8 pavyzdys. I$spreskime lygti
x® —5x* +4=0.
Sorendimas. Tegul x4 = y. Tada gauname lygtj
y2 -5y+4=0,
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kurios sprendiniai yralir 4.

Taigi x*=1 arba x*=4. Lygties x* =1 sprendiniai yra-1ir 1, o
lygties x* =4 sprendiniai yra —+/2 ir /2.

Ats: 1,1, -2, 2.

3. Lygéiu (x+ a)4 +(x+ b)4 =c sprendimas.

Lygtis (x+a)*+(x+b)*=c (¢ia a, b ir ¢ — realicji skaiiai)
X+a+x+b a+b
=X+
2
9 pavyzdys. I$spreskime lygtj
(x+3%*+(x+D)*=20. 7
Sorendimas. Pazyméje y =X+ 2, gauname lygtj
(y+D*+(y-n*=20.
Taikydami formule (a+ b)4 =a* + 4a% + 4a%0? + 4ab® + b?,
gauname lygti

suvedama i bikvadratine lygti.

keitiniu y =

y*+6y?>—9=0,
kurios sprendiniy kvadratai yra y2 =-3-.18 ir y2 =-3+418. Pirma
lygtis sprendiniy neturi, o antros lygties sprendiniai yra —+ J18-3 ir
V18-3.
Taigi (7) lygties sprendiniai yra —2—+/3v2 -3 ir —2++/3J/2-3.
Ats: —2-+/3J2-3, —2++/3/2-3.

4. Lygéiy (X+a)((x+b)(x+c)(x+d)= A sprendimas.

Lygtis (x+a)((x+b)(x+c)(x+d)=A (Cia a, b, ¢, d, A — redigi

e X+a+X+b+x+c+x+d L
skaiCiai) keitiniu y= 4 suvedama ] bikvadra—

tine lygtj.
10 pavyzdys. I$spreskime lygtj
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(X+D(x+ 2)(x+4)(x+5) =10.

Sorendimas. Pazyméje y= X+ 3, gauname:
(y=-2)(y-D(y+D(y+2)=0 =
= (y?-4)(y?*-1)=10= y*-5y?> —6=0.

(8)

Lygties y4 - 5y2 —6=0 sprendiniy kvadratai yra y2 =-1ir

y2 =6. Pirma lygtis sprendiniy neturi, o antros sprendiniai yra -6 ir

J6. Taigi (8) lygties sprendiniai yra —+/6 —3 ir /6 -3.
Ats: —/6-3, /6-3.

5. Lyg¢iu (ax2 + blx+c)(ax2 +bpox+c) = AP sprendimas.

Lygti (ax2+blx+c)(ax2+b2x+c):Ax2, ka c=0, A=0, pada-

lijus i§ X% #0 (x=0 néra lygties sprendinys!), gaunama lygtis
(ax+§+blj (ax+§+b2j— A=0,

. . c . .
kuri pazyméjus ax+— =Yy tampakvadratine lygtimi.
X

11 pavyzdys. I$spreskime lygtj
(2x2 —3x+1)(2x2 +5x+1) = 9x2.

rendimas. Sia lygtj padalije i§ x“ =0, gauname lygtj
dimas. Sig | dal 220 I

(2x+1—3j(2x+£+5j—9=0,
X X

0 i3 jos (keitiniu y = 2X+%) —lygti y?+2y—24=0, kurios
sprendiniai yra—6 ir 4.
I$sprende lygtis 2X+ 1 —6 ir 2x+ 1 4, gauname:
X X

3447 2442

X2 5 X34 5
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L =347 3447 2-4J2 2442
o2 2 220
6. Lygtiy (ax’ +bx+c)* + Ax®(ax® + bx+¢)? = Bx* sprendimas.
Lygti (ax2+bx+c)4+Ax2(ax2+bx+c)2:Bx4, ka c=0 ir
B=0, padalijus i$ x* 20 (x=0 néra sprendinys), gaunama lygtis
4
[ax2+bx+<:] [ax2+bx+c
- | +A|l—
X X

Ats,

2 2 b 2
] = B, kuri pazyméjus (W]
tampa kvadratine lygtimi.

12 pavyzdys. I$spreskime lygtj

(x2—x+1)4—6x2(x2—x+1)2+5x4:0. (10)

Sorendimas. Lygtj padalije i3 x4, gauname ekvivalencia lygt

4 2
2 2
(x —x+1} _G[X —x+1] L5-0.
X X

2
L[ —x+1 .
Pazyméje T =Y, gauname lygtj

y? —6y+5=0,
kurios sprendiniai yralir 5.

2 2
2 2
Toliau sprendziame lygtis EX—XJFJ'J =1ir [X—X—”'J =5,
X X

I8 pirmos lygtis gauname, kad X2 —X+1=X arba X2 —x+1= —X, 0 i§ antros

— x2—x+1=+/5x aba X% —x+1=—/BX. 5 3iy keturiy kvadratiniy lyg&iy

ir gauname visus (10) lygties sprendinius.

Ats: 11 1+\/§—\/2+2\/§ 1+\/§+\/2+2\/§
o 1 ) 2 ) .

2

7. Simetrinés lygtys.
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Lygtis ax" +bx" 2+ ex"2 + ..+ cx? + bx+a=0, kurioje nariy,

lygiai nutolusiy nuo pradzios ir galo, koeficientai yra lygts, vadinama n-
tojo laipsnio simetrine lygtimi.

Pavyzdziui, lygtis

ax* +bx® +cx? +bx+a=0
yra ketvirtojo laipsnio simetriné lygtis, o lygtis
ax” +bx® + ox® + dx? + d® + ox? +bx+a=0
yra septintojo laipsnio simetriné lygtis.

Atkreipkime démes;j | tai, kad nelyginio laipsnio simetriné lygtis
turi sprendinj X =—1. Tokios lygties kairiaja pus¢ galima iSskaidyti |
dvinario x+1 ir lyginio laipsnio simetrinio daugianario sandauga. Todél
nagrinésime tik lyginio laipsnio simetrinés lygties sprendima.

Nagrinékime astuntojo laipsnio simetring lygtj

& +bx” +ox® +dx + ex* + dx® +cx? + bx+a=0. (11)

Aisku, kad x=0 néra Sios lygties sprendinys. Ja padalije i§ x4 ir

sugrupave narius, gauname lygtj

a(x4+i4J+b(x3+i3j+c(x2+i2j+d(x+lj+e:0.
X X X X (12)

. - 1
Pasirinke keitinj X+— =Y, gauname, kad:
X

2
x2+i=[x+%j -2= y2—2,

2
1 1)° 1 1

x3+—3=(x+—) —3-x-—-(x+—j= y3—3y,
X X X X

X2

IraS¢ i (12), gauname ketvirtojo laipsnio lygtj
ay4 +by3'+(:y2 +dy+e=0.

2
x4+i4=(x2+ij —2:y4—4y2+2.
X
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Ja iSsprend¢ (rad¢ daugiausiai 4 sprendinius vy, Yo, V3, Ya),

. . 1
gauname kvadratines lygtis x+; =Yk, k=1234, 0is jy - visus (11)
lygties sprendinius.
13 pavyzdys. I$spreskime lygtj
x"—2x8 —x® —x* —x3—x? —2x+1=0. (13)

Sorendimas. Vienas Sios lygties sprendinys yra X =—1. Pritaike
Hornerio schema

1 -2 -1 -1 -1 -1 -2 1
1] 1 -3 2 -3 2 -3 1 0
gauname:
x —2x8 —x®—x* —x3—x? —2x+1=
= (x+1)(x6 —3x% +2x* —3x3 + 2%? -3x+1)=0.
Taigi spreskime lygti
X -3 +2x* - 333+ 2x% —3x+1=0. (14)

Ja padalije i$ x3 ir sugrupave narius, gauname lygtj

(x3+i3j—3(x2+i2j+2(x+1)—3=0.
X X X

. 1
Pazyméje X+— =Y, gauname treciojo laipsnio lygtj
X

y2—3y?—y+3=0,
turin¢ia sprendinj y=1.
Dar kartg pritaike Hornerio schemg

1 -3 -1
|1 1 -2 -3
gauname:

w

o

y>—3y? —y+3=(y-1(y*-2y-3 =0.
Lygties y2 —2y—-3=0 sprendiniai yra—1ir 3.
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, 1 1 1 ,
I$sprende lygtis X+—=1, X+—=-1, X+—=3, gauname visus (14)
X X X

3-5 . 3445
2 2
Taigi (13) lygtisturi tris sprendinius.

Ats 1M 3+\/_
2 2

lygties sprendinius. Jy yra du:

PASITRENIRUOKITE
(Siy uzdaviniy sprendimy nesiyskite tikrinimui)

I$spreskite lygtis:

1. 2x3+12x%2 +13x+15=0; [-5]
2. X*-a3+7x%-16x+12=0; [1; 3]

+
3. x*—4x3-13x% +28x+12=0; { 32 o ;/_3}
4. X +3x*-2x°-9x% -11x-6=0; [-1; -3; 2]
e
5. x*—7x3+14x° - 7x+1=0; {25/5;3—2‘/g
_ 2+ ]
6. 5x°—11x° —73x* + 73x% +11x—5=0; E;S; 3;‘/3
6 5 4 3 2 . . 5. 2]
7. 10x° +19x° —19x~ — 20x° —19x“ +19x+10=0; l_E’_g
L
8. (X% —6x-9)% = x(x*—4x—-9); {—];Q;S_Za
9. (X=A)(X-3)(X+1(X+2)=24: [0; 2; 1+/12]
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10. (x+3)*+(x+5)*=16; [-3; -5
11 (4x+DA2X-D@x+ 2 (x+1) = 4; [‘112—4 valr
12, (2x% —3x+1)(2%° +5x+1) = 9x?; {_32‘/7; 212\/5
13. (X% +4x+8)% +3X(X° + 4x+8) + 2x° = 0; [-4; 2]
14. (x2+x+4)2+3x(x2+x+4)+2x2:0; [<]
15. X2+ 2x* —10x° — 20x% + 9x+18=0; [-1;1; -2; 3 —

3]
16. X°—x°—8x*+14 + x* —13x+6=0; [1;-2; 2; -3]
17. (2x* +3x—2)(5—-6X—4x*) =-5(2x* +3x+ 2).

3.,°3¢ J65
2'7 4
KETVIRTOJI UZDUOTIS

ISspreskite lygtis:
1. 2x3+3x%-18x-14=0;

E2x-D(6Xx-)(4x-D(3x-1 =5;

(x? = 3x+1)(X% + 3x+ 2)(x? —9x + 20) = —30;
4. (x+D)*+(x+3%*=16;
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10.

(X* = x+1)* —10x*(X* = x+1)* +9x* = 0;

x7—2x6+3x5—x4—x3+3x2—2x+1=0;

(X+D)(x+3)(x+5)(x+7)+15=0;
8 —15x* —16=0.

Skaiciai —1ir 2 yralygties X° + ax® —2x> —9x* +bx—6=0
sprendiniai. Raskite parametry a ir b racionaligsias reikSmes ir kitus
lygties sprendinius.

Skaidius 1++/2 yralygties x° + ax® + bx? + 5x+2=0
sprendinys; ¢ia air b — racionalieji skaiciai. Raskite a ir b reikSmes
ir kitus lygties sprendinius.

D3
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V. ERDVINIAI KUNAI

Edmundas Mazétis

Erdviniy kiiny geometrija yra stereometrijos dalis. Stereometrija —
tai erdvés geometrija. Bet daugelis stereometrijos uzdaviniy paprastai
suvedama ] planimetrijos uzdavinius, ta padaryti padeda gilesnés erdvés
geometrijos savoky, fakty ir teoremy zinios. Taigi visy pirma
priminsime keleta stereometrijos savoky ir teoremy, zinomy i§
matematikos pamoky.

1. Tiesiy ir plok§tumuy egzistavimo teoremos:

l.1teorema. Bet kurie trys taSkai visuomet yra vienoje plok$—
tumoje; be to, jei tie taSkai néra vienoje tieséje, tai per juos eina
vienintelé plok§tuma.

1.2teorema. Per ties¢ ir jai nepriklausantj taska eina vienintelé
plokstuma.

13teorema. Per dvi susikertanCias tieses eina vienintelé
plokstuma.

1.4 teorema. Per dvi lygiagrecias tieses eina vienintelé plokStuma.

2. Tiesiy ir plok§tumy lygiagretumo teoremos:

2.1 teorema. Jei tiesés a du taskai yra plok§tumoje o, tai bet kuris
tiesés a taskas yra toje plokStumoje. Tuomet sakoma, kad tiesé a yra
plokstumoje o, arba plokStuma oaeina per tiesg a.

22teorema. Jei ties¢ a yra lygiagreti su tiese b, esanéia
plokstumoje a., tai tiesé a lygiagreti ir su plokStuma o.

2.3teorema. Jei plokStuma o €ina per tiese a, lygiagreéig su
plokstuma B, o plok§tumos a ir B kertasi, tai plok§tumy a ir p sankirtos
tiesé yra lygiagreti su tiese a.

2.4 teorema. Jei ploks$tuma o kerta dvi lygiagrecias plokS§tumas f ir
v, tai sankirtos tiesés o[\ ir o[y yra lygiagrecios.

25teorema. Jei dvi susikertanCios tiesés a ir b, esancios
plokstumoje o, yra lygiagrecios dviem susikertan¢ioms tieséms C ir d,
esanc¢ioms ploks§tumoje 3, tai plokStumos a ir  yralygiagrecios.
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2.6teorema. Kokia bebiity ties¢ a ir jai nepriklausantis taskas
A egzistuoja vienintelé tiesé b, einanti per taska A ir lygiagreti su tiese a.

Sakykime, kad tiesé a kerta plokstumg a taske A (1 pav.). I§ bet ku—
rio tiesés taSko M nuleiskime statmenj i plokStuma a; Sis statmuo kerta
plokstumg o taske M', kuris vadinamas tasko M ortogonaligja
projekcija plokStumoje a. Visy tiesés a tasky
ortogo-naliosios projek—cijos plokstumoje o M 7
yra ties¢je @', kuri vadinama tiesés a /
ortogo-naligja projekcija plokstumoje o. /
Kampas ¢ tarp tiesés a ir jos ortogonaliosios ki

L ¥ . . A M’

projekcijos plokStumoje o yra vadinamas
kampu tarp tiesés a ir plokStumos a. 1
Atstumas nuo tasko M iki jo ortogonaliosios Pav.
projekcijos plok§—tumoje o yra atstumas nuo tasko M iki ploks$tumos a.

a

Sakykime, kad plok§tumos o ir B néra lygiagre¢ios (2 pav.), tuomet
ju bendry tasky aibé yra tiesé B
a=o/)B. Sakykime, kad O —
bet kuris tiesés a taSkas.
Nubréz—kime plokS§tumose o, ir
B spindulius OA ir OB. Kampas
AOB yra vadinamas dvisienio
kampo tarp plokStumy o ir B A
tiesiniu kampu, tiesé¢ a yra vadi—
nama dvisienio kampo briauna. 2
Akivaizdu, kad tiesinio kampo pav.
didumas nepriklauso nuo tiesés a tasko O parinkimo. Jis vadinamas
dvisienio kampo tarp plokStumy o ir B didumu. Jei vienas dvisienis
kampas, gautas susikirtus dviem plokStumoms a ir B yra statusis, tai
statieji ir kiti dvisieniai kampai. Tuomet sakoma, kad plokStumos o ir
yra statmenos.

3. Tiesiy ir plok§tumy statmenumo teoremos:

3.1 teorema. Tiesé a yra statmena plokstumai o tadair tik tada, kad
ji statmena dviem nelygiagre¢ioms plok§tumos o tieséms; tuomet tiesé o
yra statmena bet kuriai plokStumos o tiesel b < a.
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3.2 teorema (trijy statmeny teorema). Tiesé AB, esanti plokStumoje
a, yrastatmenatiesei CD, nesanciai toje plok$tumoje tada ir tik tada, kai
ji statmena tiesés CD ortogonaligjai projekcijai EF plokstumoje o
(3 pav.).

3.3 teorema. Jei dvi tiesés a c
ir b yra statmenos plokstumai o, \D
tiesés air b yralygiagrecios.

3.4teorema. Jei dvi ploki— . >€

tumos yra statmenos tai paciai E
tiesei, tai jos yra lygiagrecios. 6//

3.5teorema. Jei tiesé a yra
statmena plokStumai o, ta ji
statmenair bet kuriai plokstumai B, lygiagreciai su plokStuma a.

3.6teorema. Jei plokStuma o yra statmena plokStumai 3, tai bet
kuri ploks$tuma vy, lygiagreti su plokStuma o yra statmena plokStumai f3.

3.7 teorema. Jei tiesé a yra statmena plokstumai o, o plokstuma [3
eina per tiese a, tai plokStumos o ir § yra statmenos.

3.8 teorema. Koks bebitity erdvés taskas A ir plokStuma o, per taska
A eina vienintelg ties¢, statmena plokStumai a.

3 pav.

4. Prasilenkianéiy tiesiy teoremos:

4.1teorema. Jei tiesé a yra plokStumoje o, o tiesé b plokstuma a
kerta taSke C, nepriklausanciame tiesei a, tai tiesés a ir b yra prasi—
lenkiancios (t. y., neturi bendry tasky ir néra vienoje plokStumoje).

4.2teorema. Jei a ir b — dvi prasilenkiancios tiesés, tai egzistuoja
vienintelé plokStuma o, einanti per tiese a lygiagreciai su tiese b, ir
vienintel¢ plok§tuma [, einanti per ties¢ b lygiagreciai su tiese a.
Plokstumos o ir B yra lygiagrecios, atstumas tarp jy yra lygus atstumui
tarp prasilenkianciy tiesiy air b.

1 pavyzdys. Apie keturkampj ABCD apibrézto apskritimo centras
yra taskas O. Per taskus A, C ir O nubrézta plokstuma a. Ar taskas D irgi
yra plokStumoje a.?

Sorendimas. Ne visada. Pvz., kai keturkampio kampa B ir D yra
statieji, apibrézto apskritimo centras O yra atkarpos AC vidurio taskas.
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Per vienoje tieséje esancius taskus A, O ir C galima nubrézti be galo
daug plokStumy, kurioms nepriklauso taskas D.

2 pavyzdys. Dvisienio kampo didumas 120°. Jo briaunoje atidéta
atkarpa, kurios ilgis lygus c. I$ atkarpos galy skirtingose dvisienio
kampo plokStumose nubréztos statmenos tai briaunai atkarpos, kuriy
ilgiai lygiis air b. Rasime atstuma tarp ty atkarpy galy.

Sorendimas. Sakykime, kad plok§tumy o ir B sankirtos tieséje a yra
atkarpa AB=c, i$ tasko A plokstumoje a isSkeltas statmuo tiesei a, jame
atidéta atkarpa AC =a. AnalogiSkai i§ tasko B plokStumoje B iskeltas
statmuo tiesel a ir jame atidéta atkarpa BD =b (4 pav.). I tasko B
plokstumoje o iskelia—
me statmenj tiesei a ir D
jame atidedame atkar—
pa BF =a Kadangi ke- B
turkampis ABFC — sta—
ciakampis, tai CF =c.

Tiesés FD ortogonalioji B F
projekcija plokStumoje /
B — ties¢ BD yra stat- 4 c
mena tiesel a, tai pagal 4 pav.

trijy statmeny teorema
ties¢ FD yra statmenatiesel a, taigi ji statmenair tiesei CF, lygiagreciai
su tiese a. I§ staciojo trikampio CFD

o,
turime CD?=CF?+FD? Atkar— P

pos FD ilgj rasime i§ trikampio \_\

FBD. Kadangi plokstumose a ir B A B
esancios atkarpos BF ir BD yra stat- H

menos tiesel a, tai kampas FBD yra

dvisenio kampo tarp Siy ploks— fo

tumy tiesinis kampas, t. y., ZFBD = 5 pav.

=120°. Trikampiui FBD taikome
kosinusy teoremg ir gauname, kad

FD2 =BD?2 + BF2 - 2BD - BF cos120° = a2 + b? + ab.
I§ ¢ia seka, kad CD? =c? + a2 +b? + ab.
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Ats.: \/cz+a2+b2+ab.

3 pavyzdys. Per tiese, kurioje yra staciojo trikampio ABC jZambiné
AB, nubrézta ploksStuma a. Virsiné C nutolusi nuo plokStumos atstumu
lygiu 3. Rasime dvisienio kampo tarp plok§tumos o ir trikampio ABC
plokstumos diduma, jei trikampio statiniai lygis AC=10, BC=75.

Srendimas. Sakykime, kad taskas D yra tasko C ortogonalioji
projekcija plokstumoje o (5 pav.), t. y., taSkas D yra plokStumoje a, ir
CD 1 a.Kadangi tasko atstumas nuo plok§tumos yra tasko atstumas iki
jo ortogonaliosios projekcijos plokStumoje, tai CD = 3. Plok§tumoje o
i§ tasko D nuleiskime statmenj DH i tiese AB.Kadangi ties¢ DH yra
tiesés CD ortogonalioji projekcija plokStumoje o ir DH 1 AB, tai pagal
trijy statmeny teoremg CH L AB, t.y., atkarpa CH yra staciojo
trikampio ABC aukstiné. Trikampio ABC plotui Syra teisingos lygybés
S= AC-BC _ AB-CH , 18 kuriy randame CH = AC. BC. Kadangi

2 2
AB=+ AC?+BC? =125, tai CH =%75’5=6. Kadangi DH L AB ir

CH L AB, tai kampas CHD yra ieSkomojo dvisienio kampo tarp ploks—

tumos a ir duotojo trikampio plokStumos tiesinis kampas. I§ staciojo
trikampio CDH randame

p
stCHD_CD § 1
CH 6 2
taigi dvisienis kampas lygus 30°.
Ats.: 30°.

Sakykime, kad lygiagreCiose

plokStumose « ir 3 yra du lygis A,
n-kampiai A Ap...A, plokstumoje a, % J\A
ir B;B,...B,, plokstumoje f3, (6 pav.),

be to, tieseés AB;, AoBy, ..., A\By

yra lygiagrecios. Tuomet keturkam—
pia ARBB,  AASBIBy,
AABB, yra lygiagretainiai, todél AAo||BBy, AxAs| ByBs,
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ALA || B,B;. Briaunainis, kurj sudaro du lygiis n-kampiai AA...A, ir

BB,...B,, ir nlygiagretainiy AAByB;, ApAsBsBy, ..., AYABB,, yra
vadinamas n-kampe prizme. Lygiis n-kampiai AAp...A, ir BB,...B, yra
vadinami prizmés pagrindais, o minétieji lygiagretainiai — prizmés Soni-
néemis sienomis. LygiagreCios ir lygios atkarpos AB;, AoBy, ..., A\B, yra
vadinamos prizmés Soninémis briaunomis. Statmuo, nuleistas i§ bet
kurio vieno pagrindo tasko j kito pagrindo ploksStuma, vadinamas
prizmeés aukstine. Prizme, kurios pagrindai yra lygiagretainiai, vadinama
gretasieniu. Prizmé, kurios Soninés briaunos statmenos pagrindy ploks—
tumoms, vadinama stacigja; prieSingu atveju prizmé yra pasviroji. Sta—
Ciosios prizmés aukstiné lygi Soninei briaunai. Stacioji prizmé vadinama
taisyklinggja, jel jos pagrindai yrataisyklingieji daugiakampiai.

Prizmés Soninio pavirSiaus plotas yra jos Soniniy sieny ploty suma.

Jis lygus prizmés pagrindo perimetro ir prizmés Soninés sienos aukstinés
sandaugai. Prizmés tiris lygus jos pagrindo ploto ir aukstinés sandaugai.

4 pavyzdys. Gretasienio ABCDAB,C,D; sienos ABCD ir AAD,D
yra kvadratai, kuriy krastinés lygios d, £ AAB=¢. Rasime gretasienio
tary].

o . _— e D1 Cy

Sorendimas. Nubraizykime brézinj (7 \
pav.) taip, kad tos gretasienio sienos, kurios D i C
yra kvadratai, buty jo Soninés sienos. Tuomet \
gretasienis tampa staciuoju, jo pagrindai yra \ A,
rombai, kuriy krastiniy ilgiai lygis d, o kam- =71 >B
pas tarp kraStiniy lygus ¢. Taigi pagrindo A B
plotas lygus S=d?sn ¢. Kadangi Soninés 7 pav.
kraStinés yra statmenos pagrindo plokstumai ABBjA, tai gretasienio

aukstiné lygi H =d. Taigi gretasienio tiris V = d3sin .

Ats:: d3sin Q. £
5 pavyzdys. Taisyklingosios 1 L
SeSiakampés prizmés AL B, | Dy
ABCDEFAB,C,DiEF; istrizaines | | —C,
| |
| |
Fo|_ \E
T>D
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BF =24, BJE =25 (8 pav.). Rasime prizmés tirj.

Srendimas. Kadangi prizmés pagrin—dai — taisyklingigi
SeSiakampiai, tai SeSia—kampio ABCDEF kampas AFE lygus 120°,
Z AFB = Z ABF =30°, tai £ BFE =90°. Ties¢ EF yra statmena tiesés
B,F ortogo-naliajai projekcijai prizmés pagrindo ploks—tumoje — tiesei
BF, tod¢l pagal trijy statme—ny teorema ji yra statmenatiesei BjF, t.y.,
trikampis B;FE yra statusis. Randame SeSiakampio kraSting

EF = BE2-BF2 =252 - 242 =7.
Kadangi apibrézto apie taisyklingajj SeSiakampj apskritimo spindulys R
lygus krastinés ilgiui, tai R=7, ir prizmés pagrindo plotas

S= 6-%stin 60° = 1472‘/§

. Prizmés aukSting BB; randame i§ staciojo

trikampio BBJE. Kadangi BE=2R=14, ta BB;=BE*-BE®=
=252 —14% = /429, Taigi prizmés tiiris

V=SH-= 1472\/5 -\ 42 =4%1\/143.

Ats.: 4%1 V143

Nagrin¢jame n-kampj Alo...A,,
kurio visos vir§inés yra vienoje
plokstumoje, ir taskag S nepriklau—
sant] tai plokS§tumai. Taska S sujun-
kime atkarpomis su taSkais AAy...A,,
gauname n trikampiy AAS, AAS,
v AAS, ..., (9 pav.). Pavirsius,
sudarytas i§ n-kampio AA...A, ir minéty n trikampiy, vadinamas
n-kampe piramide. Daugiakampis AAy...A, vadinamas piramidés pa—
grindu, tasSkas S — piramidés virsine, trikampiai AAS, AASS, ...,
AWAS, — piramidés Soninémis sienomis, atkar—pos AS, ApS, ..., A\S —
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piramidés Soninémis briaunomis. Statmuo i§ pi-ramidés virStnés S |
pagrindo plok§—tuma, vadinamas pira—midés aukstine.

Piramidé yra vadinama taisyklin—gaja, jei jos pagrindas — taisyk-
lingasis daugiakampis, o atkarpa, jungianti to daugiakampio centra su
piramidés virStne, yra piramidés aukstiné. Taisyklingosios piramideés
visos Soninés sienos yra lygiis lygiaSoniai trikampiai, jy aukStineés,
nubréztos i§ vir§anés S yra lygios, jos vadinamos piramidés
apotemomis. Taisyklingoji trikampé piramidé, kurios visos keturios
sienos yra lygis lygiakraséiai trikampiai, dar vadinama taisyklinguoju
tetraedru. Piramidés Soninio pavirSiaus plotas lygus visy jos Soniniy
sieny ploty sumai. Taisyklingosios piramidés Soninio pavirSiaus plotas
lygus jos pagrindo perimetro ir apotemos sandaugos pusei. Piramidés
tiiris lygus piramidés pagrindo ploto ir aukstinés sandaugos trecdaliui.

6 pavyzdys. Keturkampés piramidés
PABCD pagrindas yra kvadratas ABCD,
kurio krastiné lygi 1. Briauna PB yra
statmena pagrindo plokStumai, o dvisienis
kampas, kurio briauna yra PD, lygus 120°.
Rasime piramidés trj.

Sorendimas. Visy pirma pastebékime,
kad trikampiai PAB ir PCB yra lygis (nes jie
yra statieji o jy atitinkami statiniai lygis). IS
Cia iSplaukia, kad PA=PC. Trikampiy PAD
ir PCD atitinkamos krastinés lygios, taigi Sie
trikampiai lygts. Taigi jei atkarpa AH yra
trikampio PAD aukstiné, nubrézta j kraStine
PD (10 pav.), tai atkarpa CH yra trikampio
PCD aukstiné, nubrézta i ta pacig krasSting ‘
PD. I cia seka, kad kampas AHC yra B

P

dvisienio kampo, kurio briauna yra tiesé¢ PD, 10 pav.
tiesinis kampas, t. y., Z£AHC =120°. Zymékime AH =CH =h ir
trikampiui AHC taikykime kosinusy teorema:

(2)?=n?+h?-2h?cos120°, t.y., 2h?>+h?=2, todel h:\/g

Tiesés PA ortogonalioji projekcija piramidés pagrindo plokStumoje yra
ties¢ BA. Kadangi ties¢é AD yra statmena tiesei BA, tai pagal trijy
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statmeny teorema tiesé AD yra statmenatiesei PA, taigi trikampis PAD

yra dstatusis. Kadangi  PA= PB? + 1, PD =+ PB? + 2, o
PA- AD=PD- AH, (kickviena Siy sandaugy lygi dvigubam staciojo
trikampio PAD plotui), tai gauname lygybe

\/P82 +1-1= \/P82 +2- \/g, 18 kurios seka, kad

piramidés aukstiné PB =1. Taigi piramidés tiiris V = % AB?.PB= %

Ats.: 1.
3

7 pavyzdys. Trikampés  piramidés
SABC briaunose SA, SB ir SC pazyméti
taskai P, Q ir R(11 pav.). Irodysime, kad
piramidziy SABC ir SPQR tariy santykis

SA-SB-SC
lygus —.
SP-SQ- R

Sorendimas. Nubréskime brézin taip,
kad piramidziy pagrindai buty trikampiai
SAB ir SPQ (12 pav.). Sakykime, kad
atkarpos CK ir RH yra duotyjy piramidziy

aukstinés. Jei Vq ir V, —
piramidziy SABC ir SPQR
tiriai, o § ir S -
trikampiy SAB ir SPQ

plotai, ta “1- XK

Vo S-RH

Kadangi
Sl=%SA-SBsin Z ASB,

12 pav.

0S,= Esp Nsn LP, tai S = SA-SB . Paste-békime, kad taSkai
2 S, SP-N

S C, R, K ir H yra plok§tumoje o, kuri eina per tiese SC ir yra statmena
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plokStumai, einanciai per taskus S A ir B. Taskai S K ir H yra ir
plokstumoje «, ir plok§tumoje, einancioje per taskus S A ir B, taigi jie
priklauso ty plokStumy sankirtos tiesei. IS ¢ia seka, kad trikampiai SKC

ir SHR yra panasieji, todél %z% IS gautyjy lygybiy seka, kad

Vi §-CK SA-SB-SC
Vo, S-RH SP-SQ-SR

8 pavyzdys. Taisyklingosios trikampés piramidés pagrindo kras—
tinés ilgis lygus a, dvisienis kampas tarp gretimy Soniniy sieny lygus a.
Rasime piramidés tiirj.

Sorendimas. Sakykime (13 pav.), kad taisyklingosios trikampés
piramidés SABC pagrindas ABC yra lygiakrastis trikampis, kurio
krastiné lygi a. Jei atkarpa AH yra trikampio S
ACS auksting, tai kaip ir 6 pavyzdyje i$
trikampiy ASC ir ASB lygumo seka, kad
atkarpa BH yra trikampio ABS aukstiné, H
taigi kampas AHB yra dvisienio kampo tarp
piramidés Soniniy sieny tiesinis kampas.

Sakykime, kad taskas E — kraitines AB A y C
vidurio taskas, atkarpa SO — piramidés E
aukstiné, tai taskas O yra atkarpoje EC.

, ka ir reikéjo jrodyti.

Statigji trikampiai SOC ir EHC turi ta patj B s e
smailyjj kampa SCE, todél jie yra panasSieji, '
taigi Ezﬁ, ty., %:ﬂ. Kadangi EC:a—‘/é,
OC HB HB 2
EH = %Ctg%, tai N trikampio EHC turime
2 2 3% a’ 2a a sa .
HC=vEC“-EH“ =,|—-—ctg“— =—,/3-ctg“ —. Kadangi
4 4 2 2 2
a_ a a a
Scg = actg—
OC=§EC=%, t 0= 2 23 _ 2__ Tag
a 2a 2a
—.[3-ctg”— \/5\/3-ct —
2\/ g 2 g 2
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2 actg2 alctg 2
piramidés tiiris lygus V = 1a ;/é . 2 = 2__
J3 1/3-ctgzg 12 /S-Ctgzg

3 a
a’ctg—
g2

=
12,/3-ct 242
95

Sakykime, kad o ir B — dvi skirtingos lygiagre¢ios plok§tumos,
plokstumoje o nubréztas apskritimas

o, kurio centras — taskas O, o (D
spindulio ilgislygus R (14 pav.). Per

kiekvieng to apskritimo taska M nu- B 7
brézkime ties¢, statmeng plokStu— / / | / / | / /

mai a. Visy Siy tiesiy atkarpos, /

Ats.:

i

esan-¢ios tarp plokStumy o ir p,

sudaro cilindrinj pavir§iy, jos ’. ,'
vadinamos Cilindrinio pavirSiaus o M
sudaromosio-mis. Sudaromyjy 14 pav.

galai, esantys plok§tumoje a, yra
apskritimas m, o jy galai, esantys plokStumoje B, irgi yra apskritimas o°,
lygus apskritimui «, apskritimo o centras — taskas O atkarpa OO yra
lygi ir lygiagreti su cilindrinio pavir$iaus sudaromosiomis, ji vadinama
cilindrinio pavirsiaus asimi. Kinas, apribotas cilindriniu pavir§iumi ir
dviem skrituliais, kuriy kontiirai yra apskritimai o ir ®‘, yra vadinamas
ritiniu. Cilindrinis pavirSius yra vadinamas ritinio Soniniu pavirSiumi,
skrituliai — ritinio pagrindais, o cilindrinio pavirSiaus sudaromosios —
ritinio sudaromo-siomis. Ritinio visos sudaromosios yra lygios, jy ilgis
lygus atstumui tarp plokStumy o ir f ir vadinamas ritinio aukstinés ilgiu.
Plokstuma, einanti per ritinio auksting, kerta ritinj staiakampiu, kuris
vadinamas ritinio aSiniu pjuviu. Cilindrinio pavirSiaus plotas yra
vadinamas ritinio Soninio pavirSiaus plotu. Jai ritinio pagrindo spindulio
ilgis R, o aukstinés ilgis H, tai ritinio Soninio pavirSiaus plotas
apskaiciuojamas pagal formule S=2nRH. Ritinio pilnuoju pavirsiumi
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vadinamas jo Soninio pavirSiaus ploto ir pagrindy ploty suma, ritinio
pilnasis pavirius randamas pagal formule Sy 5 =2nR(R+ H). Ritinio,
kurio pagrindo spin—dulys R o aukstiné H, tiiris V apskai¢iuojamas pagal
formule V = TR%H.

9 pavyzdys. Ritinio pagrindo spindulys lygus 5. Plok§tuma, kuri
kerta ritinio asj, jo pagrinduose iSkerta stygas, kuriy ilgiai lygts 6 ir 8, o
atstumas tarp jy lygus 9. Rasime ritinio pavirSiaus plota.

Srendimas. Sakykime, kad ritinj kertanti plokStuma jo pagrindus
kerta stygomis AB=6, CD =8 (15 pav.). Kadangi ritinio pagrindai yra
lygiagreCiose plokStumose, tai pagal 2.4 teoremag
tiesés AB ir CD lygiagrecios, taigi keturkampis
ABDC yra lygiasoné trapecija. Taigi atstumas tarp
tiesiy AB ir CD lygus Sios trapecijos aukstinés
ilgiui. Sakykime, kad atkarpa MN yra stygos AB
ortogonalioji projekcija kito ritinio pagrindo
plokstumoje, taskai E, F ir L yra atitinkamai
atkarpy AB, CD ir MN vidurio taskai, o taskas O —
ritinio pagrindo centras. I8 sta¢iyjy trikampiy OLM
ir OFC randame

OL=JOM2_LM2 =52 32 -4,
OF =JOC2-CF2 = 5242 =3
taigi LF =7. Tuomet i§ trikampio EFL randame ritinio auksting

EL=VEF2-LF2 =92 72 =/32=4/2. Tuomet ritinio viso
pavir$iaus plotas

15 pav.

S=21-5-(5+42) = 10n(5+ 4/2).

Ats.: 10n(5+ 4/2).

Sakykime, kad plokStumoje o yra
apskritimas o, kurio centras — taskas O, 0
spindulio ilgis lygus R. Nubrézkime ties¢
OP, statmeng plokStumai o, ir joje
paimame taska S kurj sujungiame tiesés
atkarpomis su kiekvienu apskritimo
tasku (16 pav.). PavirSius, kurj sudaro
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minétos atkarpos, vadinamas kiginiu pavirsiumi, t0S atkarpos kiginio
pavirsiaus sudaromosiomis, o taskas S — kiginio pavirSiaus virSine.
Kiigiu vadina-mas kiinas, kurj riboja kiiginis pavirsius ir skritulys, kurio
kontiiras — apskritimas o. Sis skritulys yra vadinamas kiigio pagrindu.
Atkarpa OS yra vadinama kiigio aukstine, o ties¢ OP — kiigio asimi.
Kiginis pavir§ius yra vadinamas kiigio Soniniu pavir§iumi. Jei kiigio
pagrindo spindulio ilgis R, o sudaromosios ilgis I, tai kiigio Soninio
pavirsiaus plotas Slygus S=nR. Kiagio, kurio pagrindo spindulys lygus
R, o aukstinés ilgis H, turis V lygus pagrindo ploto ir aukstinés
sandaugos

tre¢daliui, t. y. V = % 7R%H.

10 pavyzdys. Kugis, kurio taris lygus B3

, 1bréztas j piramide,

kurios pagrindas yra lygiaSoné trapecija su pagrindais 2 ir 8. Rasime
kampa tarp piramidés Soniniy sieny ir pagrindo plok§tumos.

Sorendimas. Jei kugis jbréztas | piramide, tai kiigio ir piramidés
vir§iinés sutampa, keturios kiigio sudaromosios yra piramidés sienose, o
kiigio pagrindas yra apskritimas, jbréztas j piramidés pagrindg (17 pav.).
Sakykime, kad piramidés pagrindas yra trapecija ABCD, kurioje
AD=8, BC =2. Kadangi kiigio pagrindas yra jbréztas j $ig trapecija, o
i keturkampj apskritimas jbréziamas tik tada, kai jo prieSingy krastiniy
ilgiy sumos yra lygios, tai i$ lygybiy

AB+CD=AD+BC=10, AB=BC
gauname, kad trapecijos Soniniy krastiniy ilgiai lygis 5. Tuomet lengvai
surandame trapecijos auksting: bréziame BE L AD, tuomet

AE=%(AD—BC)=3,

ir i§ staciojo trikampio AEB turime BE = AB? — AE? =4. Jei tagkas S
yra piramidés ir kuigio vir§ung, o taSkas O — kiigio pagrindo centras, tai
ties¢ SO yra statmena trapecijos ABCD plokstumai. Sakykime, kad
kiigio pagrindas liecia trapecijos krastines AB, BC, CD ir AD atitinkamai
taskuose M, N, Pir Q. Kadangi ties¢ OM yra tiesés SM ortogonalioji
projekcija piramidés pagrindo plokStumoje ir OM yra statmena
trapecijos briaunai AB, tai pagal trijy statmeny teorema ties¢ AB yra
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statmena tiesei SM, taigi kampas SMO yra dvisienio kampo tarp
plokstumy ABSir ABCD tiesinis kampas. AnalogiSkai kampai SNO, SPO
ir QO yra dvisieniy kampy tarp kity piramidés Soniniy sieny ir pagrindo
plokstumos tiesiniai kampai. I$ staciyjy trikampiy SOM, SON, SOP ir
OQ lygumo isplaukia, kad £IMO=~LNO=~/PS0O=~/Q0, ta
visos piramidés Soninés sienos su jos pagrindu sudaro vienodus kampus.
I§ staciojo trikampio SOM turime, kad tg«£ SVIOz(())—'j. Atkarpa OM
yra jbrézto j trapecijg apskritimo spindulys, kuris lygus aukstinés pusei,
t.y., OM =2. Kugio aukstinés OS ilgj rasime i$ kiigio tirio formulés:

8n\/§

3
os=—> 5= 32 =2/3. Tagi tgzsw0=2—‘/§=\/§, taigi
nOM n-2 2
ieSkomojo kampo didumas lygus 60°.
Ats.: 60°.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Apie trikampj ABC apibrézto apskritimo centras yra taskas O. Per
taSkus A, B ir O nubrézta plokStuma o. Ar taskas C irgi yra
plokstumoje a? Atsakyma pagriskite.

2. Dvisienis kampas tarp plok§tumy o ir 3 lygus 60° ploks§tumose o ir

G atitinkamai yra taSkai A ir B, nutol¢ nuo dvisienio kampo
briaunos vienodu atstumu lygiu #. Atstumas tarp ty tasSky
ortogonaliyjy projekcijy dvisienio kampo briaunoje lygus 4. Raskite

atkarpos AB ilg;.

3. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai AC=5 BC =12. Per tiesg,
kurioje yra trikampio jZambiné, nubrézta plokStuma, sudaranti su
trikampio ABC plok§tuma dvisienj kampg lygy 60°. Raskite
atstumg nuo tasko C iki tos plok§tumos.
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10.

Gretasienio ABCDAB,CD; sienos ABCD ir CGDD yra
staiakampiai, kuriy krastines CD=4, AD=6, DD;=3
Z AJAD = 30°. Raskite gretasienio tlirj.

Taisyklingojoje SeSiakampéje prizméje ABCDEFABCDE R

CGE=3 ZFCGE= arctg%. Raskite prizmés tiirj.

Piramidés SABCD pagrindas — kvadratas ABCD, kurio krastiné lygi
a. Briauna PA yra statmena pagrindo plokstumai, dvisienio kampo
tarp plokstumy PBC ir PCD didumas lygus 135°. Raskite piramidés
tair].

Piramidés SABCD pagrindas — lygiagretainis ABCD, taskas K yra
briaunos SC vidurio taSkas. Piramidés taris lygus 20. Raskite
piramidés daliy, i kurias ja dalija per taskus B, D ir K enanti
plokstuma, tiirius.

Taisyklingosios keturkampés piramidés pagrindo krastinés ilgis
lygus a, dvisienis kampas tarp gretimy Soniniy sieny lygus a.
Rasime piramidés tiirj.

Ritinio pagrindo spindulys lygus 7, plokStuma, kertanti ritinio a§j,
jo pagrinduose iskerta stygas AB ir CD taip, kad keturkampis ABDC
yra kvadratas, kurio krastiné lygi 10. Raskite ritinio pilnojo
pavirSiaus plota.

Piramidés pagrindas yra trapecija, kurios vienas kampas lygus 60°,
trys krastinés yra lygios, o juy ilgiai lyglis 3. Apie piramide
apibréztas kigis, kurio taris lygus 9n. Raskite kampus tarp
piramidés Soniniy briauny ir pagrindo plokStumos.
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Antanas Apynis

Studijuodami §ig tema, sugrjSime prie gerai pazjstamy, nors ir ne
visy labai mégstamy, tekstiniy uzdaviniy. SprendZiant juos gana sunku
blina pasirinkti uzdavinio formalizavimo strategija. Kitaip sakant,
nelengva apsispresti, kokiais simboliais ir kg pazyméti bei kokig prasme
tiems simboliams suteikti. Ne ka lengviau ir sarysius (iSplaukiancius i§
uzdavinio salygos) tarp zinomy ir nezinomy dydziy uzrasyti lygtimis,
nelygybémis ar dar kaip nors kitaip.

Kalbant apie vadinamuosius judéjimo uzdavinius natiiralu priminti
(ir, aisku, prisiminti), kad jy sglygos tik labai i§ tolo primena tikrg
realybe. Konstruodami tokiy uzdaviniy matematinius modelius, visai
nekreipiame démesio j daugybe tikrame pasaulyje svarbiy dalyky. Upé
(dazniausiai) téva kreivé, ja plaukiantis laivas — tik taSkas. TaSku
laikome ir miesta, kaimg ar kita gyvenamaja vietove. Judanéiy kiiny
(aisku, tasky!) greitis kinta tolygiai, o gana daznai jis pastovus.
Keisdamas judéjimo kryptj, objektas visai nesugaista laiko.

Vis délto, kad ir kiek netobulos biity, tekstiniy uzdaviniy salygos,
suzadina vaizduotg, o jy analizé padeda rasti raktg j realybés problemy
sprendima ir priartina kiekvieng prie min¢iy apie matematikos taikymo
galimybes ir tam tikras ty galimybiy ribas.

Tema ne nauja, galétume sakyti — mokykling, todél i§ karto
pereikime prie konkreciy uzdaviniy.

1 pavyzdys. Du keltai i§ prieplauky A ir B, esanéiy prieSinguose
upés krantuose, iSplaukia vienu metu ir susitinka 300 m atstumu nuo A.
Ir vienas, ir kitas keltas, nuplaukes j savo prieplauka, tuojau pat grita
atgal. Dabar jie susitinka 400 m atstumu nuo B.

Apskai¢iuokime atstuma tarp prieplauky Air B.

Sorendimas. Tegu s yra ieSkomas atstumas (metrais) tarp
prieplauky A ir B. Kelto, iSplaukusio i§ prieplaukos A, greitj (m/h)
pazymékime Vp, o kito kelto (iSplaukusio i§ B) — vg. Tada (pagal
uzdavinio salygg) galétume parasyti dvi lygybes:

300 s-300 ir (s—300)+400 300 + (s—400)

Va VB Va VB
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I8 pirmos lygybés gauname, kad

va 300
vg s—-300°
o i§ antros gauname, kad
va  s+100
vg s-100°
Vadinasi, biitinai turi galioti lygybé
300 s+100
s-300 s-100

Atlike veiksmus, gausime kvadrating lygtj s? —~500s=0, turinCig
du sprendinius — skaicius 0 ir 500. Pagal uzdavinio prasme tinka tik 500.

Taigi atstumastarp Air B yra 500 metry.

Ats.: 500 m.

Lengva suprasti, kad uzdavinio salygoje pateiktos informacijos
nepakanka nei kelty greiciui rasti, nei kiek laiko reikia keltams nuplaukti
i§ vienos prieplaukos iki kitos. Galétume tik pasakyti, kad kelto,
iSplaukusio i$ prieplaukos A, greitis yra 1,5 karto didesnis uz antrojo
kelto greitj.

Taip pat aiSku, kad nagrinéta uzdavinj galima i$spresti ir Siek tiek
kitaip. Jeigu jvestume dar du dydzius: t; — laika iki pirmo kelty
susitikimo ir ty — laika nuo pirmo susitikimo iki antro, galétume parasyti
Sias lygtis:

VA't1=300, VB 't1=S—300, VA'tZ =(S—300)+400 ir
Vg 't2 =s—-300+ (5—400).
ISsprendg jy sistema, gautume ta patj rezultatg: s=500 m.

2 pavyzdys. Keliaudamas turistas plauké valtimi ir éjo pésc¢iomis.
Valtimi jis nuplauké 90 km, o pés¢iomis nuéjo 10 km. Be to, eidamasjis
sugai$o 4 h maziau negu plaukdamas.

Jeigu turistas buty éjes tiek laiko, kiek jis plauké valtimi, o valtimi
buty plaukes tiek laiko, kiek €jo pésCiomis, tai bity nuéjgs tokj pat
atstumg kaip ir nuplaukes valtimi.

Kiek laiko turistas ¢jo pés¢iomis ir kiek laiko plauké valtimi?
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Sorendimas. Teskomg kelionés laikg einant pés¢iomis pazymékime
tp, oplaukiant valtimi t, .

Turisto keliavimo greit] einant pés¢iomis paZzymekime Vo, O
plaukiant valtimi \, .

Pagal salyga,
W ty=90, vp-tp=10, t,—tp=4, vp-t,=Vv tp.
I8 pirmyjy dviejy lygciy gauname, kad
0 10

v, =—, V ,
Y P,

o tada i§ ketvirtos lygties randame sary3j tarp t, ir tp:
10 90
t—'tv :t_tp = tV :3tp.
p v
Irase j trecia lygtj, gauname:
Ap-tp=4=tp=2
Taigi tp=2h, t,=6h.

Ats.: Pés¢iomis keliavo 2 h, o valtimi plauké 6 h.

3 pavyzdys. I vietoviy A ir B vienu metu prieSpriesiais i$¢jo du
péstieji. Kai pirmasis keleivis nuéjo puse kelio, antrajam iki kelionés
tikslo (vietovés A) buvo lik¢ 24 km. Kai antrasis nuéjo pus¢ kelio,
pirmajam iki kelionés tikslo (vietovés B) reikéjo nueiti dar 15 km.

Kiek kilometry bus like antrajam keleiviui, kai pirmasis keleivis
pasieks vietove B?

Sorendimas. Tegu S yra atstumas tarp vietoviy A ir B. Nors
tiesiogiai ir nepasakyta, turésime mintyje, kad ir vienas keleivis, ir kitas
keleivis visa kelig €jo tuo paciu pastoviu greiciu. Todél remsimés gana
lengvai paaiskinamu (ir suprantamu) teiginiu, kad pirmojo ir antrojo
keleivio ¢&jimo greiCiy santykis yra lygus per ta patj laika nueity
kilometry santykiui. [sigiling | uzdavinio salyga, gauname du tokius
santykius:

0,5s ir s-15
s-24 05s
Aisku, kad jie lygts. Spresdami lygtj
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s—24 05s’

05s s-15

gauname:
0,258% = (s—15)(s— 24),
0,758% —39s+360 =0,
s? ~525+480=0.
Si lygtis turi du sprendinius — skai¢ius 12 ir 40. Ta¢iau s=12 nesiderina
su uzdavinio salyga. Vadinasi, s=40.

Belieka rasti atstumg, kuris dar buvo likes antrajam keleiviui, kai
pirmasis baigé kelion¢. Pazyméje¢ ieSkoma atstumg X, galétume sudaryti

santykj i, kuris yratoks pat kaip ir santykiai 05s ir 8_15. Irase
S—X s—24 0,5s
s=40, gautume, kad
40 20 25
40-x 16 20
IS ¢ia s=8.
Taigi ieSkomas atstumas yra 8 km.
Ats.: 8 km.

Aisku, kad ir §j uzdavinj galima iSspresti kitaip.

Nekeisdami atstumo tarp A ir B Zymens s, pirmojo keleivio
(einancio 1§ A j B) ¢jimo greitj pazymékime V, antrojo keleivio — vy, 0
ieSkoma atstumg pazymékime X. Tada (pagal salyga) i$ lygybiy

05s s-24 05s s-15 s s-—X
ooV oV, v v v
gauname, kad

vy _05s s-15 s
V, s—24 05s s-x
IS karto atkreipkime démesj | tai, kad turi buti s>24. Tada

05s s-15
. e s—24 05s'
i8sprendg lygéiy sistema

05s s

s—24 s—x
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gauname vienintelj sprendinj: S=40, x=8.
Visiskai analogiskai galima i$sprgsti §] uzdavinj jvedus tokius
Zymejimus:
S— atstumastarp Air B;
t; —laikas, per kurj pirmasis keleivis nueina pus¢ kelio nuo Aiki B;
t, —laikas, per Kkurj antrasis keleivis nueina pus¢ kelio nuo B iki A.
X — ieSkomas atstumas, kurj dar turés nueiti atrasis keleivis, kai
piml%sis pasieks kelionés tikslg.
Siuo atveju galétume sudaryti Sias pradines lygybes:
O,SS: s—-24 0,552 s-15 ip S_S-X
4 bt b b ot
O tada, remdamiesi lygybiy sistema
t, 055 s-15 s
t, s—24 055 s—X
gautume jau iSnagrinétg lygciy sistema

05s s-15
s—-24 05s’
05s s

s—24 s—x

4 pavyzdys. Du robotai juda (pastoviu grei¢iu) ratu ta palia
kryptimi. Pirmasis robotas ratg apeina trimis sekundémis greiiau uz
antrgj] ir kas 90 sekundziy jj pasiveja.

Per kiek laiko antrasis robotas apeina vieng ratg?

Sporendimas. Tegu syrarato ilgis (metrais), 0 \y ir Vv, — atitinkamai
pirmojo ir antrojo roboto judéjimo greitis (m/s). Pagal uzdavinio salyga,

S S

———=3ir 0y -w)=s
V2 v

» . S S . .. .
leskomas laikas yra —, 0 — yra laikas, per kurj pirmasis robotas
V2 Vi
apeina visa rata. Siuos dydzius pazymékime atitinkamai tyir t;.
S S swy-Ww) s s 1 s s

Kadangi — - =— ,
Vo Vp 1Vo A%\ 0 9D i Vo
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gauname lygtj

1
tp -ty =5t

IS ¢ia i8plaukia, kad

_ 0t
0+ tz .

Irase $ig iSraiska j lygti to —t; =3, gauname:

5]

0ty 2
to— =3=>t5-3t,-27/0=0=>1t, €{-15; 18}.
2 90+t 23 2 €{ }
Aisku, kad ieSkomas laikas yra 18 sekundziy.
Ats.: 18 s.

5 pavyzdys. Dviratininkas vaziuoja plentu, kuriuo kas 12 min viena
ir kita kryptimi vaZiuoja to paties marSruto autobusai. Kas 4,5 km
dviratininka pralenkia ta pacia kryptimi vaziuojantys autobusai, o kas 9
min — griztantys atgal autobusai.

Kokiu greiciu vaziuoja dviratininkas?

Sorendimas. Pirmiausia turétume prisiminti, kad tokio pobtudzio
uzdaviniai sprendziami turint mintyje, kad ir dviratininkas, ir kiekvienas
autobusas vaziuoja pastoviu greiciu.

Ieskoma dviratininko greitj pazymékime v (km/h), o autobuso greitj
Vv, (knvh).

Tegu M yra taskas, kuriame dviratininka pasivijo ta pacia kryptimi
vaziuojantis autobusas (zr. 1 pav.). Kitas autobusas (esantis taske A)
dviratininkg pasivys taSke N, kuris yra uz A 45v; M 45 N

4,5 km nuo M. Ir tai jvyks po 45 h. Per tg 1 pav.
\

. .. 4,5 . . . oy
laika autobusas nuvaziuos V,-—— km ir atsidurs taske N. AiSku, kad
\'

atstumastarp Air M yra 0,2v; km. Gauname lygt]
O,2va+4,5=va-ﬁ. Q)
v

Dabar tarkime, kad K yra taskas, K015y L 015v, B
kuriame dviratininkas susitiko su griz—

2 pav.
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tan¢iu autobusu (zr. 2 pav.)

Kitas autobusas, su kuriuo po 9 min susitiks dviratininkas taske L,
tuo momentu yra taske B, kuris yra uz 0,2v, km nuo K.

Per 9 min dviratininkas nuvaziuoja 0,15v km, o autobusas —
015v, km. Taigi turi galioti lygybé

0,2vy =015v+0,15v,.
IS jos gauname, kad V,; =3v. Tada i§ (1) lygties gauname, kad
45

0,2-3v+45=3v-—,
Vv

01§ ¢ia— v=15.

Ats.: 15 km/h.

6 pavyzdys. Vienas traukinys vaziuoja i§ A j B, o kitas—i§ B j A.
Jeigu traukinys i§ A i§vykty 2 valandomis anksCiau negu traukinys i§ B,
jie susitikty pusiaukeléje tarp Air B. O jeigu abu traukiniai i§vykty vienu
metu, po 2 valandy atstumas tarp jy buty lygus ketvirtadaliui atstumo
tarp Air B.

Kiek laiko traukiniai uztrunka kelyje?

Sprendimas. Tegu s yra atstumas tarp A ir B, t, — laikas, per kurj
traukinys i§ A nuvaziuoja j B, o tg — laikas, per kurj traukinys i§ B
nuvaziuoja j A. Traukinio, vaziuojancio i A} B, greit] paZymékime Vp,
o kito traukinio greitj pazymékime Vg. Tada (iSnagrinéj¢ uzdavinio
salyga) gausime tokig lyg¢iy sistema:

0,5s 3 05s
Va VB
S— (2VA + 2VB) = 0,255.

Atlike veiksmus gausime sistema

2,

S_S_,
Va VB
VA +VB = 0,3753.

Aisku, kad ty = — ir tg = . Taigi ty=tg +4.
Va VB
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Antrg sistemos lygtj padalije i§ S, gausime:

Va, Ve _og75 i loosm, —t o+ 1ooam,
s s ta tg tg+4 tg
3t - 4tg —32=0.

Si lygtis turi tik vieng teigiamg sprendinj — skai&iy 4.
Vadinasi, tg =4h, ty =8h.
Ats.: 8hir4h.

SESTOJI UZDUOTIS

1. Turistas, plaukdamas valtimi upe prie§ srove, ties tiltu pameté
gelbéjimosi rata, bet §j praradima pastebéjo tik po 20 minuciy. Jis
tuojau pat apsisuko ir, plaukdamas pasroviui, gelbéjimosi rata
pasivijo 2 km atstumu nuo tilto. Raskite valties ir upés tékmés
greit], jei zinoma, kad valties greitis yra 2 kartus didesnis uz upés
tekmeés greitj.

2. Studentas i$éjo i$ namy | gelezinkelio stotj, esan¢ig uz 10,5 km. Po
pusvalandzio i$ ty pac¢iy namy tuo paciu marsrutu 4 km/h greiciu
i8¢jo jo brolis ir pasivijgs perdavé jam uzmir$tag daikta. Brolis
tuojau pat apsisuko ir nuéjo namo. Studentas pasieké stotj tuo paciu
metu, kai brolis sugrjzo namo. Kokiu greiciu éjo studentas?

3. s vietoviy A ir B vienu metu priespriesiais i$¢jo du péstieji. Kai
pirmas nu¢jo ketvirtj kelio nuo A iki B, antram iki pusiaukelés dar
buvo lik¢ 1,5 km, o kai antras buvo pusiaukeléje, pirmas buvo 2 km
atstumu nuo antro. Raskite atstuma tarp A ir B, jei zinoma, kad
antras pésciasis ¢jo greiiau uz pirma.

4. Pésciasis eina plento kelkras¢iu 5 km/h grei¢iu. Kas 27 min jj
pralenkia reisiniai autobusai, o kas 1,8 km pro jj pravaziuoja
griZztantys | marSruto pradzig reisiniai autobusai. Raskite reisiniy
autobusy eismo laiko intervalg, jeigu zinoma, kad jis vienodas
abiem kryptimis.

5. Du sportininkai kartu pradéjo bégti uzdaru ratu ir bégo pastoviu
grei¢iu. Pirmas sportininkas ratg apibéga 5 sekundémis greiciau uz
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10.

antrgji. Jis po 30 sekundziy (nuo starto) atsidiré vél greta antrojo
sportininko. Po keliy sekundziy sportininkai susitikty, jeigu vienu
metu pradéty bégti prieSingomis kryptimis?

IS vietovés A iS¢jo pésciasis, o po 3,5 valandos jam pavymui
iSvaziavo dviratininkas, kuris péstiji pasivijo vietovéje B. Kitg
dieng pésciasis ir dviratininkas i§vyko i§ A ir B prieSpriesiais ir
susitiko po 100 minuciy. Kiek laiko reikia dviratininkui nuvaZziuoti
iSA1B?

Trys dviratininkai tuo paciu marSrutu vienos valandos intervalais
iSvyksta j keliong. Pirmojo dviratininko greitis 12 km/h, o antrojo —
10 km/h. Treciasis dviratininkas aplenké pirmajj po 2 valandy, kai
aplenké antrajj dviratininka. Raskite treciojo dviratininko greitj.

IS vietovés A | vietove B per vienodus laiko tarpus iSvaziavo 3
automobiliai ir vienu metu pasické B. Tuojau pat vis trys
automobiliai i§vaziavo ] vietovge C, esancig uz 120 km nuo B.
Pirmasis automobilis j vietove C atvyko viena valanda véliau uz
antrgjj. Treéiasis automobilis, atvykes j C, tuojau pat apsisuko ir
nuvaziavo atgal | B. Pirmajj automobilj jis susitiko 40 km atstumu
nuo C. Raskite pirmojo automobilio greit].

IS miesty A ir B prieSpriesiais i§vyko du traukiniai. Be to, antrasis
traukinys iS§vyko véliau negu pirmasis. Abu prasilenké pusiaukeléje.
Jeigu abu traukiniai biity iSvyke vienu metu, tai praéjus laikui, kurj
vélavo antrasis, atstumas tarp jy biity sudares 25 % atstumo tarp A
ir B. Kiek karty antrojo traukinio greitis yra didesnis uz pirmojo
traukinio greitj?

Du traukiniai vienu metu i$vyko i§ miesty A ir B ta pacia kryptimi. |
miesta C jie atvyko vienu metu. Atstumas tarp A ir B yra 120 km,
miestas B yratarp A ir C. Jeigu vienas traukinys vaziuoty 12 km/h
mazesniu grei¢iu, o kitas — 9 km /h maZesniu greiciu, j miestg C
atvykty vél kartu, tik 2 valandomis véliau. Raskite kiekvieno
traukinio greitj.

D3

13\35/\
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VII. TRIGONOMETRINES LYGTYS

Antanas Apynis

Trigonometrinés lygtys gana lengvai atpazjstamos. Kur kas sunkiau
susigaudyti, nuo ko pradéti jas spresti ir kaip uzrasyti gauta sprendiniy
aibe.

Maziausiai rlipes¢iy yra su vadinamosiomis paprasciausiomis
trigonometrinémis lygtimis sSnxXx=a, COSX=4a, tgx=a, Cctgx=a;
aeR. Todél nuo jy ir pradékime.

1. Lygties snx=a, acR, sprendiniy aibé. Zinome, kad funkcija
y=snx yra apibréZzta visoje realiyjy skaiCiy aibéje (intervale
(—o0; +0) ), 0 jos reik§miy aibé yra uzdaras intervalas [-1; 1]. Vadinasi,
lygtis sin x = a neturi sprendiniy, kai |a|>1.

Toliau nagrinékime lygti sSnx=a, ae[-11. Aisku, kad
kiekvieng Sios lygties sprendinj (realyjj skaiCiy) galima interpretuoti
kaip sinusoidés y =8N X, Xe& (—o;+00), ir tiesés y=a, Xe& (—o0; + ),
susikirtimo tasko abscise (Zr. 1 pav.).

v

1 pav.

Taip pat aisku, kad intervale {— g; g} §i lygtis turi tik vieng sprendinj.
Jisyra x=arcsina.

.o T . - . .. .- AP .
Tiesé XZE yra sinusoidés simetrijos a$is, todél intervalui

n_ 3n . . . . .
{E; 7} priklausantis lygties sin x = a sprendinysyra
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T T . . .
x=§+(§—arcsma)=n—arcsma (zr. 2 pav.).

v
»

s
=
)

1
-

\ Siny AICSHr T~ arcsimag

2 pav

Remiantis sinuso periodiskumu, gautus rezultatus nesunku perkelti i

bet kurj intervala [— g + 2km; 3_27c + an}, keZ (zr. 3 pav.). Lygties
snx=a, ae[-11], sprendinys intervale {—g+ 2Kkn; g+ an} yra

X=arcsana+ 2kr, o] intervale B+ 2kn; ﬁ-{- an}

X=(nm—arcsna)+2kn= =-arcsna+ (2k+1)m.
Y =% 42%x
y=a
(ZA+1)m g
2 tdn N P
Vo= s

arcsing 4 2én arcsing + (24+1 )

5 pay
Abu Siuos sprendinius galima uzraSyti viena formule:

x=(-D"arcsna+nm, ne{2k; 2k +1.

Vadinasi, lygties snx=a, ae[-11], sprendiniy aibé nusakoma
formule

Xx=(-)"arcsna+nr, neZ. (D
Atkreipkime démes;j j tris atskiruosius atvejus: a=-1, a=0ir a=1.
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Kadangi
. T . . T
arcsin(-1) = o arcsin0=0, arcsnl= >

tai (remdamiesi (1) formule) gauname, kad:
e lygties snx=-1 sprendinius galima uzraSyti

formule
X=—g+2kn, kez; 2
e lygties sinx=0 sprendinius galima uzraSyti
formule
x=krn, kez 3)

e lygties sinx=1 sprendinius galima uzraSyti formule
X=g+2kn, kez. 4

2. Lygties cosx=a, aeR, sprendiniy aibé. Funkcija y=cosx
yra apibrézta visoje realiyjy skaiciy ¥
tiesé¢je, t.y. intervale (—oo;+®), 0 |
jos reikimiy aibé yra uzdaras 9.
intervalas [-1;1]. Vadinasi, lygtis : "
cosXx = a tikrai neturi sprendiniy, kai ]
|al>1.

Taip pat zinome, kad funkcija § [ Y cos
y=cosx yra lyginé. I§ to iSplaukia,
kad lygties cosx=a, ael[-1;1],
sprendiniy aibé yra simetriska nulio atzvilgiu (jei realusis skaicius X yra
lygties sprendinys, tai — X taip pat yra sprendinys).

Taikydami tg patj )
geometrinj metoda (kurj
taikéme spresdami lygti yY=a
snx=a), 1§ pradzy i !
atkreipkime démes]j | - 0 ¢ n
tal, kad intervale [O; ]
lygtis cosx=a, ac[- = cos
1, 1], turi vienintelj

4 pav

Areeosw Arccosdg

5 pay
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sprendinj X =arccosa (zr. 4 pav.). Todél Xx=—arccosa yra vienintelis
Sios lygties sprendinysintervale [-r; O] (Zr. 5 pav.).

Taigi intervae [-m; w] lygties sprendiniai uZraSomi formule
X =tarccosa.

Kadangi funkcijos y=cosx periodas yra 2n, ta kiekviename
intervale [-n+2krm; n+2kn], keZ, lygties cosx=a, aec[-1;1],
sprendiniai yra arccosa+ 2kn ir —arccosa+ 2krn. Paprastai jie
uzrasomi viena formule

X =+arccosa+ 2krn, ke Z. (5)

Aisku, kad Sia formule nusakoma visa lygties cosx=a, ae[-1; 1],
sprendiniy aibé.

Dar pasizitrékime j tris atskiruosius atvejus: a=-1, a=0 ir

a=1Kadangi arccos(-1)=rm, arccosO=g, arccosl=0, 8 (5)

formulés gausime, kad:
= |ygtiescosx = —1 sprendinius galima uzraSyti formule
X=mn+2kt=1+2K)r, keZ; (6)

= |ygties cosx =0 sprendinius galima uzrasyti formule
TE .
X= E + kTE, keZ ; (7)

= |ygties cosx =1 sprendinius galima uzraSyti formule
X=2kTE, keZ. (8)
3. Lygties tgx=a, acR, sprendiniy aibé. Pradékime nuo funkci—

jos y=tgx nagrinéjimo intervale [—g; gj.giame intervale ji yra mo—

notoniné (tiksliau, didéjancioji). Todél visoje reik§miy aibéje — intervale
(—o0; +0) yra apibrézta atvirkstiné funkcija x=arctgy, kurios reikSmés

priklauso intervalui [—ggj Sios funkcijos reiksmé arctga yra

vienintelis lygties tgx =a sprendinys, priklausantis intervalui (—g gj

(zr. 6 pav.).
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Remdamiesi tangento periodiSkumu gauname, kad kiekviename
intervale (—g-i— kr; g+ knJ , keZ, lygtis tgx=a, aeR,turi

vienintelj sprendinj X=arctga+kr (Zr. 7 pav.).

| y | | |
i | i X = kn |
‘ | ‘ 1
| | | |
| | | |
1 1 l 1
. y=a | | / 1y=a
‘ 1 l 1
| | | |
1 1 l 1
| | | |
I 0 | | kn I
— I X ™ T X
B T T Eee e
: | : |
1 | 1 [
1 ) 1 l / 1
| - | | E |
! arctga ! ! arctgatkr |
| | | |
| | | |
Y=t | | Y = tox |
6 pav. 7 pav.

Atliktos analizés baigiamoji iSvada tokia: lygties tgx=a, aeR,
sprendiniy aibé nusakoma formule

x=arctga+kn, keZ. 9

O sprgsdami trigonometrines lygtis turétume neuzmirsti, kad funkcija

y=tgx yra apibrézta tik atviruose intervaluose (— g + km; g+ knj ,
keZ.

4. Lygties ctgx=a, acR, sprendiniy aibé. Kaip zinome, funkcija
y=ctgx yra apibrézta tik intervaluose (km; (k+1)=n), keZ; o jos
reik8miy aibé yra visa realiyjy skaiiy tiesé, t. y. intervalas (—oo; + ) .

Intervale (0; ) funkcija y=ctgx yra monotoniné (tiksliau,
mazéjancioji), todél jos reikSmiy intervale (—oo;+o0) yra apibrézta
atvirksting funkcija x=arcctgy. Sios funkcijos reik§mé arcctga yra
vienintelis lygties ctgx = a sprendinys, priklausantisintervalui (O; ).
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Bet kuriame kitame funkcijos y=ctgx apibrézimo intervale
(k; (k+Dm), k=11 +2,.., lygtis ctgx=a, aisku, taip pat turi
vienintelj sprendinj. Ir jis yra X =arcctga+ kr. Taigi lygties
ctgx=a, aeZ, sprendiniy aib¢ yra nusakoma formule
x=arcctga+kr, keZ. (20)

5. Trigonometriniy lygéiy sprendimo pavyzdziai.
1 pavyzdys. Isspregskime lygti
sin 2x- (tg®x+1) = 0. (12)
Sorendimas. 1§ pradziy atkreipkime démesj j tai, kad tarp Sios
lygties sprendiniy tikrai nebus skaiciy
X= g +kn, keZ, nes taskai x= g +kn, keZ, nepriklauso lygties (o

tiksliau — tangento tgx) apibréZzimo sriciai.

Aisku, néra bitina sprendimg pradéti nuo dairymosi po lygties
apibrézimo sritj. Bet tikrai nedovanotina j lygties sprendiniy aibg jtraukti
(rasant galutinj atsakymg) lygties apibrézimo sri¢iai nepriklausanciy
tasky.

Kadangi tgzx+l¢ 0 esant bet kuriai X reikSmei (zinoma, priklau—
sanCiai lygties apibrézimo sri¢iai), tai (11) lygybé jmanoma tik kai
sin2x=0. O lygties sin2x=0 sprendinius nesunku rasti paga (3)
formulg. Gausime:

2X=mr, meZ = X=r—2n7t, meZ.

Belicka apsispresti dél galutinio atsakymo, t.y. (11) lygties
sprendiniy aibés. Sia aibe sudaro tik tie lygties sin2x=0 sprendiniai,
kurie priklauso (11) lygties apibrézimo sriciai. O tai reiskia, kad i$

m ey 1 . T ¥
formulés X=En,meZ, apibréztos aibés reikia paSalinti taskus

X= g + kr, k € Z . Gausime aibe, kurig sudaro taskai Xx=nm,ne Z .

Ats.: nt,ne”Z.
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2 pavyzdys. I$spreskime lygtj
sin 3x-sin 4x =0. (12
Sorendimas. Aisku, kad (12) lygybé galioja tik kai sin3x=0 arba
sin4x=0.

Lygties sin 3x = 0 sprendiniy aibe sudaro skaiéiai X = k—;, keZ,o

lygties sin 4x =0 sprendiniy aibe sudaro skaiciai X = %, meZ.

Nesunku suprasti, kad abi sprendiniy aibés turi bendry elementy. O
pateikdami galutinj atsakyma ((12) lygties sprendiniy aibg) turétume
iSvengti sprendiniy pasikartojimo.

Aisku, kad sutampancius sprendinius gausime tik tais atvejais, kai
KMy kai k=>m arba m=2k (cia kir m— sveikicji skaiciai).

3 4 4 3
Taigi (12) lygties sprendiniy aibg¢ galima nusakyti dvejopai:

a) x=%,kez; x=%,mez, m=4,leZ;
arba

b) x=%,mez; x=%,kez, k23,leZ.

3 pavyzdys. I$spreskime lygtj
1-2snx
sin 2x
Sorendinys. Turime surinkti j viena aibe visus realiuosius skaicius
X, kuriems esant galioja abi sglygos: 1-2snx=0 ir sin2x=0.
Gausime:

0. (13)

{1—25inx=0, sinx:i, x=(—1)”arcsin£+nn, neZz,
= 2 = 2

Sin2x#0 sn2x=0 2X#mr, me”Z

X=(—1)n-E+nTC, neZz,
N 6
X# m-E, meZ.
2
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Matome, kad 1§ aibés, nusakomos formule
x=(-)" —+ nt, neZ,
reikia pasalinti skaicius, 1srelsk1amus formule
X=m- g meZ,

Nagrinékime du atvejus: 1) n=2k, ke Z, ir2) n=2k+1, keZ.
Pirmu atveju gausime:

" —+n71' mZE ol iodm=m ™ = oMo
276 27 6 2

= m=4k+}.
3
Antru atveju gausime:

T —+n mZE=-Zi@2k+Dn=mL =
(-)" m=m-— g F(@Kk+Dr=m-2

= m=—%+4k+2=(4k+1)+§ .
AiSku, kad néra né vienos sveikyjy skai¢iy mir K poros, jog bity
m= 4k +% a m=(4k+1 +§ . Tai reiskia, kad néra né vieno lygties
sin2x=0 sprendinio, kuris galéty priklausyti lygties 1—2sinx=0

sprendiniy aibei. Kitaip sakant, (13) lygties sprendiniy aibé sutampa su
lygties 1— 2sin x =0 sprendiniy aibe.

Ats.: x:(—l)”%Jrnn, neZ.

4 pavyzdys. Isspreskime lygtj
sin 2x+ cos2x =1. (14)
Sorendimas. Kadangi visada
SN 2X = 29N XCOSX, COS2X = cos? X — sin
tai (14) lygtis yra ekvivalenti lygciai

2% ir 1=sin?x+cos? x,

25N XCOSX + COS2 X — SN2 X = SN2 X+ COS2 X.

IS jos (atlike veiksmus) gausime lygtj
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sin x- (cosx—sin x) =0. (15)
Sios lygties sprendiniy aibé yra lygéiy sinx=0 ir cosx—sinx=0
sprendiniy aibiy sajunga, nes (15) lygybé galioja tik kai sinx=0 arba
cosx—sinx=0.
Lygties sin x = 0 sprendiniy aibg sudaro realieji skaiciai,
iSreiSkiami formule x=kn, ke Z.
Lygtis cosx—sin x =0 yra ekvivalenti lyg€iai
COSX—Sin X
——————=0
COSX
(nes i§ lygybés cosx—sinx=0 is$plaukia, kad cosx=0), i§ kurios
gauname;

1-tgx=0 = tgx=1 = x=%+rnn, meZ.

Kadangi abiejy lyg¢iy sprendiniy aibés bendry elementy neturi,
darome iSvada, kad (14) lygties sprendiniy aibe sudaro skaiciai X = k,

keZ,ir X:E+mn, me Z.

Kitas sprendimo bidas. Padauging (14) lygtj i§ skaiCiaus g
gausime ekvivalenéig lygtj
J2 J2 V2
—9n 2X+—C0S2X = —,
2 2 2
0 i$ jos — ekvivalencig lygtj
. . 2
smf-s|n2x+cos£-coszx:£ (16)
4 4 2
arba

J2
= (17)

T . . T
cosz-sm 2X + smz-c032x:

Nagrinédami (16) lygtj gausime:

CO'{ZX— gj = g

2x—%=iarccos%+2kn, keZ,
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Taigi x=%+kn, keZ, aba x=kr, keZ.
O pasirinke (17) lygti gautume:

. ( nj J2
sn| 2X+— |=—,
4 2

2x+£=(—1)”arcsin%+nn, nez,

2x=—£+(—1)”-£+nn, nez,
4 4

x=—£+(—1)”-£+ﬂn, neZ.
8 8 2
Ji n=2k,keZ, ta x=kr; je n=2k+lLkezZ, ta

x=_E_E+2k+1n=g+kn.

8 8 2
Zinoma, pakanka isspresti tik (16) arba (17) lygtj. Abiem atvejais
gauname tg patj atsakyma;

x=kr, keZ; x=§r+kn, keZ.

Ats.: kr, keZ; %-f-kﬂ, keZ.

5 pavyzdys. I$spreskime lygtj
sin? x+sin 2x —3c0s” X = —2. (18)
Sorendimas. I8 pradziy lygtj pertvarkykime taip:
sin? X+ 25N XCOSX — 3C0S X = —2(sin2 X + cos” X),
3sin? X+ 2sin XCosX — cos® X =0,
Aisku, kad negali buti cosx=0. Tod¢l padalije i$ cos® X gauname
ekvivalencig lygtj
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3tgzx+ 2tgx—-1=0.
Spresdami ja gauname:

-2+J4+12 -2+4
tgx = = ;
6 6
1
tgx=-1 arba tgx = 3
Lygties tgx=-1 sprendiniai yra x=—g+kn, keZ, o lygties

tgx :% sprendiniai yra X= arctgi—: +mr, meZ. Akivaizdu, kad
bendry sprendiniy Sios lygtys neturi. Todél (18) lygties sprendiniy aibe
sudaro skaiciai

X=—E+krc, kez,
ir skaiciai

x=arctg}+mn, meZ.
3
i 1
Ats. —Z+kn, keZz; arctg§+mn, meZ.

6 pavyzdys. I$spreskime lygtj
sin X+8in 2x+sin 3x=3. (29

Forendimas. Kadangi
—1<snx<l1l -1<sn2x<1 ir —1<sn3x<]l

téra vienintelé galimybé — turi buti Snx=1, sn2x=1ir sn3x=1.
Spresdami $iy trijy lyg€iy sistemag gauname:

X:E+2k7'c,keZ, X:E+2k7c,keZ,
sinx=1, 2 2
sn2x=1, = 2x=g+2mn,mez,:> x=%+mn,mez,
sn3x=1 n T 2N
AX=—+2nw,Nne”Z X=—+—m,nel.
2 6 3
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Matome, kad néra né vieno skaiCiaus X, kuriam esant galioty visos
trys lygybés: snx=1, sn2x=1 ir sn3x=1Tod¢l (19) lygtis
sprendiniy neturi.

Ats.: O.

7 pavyzdys. I$spreskime lygti
2c0s? X+ 4cosx = 3sin? .
Sorendimas. Lygti pertvarkykime taip:
200 X+ 4cosx = 3(1— Cos X),

5cos” X + 4cosx — 3=0.
Pastaroji  kvadratiné lygtis (dydzio cosx atzvilgiu) turi du

sprendinius:
~-2-419 . ~2+419
COSX=— II' COSX=—.
5 5
Kadangi LS\/F) <-1 0< LS\/E <1, tai sprendiniy turi tik lygtis
-2+4J19 . . —2+4/19
COSX = Er— Jie uZraSomi formule X= iarCCOST + 2k,
keZ.
2+4/19

AtS.: X= +arccos—+2kn keZ.

SEPTINTOJI UZDUOTIS
ISspreskite Sias trigonometrines lygtis:
1. 3cosx—sn2x=0; 6. cos4x—25in2x—1:0;
2. cos® X+Sin XCosX =1 7. 2(sinx+cosx)+sn2x+1=0;
: . X
3. sn4x-coszx-t92x=0; 8. sm§+cosx:1,'

4. 2sin?2x+5c082x = 2; 9. sIn3x+9n7x=519n5x;

5. 2cos?X+sinx—1=0: 10. sin?x—5sin xcosx + 4cos® x = 0.
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VIlIl. TIKIMYBIU SKAICIAVIMAS
Eugenijus Stankus

Daugeliu atvejy vertindami jvykio jvykimo galimybe, sakome, kad
Sio jvykio tikimybé maza, didel¢ ar vidutiné. Kad ja biity galima ap-
skaiciuoti, reikia sukurti matematinj modelj. Tai ir daro matematikos
Saka, vadinama tikimybiy teorija. Konstruojant matematinj modelj pir—
miausia pacius jvykius reikia uzraSyti matematine kalba, o po to — api—
brézti mata, kuris jvertinty jvykio jvykimo galimybe — tikimybe.

Priminsime pagrindines tikimybiy teorijos savokas ir kai kurias
tikimybiy skai¢iavimo formules.

1. Bandymai ir jvykiai. Bandymu arba eksperimentu vadiname
salygy, sudaranciy galimybe jvykti stebimajam jvykiui, visuma. Taciau
stebimasis jvykis gali jvykti arba nejvykti — apie tokius jvykius sakoma,
kad jie yra atsitiktiniai. Biatent tokie jvykiai ir reiskiniai mus supa ir
realiame gyvenime: nejmanoma tiksliai numatyti, ar po savaités Vilniuje
bus lietinga diena, skrisdami Iéktuvu nesame garantuoti, kad skrydis bus
s¢kmingas, niekas negali pasakyti, kokia bus degaly ar kitokiy prekiy
kaina po mety. Vis délto ne visus jvykius galime laikyti atsitiktiniais.
Pavyzdziui, jvykis, kad i§ dézés, kurioje vien balti rutuliai, imdami
rutulj, i$trauksime balta, yra bitinasis, o kad juodg — negalimasis (tokiy
rutuliy dézéje néra). Taigi kiekvienas jvykis yra arba atsitiktinis, arba
bitinasis, arba negalimasis.

Su kiekvienu bandymu galime susieti Sio bandymo baigciy aibe, 1.
y. iSvardinti visas galimybes, kuriomis gali pasibaigti bandymas.
Klasikinis pavyzdys — los§imo kauliuko vieno metimo bandymo baigtys
yra SeSios — gali atsiversti bet kuri i$ SeSiy losimo kauliuko sieneliy.
Taigi su Siuo bandymu susiejame baigciy aibg

E={e;e 6566 6};
¢ia g,i=12,...,6, zymi bandymo baigtj — galimybe loSimo kauliukui
atsiversti i akutémis. Dar svarbu, kad $ias baigtis galime laikyti vienodai
galimomis, nes né viena i$ jy neturi daugiau $ansy pasirodyti, negu bet
kuri kita. Atkreipkime démesj, kad vienodas baigciy galimumas néra
grieztai apibréztas. Mes jj suvokiame kaip ir kai kurias kitas pirmines
matematines sagvokas (pavyzdziui, skai¢ius, taskas, tiesé ir pan.).
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Ivykiais vadiname baig€iy aibés poaibius. Pavyzdziui, jvykis A, kad
loSimo kauliukas atsivers lyginiu akuciy skaiciumi, gali biiti uzraSytas
taip: A={e,; e,; &}, ivykis atsiversti nelyginiu akuéiy skai¢iumi yra
B={e; e,;; &}, ivykis, kad atsivers $esiuke, bus sudarytas tik i§ vienos
baigties Eg={eg} . Ivykius
E,={e}. E; ={e,}, E5 ={e&s}, B, ={ey}, Es ={&;}, B ={&},

sudarytus i§ vienos baigties, vadinsime elementariaisiais jvykiais. Ivykis
E yra biitinasis, o tuscios aibés simboliu & Zymimas negalimasis jvykis.
Baigtys, kurios sudaro jvykj, vadinamos palankiomis siam jvykiui.

Sudare visus galimus su bandymu susijusius jvykius, jskaitant
biitingjj ir negalimajj, gausime $io bandymo jvykiy erdve.

2. Ivykiy sajunga ir sankirta, nesutaikomi jvykiai. Kadangi jvy—
kius sutapatinome su baigéiy aibémis, tai su jvykiais galimi tokie pat
veiksmai, kaip ir su bet kokiomis aibémis. Prisiminsime tik jvykiy
sajun—gos ir sankirtos sgvokas.

Dviejy jvykiy A ir B sgjunga (zymima AU B) yra jvykis, kurj
sudaro baigtys, palankios bent vienam i$ jvykiy A ir B. Galima sakyti ir
kitaip: jvykiy A ir B sgjunga yra jvykis, reiskiantis, kad jvyks bent
vienas i§ jvykiy Air B.

Dviejy jvykiy A ir B sankirta (zymima AN B) yra jvykis, kurj
sudaro baigtys, palankios abiem jvykiams — ir A, ir B. Kitaip: jvykiy A ir
B sankirta yra jvykis, reiskiantis, kad jvyks abu jvykiai —ir A, ir B.

Du jvykiai A ir B vadinami nesutaikomaisiais, jei AN B=J.
Kitaip tariant, jvykiai A ir B yra nesutaikomigji, jeigu jie abu negali
jvykti kartu.

Ivykis A, kuriam palankios visos tos baigtys, kurios néra palankios
jvykiui A, vadinamas priesinguoju jvykiui A. Kitaip: jvykis A, rei$—
kiantis, jog jvykis A nejvyksta, vadinamas priesinguoju jvykiui A.

Svarbi bandymo jvykiy erdvés savybé: atlikdami veiksmus su jvy—
kiais (sudarydami bet kuriy jvykiy sajunga, sankirta ar imdami bet kurio
jvykio prieSingajj jvykij) visuomet gausime jvykiy erdvés jvykj.

Pateiksime kelis jvykiy veiksmy pavyzdzius. Auks$¢iau minéto loSi—
mo kauliuko vieno metimo bandymo jvykiai A (atsiversti lyginiu akuciy
skai¢iumi) ir B (atsiversti nelyginiu akuciy skai¢iumi) yra nesutaikomi.
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Ivykio C={ey; &;; 6} (atsiversti ne maziau kaip keturiomis akutémis)
ir jvykio D={e; e); 63; &4; &5} (asiversti ne daugiau kaip penkiomis
akutémis) sgjunga yra bitinasis jvykis E={g;e;e3 &;6;5; e}
(atsiversti kuria nors sienele), o jy sankirta yra jvykis F ={ey;es}
(atsiversti keturiomis arba SeSiomis akutémis).

3. Ivykio tikimybé. Ivykio tikimybe galima jvertinti remiantis
statistiniais duomenimis. Tarkime, kad vienodomis sglygomis atlikta N

bandymy, kuriuose stebimasis jvykis A jvyko M karty. Santykis %

vadinamas jvykio 4 santykiniu dazniu, kuris, kai N yra pakankamai
didelis, mazai kinta ir svyruoja apie tam tikrg skaidiy. Sis skaicius,
priklausantis intervalui [0;1], gali buti laikomas jvykio A4 tikimybe. Ta
patvirtinama ir eksperimentiSkai, pavyzdziui, monetos metimo
bandymais. Literatiiroje aprasSyti pavyzdziai, kai moneta buvo mesta
12000 karty ir daugiau, o herbo atsivertimo santykinio daznio reik§mé

svyruoja apie skaiciy %, kuris yra jvykio, kad viena kartag metus moneta

ji atsivers herbu, tikimybé. Si statisting jvykio tikimybés samprata
(vadinama tiesiog statistine tikimybe) daznai naudojama tiriant jvairius
sociologinius, ekonominius ar demografinius reiskinius.

Taciau ar negalima jvykio tikimybe¢ nustatyti teoriSkai — neatliekant
gausybés bandymy, kuriuos realizuoti gana sunku, o ir brangu?
Atsakydami j §j klausima pasamprotaukime, kokiu biidu biity galima
nustatyti jvykio galimybe jvykti, t. y. jo tikimybe.

Pradékime nuo paprasto pavyzdzio. Tarkime, déz¢je yra 10 vienody
rutuliy, i$ kuriy 8 balti ir 2 juodi. Atsitiktinai i§traukiamas vienas rutulys
— kokios spalvos jis bus, negalime pasakyti, taciau suvokiame, kad
labiau tikétina iStraukti balta negu juoda rutulj. Vadinasi, balto rutulio
iStrau—kimo tikimyb¢ yra didesné, negu juodo.

Tegu dabar yra dvi dézés, kuriose po n=10 vienody rutuliy:
pirmoje m=38 balti ir 2 juodi, antroje — m =4 balti ir 6 juodi. Vélgi
traukiant po vieng rutulj i§ kiekvienos dézés, labiau tikétina i§ pirmos
dézés istraukti baltg rutulj negu iStraukti baltg i§ antros dézés. O |
klausima, kiek karty labiau tikétina baltg rutulj i$traukti i§ pirmos dézés
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(tegu Si tikimybé yra p) negu i§ antros (tegu S§i tikimybé yra p’)
atsakytume — dviem kartais. Paaiskinti galima taip: pirmoje déz¢je balty
rutuliy yra 2 kartus daugiau negu antroje.

Taigi Siais abiem atvejais jvykio galimybés jvykti vertinimas gana

nattiralus. Be to, aiSku, kad £, = m, ne tik $iuo konkreéiu atveju, bet ir
pb m

su kitomis mir m' reikSmémis. Jeigu antroje dézéje bty vien tik balti

rutuliai, t. y. m'=n, tai balto rutulio paémimas i§ Sios dézés bity

butinasis jvykis, kurio tikimybe laikysime lygia 1 ( p'=1). Taigi i$

auksCiau uzraSyto santykio gauname, kad pzm, o tai jau ,beveik™
n
klasikinis tikimybés apibrézimas.
Klasikinis tikimybés apibréZimas. Tarkime, bandymo baigCiy aibé
E={e;e;...;6,} yra sudaryta i§ n vienodai galimy baig¢iy. [vykio
A={€; &;...€,},m<n, (sudaryto i§ m Siam jvykiui palankiy baigciy)

tikimybe vadiname skaiciy P(A) = m
n

Paminésime kelias, i§ Sio apibrézimo iSplaukiancias, tikimybés
savybes:

1) P(Z) =0 (negalimojo jvykio tikimybé lygi nuliui); P(E)=1
(butinojo jvykio tikimybé lygi 1);

2) su bet kuriuo jvykiu A teisinga nelygybé 0< P(A)<1;

3) P(A)=1-P(A);

4) jei jvykiai A ir B yranesutaikomi, tai

P(AuUB)=P(A)+P(B);
5) su bet kuriais jvykiais A ir B teisinga lygybé
P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB).

Pagal klasikinj tikimybés apibrézima raskimev jvykio A, kad vieng
karta metus moneta ji atsivers herbu, tikimybe. Sio bandymo baigéiy
aib¢, sudaryta i§ dviejy vienodai galimy baig¢iy €, (atsiversti herbui) ir
€, (atsiversti monetai), yra E={ey ;e\ }. Palankiy jvykiui A baigéiy

yra viena. Todél P(A) :% .
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Kaip matome, $io jvykio ,teorine” tikimybé, apskaiCiuota pagal
klasikinj apibrézima, sutampa su aukS$C¢iau paminéta statistine tikimybe.
Galima biity iSvardinti ir daugiau tokio sutapimo pavyzdziy. Tai rodo
dideles tikimybiy teorijos taikymo praktikoje galimybes.

Taikydami klasikinj apibrézima jvykiy, susijusiy su auksc¢iau
nagrinétu losimo kauliuko vienu metimu, gausime:

P(C) = P({es; &5; %})—2—;
P(D)=P({ey; &; €e3; €s; %})Zg,
P(F) = P({es: %})—2—;

Klasikinis tikimybés apibrézimas — paprasciausias ir lengviausiai
suvokiamas — nuo jo prasidéjo ir tikimybiy teorijos istorija. Pirmag
tikimybiy teorijos knyga ,,Knyga apie zaidima kauliuku* parasé italy
mokslininkas Kardanas (Gerolamo Cardano, 1501-1576), kuri buvo
publikuota 1663 m. Vystantis tikimybiy teorijai atsirado bendresné tiki—
mybés savoka, buvo sukurta tam tikra aksiomy sistema, pagrindzianti
tikimybiy teorija, kaip atskirg matematikos Saka.

Skaiciuojat jvykio tikimybe pagal klasikinj apibréZima uztenka
surasti kiek i§ viso yra bandymo baigCiy ir kiek i§ jy — palankiy
nagrinéjamam jvykiui. Taciau ne visuomet lengva tai padaryti, kaip
auksCiau pateiktuose pavyzdziuose. Dazniausiai ¢ia reikia kombina—
torikos ziniy. (Kombinatorika — matematikos Saka, nagrinéjanti, baigti—
nés aibés elementy junginiy (kombinacijy), tenkinanciy tam tikrus
kriterijus, sudarymo principus ir ty junginiy skaiciaus radimo metodus.)
Primindami kombinatorikos pradmenis, reikalingus tikimybéms skai—
Ciuoti, pasinaudosime LIMM 2012-2014 m. m. 4 temos ,,Kombina—
torikos uzdaviniai“ medziaga.

Tegu A={g;ay;..;a,} yra kuriy nors matematiniy objekty
(nebutinai skai¢iy) aibé. Bet kurj jos elementy junginj, sudarytg i§ m
skirtingy aibés A elementy pazymékime J,(m), me{l 2;...;n}. Kartais
sakoma, kad toks junginys yra junginys be pasikartojimy.

Apibrézimai:
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1) Nesutvarkytas junginys J,(m) vadinamas deriniu i$ n elementy
po melementy;

2) Sutvarkytas junginys J,(m) vadinamas gretiniu i n elementy
po m elementy;

3) Sutvarkytas junginys J,(n) vadinamas kéliniu i§ n elementy.

(Sutvarkytas junginys — kai svarbi jo elementy tvarka, t. y. sukeitus
bent du elementus vietomis gaunamas kitas junginys.)

Derinj galima tapatinti su bet kuriuo aibés A poaibiu, turin¢iu m
elementy. Kiekvieng gretinj i§ n elementy po M elementy galima
apibudinti kaip sutvarkyta aibés A poaibj, sudaryta i§ m elementy, o
keélinj i§ n elementy galima nusakyti kaip sutvarkyta aibe A. Kita vertus,
kélinys yra gretinys i§ n elementy po n elementy.

Aibés A={a; ay; ...; 8y} poaibiy po melementy (deriniy) skaicius

Zymimas Crr]n. Gretiniy i§ n elementy po m elementy skai¢ius Zymimas
Ahm, o kéliniy i§ n elementy skaiCius Zymimas B,.
Skai¢iai C', Al ir P, susije tokia formule:

A'=Cc"-P,, me{12..;n}.
O, kaip zinome i§ mokyklinio matematikos kurso:

-1-...-(n— |
C:rrln:n(n D-...-(n m+1): n! (Cr(,):l, cn-1)
m-(m-1)-...-1 m(n—m)!
ir
Ph=m

Cia kl=k-(k—1)-...-2-1. Si sandauga vadinama skaiciaus k faktorialu.

Dar priminsime viena svarbia Niutono binomo formule:
(a+b)"=a"+Cla" b+ Cc2a"%? +...+ Cllab"™ L +b", abeR neN.

Taip pat labai svarbu Zinoti kombinatoring sudéties ir
kombinatorine daugybos taisykle.

Tegu A ir B yra baigtinés aibés, neturin¢ios bendry elementy
(ANB=¢), AUB yra aibiy A ir B sgjunga, o Ax B, apibréziama
formule

AxB={(a;b):ae A beB},
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yra aibiy A ir B Dekarto sandauga. Siy aibiy elementy skaiciy
pazymékime atitinkamai m(A), m(B),

m(AUB) ir m(Ax B).
Pagal kombinatoring sudéties taisykle gaunama formulé
mM(AUB) =m(A)+m(B),
o pagal kombinatorine daugybos taisykle — formulé
mM(Ax B) = m(A)-m(B).
Jei aibés Air B turi bendry elementy, t. y. ANB= ), ta
mM(AUB) = m(A) + m(B) -m(A B).

Pateiksime kelis tikimybiy skai¢iavimo pavyzdZzius.

1 pavyzdys. Déz¢je sudéti 6 vienodi rutuliai, sunumeruoti skaiciais
1, 2, 3,4, 5, 6. IS jos atsitiktinai iSimami du rutuliai. Apskaiciuokime
tikimybg, kad iStraukty rutuliy numeriy suma yra nelyginé (jvykis A).

Sorendimas. 1§ viso vienodai galimy baigéiy yra Cg = i—g =15,0

palankiy nagrinéjamam jvykiui A — devynios : (1;2), (1;4), (1,6), (2;3),
(2;5), (3;4), (3;6), (4;5), (5:4). Pagal klasikinj tikimybés apibrézima

9
P(A)=—=0,6.
) 15

2 pavyzdys. I§ skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4 atsitiktinai juos déliojant
vieng po kito sudaromas penkiazenklis skaicius. Apskai¢iuokime
tikimy-be, kad $is skaiCius bus lyginis (jvykis A).

Forendimas. Bandymo baigciy aibe sudaro 59—-4'=96 baigtys, nes i§
5 skaitmeny galima sudaryti 5! kéliniy, taciau 4! i§ jy prasideda
skaitme-niu 0. IeSskodami palankiy nagrinéjamam jvykiui baigCiy
skaiCiaus turime rasti kiek yra penkiazenkliy skaiciy, kuriy paskutinis
skaitmuo yra 0, 2 arba 4. Tokiy skaiciy i§ duotyjy skaitmeny galima
sudaryti 4+3+3=36. Taigi tikimybé, kad sudarytasis skaiéius bus

.- 36 18
lyginis, yra P(A) YR 0,383.

Praktikoje ne visy bandymy baigtis galima laikyti vienodai
galimomis. Todél daznai naudingas bendresnis jvykio tikimybés
apibrézimas.

Bendprasis tikimybés apibréZimas. Tarkime, bandymo baigCiy aibé
yra E={g; &;...;e,} ir elementariyjy jvykiy tikimybés zinomos:
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pr=P({e}), p2=P{&}). .... pn=P({en}).
P+ po+...+ pn_l.
Tuomet jvykio A={g[; &;...; €}, m<n, tikimybe vadiname skaiciy

P(A) =P{el})+P{e})+...+ P{en}) -
Jei elementariyjy jvykiy tikimybeés lygios

PL=P2=...=P -1
2 cee n n )
tai i§ bendrojo apibrézimo iSplaukia klasikinis tikimybés apibrézimas.

4. Ivykiy nepriklausomumas ir pilnosios tikimybés formulé. Jei
vieno jvykio jvykimas nedaro jtakos kito jvykimui, o tiksliau — vieno i§
ju tikimybé nepriklauso nuo to, ar jvyko, ar ne, kitas jvykis, tai juos
vadiname nepriklausomais. Jeigu taip néra, tai jie priklausomi. Taciau
kaip nustatyti, ar du konkretiis jvykiai yra priklausomi, ar nepriklau—
somi? Cia svarbi salyginés tikimybés savoka.

Ivykio A sqlyginé tikimybé su salyga, kad jvykis B jvykes (ja
zymésime P(A|B)), yra skaicius

P(A|B) = P(FQ“)B) ka P(B)=0. 1)

Jeigu P(A|B)=P(A), tai jvykiai A ir B yra nepriklausomi. Taip

bus tik tuomet, kaip iSplaukia i (1) formulés, kai
P(AnB)=P(A)-P(B). 2

Galima jrodyti: jei bent viena i$ §iy pory yra nepriklausomi jvykiai,
tai ir visos kitos poros yra nepriklausomy jvykiy poros: Air B, Air B,
AirB bei Air B.

Jeigu jvykis A gali jvykti tik su vienu i$ jvykiy Hy,H,,..., Hy,
kuriy bet kurie du jvykiai yra nesutaikomieji, o jy sajunga — bitinasis
jvykis, tai

P(A) = P(H)P(A|Hy) +P(H2)P(A|Ho) +...
.+ P(HR)P(A|Hy) . 3

Si formulé vadinama pilnosios tikimybés formule, o jvykiai
Hq,Ho,...,Hy — hipotezémis.
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3 pavyzdys. Du sportininkai Sauliai | taikinj Sové po vieng Karta.
Pirmojo Saulio tikimybé pataikyti yra 0,8 (jvykis A), antrojo — 0,9
(ivykis B). Apskaic¢iuokime tikimybe, kad | taikinj pataikys bent vienas
Saulys.

Sorendimas. [vykis, kad pataikys bent vienas Saulys yra
P(AUB) = P(A) + P(B)— P(AnB) . Kadangi jvykiai A ir B nepriklau—
somi, tai P(ANB) = P(A)-P(B) =0,8-09=0,72. Taigi

P(AUB)=08+09-0,72=0,98.

4 pavyzdys. Yra dvi dézés: pirmoje — 10 balty ir 2 juodi rutuliai,
besiskiriantys tik spalva, antroje — 12 balty ir 3 juodi rutuliai. I§ pirmos
dézés atsitiktinai iStrauktas rutulys perkeliamas j antrg déze, o tuomet i$
antros dézés vél paimamas rutulys. Raskime jvykio A, jog jis bus baltas,
tikimybe.

Sorendimas. Pasinaudosime pilnosios tikimybés formule

P(A) = P(H)P(A[Hp) + P(H2)P(A[H2) .

Tegu H, yra jvykis, kad i§ pirmos dézés iSimtas ir perdétas j
antraja déze rutulys yra baltas, o H, —kad juodas. Pagal salyga
10 5 2 1

P(H)=15=4 PHa=5=¢

o salyginés tikimybés yra: P(A|H1)=§IL'—Z, P(A|H2):i—§. IraSe |

formule, gauname: P(A) = 513 + 112 = 1 ~0,802.
6 16 616 96
ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Raskite loSimo kauliuko vieno metimo bandymo jvykiy erdvés
elementy skaiciy.

2. Dézéje sudéti 5 vienodi rutuliai, sunumeruoti skaiciais 1, 2, 3, 4, 5.
IS jos atsitiktinai iSimami 3 rutuliai. Apskaiciuokite tikimybe, kad
iStraukty rutuliy numeriy suma yra nelyginé.

3. Dézutéje 10 korteliy, ant kuriy uzrasyti skaiciai 2, 3, 4, 5, 7, 8, 11,
13, 17, 19. Atsitiktinai paimamos dvi kortelés ir i§ ant jy uZrasyty
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10.

skai¢iy sudaroma mazesné uz vienetg trupmena. Raskite tikimybe,
kad $i trupmena yra nesuprastinama.

Parduotuvés vitrinoje yra 12 teniso kamuoliuky — 3 raudoni, 4 zali
ir 5 geltoni. Pardavé¢jas atsitiktinai paémé tris kamuoliukus. Raskite
tikimybe, kad bent vienas kamuoliukas bus raudonas.

KrepS$inio turnyre dalyvauja 20 komandy, kurios burty keliu su-
skirstytos i dvi grupes, kiekvienoje po 10 komandy. Apskaiciuokite
tikimybe, kad dvi stipriausios komandos pateks j viena grupg.

Krep$ininko Andriaus vieno baudos metimo pataikymo tikimybé
yra 0,9, o jo draugo Sigito — 0,8. Kickvienas i§ jy atlieka po 2
baudos metimus. Apskaiciuokite tikimybe, kad bent vieno i§
krep$ininky abu baudos metimai bus taiklis.

Du sportininkai $auliai j taikinj Sové po viena karta. Pirmojo Saulio
tikimyb¢ pataikyti yra 0,7 (jvykis A), antrojo — 0,8 (jvykis B).
Apskaiciuokite tikimybe, kad j taikinj pataikys vienas Saulys.

Du Sachmatininkai Zaidzia finalinj turnyrg. Pirmasis — truputj
pranasesnis uz antrajj: pirmojo tikimybé laiméti vieng partija yra
0,6. Pagal turnyro taisykles nugalétoju tampa tas, kuris pirmas laimi
tris partijas. Apskaiciuokite tikimybe, kad turnyro nugalétoju taps
pirmasis Sachmatininkas suzaides 4 partijas.

Pirmoje dézéje 20 gaminiy, i§ kuriy 16 yra auksciausios kokybés,
antroje — 30, i$ kuriy 25 — auksc¢iausios kokybés, treGioje dézéje —
10 gaminiy, tarp kuriy 8 — auksciausios kokybés. Raskite tikimybe,
kad i$ atsitiktinai pasirinktos dézés atsitiktinai paimtas gaminys bus
auksciausios kokybés.

Dvejos automatinés staklés gamina vienodas detales. Pirmomis
staklémis pagaminama 60% detaliy, antrosiomis — 40%. Zinoma,
kad pirmosios staklés iSleidzia 2 % nestandartiniy detaliy, o
antrosios — 4%. Atsitiktinai paimama viena detalé. Apskaiciuokite
tikimybe, kad paimtoji detalé bus nestandartiné.

103



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus, Edmundas Mazétis

Skai¢ius A sudaro 64 % skaiCiaus B, o skaicius B yra 150 %
didesnis uz skaiciy C. Keliais procentais skai¢ius C yra mazesnis uz
skaiciy A?

I8spreskite lygti

X3+ 2x% +4x+3=0.

ISspreskite lygti
3sinx+cos® x+3=0.
Taisyklingosios keturkampés piramidés pagrindo krastiné lygi a, o

dvisienio kampo tarp piramidés Soninés sienos ir pagrindo ploks—
tumos didumas lygus a. Raskite piramidés tirj.
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STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu N yra ieSkomasis keturzenklis skaiCius. Pagal uzdavinio
salyga, yra tokie nattiralieji skaiciai K ir |, kad
N =131-k+51=132] + 36.
I ¢ia gauname, kad
131(k—1)=1-15
ir
N—-36 9999-36
= < <
132 132
Skai¢ius 131 yra pirminis, o skai¢ius | —15 yra mazesnis uz
131. Taigi | —15 dalijasi i$ 131 tik kai | =15=0, t.y. | =15.
Vadinasi, N =132-15+36 = 2016.
Ats.: 2016.

I 75.

2. Tegu X yra ieSkomas dvizenklis skaicius, o y — dalmuo. Tada turi
galioti lygybé

180 = xy + 0,25Y.
1
IS ¢ia matyti, kad y turi dalytis i§ 4. Pazymékime t = 2 y. Jrase

1 lygti, gausime:

180=4tx+t,
180-t
X = )
4t

Skai¢ius 180 —t turi dalytis i§ 4, o tai reiSkia, kad t turi dalytis
i§ 4. Be to, turi galioti nelygybé 180—t > 4t -10, is kurios iSplaukia,
kad t <5. Vadinasi, t=4 ir x=11.

Ats.: 11.

3. Tegu x yra sugalvotas naturalusis skaiius, o y — prie jo priraSytas
skaitmuo. Pagal uzdavinio sglyga gauname lygtj

(10x+ y) — x> =8x.
IS ¢ia
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y=X(X-2).
Kadangi ye{0;1; 2,3 4,5,6,7;8, 9, tai gaimos x reik§més yra
2, 3ir 4. Taday reikSmés yra atitinkamai 0, 3 ir 8.
Ats.: 2ir0; 3ir3; 4ir 8.

. Tegu X yra pirmo lydinio masé, o y — antro lydinio masé. Pirmo ir

antro metaly masés pirmame lydinyje yra %X ir gx, 0 antrame

lydinyje éy ir gy. Pagal uzdavinio salyga, turi galioti lygybé

3 5 y 17
2.3 Cor
E
Is cia
ox+6y 17
10x+9y 27
3Bx =9y,
X 9
y B
Taigi ieSkomas lydiniy santykis yra 9:35.
Ats.: 9:35.

. I8 lygties matyti, kad vienas i§ skaiCiy X ir y turéty bati lyginis, o
kitas — nelyginis. Tegu x=2k ir y=2+1 (k ir | — sveikigi
skaiciai). Tada

4k? + (21 +1)° = 2015=> 4k® + 412 + 4l = 2014=

= 4% +12 +1) = 2014= 2(k® +12 +1) =1007.
Kadangi 1007 nesidalija i§ dviejy, tai néra tokiy K ir I, kad galioty
lygybe X2+ y? =2015 kai x=2k, y=2l+1.

Analogi$ka i$vada gaunama ir tuo atveju, kai X yra nelyginis, o
y — lyginis skaicius.
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6. IleSkoma Antanuko bégimo greitj pazymékime Vv (km/h), o atstumg

tarp stoteliy Air B— s (km). Bégdamas | stotele A jis sugaisty % h,

0 autobusas per tg laika nuvaziuoty 1—08 km ir pasiekty stotele A.
\'

Kad ir Antanukas, ir autobusas kartu atsidurty stoteléje B, turi
galioti lygybé

IS ¢ia gauname:
2s _(v+10)s
v 30v
20=v+10,
v=10.
Taigi ieSkomas Antanuko bégimo greitis yra 10 km/h.
Ats.: 10 km/h.

7. Tegu v yra valandinés, o V, — minutinés rodyklés sukimosi greitis
(laipsniais per valanda). Aisku, kad v =30 ir v, =360. Pra¢jus
valandai valandiné rodyklé bus pasislinkusi 30° kampu, o minutiné
— pradingje padétyje. lki sutapimo valandiné rodyklé turi pasisukti
kampu o, o minutiné — kampu 30° + .

IS lygties
a 30+a
30 360

gauname o = % (laipsniy), todé¢l ieSkomas laikas yra

30
T N N N
30 0 11 11
Ats. 1i h.
11
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8. Pagal uzdavinio salyga, (zr. 1 pav.)

AB+ AD =28
oD =ZBD.
7

Tada OB = BD—OngBD.

Tegu AB=BC=a. Tada i§ trikampiy 1 pav.
ABD ir OBE panasumo gauname:
AD OE AD OD 28-a 2
AB OB AB OB a 5
Taigi AB=BC=20, AC=56-2-20=16.
Ats.: 20, 20, 16.

9. Tegu BC =a. Tada

AB=CD=3a
Aisku, kad trikampiai BCE, CED ir BEA yra lygiaSoniai (Zr. 2 pav.).
Tegu

BE =h.

3a

3a | E | 3a
2 pav.

Apskaic¢iuokime trikampiy BCE ir CED plotus. Gausime:

SABCE :%BC- BEsina :%absinoc,

SaceD = %CE-CDsina :gabsi no.
Tada
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10.

SABCD = ZSACED + SABCE =3absno + % absna = gabsm Q.

Sascp -7
ABCE
Ats.: 7.

Taigi

Tegu X, y ir z yra briauny ilgiai, o d yra ieSkomas jstrizainés ilgis.
Tada (pagal uzdavinio salyga)
2Xy+2Xz2+2yz=22 ir 4x+4y+4z=24.
IS Cia
Xy+Xz+yz=11 ir x+y+2z=6.
Vadinasi,
X2 + y2 +Z%= (X+y+ z)2 —2(Xy+ Xz+ yz) =36—22.

O tada
d=yxX2+y?*+7° =14 (dm).

Ats.: /14 dm.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Pagal uzdavinio salyga,

A=B+15B=25B=25-08C=2C,
todél
A~C 100=25=C 100-50.
A 2C
Taigi skaicius C yra 50 % mazesnis uz skaiciy A.
Ats.: 50 %.

Tegu a yra bisto kaina mieste A nacionaline valiuta, 0 a —
eurais. AnalogiSkai, b; yra biisto kaina mieste B nacionaline
valiuta, 0 b, — eurais. Nacionalinés valiutos kursa euro atzvilgiu
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pradiniu mo-mentu pazymékime A, o buisto kainy kritimo momentu
- M.
Remdamiesi uzdavinio salyga, gauname, kad
o b, 08
a& b 0,68,
Vadinasi, A =gk.

Sumazéjusig biisto kaing eurais mieste B pazymékime X. I$

salygos
0,9b; -y
X
gauname;
%:ﬂkj%:f&j%:ﬂiji:&j X=O,675b2.
X 3 X 3 b x 3b 09 4
Todél
b, — X 100 _b, ~0675b, -100 = 32,5.
b
Taigi busto kaina eurais mieste B sumazéejo 32,5 %.
Ats.: 32,5 %.

. Tegu a yra gyventojy skaicius, o b — bedarbiy skaicius prie§ metus.
Pagal uzdavinio salyga, dabar mieste yra 0,96a gyventojy ir
1,05b bedarbiy. Kadangi b=0,08a, tai bedarbiy skaicius dabar yra
1,05-0,08a=0,084a. Tai sudaro
0,084a
0,96a

procenty miesto gyventojy.
Ats.: 8,75 %.

-100=8,75

. Tegu X yra ieSkomas kelionés dalyviy skaiCius. Tada (pagal
uzdavinio salyga) 0,14X yra Zmoniy, mokanciy abi kalbas, skaiCius,
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26—0,14x — mokanciy tik angly kalbg, o 31—0,14X — mokanciy
tik vokieCiy kalbg skaicius.

IS lygybés
x=0,14x+(26—0,14x) + (31— 0,14x)
gauname, kad x = 50.
Ats.: 50.

5. Prading obuoliy mas¢ pazymékime m. Tada 0,8m yra pradiné
vandens masé. Dziovinty obuoliy mas¢ pazymékime X, gausime,
kad 0,2x yra vandens masé dziovintuose obuoliuose.

Aisku, kad
0,2x=x-0,2m.
Is ¢ia
X= 0.2m =0,25m
08
Vadinasi, obuoliy masé sumazgjo
m-— X 100 = m-0,25m
m m
procentais, o iSgaravusio vandens procenty skaicius yra
0,8m-0,2m 100~ 0,8m-0,2-0,25m 1100= 93 75,
0,8m 0,8m
Ats.: 93,75 %, 75 %.

-100=75

6. Tegu R, P, ir P;yyra atitinkamai pirmos, antros ir treios

— bendros visy parduotuviy pajamos. Aisku, kad
Kadangi prekiy kaina visose parduotuvése ta pati, tai gautos
pajamos proporcingos parduoty prekiy kiekiui. Vadinasi,

P, =0,6P,

P, =0,4(P—-0,6P) =0,16P,

P; =P —(0,6P +0,16P) =0,24P.
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Pagal uzdavinio sglyga, pirmos parduotuvés pelnas buvo
0,3-0,6P =0,18P, antros parduotuvés — 0,25-0,16P =0,04P, o
bendras pelnas buvo 0,268P. I$ ¢ia iSplaukia, kad trecios parduo—
tuvés gautas pelnas buvo

0,268P —(0,18P + 0,04P) = 0,048P.
Taigi ieskomas trecios parduotuvés gauto pelno procenty skaicius
yra
0,048P
0,24P

-100=20.

Ats.: 20 %.

. Kadangi 1000:5=200, skaiciaus 1000

sveikoji dalis yra 76, o

skaiéiaus

sveikoji dalis yra 15, tai i§ uzdavinio salygos

iSplaukia, kad 76 akcijos buvo parduotos gaunant uz kiekviena
akcija po 0,75-1000=750 eury, o 200-15=185 akcijos buvo
parduotos gaunant uz kiekvieng akcija po 0,9-1000=900 eury.
Likusios 1000—(76+185) = 739 akcijos buvo parduotos uz 1000
eury kaing.

Taigi bendrové is viso gavo

76 - 750 +185 - 900 + 739 - 1000 =962 500 eury.
Ats.: 962 500 eury.

. Tegu x yra cinko procentinis kiekis pirmame lydinyje. Tada 60 — X
yra vario procentinis kiekis pirmame lydinyje, o 74 — x yra aavo
procentinis kiekis antrame lydinyje. Vadinasi, pirmg lydinj galima
uzraSyti simboliu L,(X,60—x,40,150), o antra — simboliu
Lo(X, 26, 74—x,250). Gauta lydinj uzraSykime simboliu
L (30, y, 70—y, 400); ¢ia y yra vario procentinis kiekis gautajame
lydinyje.
IS schemos
L, (x, 60— x, 40, 150)
+ =L (30, y, 70—y, 400)
Lo(X, 26, 74— X, 250)

113



SPRENDIMAI

10.

gauname, kad X =30 %, o tada i§ lygybés
(60— x) - 150+ 26- 250 = y- 400
iSplaukia, kad y=27,5 %.
Vadinasi, ieSkoma alavo masé gautame lydinyje yra
(70-27,5)-400 _ 425-4=170.
100

Ats.: 170 kg.

Tegu x yra aukso procentinis kiekis antrame lydinyje, o my ir m,
yra atitinkamai pirmo ir antro lydinio masé. Tada
L,(2,5%,100—2,5x%, my)
yrapirmas lydinys, o
L,(x,100—- X, my)
— antras lydinys. Sulyde juos turime gauti lydinj
L (40,60, m; +my) .
Remdamiesi schema
N L,(2,5%,100—-2,5x%, my)
L, (x,100—- x, my)
sudarykime lygtj
2,5%-m + X- Mp = 40(m + ). €N
Jei m; =m, =m, turi galioti lygybé
25x-m+x-m=35-2m,
i§ kurios i$plaukia, kad X = 20.
Tada i$ (1) gauname:
50y, +20m, = 40(my + ),
10m; =20m, = my =2m,.
Taigi pirmo lydinio masé turéty biiti dvigubai didesné uz antro
lydinio masg.
Ats.: 2 kartus.

= L (40, 60, my; +m,),

Tegu my yra pirmo lydinio, m, — antro lydinio, 0 mg — trecio
lydinio masé. Remdamiesi uzdavinio salyga sudarykime tokig
schema:
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L,(30, 70,0, m;)
+L,(0,10,90,my) = L (60— X, X, 40, my +m, + M) ;
L(15, 25, 60, ms)
¢iax yravario procentinis kiekis gautame lydinyje.
Pagal ja sudarykime lyg€iy sistema
30m; +15m3 = (60— X) - (my + m, + my),
70my +10m, + 25my = X-(my + m, + my),
90m, + 60mg = 40(m; + m, + my).
IS pirmos lygties gauname
_ 30my, + 60y, + 45mg _ . 30m, +15my ,
m +NMp +1Mg m+Mp +1g

i$ antros gauname

X

. 70m; +10m, +25m; 10+ 60m, +15m,
my +m, + Mg my+my+mg’
0 i§ treCios — tokj sarysj tarp my, m, ir my:
9m, +6mz 4
m+my,+mg
. 9m, +6my .. oy
IS ¢ia mp+my,+mg= — Irase | pirma X iSraiska,
gauname:
X—30 4 60 (2my, + ) 230+10(12mz+6rrg) _
9, +6My 9m, +6my
=40+ 30m =40+ 10m, .
9m, +6my 3mp +2my
m, e . . .
Trupmena———=— maziausig reikSme, lygiag 0 igyja, kai

3m, +2ms
e .10 1 . . .
m, =0 (Mg >0), o didziausig reikSme, lygia 3 = 35, igyja, kai
My =0 (my>0).
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Taigi x reiksmés gali svyruoti tarp 40 % ir 43% %.

Ats.: 40%ir 43% %.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad ties¢ BF kerta lygiagretainio krasting CD taske H,
o taskas O yra lygiagretainio jstri—

Zainiy susikirtimo taskas (1 pav.). B E C
Trikampio BCD krastinése BC,
CD ir DB yra taskai E, H ir O H
tokie, kad tiesés BH, CO ir DE @]
susikerta taske F. Pagal Cevos A D
teoremg teisinga lygybé 1 pav.
BE CH Do _,
EC HD OB
. BE 3 . 3 CH
Kadangi pagal sal —==—,0D0=0B,ta —-—-1=1.I§
gl pagal salyga EC 2 > HD
¢ia gauname, kad cH :Z.
HD 3

Ats.: 2:3.

2. Trikampiui ABC ir viename taske P susikertan¢ioms tieséms AL,
BQ ir CK taikome Cevos teorema

QC LB KA L
Kajang| g—fi %—E,

B 1 KA 2 K
% = % . I8 ¢&ia seka, kad A 5 C
A_szzﬂ+1=£+lzz_ Zpa\/
QC QC QC 6 6

Trikampio ABQ krastinése AB ir BQ bei kraStinés AQ tesinyje
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esantiems vienos tiesés taskams K, L ir C talkome Menelgaus

teoremq: &ﬁ%: . Kadang| &:2, %:g’ ta
KB PQ CA KB 3 CA 7
BP 7
PQ 4
Ats.: 7:4

. Sakykime, kad ties¢ CP trikampio krasting AB kerta taske N
(3 pav.). Kadangi atkarpos AM, BD ir CN susikerta viename taske
P, tai pagal Cevos teorema teisinga lygybé

AN BM CD

NB MC DA
I8 trikampio kampo pusiaukampi—
nés savybes iSplaukia, kad
CD CB a
DA BA c
Kadangi taskas M yra krastinés BC

vidurio taskas, tai w=1. Tagi
MC

AN '1-3 =1. I§ ¢ia gauname, kad
NB c
AN _C 36 NB=x ta AN=Sx taig x+Sx—c i cia
NB a a a
2
gauname, kad x=£,todél NB:i, 0 AN = ¢ .
a+c a+c a+c
Ats: NB=—2C, B
a+c
2
AN=-S
a+c
. . P
. Sakykime, kad atkarpos AQ ir PC Q
susikerta taske M (4 pav.). Trikam—
pio BPC krastinése PC ir CB bei M
krastinés BP tesinyje yra vienos A C
4 pav

117



SPRENDIMAI

tiesés taskai M, Q ir A. Pagal Menelajaus teoremg yra teisinga
lygybe

Pagal salyga

CQ 2 0BA BP+PA BP 1 ﬂ+1 Z
QB 5 AP AP AP 3 3’
tdlﬂ.%l_l L PM_15
MC 5 MC 14
Ats.:ng.
MC 14

5. Keturkampio AFKE plotas lygus trikampiy ABF ir BEK ploty
skirtumui (5 pav.). Pagal trikampio ploto formule trikampiy ABF ir
B C
E

L A T F T D
5 pav.
EBK ploty santykis lygus
BA-BFsnZABF _BA BF _,BF BF

BE-BKsn . EBK BE BK BK

Taigi trikampio EBK plotg rasime, kai Zinosime santykj %

Sakykime, kad tiesés CE ir AD susikerta taske L. Kadangi
BE=EA </CBE=_/LAB, o ZBCE =/ZALE, tai trikampia EBC
ir EAL yra lygis, todél BC = AD = AL.. Trikampio ABF krastinése
BF ir BA bei krastinés AF tgsinyje yra vienos tiesés taskai K, Eir L,

todél pagal Menelajaus teoremg AE BKFL_ =1. Kadangi
EB KF LA

AE_, FL_LA+AF AR AP 3 i BK_2 4

EB LA LA LA AD 2’ KF 3
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sia B8 _BRAKFE _  KF_1,3_5 todel trikampiy ABF ir
BK  BK BK 2 2

EBK ploty santykis lygus 2-2: 5. Kadangi trikampio ABF plotas
lygus ketvirtadaliui lygiagretainio ploto, t. y., 6, tai trikampio ABK
plotas lygus g Tuomet keturkampio AFKE plotas lygus

6-2_2%
5 5
Ats.: 4,8.

. Sakykime, kad atkarpos AM ir CL yratrikampio ABC pusi aukampi—
nés, susikertan¢ios taske P (6 pav.). Trikampiui AMB ir tiesés
taSkams P, C ir L, taikome Menelajaus teorema:
AP MC BL =1. Rasime santykj M—C Pagal trikampio pusiau—
PM CB LA CB
kampinés savybe

MB AB c

MC AC b’
Kadangi MB=BC-MC, ta
MB BC-MC CB

1=— I8
MC MC MC b
. CB c+b
¢ia gauname, kad ——=—,
MC b
.. M . BL B
taigi _C:i Kadangi —=—C=E, tai i§ Menelajaus
CB c+b LA AC b
AP .. AP
teoremos gauname, kad —-L-Ezl. Taigi —:M.
PM c+b b PM a
AP b+c

Ats.: — = .
PM a

. Sakykime, kad tiesés CF ir DE susikerta taske K (7 pav.). Tri—
kampiui BCE ir tiesés taskams A, D ir F talkome Menelgaus
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teorema: %E—A@=l Aki—vaizdu, kad E=g, o] @zl
FE AC DB AC 3 DB
e as BF 3 . . ...
todél i§ Cia gauname, kad EZE Trikampiui BED ir tiesés
taskams F, K ir C taikome Menelgjaus teorema: %&D—C =1
FE KD CB
BF 3
N tyki ik$ —_—=—,
IraS¢ santykiy reikSmes FE- 3
D—C=£, i§ ¢ia randame, kad
cCB 2
3EK 1., EK_4
2 KD 2 "7 KD 3
as: ER_4
KD 3

8. Kadangi ZKBC = ZKDF, 0 ZBKC = ZDKF, tai trikampiai BKC

, BK BC 3 . -
ir DKF sieji (8 ), todel — =——=—. Trikampiui

yra panasieji (8 pav.), todé XD FD "2 p
BDC. ir tiesés taSkams K, L ir E taikome Menelajaus teorema:
KD LC EB -

L
Kadangi —m =3,
KD 2 — K

2 A= D
CE__3™ 2 8 pav.
EB pci2pc °
. DL 2 . .
ta §-—-—=:L todél &=§ Trikampiui BKE ir tiesés taSkams

2 LC 5 LC 3

D, L ir C pritaike Menelajaus teorema, gauname, kad
DK LE CB
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10.

BD _BK+KD _BK 1 §+1 5 05_(:_2
KD KD ~ KD ~ 2 2 ~CB 3
tai i§ Cia iSplaukia, kad KL = §
LE 5
Ats.: E=§ &zis
LC 3 LE 5

Pagal uzdavinio salyga atkarpos AP, BQ ir CS susikerta taske R

(9 pav.), todél pagal Cevos teorema turime, kad —= AQ CP E
QC PB SA
T A ‘S B
R
P
Q
C
9 pav.

Kadangi BC=6, AQ=8-2=6, PB=6-2=4. SA=10-BS, tai
6 2 BS

=1. I§ ¢ia gauname, kad BS=4. Trikampiui ABC ir

tiesés taSkams Q, P ir T taikome Menelajaus teorema:

AQ CP BT _ =1. Jras¢e zinomas atkarpy ilgiy reikSmes ir

pastebéje, kad TA=10+ BT, turime 62 BT

2 4 10+BT
BT =20. I§ ¢ia TS=BT + BS=24.
Ats.: TS=24.

=1 ty,

Sakykime, kad tiesés BC ir EF susikerta taske H (10 pav.).
Trikampiui ABC ir tiesés taskams F, E ir H talkome Menelgjaus
AF BH CE CE

teorema: —-——-—— =1. Kadangi AF =FB, o —:E, tai i$
FB HC EA EA 4
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¢ia iSplaukia, kad % =4. Trikampiui ADC ir trim tiesés taSkams

G, E ir H pritaike
Menelgjaus teorema,

turime: EEEZL

GD HC EA

IS  gautyjy ] E

lygybiy iSplaukia, kad
BD = BH — DH =4HC—§HC=gHC,1O pav.

0 DC:DH—CH:§CH—CH: =§CH. Taigi ﬁzﬂ
3 3 DC 5

Ats.: ﬁ = ﬂ
DC 5

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
L FQZ{Q,;1,1,1,1,2,1,2,1,§,z,§,i1,§,f,
19876594738579297
352537456781
5’5’5’7'2'5'3’5-7-5’5'1}
Ats.: (29 trupmenos).

2. 7640325=-3*.52.7%.11,
5236875=3%-5%.7%2.19 =
— (76408255236875 =3 - 52 - 72 =11025,

3. —75840 =-3215-24+1320 =q=24,r =1320.
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10.

_o(25.32.7y=25.32.7.[1- 1) (12 ). (1212
©(2016) = (2° 3% .7)=2°.3 7(1 2} (1 3) (1 7} 576

|F10 F2+¢(2) +¢(3) +9(4) + ¢(5) + 9(6) +¢(7) +¢(8) +
+0(9)+¢(10)=2+1+2+2+4+2+6+4+6+4=33.

Pagal 1 teoremg ieSkomoji trupmena yra % su 3<d<1lir 3d +1

3-5+1

turi dalytis i 8. IS ¢ia d =5. Tuomet c= =2 . Tagi

. . 2
ieskomoji trupmena yra G

Sie skaidiai gali buti, pavyzdziui, tokie: a=1 b=7, c=2
d=13. Kadangi a<b, c<d ir bc—ad=7-2-1-13=1, ta

a 1l ¢ 2
—=Zir —=— yrasekos F = F3 gretimos trupmenos al 3
b 7 "4° 13 y max(b, d) = F13 9 p (pag

teorema).

. . . . a . .
Kadangi turime dvi gretimy trupmeny poras b’ % ir %, ?,tal
bc—ad =1 ir de—cf =1. I§ ¢ia

bc—ad = de—cf = c(b+ f)=d(a+e):>§: axe

Sios gretimy trupmeny poros yra tokios: 9 12 = = ir § 1'
g 4 trup up y "1'9'7'3' 3’ 9’1

a=+2-1=0,41421356..

Sekoje Fy ae EE , g=O,4, §=O,428571...;

57) 5 7
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sekoje F, ae ZE , Z:0,4, E=O,416666...;
512) 5 12

sekoje F; ae li 1—0411764 E=O,416666...;
17°12)" 17 12

sekoje Fg ac EE ,E=0,413793 E—0,416666...;
2012) 2 12

sekoje Fy; ae EE 2_0413793 £_0,4146346...;
20'4) 2 4

sekoje Fy; ae EE E—0413793 £=0,4146346...;
20'4) 2 4

sekoje Fy ae E@ , E=O,413793..., §:O,414285...;
29 70) 29 70

Ats.: Faréjaus trupmena, aproksimuojanti iracionalyjj skaiciy
a=+/2-1 keturiy Zenkly po kablelio tikslumu yra % =0,414285...

Ji yrasekos F, trupmena

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. I8 pradziy patikrinkime, ar lygtis turi nors vieng racionalyjj

sprendinj. Jy gali biti tik tarp skaiciy B, jei p yralaisvojo nario —
q

14 daliklis, o g — vyriausiojo nario koeficiento 2 daliklis. Galimi
pretendentai yra +1, £2, +7, +14, i% ir ig. Tik —g yra lygties
sprendinys.

Padalij¢ daugianarj] P;(X)= 2x3+3x%—18x—14 i§ dvinario

X— (— %} = x+£ (kampu arba pagal Hornerio schemg), gauname

dalmenj 2x% — 4x— 4. Vadinasi,
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2x3 +3x% —18x — 14 = [x+£}(2x2 —4x—4).

I$sprendg kvadratine lygtj 2x°% — 4x—4=0, gauname dar du
sprendinius: 1—+/3 ir 1++/3.

Ats.: —g, 1-/3 ir 1+ /3.

. Padaugine lygti i§ 24, gausime ekvivalencig lygti
(2x-1D(12x—-2)(12x - 3)(12x — 4) =120.
Pazyméje y=12x— 3, gausime:
(y+2)(y+Dy(y -1 =120,
((y+Dy)-((y+2)(y-1) =120,
(Y% + y)(y* +y—2) =120
Dabar pazymékime z= y2 +y ir gausime kvadratine lygtj
7% —22-120=0.
Jos sprendiniai yra—10ir 12.
Kvadratiné lygtis y2 + y =-10 sprendiniy neturi, o
kvadratinés lygties y® + y =12 sprendiniai yra—4 ir 3. Vadinasi,
1 1
X=-—-— arba x==.
12 2
Ats.. — i; 1.
12 2
Kadangi
X2 +3X+ 2= (X+D(x+2), X% —9x—20= (X=B(x=5) ir
(X+D(x+2)(x—4)(x-5) = (X+D(x—)((x+ 2)(x-5)) =
= (x2 = 3x+1)(x? —3x-10),
prading lygtj galima uZraSyti taip:
(X2 = 3x+1)(x? — 3x— 4)(x? —3x—10) = -30.
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Pazyméje y= X2 — 3X, gauname lygtj

(y+D(y-4)(y—10) =-30,
0 i§ jos — trecio laipsnio lygti

y> —13y? + 26y + 70=0.

Sios lygties racionaliyjy sprendiniy gali biti tik tarp laisvojo 70
dalikliy: +1; £2; £5; £7; +10; +£14; £35 ir 70. Kadangi 5 yra
sprendinys, padalije Py(y)=Yy>—13y?+26y+70 i§ y—5 (kampu
arba pagal Hornerio schemg), gauname, kad

Ry(y) = (y—5)(y” -8y ~14).
Lygtis y2 —8y—14=0 turi du sprendinius. 4— V30 ir 4—+/30.

Baigiant reikia iSspresti tris kvadratines lygtis:
X2 -3x=5, X2 —3x=4—\/5 ir x2—3x:4+\/5.
3-4/29 . 3+429
2

Pirmalygtisturi du sprendinius:

2
Antros lygties sprendiniai yra 3- 252_4“/3_0 ir 3+ N252—4«/3_0 :
y . 3-25+4J30 . 3+y25+4430
o trecios lygties — > ir > .
s 3+4/29 3+4/25-4430 3++/25+44/30
o2 2 ’ 2 '

4. Aisku, kad x=-1 ir x=-3 yra lygties sprendiniai. Vadinas,
daugianaris
P (%) = (x+D)* + (x+3)* =16 = (x* + 43 + 6x° + 4x+1) +
+(x*+12x3 +54x% +108x + 81) ~16 =
= 2x* +16x + 60X? + 112X + 66 = 2(X”* + 8" + 30x° + 56X + 33)
dalijasi i§ dvinariy X+1 ir x+ 3 sandaugos
(X+D)(x+3) = X2 + 4%+ 3.
Padalije kampu daugianarj
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Qu(%) = x* +8x> +30x + 56X + 33
i§ X2 +4x+3 gauname dalmenj X +4x+11. Tai gi
P(X) = 2(X% + 4%+ 3)(X? + 4x+11).
Kvadratiné lygtis x° +4x+11=0 sprendiniy neturi. Vadinasi,
lygtis (x+ 1)4 +(X+ 3)4 =16 turi du sprendinius: -1 ir —3.

Ats.: -1; -3.
Pastaba. Sig lygtj galima spresti ir kitaip.
Pazyméje y = wz(x"‘:”) = X+ 2, gautume lygt]

(y=D*+(y+1)*-16=0, 0 is jos — lygti y*+6y*>—7=0. Tada
y2=—1 arba y2=1. Pirmu atveju x=-3, oantru— x=-1.

5. Aisku, kad x=0 néra lygties sprendinys. Padalij¢ lygtj i$ x4
(x#0), gausime lygtj

4 2
2 2
(x x+1J _1({x x+1} L9=0,
X X

2
2_
kuri, pazyméjus yz[x—m] , tampa kvadratine lygtimi
X

y2 —10y+9=0, turin¢ia du sprendinius: y=1ir y=9.

2 1 2 2 1 2
— [i} i [ﬂ} 9
X X

gauname keturias kvadratines lygtis:

2 2

X“—X+1=-X, X 2

—-X+1=X%, X

X2 —X4+1= 3X.

Pirmalygtis sprendiniy neturi, o spresdami kitas gauname:
1) X2 —X+1=X = (x—l)2 =0 = x=1

2) X% —x+1=-3x = (x+1)2=0 = x=-1

—X+1=-3x ir
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3 X-x+1=3x = (Xx-2)°=3 = x=2++3 = x=2-4/3
aba x=2++/3.
Ats.: -1; 1; 2—\/§;2+ V3.

6. Si lygtis yra nelyginio laipsnio simetrin¢ lygtis. Skai¢ius —1 yra jos
sprendinys. Padalije daugianarj
R (x) = X" —2x8 +3x° - x* —x3+3x% - 2x+1
i§ dvinario x+1 (kampu arba pagal Hornerio schemg), gauname,
kad

R(X) = (x+1)(x6 —3x° +6x — 7+ 6x° —3x+1).

Lygtis x® —3x2 +6x* - 7x° + 6x% —3x+1=0 yra lyginio laipsnio
simetring lygtis. Ja spreskime, taikydami keitinj

1
y=X+-.
X
Kad buty lengviau i§ pradziy lygtj padalykime i$ X3 (x=0).
Gausime:
B3+ 6x=T+6- 2 =3+,
X Xs X

oo e
i (SRR

Y(y* -3 -3y’ -2)+6y-7=0,
y3—3y? +3y-1=0,
(y-1°=0,
y=1
Lygtis X+% =1 sprendiniy neturi.

Ats.: —1.
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7. Taikydami keitinj

y= (x+1)+(x+3)4£—1(x+5)+(x+7) _x

+4,

gauname:
(Y=3)(y-D(y+D(y+3)+15=0,
(y*-9)(y*-1) +15=0,
y*-10y?+24=0,
(y*-5*-1=0,
y2—5=—1 arba y2—5=],
y2:4 arba y2:6.
Vadinasi, (x+ 4)2 =4 arba (X+ 4)2 = 6. I§ ¢ia gauname:
1) (x+4)?>=4 = x+4=-2 aba x+4=2 = x=—6
arba x=-2;
2) (x+4)?=6 = x+4=—J/6aba x+4=/6 = x=-4-/6
arba x=-4+/6.
Ats: -6, -2, —4—+/6; —4++/6.

8. Pazyméje y= x4, gauname:
y2 —-15y-16=0 = y=-1 arba y=16.

Lygtis xt=-1 sprendiniy neturi, o spresdami lygt] x* =16

gauname:

x*=16 = x°=—4 aba x°=4 = x*=4 = x=-2 aba x=2.
Ats.: -2; 2.

9. Iras¢ x=-1, gausime lygti a—b=14, o jras¢ x=2 —lygtj
16a+ 2b=26.

Sistema
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a-b=14
ﬂ%+m:%

turi vienintelj sprendinj (a; b): a=3, b=-11.

Toliau sprendziame lygti

x° +3x* - 2x3 —9x% ~11x-6=0.

Daugianarj Ry(x) = x° + 3x* — 2x% —9x? —11x— 6 padalije i3
dvinariy x+1 ir Xx—2 sandaugos (x+1)(x—2) = X% —X—2,
gauname dalmenj X3 +4%% + 4%+ 3.

Lygtis X3+ 4x% + 4x+3=0 turi sveikajj sprendinj x=-3
(laisvojo nario 3 daliklj).

Padalij¢ daugianarj Py(x) = + 4x? + 4x+ 3 i§ dvinario x+3
gauname, kad

R(x) = (x+3)(x2 +X+1).

2
Kadangi X2+ X+1= (x+%) +4§1 >0, lygtis X% +x+1=0
sprendiniy neturi.

Taigi lygtis P3(x) =0 turi tik vieng sprendinj — skaiciy —3.
Ats.. a=3 b=-11, x=-3.

10. I3 pradziy apskaiGiuokime reikiamus skaiiaus x =1+ /2 laipsnius:

(1++/2)2 =3+ 2/2;
A+~/2)3=7+5/2;
1++/2)% =41+ 29/2.
IraSe i lygti, gausime:
41+ 2942 + a(7+5J2) + b(3+ 24/2) + 51+ /2) + 2=0,
48 +7a+3b+ (34 +5a+ 2b)\/§ =0.
Kad air b biity racionalieji skaiciai, ir reiSkinio 48+ 7a+ 3b
reikSmé, ir reiskinio 34+ 5a+ 2b reik§mé turi bati lygi nuliui.
ISsprende lygcCiy sistema
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34+5a+2b=0,

gauname, kad a=-6, b=-2.

Taigi reikia iSspresti lygtj

x> —6x3 — 2x% + 5x+ 2 =0.

Ji turi sprendinj x=1++/2. b=-2.

Nesunku jsitikinti (tiesiogiai tikrinant), kad x=1—+/2 taip pat
yra $ios lygties sprendinys.

Vadinasi, daugianaris

Ry(X) = X° — 6X° — 2X2 + 5X+ 2
dalijasi i§ dvinariy x— (1++/2) ir x—(1—+/2) sandaugos
(= (1+V2))(x- (1-2) = (x-D) -V2)(x-D) +/2) =
=(x-1)?-2=x%-2x-1.

{78+ 7a+3b=0,

Padalije gauname, kad
R(x) = (x2 - 2x—1)(x3 +2X% —X— 2).
Lygties x° + 2x% —x—2=0 laisvojo nario dalikliai 1, —1ir —2
yra $ios lygties sprendiniai.
Taigi lygtis x°—6x°—2x% +5x+2=0 turi penkis sprendi—
nius: 1+ \/E, 1- \/5, —2,-1ir 1.
Ats: a=-6, b=-2 1-2, -2,-1, 1.

PENK TOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Nevisada. Jei trikampis ABC kampas C yra \
statusis, ZC==90° tai taSkas O yra
jzambinés AB vidurio taskas. Tuomet per
vienoje tieséje esancius taskus A, Bir O eina Cé

be galo daug ploks§tumy, neinanciy per taska
C

(1 pav.). \
Ats.: nebitinai. 1

pav.
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2. Sakykime, kad tiesé a yra dvisienio kampo tarp plokStumy o ir
briauna, taskai C ir D yra tasky A ir B ortogonaliosios projekcijos
tiesé¢je a, taigi AC=BD =6, CD=4 (2 pav.). Sakykime, kad
taskas F yra tasko B ortogonalioji A o
projekcija plokStumoje @, taigi tiesé HA\\ =
DF yra tiesés DB ortogonalioji -
projekcija plok§tumoje a. Kadangi

tiese BD yra statmena tiesei a, ta (&S 5

pagal trijy statmeny teorema tiesé FD x

irgi statmena tiesel a, todél kampas B

BDF yra dvisienio kampo tarp B
plokstumy a ir B tiesinis kampas, taigi 2 pav.

Z/BDF =60°. I3 sta¢iojo trikampio

BDF turime DF =BDcos60° =3,  BF = BDcos60® = 3/3.
Plokstumoje o nubrézkime tiese FH 1 AC, keturkampis CDFH
yra  staCiakampis,  todél CH=DF =3, FH=CD=4,
AH=AC-CH =3. 1§ staCiojo trikampio AFH randame
AF =VAH? +FH? =5, Kadangi tiess BF yra statmena
plokStumai a, tai ji statmena ir tos plokStumos tiesei AF, taigi

trikampis AFB yra Statusis. IS jo randame
AB =+ AF?+BF? =52,
Ats.: /52.

3. Sakykime, kad plokstuma o eina per ties¢ AB ir su trikampio ABC
plokstuma sudaro dvisienj kampa lygy 60°, o taskas D yra tasko C
ortogonalioji projekcija plokstumoje o (3 pav.). Jei atkarpa CH yra
trikampio ABC auksting, nubrézta j
jzambine, tai ties¢ DH yra tiesés CH D

Jl

ortogonalioji projekcija plokStumoje

a, todel pagal trijy statmeny teoremag

tiesés AB ir DH yra statmenos, taigi A = B
kampas DHC yra dvisienio kampo w

tarp plokStumos a ir trikampio ABC
plokStumos tiesinis kampas, t.y., 3 pav.
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ZDHC =60". Kadangi trikampio ABC jzambiné

AB=+yAC?+BC?=13, o jo plotui teisingos lygybés

25=AC-BC = AB-CH, tai 18 ¢ia gauname, kad

AC-BC _ 60

AB 13

ieSkomajj atstumg DC nuo tasko C iki plok§tumos a:
CH 120

sn60° 133

CH= I§ stadiojo trikampio DCH randame

DC=

Ats.: 1—20

13/3

. Nubraizykime brézinj (4 pav.) taip, kad tos gretasienio sienos,
kurios yra sta¢iakampiai, bity jo Soninés sienos. Tuomet gretasienis
tampa staCiuoju, jo pagrindai yra lygiagretainiai, kuriy kraStiniy
ilgiai lygis AD=BC=6, B,
DD, = AA =3, 0 kampas tarp
kraiti-niy yra ~ZAAD=30". B } C
Taigi pa—grindo plotas lygus \
o A

S=AD-DD;sn30° =9, b,
Kadangi gretasienio $oninés A <
krastinés yra statmenos pa— 4 pav. D
grindo plokStumai, tai greta—
sienio auksting¢ lygi CD =4. Todél gretasienio turis lygus
S-CD =36.

Ats.: 36.

. Kadangi prizmés pagrindai — taisyk— By
lingieji ~ SeSiakampiai (5 pav.), ta
SeSiakampio ABCDEF

/CDE=/FED=120",

/CED = /DCE=30", B
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taigi /FEC=90". Ties¢ FE yra statmena tiesés CE
ortogonaliajai projekcijai prizmés pagrindo plokStumoje - tiesei
CE, to-dél pagal trijy statmeny teorema ji yra statmena tiesei
CE, t.y., trikampis CEF yra statusis, Z/GEF=90". I§ 3io
trikampio randame SeSiakampio krastine
EF =CEtg£FCE=1. IS trikampio CED gauname, kad

CE?=CD?+DE?-2CD-EDcos120° =3, o i§ stadiojo
trikampio CCE randame prizmeés aukstine

CC=4 ClE2 —-CE? =./6. Kadangi apibréZto apie taisyklingaji
SeSiakampj apskritimo spindulys R lygus kraStinés ilgiui, tai

3/3

R=1, ir prizmés pagrindo plotas S=6-: % R?sin60° = -

Tuomet prizmés turis

V=SCQ=%?.
92

Ats.. ——.
2

6. Visy pirma pastebékime, kad trikampiai PAB ir PAD yra lygts (nes
jie yra statieji o jy atitinkami statiniai lygs). IS ¢ia iSplaukia, kad
PB =PD. Trikampiy PBC ir PDC
atitinkamos krastinés lygios, taigi Sie
trikampiai lygts. Taigi jei atkarpa BH
yra trikampio PBC aukstiné, nubrézta
j krasting PC (6 pav.), tai atkarpa DH
yra trikampio PCD auksting, nubrézta
] ta paciag krasting PC. I8 ¢ia seka, kad
kampas BHD yra dvisienio kampo
tarp piramidés sieny PBC ir PCD,
kurio briauna yra ties¢é PC, tiesinis

kampas, t. y., «ZBHD=135"
Zymékime BH = DH = h ir trikampiui BHD taikykime kosinusy

P
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teorema: (v/2a)?2 =h?+h? —2h?cosl35°.1§ ¢ia 2a’(2++/2)h,

ty.,
h= 2 a:a\/2—\/§.
2+\/§

Tiesés PB ortogonalioji projekcija piramidés pagrindo
plokstumoje yra tiesé AB. Kadangi tiesé BC yra statmena tiesei
BA, tai pagal trijy statmeny teoremg tiesé BC yra statmena
tiesei PB taigi trikampis PBC yra statusis. Kadangi

PB=+/PAZ+ a2, PC =+ PAZ +2a2,

o PB-BC=PC-BH (kiekviena $iy sandaugy lygi dvigubam
staiojo  trikampio PBC plotui), tai gauname lygybeg

VPAZ +a% .a= \/PA2 +2a2. a\/2— V2. 5 gia seka, kad piramidés
aukstiné PA=+/ J2 —1a, taigi piramidés tiiris

v ::—:;ABZ - PA::—13a3\/\/§—1.
Ats.: éaS\/\/E -1

. I8nagrinékime dvi trikampes piramides SBDC ir SBDA, | kurias
duotaja piramide dalija plok§tuma, einanti per taskus B, D ir S. Siy
piramidziy pagrindai BCD ir ABD yra lygis trikampiai, o jy
aukstinés lygios duotosios ‘
piramidés aukstinei. Taigi Siy

piramidziy tiriai lygas 10. K _.C
Kadangi per taskus B, D ir K P
einanti plok$tuma kerta tik S=—""" Db
piramide SBDC, todél T —] l'—
uzdavinio sprendimui reikia |
iSnagrinéti tik Sios piramidés 7 pav. B

daliy torius. Kaip ir 7

pavyzdyje nubrézkime brézinj taip, kad piramidziy SBCD ir SBDK
pagrindai bty trikampis SBD (7 pav.). Sakykime, kad atkarpos CL
ir KH yra duotyjy piramidziy aukstinés. Jei Vj ir V, — piramidziy
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BCD ir SBDK tariai, o S-trikampio SBD plotas, tai
\Q =% =ﬁ. Taskai S C, K, L ir H yra plok§tumoje a, kuri
Vi S CL CL

eina per ties¢ SC ir yra statmena plok$tumai, einanciai per taskus S
B ir D. Taigi taskai S L ir yra ir plokStumoje «, ir plok§tumoje,
einancioje per taskus S B ir D, taigi jie priklauso ty plokstumy
sankirtos tiesei. IS Cia seka, kad trikampiai SKH ir SCL yra
panasieji, todél KH = X = E Taigi V2 = l ty., V= EVl =5,

CL s 2 Vi 2 2
Taigi vienos dalies (briaunainio, kurio vir§iinés yra taskai C, K, B,
D) taris lygus 10—5=05, todél likusios piramidés dalies tiiris lygus
15.
Ats.: 5ir 15.

8. Taisyklingosios keturkampés piramidés SABCD pagrindas ABCD
yra kvadratas, kurio krastiné lygi @, o Soninés sienos — lygls
lygiaSoniai trikampiai SAB, SBC, SCD ir SAD (8 pav.). I§ virsiinés A
i kraStine SB nubrézkime trikampio S
SAB  aukstine  AH. Kadangi

“' C
ZAHC =0o. Zymime AH =CH =h A 8 pav B
ir trikampiui AHC taikydami kosinusy

lygiaSoniai trikampiai SAB ir SBC yra
lygis, tai atkarpa CH yra trikampio

teoremg gauname lygybe (\/Ea)2 =h?+h?—2h-hcosa, i§ kurios
a

SBC auksting, nubrézta j krasting SB.
I§ cia seka, kad kampas AHC yra

surandame h=———, Ja SA=X, tai lygiasonio trikampio
v1-cosa

dvisienio kampo tarp piramidés sieny
SAB ir SBC tiesinis kampas, t. v.,

o a°
ASB aukstinés SF, nubréztos | pagrinda AB ilgis lygus 4| X T

N
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2
tod¢l teisinga lygybe a,f X2 —aj =xh, (nes Sios lygybés abi pusés

lygios dvigubam trikampio ASB plotui). I$ jos surandame piramidés
4 21
Soninés briaunos ilgj X2 = a _2 (L—cosa) (nors
4@% -h?) 4coso

vardiklyje yra minuso zenklas, bet x° reik§mé yra teigiama,
kadangi dvisienis kampas tarp taisyklingosios keturkampés
piramidés Soniniy sieny yra bukasis). Jei taskas O yra kvadrato
ABCD jstrizainiy susikirtimo taSkas, tai i§ staciojo trikampio OAS

2
2 a2 _ avl+cosa
2 2 J1-cosa

3
L . 1 1 1
Tuomet piramidés tiiris V = ~a? 2 VL+cosa _a V1+cosa .
3~ 2J1-cosa  6+/-cosa

randame piramidés auksting SO=

) a3V1+ coso

Ats. ———M———.
6+/— cosa.

. Sakykime, kad ritinj kertanti plokStuma jo pa—
grindus kerta stygomis AB=CD =10 (9 pav.),
0 keturkampis ABDC yra kvadratas. Sakykime,
kad atkarpa MN yra stygos CD ortogonalioji
projekcija kito ritinio pagrindo plokStumoje, tai
keturkampis ABMN  yra  staiakampis.
Sakykime, kad taskai E ir F yra atitinkamai
atkarpy AB ir MN vidurio taskai, o taskas O —
ritinio pagrindo centras. I$ staciojo trikampio

OEB randame OE=+OB?-EB? =./24, o i§ stadiojo trikampio
AMC randame ritinio aukstine
CM =VAC? - AM2 =102 (21/24)2 = 2.
Tuomet ritinio viso pavirsiaus plotas S=2n-7-(7+2) =1267
Ats.: 126m.
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10. Jei kiigis apibréztas apie piramide, tai kiigio ir piramidés virsiinés
sutampa, keturios kiigio sudaromosios yra piramidés briaunos, o
kiigio pagrindas yra apskritimas, apibréztas apie piramidés pagrinda
(10 pav.). Sakykime, kad piramidés pagrindas
yra trapecija ABCD, kurios trumpesnysis
pagrindas BC ir Sononés krastinés AB ir CD A
yra lygios, o AB=BC=CD =3. Sakykime, \
kad taskas Syra kiigio ir piramidés virsiné, o \
atkarpa SO yra apie piramide apibrézto kiigio
aukstiné. Statieji trikampiai AOS BOS, COSir =
DOS yra lygis, nes jy statinis OS yra bendras,
o jzambinés AS BS CSir DS yra lygios, nes Ag— gD
jos lygios kiigio sudaromajai. Taigi atkarpos
OA, OB, OC ir OD yra lygios, taigi taskas O
yra apie trapecijag ABCD apibrézto apskritimo centras. Nubréziame
BE L AD ir CF L AD . Kadangi trapecija ABCD yra lygiaSoné, tai

10 pav.

AE=FD, EF=BC=3 o0 ED= g Is staciojo trikampio ABE
randame, kad AE = ABcos/ BAC = 3cos60° = g 0

BE = ABsn60° =

o5

. IS Cia seka, kad AD=2AE+EF =6. 0

2
BD=VED?+BE? = = + ﬁJ =—“1208. Kadangi apie
trapecija ABCD apibréztas apskritimas yra ir apie trikampi ABD
apibréztas apskritimas, tai jo spindulj randame i§ formulés
RoADABED oo Lan g 93 trikampio ABD
4S 2 2
plotas. Jras¢ gautas reikSmes, randame, kad R=0OA=3.
Kadangi ties¢ OA yra tiesés SA ortogonalioji projekcija piramidés
pagrindo plokStumoje, tai kampas OASyra ieSkomasis kampas tarp
piramidés Soninés briaunos ir pagrindo plokstumos. Kaigio ir piramidés

aukstinés ilgj H rasime i$ kiigio tiirio formulés V = %TCRZH, t.y.,
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H :OS:l2 3 92 =3. Tag datusis trikampis AOS yra
R w3
lygiaSonis, todél jo smailusis kampas OAS|ygus 45°.
Ats.: 45°.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu x yra valties greitis, 0 y — upés tékmés greitis (km/h). Pagal

salyga, gelbéjimosi ratas pasroviui plauke % valandy, o valties

1
L(x=y)+2
sugaistas laikas (kol pasivijo gelbéjimosi ratg) yra —+=>————
3 X+Y
valandy. Ieskomiems dydziams X ir y rasti reikia i$spresti lygéiy
sistemg
1
2 1 é (X_ y) +2
— =4
y 3 X+Yy
X=2y.
I pirmg lygtj jrase X=2y, gauname:
2_ 1.0 g 3y (y+6)= y=3=x=6.
y 3 33y

Taigi valties greitisyra6 km/h, o upés srovés — 3 km/h.
Ats.: 6 km/h, 3 km/h.

2. Tegu studento greitis yra vkm/h, o atstumas, kurj studentas nuéjo

kol ji pasicvijo brolis, yra X km.
Pagal salyga,

X_os+X jr X105

\Y 4 4 \Y
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I§ pirmos lygties gauname, kad X=4A. O tada i8S antros lygties

randame ieSkoma V reikSme:
v 1 ( 2v ] v 42-125v
= — ’5 — - =
2(4-v) v 4-v 2(4-v) v(4-v)
—Vv?=84-25v=>ve{-283 = Vv=3.
Taigi ieSkomas studento greitisyra 3 km/h.
Ats.: 3 km/h.

3. Teguatstumastarp Air Byraxkm, o v ir v, yraatitinkamai pirmo
ir antro pésciojo greitis(km/h). Pagal salyga,
0,25x 0,5x-15 i 05x 05x-2
i V2 V2 i

Spresdami Siy lygc€iy sistema, gauname:
v 0,25x
V, 05x-15 0,25x  0,5x—2 X X—4
= = = = =
v 05x-2 0,5x-15 0,5x 2X—6 X
Vs 0,5x

= Xx? —14x+24=0= xe{2,12 .

Vadinasi, ieSkomas atstumas tarp A ir B yra12 km.
Ats.: 12 km.

4. Tegu t (h) yra ieSkomas autobusy eismo laiko intervalas, o v —
autobuso greitis (km/h).
Pagal pirma salygos dalj gauname:
27 27
—Vv=vt+—-5=(0,45-t)v= 2,25,
60 60

o pagal antrg saglygos dalj gauname:

18 18_, 18 (4
5 \Y; \%

Spresdami lygciy sistema
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(0,45 —t)v=2,25,
118 _ 03,
\Y
gauname:
2,25
v= :
0,45t
=2,25t+18-081=081=4,05t=162=1t=0/4.
18(0,45 1)
t———"—>=0,36
2,25

Taigi reisiniy autobusy eismo laiko intervalas yra 24 minutés.
Ats.: 24 min.

5. Tegu syrarato ilgis (metrais), 0 vy ir v, — atitinkamai pirmojo ir
antrojo sportininko greitis (m/sek), o t — ieSkomas laikas. Pagal
salyga,

s s :
———=05 ir 30y =s+30v,.

Vo
S

O ieskoma laikg t galima apskaiciuoti pagal formule t = .
V1 +Vo
IS antros lygties gauname, kad s=30(y; —Vy). [raS¢ | pirma
lygtj randame sarysj tarp greiciy vy ir vo:

30(V1—V2)_30(V1_V2)25:> 6-1_6l_|6-6.Y2|-1=
V2 Vl

Vo Vi
=64 1346.2-0=
Vo Vi
—6. 1| 134 =01 {Zﬁ}
Vo Vo Vo 32
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Kadangl V1>V2, tai V1=1,5V2. Tada S=30'0,5V2 =15V2,

todél t=&= 6. Taigi sportininkai, susitikty po 6 sekun—
1,5V2 +Vo
dziy.
Ats.: 6 sek.

6. Tegusyraatstumastarp Air B (kilometrais), v ir v, — atitinkamai
pésciojo ir dviratininko greitis (km/h), o t — ieSkomas laikas. Pagal

. . . S S
pirma salygos dalj gauname lygti —=35+—, o pagal antrg —
Vi V2

5
lygtj 3 M+Vvp)=s

SVy

. Sia i3raisk:
35V, +s ¢ !

IS pirmos lygties gauname, kad V=
jraS¢ | antrg lygtj, apskai¢iuojame V,:

> V2 Ly, =s:>35v§—sv2—652=0:>v2=§s
3(35v,+s 7

Belieka apskaiciuoti ieSkoma laikg: t = S ! = 2}.
Vo 3 3

Taigi dviratininkui nuvaziuoti i$ A j B reikia 2E h.
Ats. 2l h.
3

7. Tegu treciojo dviratininko greitis yra v km/h, o t — laikas (h), per
kurj treciasis dviratininkas pasivijo antrajj dviratininka.

Pagal saglyga, treCiojo dviratininko starto momentu antrasis
dviratininkas buvo uz 10 km, o pirmasis — uz 24 km. Per laika t (kol
treCiasis pasivijo antrajj) antrasis dviratininkas nuvaziacvo 10t km,
0 pirmasis — 12t km. Treciasis dviratininkas pasivijo pirmaji, kai §is
buvo nuvaziaves 24+12t + 24 =48+ 12t kilometry. Gauname dvi
lygtis:

vt =10+10t ir v(t+2)=48+12t.
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Spresdami $iy lygc€iy sistema, gauname:

. 10
"1610 1o = V(2v-10)= 48v—480+120=
+2|=48+ 12 —_—
v-10 -10
= V2 -29v+180=0=V e€{9; 20} .Taigi treciojo dviratininko
greitis 20 km/h.
Ats.: 20 km/h.

. Tegu s yra atstumas (km) tarp A ir B, t — laiko tarpas (h) tarp
automobiliy iSvykimo i§ vietovés A, 0 vy, V, ir vz — aitinkamai
pirmojo, antrojo ir tre¢iojo automobilio greitis (km/h).

. S S S .
Pagal salygos pradzia, — =——-t=——2t. Te¢sdami salygos

V3 V2 Vi
analize¢, gauname dar dvi lygtis:
120 120 1 160 _ @
i V2 V3m v
I8 pastaryjy lygciy gauname, kad vg3 =2 ir vp = 120v .
120 - Vi
Sias israiskas jrade j pirma lygybiy sistema, gauname:
e S _n
\;
1M = 24 :i:i:vl 30.
S(120—-v) =S S _; 2v; 60
120y v 120
Ats.: 30 kmv/h.

. Tegu s yraatstumas tarp A ir B (km), v — pirmo traukinio, 0 v, —
antro traukinio greitis (km/h). Antro traukinio vélavimo laika (h)

pazymékime t. Pagal salyga,
0,5s 05s .
——t=——ir s—(yt+wt)=025s
Vi V2

Spresdami Siy lygciy sistema, gauname:
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055(v, - ) S_ 24
— =L |t v-v

V1V2 = =
0,755 = t(v; +V,) f =2 (v+vy)

2V1V2 = —(V1 +Vp) = 2(v5 - V) = 3wy, =

:>2( j - V2 —2-0=2_ 2=V =2\
Vi
Taigi antrojo traukinio greitis 2 kartus didesnis uz pirmojo
traukinio greitj.
Ats.: 2.
10. Tegu v yrapirmo traukinio, o v, — antro traukinio greitis (knvh).

Atstuma tarp B ir C pazymékime s (km).

Pagal salyga,
120+s s 120+s s S S _,

Vi _V2, Vl—12_V2—9, V2—9 V2_

arba
120+s s 120+s_ s S s _,

Vi V) v-9 w-12' w-12 v
Spresdami pirmg lyg¢iy sistema, gauname:
I20+s vy w-12 4
=== =V -9 =\ -12)=v=—V,.
s v, vao 1(V2—9) = V(v —12) 1=3V2
Tada 120;5 4 s=360
Irase j treCig lygtj, gauname:
360 —@—Z:VZ 9v, -1620 =0= Vv, =45.
V2—9 Vo

Pirmo traukinio greitisyra vj = g -45=60 (knvh).
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1.

AnalogiSkai spresdami antra lygCiy sistema, gautume, kad
Vo > V. Todél Sis atvejis negalimas.
Ats.: 60 km/h ir 45 km/h.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Taikydami formulg Sin 2x=2sn Xcosx, gauname, kad
3cosx—sin 2x=3cosX— 25N XCOSX = CasX- (3—2sin X).
Kadangi |snx|<1l, ta 3-2sinx#0 esant bet kuria
kintamojo X reikSmei. Vadinasi, lygybé 3cosx—sin2x=0 galima
tik kai cosx=0. O & lygybé galioja tik kai x=g+ kn, keZ.
Taigi lygties sprendiniy aibe sudaro realieji skaiciai

X=E+k7r, keZ.
2

Ats.: x:g+k7c, keZ.

Aisku, kad negali biiti cosx=0. Todél lygtj galima pertvarkyti
taip:
02 X+ SiN XCOSX—1= 0,
sin xcosx—sin? x = 0,
cos x(tgx— tgzx) =0,
tgx(1—tgx) =0.
Pastaroji lygybé galioja tik kai tgx=0 arba tgx=1.
Jei tgx=0,ta x=krn, keZ.

Jei tgx=1, tai x=%+k7r, keZ.
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Taigi lygties cos” x+sin xcosx =1 sprendiniy aib¢ sudaro

realieji skaidiai x=kr, ke Z, ir x=%+k7r, keZ.

Ats.: x=knr, ke Z, arba x=%+kn, keZ.

3. Kadangi thX=(S:|OnT§))((, tai suprantama, kad lygties apibrézimo

sri¢iai nepriklauso taskai, kuriuose cos2x=0, t.y. realieji skaiCiai
x:i(ﬁmrjzw, keZ.
2\ 2 4
IS pradziy lygties kairiajg puse pertvarkykime taip:
sSn2x
cos2X

— 45N X- COSX - COSZ X- 28N XCOSX = 85N X - cos® x.

sin 4x- cos? X-1g2x=2sn 2X- COS2X - COS° X -

O tada vietoj pradinés lygties spreskime lygtj
sin? x-cos® x=0.
Gausime:
jei anx=0, ta x=kr, keZ;

jei cosx=0, tai x=g+kn, keZ.
Vadinasi, lygties sprendiniy aib¢ sudaro realieji skai¢iai X =k,

keZ,ir x=g+kn, keZ.

Ats.: x=knr, ke Z, arba x=g+kn, keZ.

Pastaba. Nesunku suprasti, kad lygtis
sin? x-cos® x=0.
yra ekvivalenti lyg¢iai sin 2x=0. Spresdami §ig lygtj gauname:

2X=mr, meZ = x=%, meZ.
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Vadinasi, lygties sin4x- cos X- tg2x=0 sprendiniy aibg
galimanusakyti vienaformule:

mn
X=—>/, meZ.

Kadangi sin 22x=1-cos? 2X, tai lygtj galima pertvarkyti taip:
2(1— cos® 2X) +5c082X = 2,
—2c08” 2x+5c052x =0,
cos2x- (5—2cas2x) =0.
Pastaroji  lygtis yra ekvivalenti lygciai cos2x=0 (nes
5-2c0s2x =0, kai xeR), kurios sprendiniai nusakomi formule

2X=%+kn, keZ.

Vadinasi, pradinés lygties 2sin 2 2% +50082X = 2 sprendiniy
aibe sudaro realieji skaiCiai
n krt (2k+Dn
X=——=
4 2 4
@, KeZ.

, keZ.

Ats.: X=

Si lygtis yra ekvivalenti lygéiai
25n? x—sn x—1= 0,
kuri dydzio sinx atzvilgiu yra kvadratiné lygtis.
Pazyméje¢ t =5in X, gausime:

+
zz—t—l:O:t:E:te{—l;l}.
4 2
o t=—2 ta
2
sin x:—%:x:(—l)k-(—%)+kn:(—l)k+1%+ kn, keZ.

Jei t=1 ta
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snx=1= x=g+2kn, keZ.

Ats.: x=(—1)k+1%+krc, keZ, arba x=g+2kn, keZ.

6. Sia lygtj galima pakeisti ekvivalenéia kvadratine lygtimi dydzio
cos2x atzvilgiu, nes

2sin? x=sin? x+(1—cos2 X)=1- (cos.2 x—sin? X) =1—c0s2x
ir
CoS4x = cog(2- 2X) = cos? 2x—§n? 2x = 2cos 2x—1.
Taigi lygtis cosdx—2sin? x—1=0 yra ckvivalenti lygiai
2c0s? 2X+C0s2X—3=0.
Pazyméje t =cos2x, gausime:

2tz+t—3=0:>t=£:>te{—§;l}.
4 2

Lygtis COSZX:—g sprendiniy neturi, 0 lygties cos2x=1

sprendiniai yra x=knr, ke Z.
Ats.: x=knr, keZ.

7. Kadangi
Sin 2x+1=2sin XcosX+ 5N 2 X+ cos? X = (sn x+cosx)2,
prading lygtj galima pakeisti ekvivalencia lygtimi
2(sin X+ cosx) + (sn X+ cosx)2 =0.
Pazyméje t=9SNnX+CoSX, gausime kvadrating lygtj

2

t2+2t=0, turinig du sprendinius: t=0 ir t=-2.

Jei t=0, ta sinx+cosx=0. Pastaroji lygtis yra ekvivalenti
lygéiai tgx+1=0, nes negali buti cosx=0, (tar¢, kad cosx=0,
gautume, kad ir sSnx=0, o tai prieStarauty tapatybei
Sin® X+ Cos? X = 1. Lygties tgx+1=0 sprendiniy aibe¢ sudaro
realigi skaiciai
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x=—"4 kr, keZ.
4
Jei t=-2, tai SinXx+cosx=-2. Pastarajg lygtj padaugine i$
2 . .
- gausime lygtj

V2 4o xi 92 5z,

——SIN X+——COSX=—
2 2
0 ja galima uzrasyti taip:

TT . . TC
cos.--sin x-+sin Z-cosx=—\/§,

sin (x + Ej SENA
4
Aisku, kad $i lygtis sprendiniy neturi.
Ats.: x= —%+ krn, keZ.

Pastaba. Aisku, kad lygtj sinx+cosx=0 galima spresti ir

kitaip, nes
J2 J2 J 2

sin x+cosx=(7sin x+7cosx

JE_
= cosEsinx+sinEcosx J2=+/2sn X+ X ,
4 4 4
arba

V2 V2 J'\/—z

sin x+cosx=(7sin x+7cosx

= sinEsinx+cosEcosx -\/sz/ic x—E .
4 4 4

O kad galioty lygybé 9nx+cosx=-2, turéty buti ir

snx=-1, ir cosx=-1. Bet tada gautume, kad sin® x-+cos® x 1.
Vadinas, lygtis sin x+casx=—2 sprendiniy neturi.

Kadangi
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COSX = CO0S 2-Z =0052§—sin2§=1—25in25,
2 2 2 2

prading lygtj galima pakeisti ekvivalencia lygtimi
sin§+l—25in2§=],
2 2
0 ja — ekvivalencia lygtimi
sn2. 1—2sjn5j=o.
2 2

Jei SnX=0, tai
2
gZKH, keZ = x=2kn, keZ.
Joi 1-2sn X =0, tai sin X =2 Tada
2 272
g=(—1)'<%+kn, keZ :>x=(—1)k-g+2kn, keZ.

Taigi lygties SinngCOSX:l sprendiniy aibe sudaro realieji
skaiciai

x=2kn, keZ,ir x=(—1)k-§+2kn, keZ.

Ats.: x=2kn, ke Z, arba x=(—1)k%+2kn, keZ.

9. Kadangi 3x=5x—2x ir 7x=5x+2x, pabandykime lygties kairiaja
puse pertvarkyti taip:
sin 3X+ 8N 7X = SiN(5x — 2X) + Sin(5x + 2X) =
= (sin 5xcas2x — cos5xsin 2x) + (Sin 5Xcos2x + cosb5xsin 2X) =

= 2sin 5X- COS2X.
Matome, kad vietoj pradinés lygties gauname gana lengvai
iSsprendziamg ekvivalencia lygti
2s8in 5x- cos2x =5sin 5x.
UZra$ius $ig lygtj pavidalu
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10.

SN 5x-(2cos2x—-5) =0,
pasidaro dar aiskiau, kad biutinai Sn5x=0, nes 2cos2x=5, kai
xeR.
O spregsdami lygtj sin 5x=0 gauname:

5x=knr, keZ :X:%, keZ.

Taigi lygties sin3x+sin 7x=5sin5x sprendiniy aib¢ sudaro
realieji skaiCiai
X= ﬁ, keZ.
5

AtSs.: x=k—5n, keZ.

Aisku, kad negali buti cosx=0 (tai prieStarauty tapatybei

sn?x+cos® x=1). Todél padalije lygti i§ cos®x gauname
ekvivalencig lygtj

tgzx—5tgx+ 4=0,
kuri dydzio tgX atzvilgiu turi du sprendinius:

tgx=1ir tgx=4.

Jei tgx=1, ta x=£+k¢r, keZ.
Jei tgx=4, tai x=arctgd+kr, keZ.

Ats.: x=%+kn, keZ,arba x=arctgd+knr, ke Z.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Visy galimy jvykiy skai¢iy gausime nustate, kiek yra jvykiy,
sudaryty i§ vienos baigties (Cé), i§ dviejy baigéiy (Cg), 1§ trijy
baig&iy (CJ) ir t. t. — i§ Sesiy baigéiy (CS =1). Siy skai&iy suma,
dar pridéjus vieneta (negalimasis jvykis), ir yra jvykiy erdvés
elementy skaicius:
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1+Cé+C§+C§’+C§'+C§+1=(l+l)6=26:64.
Ats.: 64.

2. Pagal klasikinj tikimybés apibrézima nagrinéjamo jvykio A
tikimybé lygi P(A) = %
Sio bandymo vienodai galimy baigéiy aibé sudaryta i3
n= C53 :%% =10 elementy. IStrauktyjy rutuliy numeriy suma
bus nelyginé tik Siais keturiais atvejais:
1+2+4=7,1+3+5=9,2+3+4=9, 2+4+5=11.
. : 4
Taigi m=4ir P(A) 0" 04.

Ats.: 0,4.

3. Pazymékime A jvykj, kad uzrasyta trupmena bus nesuprastinama.
Bet paprasciau apskaiciuoti prieSingo jvykio A (kad trupmena bus

2

_ 2
suprastinama) tikimybeg: P(A) = S = % Todél
0

P(A) =1- P(A) =1-— =14 L 0.033.
15 15

Ats.: 1—4 ~0,933.
15

12.11-10
4. Bandymo vienodai galimy baig¢iy yra N= Cf’z =123 220, 0
palankiy nagrinéjamam jvykiui —
m=C}-C2+C3-C5+C5 =108+ 27+1=136.
Pagal klasikinj tikimybés apibrézimag ieskomoji tikimybé p lygi:
136 34

p=-2=2",0618.
220 55
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Ats. 34 ~0,618.
55

5. Sio suskirstymo vienodai galimy baigéiy aibé yra sudaryta i3

n=C%8 elementy, o i§ jy palankiy nagrinéjamam jvykiui yra

8
gauname: p=2 %8 -9 L0474,
CZO 19

Ats: 2 ~0474.
19

6. Tikimybé, kad Andrius pataikys abu baudos metimus (jvykis A),
lygi: P(A)=09%=081 (pagal nepriklausomy jvykiy sankirtos
tikimybés formule). Pagal ta pacia formulg Sigito abiejy baudos
metimy pataikymo (jvykis S) tikimybé lygi: P(S)=082=064.
Tikimybe, kad bent vieno i§ krepSininky abu baudos metimai bus

taiklts, apskai¢iuosime pagal jvykiy sajungos tikimybés formule:
P(AUS)=P(A) +P(S)—P(ANS)=P(A) + P(S)—P(A)-P(S) =

=0,81+0,64—-0,81-0,64=0,9316.
Ats.: 0,9316.

7. Ivyki C, kad pataikys vienas Saulys, galime uzraSyti taip:
C=(An g) v (Rm B) . Tuomet pagal nesutaikomy jvykiy sajungos
tikimybés formule P(C)=P(ANB)+P(ANB). Kiekvienas
démuo apskai¢iuojamas pagal nepriklausomy jvykiy sankirtos
tikimybés formule:

P(AnB)=P(A)-P(B)=0,7-02=014,
P(AnB)=P(A)-P(B)=0,3-08=0,24.
Vadinasi,
P(C) = P(AnB)+P(AnB)=014+0,24 =0,38.
Ats.: 0,38.
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8.

10.

Tegu A yra jvykis, kad turnyro nugalétoju taps pirmasis
Sachmatininkas suzaidgs keturias partijas. Pazymékime atitinkamai
A, A, A, Ay jvykius laiméti pirmajam Sachmatininkui pirmoje,
antroje, treCioje ir ketvirtoje partijoje. Pagal salyga aisku, kad
P(A) =P(A) = P(A) = P(A;) =06.
Tuomet jvykis A yra trijy nesutaikomy jvykiy sajunga:
A=(ANANANA)VANANARNA)U(ANANANA).
Kadangi
P(ANANANA)=P(ANANARNA)=
=P(A N AN Agn A =04-06% =0,0864,
ta P(A) =3-0,0864 =0,2592 .
Ats.: 0,2592.

Tegu A yra jvykis, kad i$ atsitiktinai pasirinktos dézés atsitiktinai
paimtas gaminys bus aukScCiausios kokybés. Pazymékime H;jvykj,
kad pasirinkta pirmoji déz¢, H,— kad pasirinkta antroji déze, Hy —
kad pasirinkta trecioji dézé. Pasinaudosime pilnosios tikimybés
formule

P(A) = P(HYP(A[Hy) + P(H2)P(A[Hy) + P(H3) P(A| Hg),

kurioje P(H;)=P(H,)=P(H3) = 1 3’ o sglyginés tikimybés yra:

P(A|H,) =—6 P(A[H;) = 25 P(AI Hj)=— Irase; i formule

gausime, kad P(A)—} E+E §+} §=E~O,811.
320 330 310 90

Ats. E~0811
90

Takime, A yra jvykis, kad atsitiktinai paimta detalé bus
nestandartiné, H;— kad ji pagaminta pirmosiomis staklémis, H,—
kad ji pagaminta antrosiomis staklémis. Tuomet v¢l turime pilno—
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sios tikimybés schemg, t. y. galime taikyti pilnosios tikimybés
formule
P(A) = P(Hy)P(A| Hy) + P(H,)P(A[H,)

Tik ¢ia nustatant tikimybes tenka vadovautis statistine
tikimybés samprata, t. y. laikysime, kad P(H;)=0,6 (pirmomis
staklémis pagaminama 60% detaliy), P(H,)=0,4 (antrosiomis
staklémis pagaminama 40% detaliy), P(A|H;)=0,02 (pirmosios
staklés iSleidzia 2 % nestandartiniy detaliy), P(A|H,)=0,04
(antrosios staklés iSleidzia 4 % nestandartiniy detaliy). Jrase j
formule gauname: P(A)=0,6-0,02+0,4-0,04=0,028 .

Ats.: 0,028.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4

37,5% -1 x:—g+2kn, kel é 3thL
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