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PRATARME

Sioje devynioliktoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos kny-
geléje ,,Jaunajam matematikui® yra pateikta 2016-2018 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir jy
sprendimai.

Knygelés turinj sudaro Sios temos: darbo uzdaviniai (A. Apynis),
apskritimai  (E. Mazétis), lyginiai (E. Stankus), lygéiy sistemos
(A. Apynis), kompleksiniai skai¢iai (E. Stankus), kompleksiniy skaiciy
geometriniai taikymai (A. Apynis), laipsniai, logaritmai, rodiklinés ir
logaritminés lygtys (A.Apynis (M. Birziskos gimnazija)), funkcijos
iSvestiné (A. Apynis). Skaitytojas taip pat ras 2016 mety stojamaja
uzduot]j ir jos sprendimg bei 2018 mety baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Edmundas Mazétis,
Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas,

. Du dviratininkai vienu metu prieSpriesiais iSvyksta i§ A ir B
vietoviy ir vaziuoja pastoviu grei¢iu. Nuvyke | galinius punktus,
tuoj pat apsisuka ir vyksta atgal. Pirmg kartg jie susitiko 40 km
atstumu nuo B, o antrg karta, praéjus 8 h po pirmo susitikimo, 20
km atstumu nuo A. Raskite atstumg tarp A ir B bei dviratininky
greicius.

. Uzdaru marsrutu 25 min intervalais vaziuoja 2 autobusai. Kiek
autobusy reikia isleisti j trasg papildomai, kad intervalai sumazéty
60 procenty?

. Antanas ir Edmundas uzrasinéja dvideSimtzenkl skaiCiy skait-
menimis 1, 2, 3, 4 ir 5. Pirmg skaitmenj raSo Antanas, po to
Edmundas ir t. t. Edmundas nori, kad uzraSytas skai¢ius dalytysi i$
9. Ar Antanas gali sutrukdyti issipildyti Edmundo svajonei?
Atsakyma pagriskite.

. Tévas sako stinui: ,,Kai man bus tick mety, kiek yra mano tévui
dabar, tai mano amzius bus 5 kartus didesnis uz dabartinj tavo
amziy, o tavo amzius bus 8 metais didesnis negu mano dabar. Mano
ir mano tévo mety suma dabar yra 100 mety. Raskite dabartinj
stinaus amziy.

. IS kokio skaiciaus reikia padalyti 540, kad liekana sudaryty 75
procentus dalmens?

. Raskite realiyjy skai¢iy X ir y poras (X;y), tenkinancias lygtj
5x? +5y2 +8xy+2y—-2x+2=0.

. Kokius tris skaitmenis reikia parasyti vietoj daugtaskio, kad
skaiius 523... dalytysi i§ 7, 8 ir 97



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

Raskite sveikyjy skai¢iy X, y ir z trgjetus (X; y; 2), tenkinancius

2_y2_2 -1

lygciy sistema
y+z-x=3.

Trikampio ABC aukstinés susikerta taske O. Zinoma, kad
OC = AB. Apskaiciuokite kampo C diduma.

Trapecijos pagrindy ilgiai yra a ir b. Raskite atkarpos, lygiagrecios
su pagrindais ir dalijancios trapecijos plota pusiau, ilgj.
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| . DARBO UZDAVINIAI
Antanas Apynis

Sios temos pavadinimas, aisku, yra labai sglygiskas. Kalbant
bendriau, ¢ia nagrinéjami tam tikro turinio matematinio modeliavimo
uzdaviniai. SprendZziant juos i§ pradziy uzdavinys formalizuojamas —
pasirenkami kintamieji dydZziai, o sgry$iai tarp jy iSreiSkiami lygtimis
(kartais ir nelygybémis). leSkant uzdavinio salyga tenkinanciy nezinomy
dydziy reikSmiy gana daznai (nelygu koks uzdavinys) yra sprendziamos
lyg€iy sistemos. Atkreipkime démesj ] tai, kad ne visada tikslinga
minimizuoti nezinomy dydziy ir sudaromy lygéiy skaiCiy. Pertekliné
nezinomyjy aibé kartais sudaro geresn¢ galimybe paprasCiau ir aiSkiau
iSreiksti sgrysius tarp zinomy ir ieSkomy dydziy.

1 pavyzdys. Petras gali nuSienauti pieva per 10 dieny, jei Jonas
padés jam Sienauti 7 dienas. Jonas tg pacig pieva gali nuSienauti per 12
dieny, jei Petras padés jam Sienauti 7 dienas.

Per kiek dieny kiekvienas jy, dirbdamas vienas, gali nuSienauti ta
pieva.

Sorendimas. Tegu A yra pievos plotas (ha), x yra Petro, 0 y — Jono

darbo sparta (ha/d). Tada A ir A bus ieSkomi dieny skaiéiai.
Xy

Pagal salyga,
10x+7y=A ir 7x+12y=A

Spresdami Siy lygciy sistema, gauname:

{10x+ 7y =A _ {(10x+ 7y) —(7x+12y) =0,

=
X+12y=A X+12y=A
y= O’6X’ y= O,6X, A 3A
7x+12-(0,6x) = A 14,2x= A 14,2 71
Tai
5:14,2, AT _xn2
X y 3 3

Ats.: Petras per 14,2 d., Jonas per 23% d.



DARBO UZDAVINIAI

2 pavyzdys. Staliy brigada darbg gali atlikti 15 valandy grei¢iau
negu mokiniy brigada. Jeigu mokiniy brigada dirbty 18 valandy, o po to
6 valandas darbg tgsty staliy brigada, buty atlikta 60 % viso darbo.

Per kiek laiko visa darbg gali atlikti mokiniy brigada?

Sorendimas. Tegu A yra darbo apimtis (tam tikrais vienetais), o x
yra laikas (valandomis), per kurj visa darba galéty atlikti mokiniai,
dirbdami vieni. Tada x—15 yra laikas, per kurj visg darbg gali atlikti

staliai. Be to, A yra mokiniy brigados darbo sparta (darbo apimties A
X

dalis, atlickama per valanda), o A c staliy brigados darbo sparta.
X

Pagal salyga,
A 18+ A 6=0,6A
X x-15
I8 Sios lygties ir randame ieSkomg dydzio X reikSmg:
3 1 1
— 4+ =—,
x x-15 10

X2 —55x+ 450 =0,
x=10 arba x=45.

Sprendinys x=10 netenkina uzdavinio salygos. Tinka tik X = 45.

Ats.: 45 h.

3 pavyzdys. Darbininky brigada turéjo iSkasti transéjg per 6 dienas.
Zinoma, kad visy darbininky darbo na$umas vienodas ir visi darbininkai
kiekvieng dieng dirba vienoda valandy skai¢iy. Taciau prie§ darbo
pradzia paaiskéjo, kad darbo diena sutrumpinama 1 valanda, o
darbininky bus 5 maziau, todél tran$éjos kasimas uztruks 9 dienas. I$
tikryjy transéja buvo kasama 12 dieny, nes darbo diena buvo
sutrumpinta ne 1, o 2 valandomis ir 2 darbininkai nedirbo dél ligos.

Kiek darbininky brigadoje buvo i§ pradziy ir kiek valandy per diena
jie turéjo dirbti?

Sorendimas. Tegu A yra darbo apimtis (kuriais nors vienetais), X —
pradinis darbininky skaicius brigadoje, o t — pradiné darbo dienos
trukmé (valandomis). Tada darbininko darbo nasuma per valandg galima

N A
apskaiciuoti pagal formule ot
X



| TEMA

Remdamiesi kita sglygos dalimi galime sudaryti lygti
A
—-9(X=-5)(t-D=A
o 20X A=Y
o pagal salygos pabaiga — lygti
A x-7t-2)=A
oxt
Vadinasi, ieSkomiems dydziams X ir t rasti reikia i$spresti lygCiy
sistema
3(x-5)(t -1 = 2xt,
2(x—7)(t—2) = xt.
Sia sistema pertvarkykime taip:
3(xt— x—5t +5) = 2xt,
2(xt—2x—T7t +14) = xt;
Xt—3x-15t+15=0,
Xt—4x—-14t + 28=0.
IS pirmos lygties atéme antra, gausime lygtj X—t=13. I$ jos
iSplaukia, kad x =t +13. Tada i$ pirmos lygties gausime:
(t+13)t —3(t +13) —15t +15 =0,
t* -5t —24=0.
Sios lygties sprendiniai yra skai¢iai —3 ir 8. Pirmajj sprendinj atmetame
kaip nesiderinantj su uzdavinio salyga ir padarome iSvada, kad pradiné
darbo dienos trukmé 8 valandos, o pradinis darbininky skaicius

yra2l.
Ats.: 21 darb., 8 h.

4 pavyzdys. Dviems darbininkams reikéjo atlikti tam tikrg darbg. I3
pradziy pirmas darbininkas dirbo tre¢dalj laiko, reikalingo antram
darbininkui atlikti visg darba, o paskui antras darbininkas dirbo tre¢dalj
laiko, reikalingo pirmam darbininkui atlikti visa darbg. Pasirodé, kad

taip dirbus buvo atlikta i—g viso darbo. Taip pat Zinoma, kad dirbdami

kartu abu darbininkai galéty visg darba atlikti per 3,6 h.
Per kiek laiko visa darba galéty atlikti kiekvienas darbininkas?

10



DARBO UZDAVINIAI

Sorendimas. Tegu A yra darbo apimtis (kuriais nors vienetais), o x
ir y — laikas (valandomis), reikalingas atitinkamai pirmam ir antram
darbininkui atlikti visg darba. Tada A yra pirmo darbininko, o A

X y
antro darbininko darbo sparta, arba darbo nasumas.

Pagal salyga,
13

Al A1
_._y+_._ =
x 3° y 3 18

é-3,6+é-3,6:13A
X y 18

Nezinomiesiems X ir Y rasti reikia i$spresti lygéiy sistema
y X 13

x y 6
36(1+1J=1
Xy
Jrase t = Y 1 pirmg lygti, gausime:
X
t+}=E:>6t -13t+6=0=>te 2.3
t 6 32
Vadinasi, yzgx arba yzgx

Tada i$ antros lygties gausime:

3,6(1+ij:1:>9:1:> X=91ir y=6;

X 2X X
arba
36(1 2) 1:>§_1:>x 6ir y=09.
X 3X X
Taigi vienas darbininkas visa darba galéty atlikti per 6 h, o kitas —
per 9 h.
Ats: 6hir9h.

11



| TEMA

5 pavyzdys. Trys skirtingy kategorijy mirininkai sumirijo sieng.
Pirmas mirininkas dirbo 6 valandas, antras — 4 valandas, o trecias dirbo
7 valandas.

Jeigu pirmas mirininkas bty dirbes 4 valandas, antras — 2, 0
treCias — 5 valandas, tai buity sumiiryta du tre¢daliai sienos.

Per kiek laiko sieng sumiryty visi trys mdirininkai, dirbdami
vienodg laikg?

Sorendimas. Tegu A yra darbo apimtis (kuriais nors vienetais), o X,
y ir z — atitinkamai pirmo, antro ir tre¢io marininko darbo sparta (darbo
naSumas). Tada ieSkomg laikg bty galima apskaiciuoti pagal formule
A

X+y+2

Pagal salyga,

. 2
6X+4y+7z=A ir 4x+ 2y+52=§A

Dy . . 1
Atéme antrg lygtj i§ pirmos, gausime lygti 2X+2y+ 22=§A Todél

1
X+y+z=—A
y 6

Taigi ieSkomas bendro darbo laikas yra 6 valandos.
Ats.: 6 h.

6 pavyzdys. Baseinas, pripildomas vandens keturiais vamzdZiais.
Pirmu, antru ir tre¢iu vamzdziu jis pripildomas per 5 valandas, o antru,
treCiu ir ketvirtu vamzdziu — per 6 valandas.

Per kiek laiko baseing galima pripildyti vandens pirmu ir ketvirtu
vamzdziu, jeigu visais keturiais vamzdziais jis pripildomas per 4
valandas?

Sprendimas. Tegu A yra baseino talpa (M%), 0 X, Xp, X3, X —

atitinkamai pirmo, antro, trecio ir ketvirto vamzdzio naSumas (m%/ h).

Pagal salyga,
S% +5% +5%=A OX +6X3+6X,=A 4x+4% +4%+4%,=A

Ieskomas laikas yra

X+ X

12



DARBO UZDAVINIAI

IS pradziy raskime X + X,.
. L . 1 S v ewp
IS pirmos lygties iSplaukia, kad X, + X3 = c A—X. Sia i8raiSka jrase¢

] antrg ir trecig lygtj, gausime:

1
6[5A—X1j+6x4=A, —6x1+6x4=—EA 1 1
= 5 3X4:—,X1:_A
1 20 12
4% +4 EA_Xl +4x,=A 4X4=§A
Taigi x1+x4=£A Todel A =E=7,5.
15 X +X 2
Ats.: 7,5h.
PIRMOJI UZDUOTIS

1. Mokiniy darby vertinimo komisija sudaro 5 mokytojai. Jei dirbty
tik pirmas, antras ir ketvirtas mokytojas, visus darbus patikrinty per
20 valandy, o jei dirbty tik antras, treCias ir penktas — per 15
valandy. Nedalyvaujant tik antram mokytojui visas darbas bty
baigtas per 10 valandy. Kiek karty grei¢iau darby vertinima atlikty
visi mokytojai (dirbdami kartu) lyginant su laiku, per kurj visus
darbus patikrinty antras mokytojas (dirbdamas vienas)?

2. Meistrui ir jo mokiniui reikéjo pagaminti tam tikrg skaiciy vienody
detaliy. Po to, kai meistras dirbo 7, 0 mokinys — 4 valandas,

paaiskéjo, kad jie jvykdeé 3 uzduoties. Kartu jie dirbo dar 4
valandas ir jiems dar liko %3 neatliktos uzduoties. Per kiek laiko
visg uzduotj jvykdyty mokinys (dirbdamas vienas)?

3. Dviems darbininkams reikéjo atlikti tam tikra darba. Antrasis
darbininkas pradéjo dirbti 1 valanda véliau negu pirmasis. Pragjus 3
valandoms nuo to momento, kai pradé¢jo dirbti pirmasis darbininkas,

13



| TEMA

jiems dar liko atlikti 0,45 viso darbo. Baigus darba, paaiskéjo, kad
kiekvienas darbininkas atliko po puse¢ darbo. Per kiek valandy
dirbdamas atskirai gali atlikti visg darba kiekvienas darbininkas?

4. Keletas darbininky darbg gali atlikti per 14 dieny. Jeigu darbininky
bty keturiais daugiau ir kiekvienas kasdien dirbty 1 valanda ilgiau,
Sis darbas biity atliktas per 7 dienas. Kiek buvo darbininky ir po
kelias valandas jie dirbo per dieng?

5. Vienodos detalés Stampuojamos trimis skirtingais automatais.
Bendras visy trijy automaty nasumas pusantro karto didesnis uz
bendrg pirmo ir antro automaty naSuma. Pirmam automatui skirta
uzduotj antras ir treias automatai (veikdami kartu) atlikty 4
valandomis 48 minutémis greifiau, o antras — dviem valandomis
greiiau negu pirmas automatas. ApskaiCiuokite laika, per kurj
pirmas automatas atlieka jam skirtg uzduotj.

6. Du skirtingo galingumo mechaniniai ,.kurmiai, dirbdami kartu i§
priesingy tunelio galy, gali jj iSkasti per 5 dienas. Taciau i§ pradziy

pirmasis ,,kurmis® iSkasé 3 tunelio, o tik po to darbg pradéjo ir

pabaigé antrasis ,,kurmis“. Visas darbas buvo atliktas per 10 dieny.
Per kiek dieny visg tunelj gali iSkasti kiekvienas ,.kurmis*?

7. 18 pradziy 2 valandas krovinys i§ laivo buvo iskraunamas keturiais
vienodo galingumo kranais. Tada prie darbo prisijungé du vienodo,
bet mazesnio, galingumo kranai. Per 3 valandas visi $esi kranai
darbg baigé (iSkrové visg krovinj). Jeigu visi $esi kranai darbg biity
pradéje kartu, tai visas krovinys bty iSkrautas per 4,5 valandos. Per
kiek laiko krovinj i$ laivo iSkrauty vienas didesnio galingumo ir
vienas mazesnio galingumo kranas (dirbdami kartu).

8. Trimis traktoriais laukas suariamas per 4 dienas. Pirmu ir antru
traktoriumi biity jj galima suarti per 6 dienas, o pirmu ir treciu
traktoriumi per 8 dienas. Kiek karty daugiau per dieng suariama
antruoju traktoriumi negu tre¢iuoju?

14



DARBO UZDAVINIAI

9.

10.

Baseinas gali bati pripildytas 5 vamzdziais. Pirmais trimis
vamzdziais baseinas pripildomas per 3 valandas, pirmu, ketvirtu ir
penktu vamzdziu — per 2 valandas, treéiu ir ketvirtu — per 6
valandas, 0 antru ir penktu — per 4 valandas. Per kiek valandy
baseinas pripildomas visais penkiais vamzdziais?

Vienu vamzdziu baseinas pripildomas vandeniu, o kitu vamzdziu
vanduo iSleidziamas i§ baseino. Baseinas pripildomas 2 valandomis
ilgiau negu i$ jo iSleidziamas vanduo. Kai baseine vandens buvo tik
trecdalis jo talpos, buvo atidaryti abu vamzdziai ir po 8 valandy
baseinas jau buvo tuscias. Per kiek valandy baseinas pripildomas
vandeniu?

3

A
N 2)

§ -(/’p

<
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. APSKRITIMAI

Edmundas Mazétis

1. Centriniai ir jbréZtiniai kampai. Kaip zinome, apskritimas — tai
aibé ploksStumos tasky, duotuoju atstumu R nutolusiy nuo duotojo
plokstumos taSko O. Taskas O yra vadinamas apskritimo centru, o
atkarpa OM, jungianti apskritimo centrg su bet kuriuo to apskritimo
tasku M, vadinama apskritimo spinduliu. Visi apskritimo spinduliai yra
lygts, jy ilgis lygus R Atkarpa AB. jungianti du apskritimo taskus,
vadinama apskritimo styga. Jei apskritimo styga eina per jo centra, tai ji
vadinama apskritimo skersmeniu. Apskritimo dalis, esanti tarp dviejy jo
taSky A ir B, vadinama apskritimo lanku, kurio galai yra taskai A ir B.
Du duotieji apskritimo taskai nustato du apskritimo lankus, kuriy galai
yra tie taskai.

Kampas, kurio vir§iné yra apskritimo centras, vadinamas centriniu
kampu. Kampas, kurio vir§tiné yra apskritimo taSkas, o krastinés tg
apskritima kerta, vadinamas jbréztiniu kampu.

1teorema. Jei Air B — du apskritimo taskai, taskas O — jo centras,
o tasSkas C yra apskritimo taskas, esantis toje pacioje tiesés AB puséje,
kaip ir taSkas O. tai kampo ACB didumas lygus kampo AOB pusai.
Teoremg pirmiausia jrodysime, kai atkarpa AC — apskritimo skersmuo (1
pav.). Kadangi trikampis AOB lygiasonis, tai ZOAB=Z0BA
Trikampis BOC taip pat lygiasonis, tod¢él £ ACB = ZO0BC. I§ ¢ia seka,

kad

Z ACB=%(180° — Z/COB) = %4 AOB.
Ka atkarpa AC néra apskritimo skersmuo, bréziame skersmenj CD.
Tuomet < ACB=~/ACD+~2DCB (2a pav.), arba
ZACB=ZACD-2DCB (2b pav.). Abiem atvejais teoremos
teisingumas seka 18 iy lygybiy ir kg tik jrodyto fakto.

1 iSvada. Visiems apskritimo taskams M, esantiems vienoje stygos
AB puséje, kampai AMB yra lygiis.

2 isvada. Jei AB ir CD — dvi lygios apskritimo stygos, o apskritimo
taskai M ir N yra arba abu toje pacioje puséje nuo tiesiy AB ir CD. kaip
ir apskritimo centras, arba abu yra skirtingose pusése, nei apskritimo
centras, tai kampai AMB ir CND yra lygis.

16



APSKRITIMAI

C C
5 A
B B
A A D
1 pav. 2apav. 2b pav.
M

3 pav.

3 iSvada. Jei atkarpa AB yra apskritimo skersmuo, tai bet kuriam
apskritimo taskui C kampas ACB yra statusis.
4 isvada. Jei apskritimo taskai M ir N yra skirtingose tiesés, kurioje

yra apskritimo styga AB. pusése (3 pav.), tai £ AMB+ .2 ANB=180".

2. Apskritimy liestinés ir kirstinés. Tiesé, turinti su apskritimu du
bendrus taSkus, vadinama apskritimo kirstine, o ties¢, turinti su
apskritimu vieng bendrg taska, vadinama apskritimo liestine. Apskritimo
liestiné yra statmena tiesei, jungianciai apskritimo centra su

A

B E

D /”

A

4apav. 4b pav.
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lietimosi tasku. Kampu tarp apskritimo ir jj kertancios tiesés vadinamas
kampas tarp tos tiesés ir jos sankirtos su apskritimu taske nubréztos
apskritimo liestinés. Kampu tarp dviejy apskritimy vadinamas kampas,
kurj sudaro ty apskritimy susikirtimo taSke nubréztos Siy apskritimy
liestinés. Akivaizdu, kad abejuose apskritimy susikirtimo taSkuose
kampas tarp jy yra vienodas.

2teorema. Jei i§ tasko A yra nubréztos dvi apskritimo kirstinés,
kertanéios apskritimg atitinkamai taSkuose B, C ir D, E, ta
AB-AC = AD- AE. Teoremos jrodymas, kai taskas A yra apskritimo
iSoréje (4a pav.), iSplaukia i§ kampy BCD ir BED lygumo ir i§ ¢ia
sekancio trikampiy ABE ir ACD panasumo. Analogiskai teorema
jrodoma ir kai taSkas A yra apskritimo viduje (4b pav.).

3teorema. Jei tiesé AB taske B lieCia apskritimg, o atkarpa BC yra
apskritimo styga, tai bet kuriam apskritimo taskui, esan¢iam kitoje tiesés
BC puséje nei taskas A, yrateisinga lygybé /BMC = ~/ABC (5 pav.).

Tikrai, kadangi liestiné AB statmena spinduliui ‘
OB, tai M G c

Z ABC =90° — Z/OBC = 90° —%(1800 - /BOC) =

ZEZBOC:ZBMC. \
2 B A
5 pav.

4 teorema. Jei iS tasko A nubrézta apskritimo liestiné liecia jj taske
D, o i8 to paties tasko nubrézta kirstiné kerta apskritimg taskuose B ir C,

D —A .tai AD2 = AB- ACF. Teig_inio teisingumas
iSplaukia i§ trikampiy ACD ir ADB panasumo
, (6 pav.).

C 1 pavyzdys. 1§ tasko F nubréztos
apskritimo liestinés lieia jj taskuose A ir B.
Per taska B nubréztas apskritimo skersmuo BC.
Irodysime, kad tieses AC ir OP yra
6 pav. lygiagreéios, ¢ia taskas O yra apskritimo

centras.
Sorendimas. Kadangi apskritimo spinduliai OA ir OB yra statmeni
liestinéms PA ir PB, tai statigji trikampiai OAP ir OBP yra lygis, todél

18
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PA=PB, t.y., i§ vieno tasko nubrézty apskritimo liestiniy atkarpos iki
lietimosi tasky yra lygios (7 pav) Is

trikampiy lygumo seka,

ZPOA=/POB. Kampas AOB yra VA
trikampio AOC priekampis, todél
ZAOB = ZOAC + ZOCA. Bet '

ZAOB=2ZA0P, 0 B
ZAOC = ZOCA.. 7 pav.

Todél 2£ AOP =2Z0AC, o i§ kampy AOP ir OAC lygumo seka,
kad tiesés AC ir OP yra lygiagrecios.

3. Ibréztieji ir apibréZtieji apskritimai. Jei trikampio ABC visos
vir§iings yra apskritimo taSkai, tai apskritimas vadinamas apie trikampj
ABC apibréztuoju apskritimu, 0 trikampis ABC vadinamas jbréztuoju |
apskritima. Kaip zinome, apie kiekvieng trikampj yra apibréziamas
apskritimas, kurio centras yra trikampio krastiniy
vidurio statmeny susikirtimo taSkas. Apibrézto apie B
trikampj apskritimo spindulio ilgji R su trikampio D ‘7"
krastinémis ir trikampio kampy sinusais sieja sinusy

teorema _a =— b _ _ C __oR (8 pav.). k
shZA snZB snzC AL c

Kadangi trikampio ABC plotui S yra teisinga

) 1 . C oy 8 pav.
lygybé Szaabsm ZC, tai jraS¢ ] Sig lygybe i8

sinusy teoremos gautg SN/ C israiskg sin £ C = 2—‘;, gauname tokig

apibrézto apie trikampj apskritimo spindulio

formule R= @ B

4S
Apskritimas, kuris liecia trikampio ABC
krastines, yra vadinamas jbréztuoju | trikampj P M
ABC, o trikampis ABC vadinamas apibréztuoju
apie apskritimg. [ kiekvieng trikampj yra = p C
jbréziamas apskritimas, kurio centras yra N
trikampio pusiaukampiniy sankirtos taskas. 9 pav.
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Sakykime, kad j trikampj ABC jbréztas apskritimas krastines BC, CA ir
AB lietia atitinkamai taskuose M, N, P (9 pav.). Zymédami
AN=AP=x, CN=CM =y, BM=BP=2 turime x+y+z=p,

X+y=Db, C¢ia p:%(aJr b+c) — trikampio pusperimetris. I ¢ia

gauname, kad z= p—Db. Analogiskai x=p—a, y=p—c. Jei taskas I
yra ] trikampj jbrézto apskritimo centras, tai trikampiy AIB, BIC ir AIC
aukstinés IP, IM ir IN lygios jbrézto j trikampj ABC apskritimo

spinduliui r, todél ty trikampiy plotai atitinkamai lygts %Cr, %ar,

%cbr. Kadangi $iy trikampiy ploty suma lygi trikampio ABC plotui S

tai i§ Cia gauname lygybe S= pr.

2 pavyzdys. Trikampio ABC krastine BC =20, jbréztas j jj
apskritimas taSkuose E ir F kerta pusiaukrasting AD taip, kad
AE = EF = FD. Rasime trikampio plota.

Sorendimas. Sakykime, kad jbréztas j trikampj apskritimas krastines
AB, AC, BC liecia atitinkamai taskuose Z, Y, X (10 pav.). Pagal jbrézto i

b+c-a

trikamp]  apskritimo  savybes turime AZ=p-a= >

a a+c-b_b-c
2 2

DX = g _BX = g —(p-b)= Pagal liestiniy ir

kirstiniy savybes turime

N2
AE-AF:%AD-EAD:AZZZM,

DE.DE=1pp.2p0- A
373
_px2-(b-9°

Kadangi siy lygybiy
kairiosios pusés lygios
2AD?

, ta lygios ir de-
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Siniosios, t. Y.,

b+c—-a=b-c Kadangi pagal salyga a=20, tai i§ cia
gauname, kad 2c = a, t.y., c=10. Pagal trikampio pusiaukrastinés ilgio
formule

AD? = i(zlo2 +2c%—a%) = 1(2b2 —200).
4 4

I8 gautyjy lygybiy turime, kad
2
2.1(2b2_200) G

9 4 4
IS ¢ia randame, kad b=26 ir b=10. Bet antroji b reikSmé netinka, nes
néra trikampio, kurio kraStiniy ilgiai baity 20, 10 ir 10. Zinodami
trikampio krastiniy ilgius pagal Herono formule randame, kad jo plotas

lygus S=+/28-8-2-18 = 24,/14.

,t.y., b2 —360+260=0.

3 pavyzdys. Trikampio ABC krastinés A
AB=13 BC=14, AC=13 taskai Eir F yra
krastiniy AB ir AC vidurio taSkai. Ties¢ EF |y N
kerta apibrézta apie trikampj apskritimg E | F
taSkuose M ir N (11 pav.). Rasime atkarposEM B H C
ilgj.

Sorendimas.  Kadangi  trikampis ABC
lygiaSonis, tai dél simetrijos tiesés, kurioje yra
jo aukstiné AH, atzvilgiu atkarpos ME ir FN yra lygios. Pazymékime

EM =FN =x. Kadangi AE:EB:%, EF=7, EN=7+x,, ta

11 pav.

pagal taske E susikertanciy apskritimo stygy teorema (2 teorema) turime

2
13 D
ME-EN=AE-EB, t.y., X(7+ X)=(?) . I8 ¢ia C

gauname, kad ieSkomasis atkarpos EM ilgis X yra
lygties x? +7x—%’ =0 sprendinys. Si lygtis A

turi tik vieng teigiama sprendinj E
. —-14+ /365 —14+ /365 12 pav.
_ —

, taigi EM =
2 g
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4. Keturi taskai viename apskritime. Kaip scka i§ 1 teoremos 1
iSvados, jei taskai C ir D yra vienoje tiesés AB puséje ir
Z ACB = Z ADB, tai taskai A, B, C ir D yra viename apskritime. Jei
taSkas E yra kitoje tiesés AB puséje nei taskai C ir D,ir
ZACB+ £ AEB=180", tai taskai A, B, C ir E yra viename apskritime
(12 pav.).

5 teorema. Jei tiesé, einanti per taskus B ir C taske A susikerta su
kita tiese, einan¢ia per taskus E ir D ir teisinga lygybé
AB- AC= AD- AE, tai taSkai B, C, D, E yra viename apskritime (13
pav.). [rodymui pastebime, kad i$ lygybés AB- AC = AD - AE,

B A B
C

E A c
13 pav.
14 pav.

iSplaukia lygybé % = %, todél trikampiai ABD ir AEC yra panasieji,

taigi ~ AEC= 2 ABD =180" — ZCBD, o tai ir reiskia, kad taskai B, C,
D, E yraviename apskritime.

6 teorema. Jei tiesé |, einanti per smailiojo trikampio ABC virSine
C su tiese BC sudaro kampa lygy trikampio kampui A, tai ji yra
apibrézto apie trikampj ABC apskritimo liestiné taske C (14 pav.).
Tikrai, nubrézkime per taskg C apibrézto apie trikampj ABC apskritimo
liesting ir liestinés spindulyje, kuris su tiese BC sudaro smailyjj kampa,
pazymékime kurj nors taska D. Pagal 3 teoremg £BAC = ZBCD, taigi
ties¢ CD su tiese BC sudaro kampa, lygy trikampio kampui A, todél ji
sutampa su tiese . D A

7 teorema. Jei taskai A, B, C yravienogje
tieséje, o taskas D tai tiesel nepriklauso ir yra
teisinga lygybe AD? = AB- AC, tai ties¢ AD
yra apie trikampj BCD apibrézto apskritimo ¢
15 pav.
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liesting (15 pav.). Jrodymui pastebime, kad i§ lygybées AD? = AB- AC
iSplaukia lygybe % = 2—(5, taigi trikampiai ABD ir ADC yra panasieji,

t.y., ZADB=/ACD. I§ 6 teoremos seka, kad tiesé AD yra apskritimo,
einancio per taskus B, C, D, liestiné.
4 pavyzdys. Atkarpa AB yra apskritimo p
styga, taskas P yra apskritimo taskas, taSkas
H yra tasko P ortogonaioji projekcija
tiesé¢je AB. Per taskus A ir B nubréztos Q
apskritimo liestinés, taskai Q ir S yra tasko S
P ortogonaliosios projekcijos jose (16 pav.). A B
Irodysime, kad
PH =,/PQ-PS. 16 pav.
Sorendimas. Kadangi keturkampio PQAH priesingieji kampai Q ir
H yra statieji, tai apie jj apibréziamas apskritimas, taigi
ZPQH = ZPAH. Analogiskai keturkampis PHBS irgi jbréztas |
apskritima, taigi £LPHS=/ZPBS. Pagal 3 teoremg <ZPAH = /ZPBS,
taigi £ PQH = ZPSH. AnalogiSkai jrodoma (atlikite tai savarankiskai),
kad Z/PHQ=/P3H. I8 ¢ia seka, kad trikampiai PHQ ir PSH yra

PH PS .. .. ..
anasSieji, taigi —— = ——. IS ¢ia iSplaukia jrodomoji lygybé.
p ) g PO PH Y ! )1 1ygy

5 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukampiné AD kerta apie trikampj
apibrézta apskritimg taske M, taskas | yra j trikampj ABC jbrézto
apskritimo centras. Jrodysime, kad MB=MC = MI.

Sorendimas. Kadangi jbrézto | trikampj A
apskritimo centras yra trikampio pusiaukampiniy “
susikirtimo taskas, tai taSkai A, |, D ir M yravienoje
tieséje (17 pav.). Lankai MB ir MC yra lygis, todél
lygios ir stygos MB ir MC. Kadangi tiesés Bl ir Cl

yra trikampio pusiaukampinés, tai B ‘V C
o 1 1 N2
«2CIB=180 -=/B-=-ZC= M

2 2 17 pav.
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—180° —%(AB+AC)=180° —%(180" _/N=9C +%LA

Analogiskai ZAIB= 90° +%£C, ZAIC=90" + %L B.

Tuomet /BIM =180° — Z AIB =180° —(go° +%4c]= o0 _%4(;,

(0]

ZMBl = ZMBC + ZCBl = ZMAC+ £CBI =%LA+%LB:90°—%4C.

Taigi £MBI = ZBIM, todél trikampis MIB lygiaSonis, t. y., Ml = MB.

5. Apskritimy radikaliosios aSys. Sakykime, kad duotas
apskritimas, kurio centras taskas O ir spindulys lygus R. Sakykime, kad

taskas A nuo apskritimo centro nutolgs atstumu d. Skaicius d?-R? yra
vadinamas tasko A laipsniu duotojo apskritimo atzvilgiu. Jei taskas A yra
apskritimo iSor¢je, o ties¢ AT yra apskritimo liestiné, liecianti jj taske
T, tai i§ staciojo trikampio OAT gauname, kad tasko A laipsnis §io
apskritimo atzvilgiu lygus liestinés atkarpos AT kvadratui. Tuomet pagal
4 teorema bet kuriai per taska A nubréztai apskritimo kirstinei BC
sandauga AB- AC lygi atkarpos AT kvadratui, t. y., tasko A laipsniui
apskritimo atzvilgiu (18a pav.). Jei taskas A yra apskritimo viduje (18b
pav.), BC— bet kuri per taskg A einanti kirstiné, ED — per taskg A
einantis apskritimo skersmuo, tai tasko A laipsnis apskritimo atzvilgiu

lygus — AB-AC, nes AB:-AC=AD-AE=(R-d)(R+d)=R%-d?.
Jei taskas A yraapskritime, tai R=d, todél jo laipsnis lygus 0.

18apav. 18b pav.
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8 teorema. Sakykime, kad duoti du apskritimai, kuriy centrai yra
skirtingi. Aibé tasky, kuriy laipsniai dviejy duotyjy apskritimy atzvilgiu
yra vienodi, yra ties¢, statmena ty apskritimy centrus jungianciai tiesei.
Jrodymui pasitelkime koordinaciy sistema. Sakykime, kad koordinaciy
sistemos Oxy pradZzios taskas yra pirmojo apskritimo centras, o OX asis
eina per kito apskritimo centra (19 pav.). Sakykime, kad atstumas tarp
apskritimy centry lygus &, tuomet apskritimy centry koordinatés (0, O) ir
(&, 0). Jei apskritimy spinduliy ilgiai atitinkamai lygas r ir p, 0 M (X, y)
— bet kuris ieSkomosios tasky aibés

taskas, tai pagal tasko laipsnio y -M(x, y)
apibrézima turime lygybe
(0,0

x2+y2—r2=(x—a)2+y2—p2. m

Pertvarke gauname, kad iesko- O2 X
mosios tasky aibés lygtis yra

#h
N

2ax=1r? —p2+a2. Tai yra tiesés,
statmenos Ox asiai, lygtis. 19pav.

Tiesé, kurios kiekvieno taSko laipsniai dviejy duotyjy apskritimy
atzvilgiu yra vienodi, yra vadinama apskritimy radikaligia asimi. 18
tasko laipsnio savybiy seka, kad taskas P priklauso apskritimy radika-
liajai aSiai tada ir tik tada, kai per jj nubréztoms kirstinéms, kertanc¢ioms
aSies tasky savybé: jei taskas priklauso radikaliajai aSiai, bet néra
atkarpos iki lietimosi tasky yra
taSkas X yra apskritimy radika-

Bet kurie du apskritimai, kuriy centrai yra skirtingi taskai, turi

vieng apskritimg taskuose A, B, o kitg — taskuose C, D, galioja lygybé
duotyjy apskritimy viduje, tai i$ jo

N |
vienodo ilgio. Atskiru atveju FN
liosios aSies ir tiesés | susikirtimo
vienintele radikaliaja asj. Jei apskritimai kertasi taskuose M ir N, tai iy

PA-PB = PC . PD. I§ tasko laipsnio apibrézimo iSplaukia radikaliosios
.y L. ", M
iSvesty liestiniy tiems apskritimams
(20 pav.), jei ties¢ | yra dviejy U X
apskritimy bendroji liestiné, lie-
Cianti juos taskuose M ir N, o
20 pav.
taskas, tai XM = XN.
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tasky laipsniai apskritimy atzvilgiu lygts nuliui, o kadangi ties¢ MN yra
statmena apskritimy centrus jungianciai tiesei, tai pagal 8 teorema ji yra
ty apskritimy radikalioji asis (21a pav.). Analogiskai, jei du apskritimai
lieCiasi taske M, tai per §j taska nubrézta jy bendroji liestiné yra jy
radikalioji aSis (21b pav.). Jei apskritimai neturi bendry tasky (21c pav.),
i$ bet kurio tasko, nepriklausancio jy centrus jungianciai tiesei, kaip i$
centro bréziamas apskritimas, vieng apskritimg kertantis taSkuose A ir B,
0 kita — taskuose C ir D. Jei taskas M yra tiesiy AB ir CD susikirtimo
taskas, tai jo laipsniai visy trijy nubrézty apskritimy atzvilgiu yra

21c pav.

vienodi (paaiskinkite, kodél). Taigi taskas M yra duotyjy apskritimy

radikaliojoje  aSyje,  kurig
gauname, i§ tasko M nuleide
statmen] tiesei, einanciai per
duotyjy apskritimy centrus.
9teorema (radikaliosios
asies lema): Sakykime, kad
ties¢ | yra dviejy apskritimy
radikalioji ~ aSis.  Viename
apskritime pazymékime taskus

A

22 pav.
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A ir B, o kitame — taskus C ir D, taip, kad tiesés AB ir CD nebity
lygiagrecios. Tiesiy AB ir CD sankirtos taskas X yra tieséje | tadair tik
tada, kai taskai A, B, C, D yra viename apskritime. Tikrai (22 pav.),
taskas X yra duotyjy apskritimy radikaliojoje aSyje, tada ir tik tada, kai
teisinga lygybé XA- XB= XC- XD, o §i lygybe yra teisinga tada ir tik
tada, kai taskai A, B, C, D yraviename apskritime.

6 pavyzdys. Trikampio ABC kras-
tingje BC yra taskai Sir R, be to, taskas
Syra tarp tasky B ir R Krastinéje AB yra
taskas P, krastinéje AC - taSkas Q ir yra
teisingos lygybés AP = AQ,

ZBPS=/PRS, ZCQR=/ZQSR
(23 pav.) Irodysime, kad taskai P, Q, R, S
yraviename apskritime.

Sorendimas. Sakykime, kad apskriti-
mas o, eina per taSkus P, S R I8 salygos £ BPS = ZPRS, i$plaukia (6
teorema), kad ties¢ AB yra jo liestiné. AnalogiSkai nubréziame
apskritima o, einantj per taskus Q, S R. I8 salygos ZCOR=ZCSQ
iSplaukia, kad ties¢ AC yra jo liestiné. Jei apskritimai o ir wy yra
skirtingi, tai ties¢ SR yra jy radikalioji asis. IS salygos AP = AQ seka,
kad taskas A yra jy radikaliojoje aSyje. Bet taskas A néra tieséje SR, t.
y., ties¢je BC. Priestara jrodo, kad apskritimai «; ir o sutampa, taigi
taskai P, Q, S, Ryraviename apskritime.

7 pavyzdys. Du apskritimai kertasi taSkuose M
M ir N. Staciakampis ABCD yra toks, kad
virsinés A ir C yra viename apskritime, 0
vir§tnés B ir D — kitame (24 pav.). Irodysime,
kad staCiakampio jstrizainiy susikirtimo taskas
yra tieséje MN.

Sorendimas.  Ties¢ MN yra duotyjy A
apskritimy radikalioji aSis. Kadangi apie bet kurj
staciakampj ABCD apibréziamas apskritimas, tai
apskritimy stygos AC ir BD pagal 9 teorema susikerta radikaliosios asies
MN taske.

N D

24 pav.
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ANTROJI UZDUOTIS

1. Du apskritimai, kuriy centrai yra taskai Oy ir O,, taskuose M ir N
kertasi staciuoju kampu, kampy NOM ir NO,M skirtumas yra

lygus 30°. Raskite i kokio didumo lankus styga MN dalija
kiekvieng i§ apskritimy.

2. I8 apskritimo vieno tasko nubréztos dvi stygos, kuriy ilgiai lygiis 9
ir 17. Atstumas tarp ty stygy vidurio tasky lygus 5. Raskite
apskritimo spindulio ilgj.

3. Trikampio ABC krastiné AC=8, jbréztas j trikampj apskritimas
pusiaukrasting BD kerta taskuose M ir N tap, kad
BM :MN:ND =1:2:1. Raskite trikampio ABC kity kratiniy
ilgius.

4. Lygiakrasc¢io trikampio ABC krastinés ilgis lygus 2, taskai M ir N
yra krastiniy AB ir AC vidurio taskai. Ties¢é MN kerta apie trikampj
ABC apibréztg apskritimg taSkuose P ir Q. Raskite atkarpos PQ ilgj.

5. Taskas C dalija apskritimo styga AB j dalis AC=4, BC =12. Per
taska C nubréztas apskritimo skersmuo kerta apskritimg taske D
taip, kad €D = 7. Raskite apskritimo spindulio ilgj.

6. Apskritimo taskas M nutoles nuo apskritimo liestiniy, nubrézty
apskritimo taskuose A ir B, atstumais 4 ir 9. Raskite tasko M
atstumag iki tiesés AB.

7. Trikampio ABC kampas A lygus 60°, apibrézto apie jj apskritimo
spindulys lygus 10. Taskas D yra to apskritimo lanko BC, kuriam
nepriklauso taSkas A, vidurio taskas, taSkas Q yra i trikampj ABC
jbrézto apskritimo centras. Raskite atkarpos DQ ilgj.

8. Apskritimo centras yra taskas O, spindulys lygus 9. Apskritimo
viduje yra du taskai A ir B, simetriski centro O atzvilgiu, nutol¢
nuo tasko O atstumu lygiu 5. Apskritime paimamas bet kuris taskas
M ir randamas toks apskritimo taskas N, kad tiesés AM ir BN bty
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10.

lygiagrecios, o taSkai M ir N bty toje pacioje tiesés AB puséje.
Raskite sandaugos AM - BN reikSme.

Duoti du apskritimai, kuriy centrai yra taskai Sir T, spinduliy ilgiai
lygiis 5 ir 3, o atstumas ST =10. Apskritimy radikalioji asis kerta
atkarpa ST taske M. Raskite atkarpy TM ir SM ilgius.

IS taSko A nubrézta apskritimo liestiné, lieCianti ji taske T.
Nubrézta apskritimo styga BC lygiagreti su tiese AT, be to,
AB < AC. Tiesés AB ir AC dar karta kerta apskritimg taskuose P ir
Q. Kokiu santykiu ties¢ PQ dalija atkarpg AT? (Nurodymas.
nubrézkite apskritima, einantj per taskus P, Q ir T ir jrodykite, kad
tiesé¢ AT yra jo liestiné.)

A

e
/ o

(& ,(<L.
\\/./
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P
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1. LYGINIAI

Eugenijus Stankus

Lyginys — labai svarbi skai¢iy teorijos savoka. Lyginiai taikomi
sprendziant jvairius skai¢iy teorijos uzdavinius, tarp jy ir jrodingjant
sveikyjy skai¢iy dalumo pozymius. Sioje temoje pateiksime lyginio
apibrézima, jrodysime kai kurias lyginiy savybes, panagrinésime keletg
lyginiy taikymo pavyzdziy.

Norédami apibrézti lyginj, prisiminsime natiiraliyjy ir sveikyjy
skaiCiy savybes, susipazinsime su sveikyjy skai¢iy dalumu bei dalyba su
lickana. Zinome, kad sveikyjy skaiéiy aibe

7z={...,—3-2-1,02123..}
sudaro nataralieji skai¢iai 1,2, 3,..., sveikigi neigiami skaiciai
-1-2,-3, ... ir skaicius 0.

1. Sveikyju skai¢iy dalumas.

1 apibrézimas. Sveikasis skaiCius a dalijas i§ sveikojo skai¢iaus
b#0 (ymima a:b), jeigu yra toks sveikasis skai¢ius g, su kuriuo
a=Db-q. Tap pat sakoma, kad b dalijaa (zymima b|a).

Pavyzdziui, 42:7 arba 7|42, nes 42=6-7.

Nesunku jsitikinti, kad galioja tokie teiginiai.

1) J& b|air c|b,ta c|a.

Irodymas. Kadangi a=b-q, ir b=c-q,,ta a=c-q,-q, t.y.
cla.

2) Jeigu i§ sveikojo skaiCiaus a dalijasi kiekvienas sumos démuo,
tai ir §i suma dalijasi i3 skaiGiaus a. Sj teiginj galime uzrasyti ir taip: jei
a\b,a\b,,..,a\b,, ta a\(b,+b,+..+b,).

Irodymas. Kadangi b =aq,b, =aq,.. b, =aq, tai

b+b,+..+b,=a(qg+ 0 +...+q,), t. y. suma b +b,+..+Db,
dalijasi i§ a.
3) Jeigu zinoma, kad lygybés
a+a,+..+a,=b+b+...+b, (1)
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visi nariai, i§skyrus vieng (pavyzdziui &), dalijasi i§ skaiCiaus c, tai ir
pastarasis narys dalijasi i$ skaiCiaus C.
Irodymas. Kadangi a,, ..., @, by, b, ..., b, dalijasi i§ skaic¢iaus c,

ta a, =cq,, ..., &, = CY,,
b =d,b,=d,,.., b, =d,. Irase sias israiskas j (1) lygybe ir isreiske
al, gauname:

Pirminiais skai¢iais vadinami tokie natoralieji skaiCiai, kurie
dalijasi tik i§ saves ir i§ vieneto (juos daZniausiai zymésime raide p).
Skai¢ius 1 nelaikomas pirminiu. Visi natiiralieji skaiciai (# 1), kurie
néra pirminiai, vadinami sudétiniais natiiraliaisiais skaiciais.

Pirminiai skaiciai sveikyjy skaiciy aritmetikoje ypac¢ svarbis, nes jy
sandauga iSreiskiamas bet kuris nelygus 1 ir —1 sveikasis skaicius. Tai
patvirtina pagrindiné aritmetikos teorema, kurig ¢ia tik suformuluosime.

Pagrindiné aritmetikos teorema. Bet kuris natiiralusis skai¢ius n,
n>1, vieninteliu budu isreiSkiamas pirminiy skai¢iy sandauga (jei
nekreipiama démesio j dauginamyjy tvarkg).

Jei skai¢iaus n pirminius daliklius (pirminius skaicius, kurie dalija n)
pazymésime Pq, Py, ..., Py, tai skaiCiy N galime uzrasyti formule

n= p P ™ ©)

¢ia Ky, Ks,..., Ky, yra patys didziausi laipsnio rodikliai, su kuriais
skaiGius N dalijasi i§ &y laipsniy. Si formulé vadinama skaiGiaus n
kanoniniu skaidiniu. Pavyzdziui, 600=233.5% 1890=2.-3%.5.7.

Nedideliy naturaliyjy skai¢iy kanoninius skaidinius rasti gana
paprasta. Kai skaiciai dideli, Sis uzdavinys tampa sudétingas netgi
pasitelkiant kompiuterius, nes reikia nustatyti i§ kuriy pirminiy skaiciy
jie dalijasi, o i§ kuriy ne. Taip pat sunku nustatyti, ar skai¢ius pirminis,
ar sudétinis. Jdomios informacijos $iais klausimais rasite svetainéje
http://www.utm.edu/research/primes/largest.html .

Didziausias bendrasis daliklis. Dviejy nattiraliyjy skai¢iy mir n
didziausiu bendruoju dalikliu (zymimas DBD(m, n) arbatiesiog(mn))
vadinamas didziausias nattralusis skaicius, kuris dalija abu skaicius — ir
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m, ir n. Pavyzdziui, kai m=756=2°.3°.7,
n=16170=2-3.5-7%.11,ta (mn)=2.3-7=42.

Ka (mn) =1, tai mir nvadinami tarpusavyje pirminiais
skaiCiais. Pavyzdziui, skai€iai 12 ir 77 yra tarpusavyje pirminiai, nes
12,77) =1.

2. Dalyba su liekana.

lteorema (dalybos su liekana teorema). Tarkime, a ir b —
sveikieji skai¢iai, b # 0. Tuomet yratokie vieninteliai sveikieji skaiciai
girr, 0<r <|b|, sukuriais galioja lygybé

a=b-q+r. (3)

Skaicius q vadinamas dalmeniu, o r — liekana.

Pastaba. Kai skai¢iams a ir b ieskant liekanos r taikoma dalybos su
liekana teorema, paprastai sakoma ,rasti liekana, gaunama skaiCiy a
dalijant i§ skai¢iaus b*.

Atveju  =0gauname, kad skaiGius a dalijasi i§ b. Taip pat
atkreipkime démesj, kad (3) formuléje skirtingy lickanos r reikSmiy i§
visoyra |b|,t.y., galibati r =0, 2,...,(|b|-1).

Irodymas. Skai€ius gqirr, O<r <|b|, su kuriais galioja (3) lygybe,
galima rasti taip: skaiiy Q reikia pasirinkti tokj, kad b-q buty
didziausias, nevirSijantis skai¢iaus @, ir tuomet paimti r =a—b-q. Ta
patogiausia padaryti taikant zinomg dalybos kampu algoritma.

Irodysime, kad tokia skai¢iy g ir r pora, su kuria galioja lygybé
a=Db-q+r, yra vienintelé.

Tarkime, kad yra kiti skai¢iai ¢ ir r;, 0<r <|/b|, su kuriais
galioja lygybé a=Db-q; +r,. Tuomet i§ Sios lygybés atéeme (3),
gausime O0=Db(q, —Q) + (r; — ). I§ auks¢iau jrodytos treciosios dalumo
savybés iSplaukia, kad r;—r turi dalytis i§ skaiCiaus b. Taciau
[r,—rIb| (nes r;—r yra dviejy teigiamy skaiciy, mazesniy uz |b|,
skirtumas). Toks skai¢ius gali buti tik nulis. Taigi I, —r =0, o tuomet
ir g —q=0 (nes b= 0).Vadinasi, r, =r, ¢ = (. Teorema jrodyta.
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Pateiksime kelis pavyzdzius:

ka a=2017,b=12, turésime =168 r =1
2017=12-168+1):

ka a=-2017,b=12,ta q=-169, r =11
(—2017=12-(-169 +11 );

ka a=2017,b=-12,tuomet q=-168 r =1
(2017=(-12)- (168 +1);

ka a=-2017,b=-12, turéesime q=169, r =11
(—2017=(-12)-169+11).

3. Lyginio savoka ir lyginiy savybés.

2 apibreézimas. J&i sveikuosius skaiéius air b dalijant i§ natiiraliojo
skai¢iaus m>1 gaunama ta pati liekana, sakoma, kad a lygsta b
moduliu m. Tai zymima a=b(modm), o S§is uzraSas vadinamas
lyginiu moduliu m.

Pavyzdziui, 2017 =1(mod 12) , —2017 =11(mod 12) ,
26=5(mod 7), 176 =-10(mod 2) .

Irodysime kelias lyginiy savybes.

1) Lyginys a=b(modm)galioja tik tuomet, kai skirtumas a—b
dalijasi i§ m.

Irodymas. Jei a=b(modm), tai

a=mg+rir b=mg,+r.
Tuomet a—b=m(q, —q,). Taigi a—bdalijasi is m.
Atvirkiciai, jei m|(a—b), 0o b=mg, +r , tai

a-b=mg=a=b+m=a=my, +r+myg=a=m(q +q)+r.
Taigi daijant a i§ m taip pat gaunama liekana r. Vadinag, ir a, ir b
dalijant i$ natiiraliojo skai¢iaus m gaunamata pati liekana.

Isvada. a=b(modm) < a—b=0(modm). Taigi lyginyje (kaip
ir lygtyje), jo narj galima perkelti j kitg lyginio puse¢ pakei¢iant §io nario
Zenkla prieSingu.

2) Lyginio daugyba is skaiciaus. Jei a=b(modm), tuomet
ac = bc(modm) su bet kuriuo ce Z .
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Irodymas. a=b(modm) < a-b=nmg=
ac—bc = mgc = ac = bc¢(modm) .

3) Démens pridéjimas. J& a = b(modm), tuomet
a+c=b+c(modm) subet kuriuo ce Z .

Irodymas. a=b(modm) < a-b=m=
(a+c)—(b+c)=mg= a+c=b+c(modm).

4) Lyginiy sudetis. J& 8 =b(modm) ir a,=b,(modm), tai
a, +a, =b +b,(modm).

Irodymas. & = b (modm),
&, =b,(modm) < & =b +my, &, =b, +my, =
8,+8, =by +b, + M+ Gp) = & +8, =D, + by(modm).

Isvada. Si savybé galioja su bet kuriuo lyginiy skai¢iumi
(pabandykite jrodyti).

5) Lyginiy daugyba. Jei & =b(modm) ir a, =b,(modm), ta
8 -8, =l -b,(modm).

Irodymas. a; = b, (modm),
&, =b,(modm) < & =b +my, &, =b, +my, =
a-a = (b +mg)(b, + mg,) =
& &= blv'szFm(bl%erzChJF”Ua%) = 8 -8 =b-b,(modm).

Isvada. Si savybé galioja su bet kuriuo lyginiy skai¢iumi

(pabandykite jrodyti).

6) Lyginiy kélimas laipsniu. J&i a=b(modm)tai a = b*(modm),

keN.

Sis teiginys iSplaukia i§ lyginiy daugybos (kai dauginama K vienody

lyginiy) savybés.

4. Likiniy klasés moduliu mir veiksmai su jomis.

Pasirinkime natiiralyjj skaiciy m>1. Tuomet pagal dalybos su
liekana teoremos formul¢ a=m-q+r kiekvienam sveikajam skaiciui a

vienareikSmiskai priskiriama liekana r, O<r <m. Pavyzdziui, kaip
matéme, kai m=12, tai skai¢iui 2017 priskiriama liekana 1, o skai¢iui
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—2017- lickana 11. Yra be galo daug sveikyjy skaiciy, kuriems su
pasirinktuoju Mm=12 priskiriama ta pati lickana. Pavyzdziui, skai¢iui
2005 taip pat priskiriama liekana 1, nes 2005=12-167+1, kaip ir
skai¢iams 1993, 1981, ..., 2029, 2041, ... ir t. t., 1, nes 1=12-0+1,
—-11, nes—11=12- (- +1, —23, —35, ... ir t. t. Visa $i sveikyjy
skaiCiy aibé

{...,—35—-23-11,1,13 25,...,1981,1993 2005 2017, .. }
yra sudaryta i$ sveikyjy skaiciy, kuriy dalybos i§ m=12liekanayralygi
1. Si aibé vadinama likiniy klase 1 moduliu 12. Uzragius kitaip:
1={xeZ:x=12-q+1 qe Z}. Aitku, kad

11={xeZ:x=12.q+1,qeZ} =
{....—2017,-2005...,-1,1123..}.

Analogiskai galime nusakyti ir kitas likiniy klases moduliu 12 — tai
2={xeZ:x=12-q+2,qeZ}, 3={xeZ:x=12-q+3 qe 7},
n 10={xeZ:x=12-q+10,qe Z}.

Tokiu pat budu pagal visas galimas liekany r reikSmes
r=012...,m—1 galima apibudinti ir likiniy klases bet kuriuo
natiralivoju  moduliu  m>1: 1={xeZ:x=m-q+1qeZ},
2={xeZ:x=m-q+2 qeZ},
m-1={xeZ:x=m-q+(m-1), g e Z} . Taip sveikyjy skaiciy aibe

7. suskaidome ] m sveikyjy skai¢iy poaibiy, neturinéiy bendry
elementy — likiniy klases moduliu m (raSoma modm).

Auksciau paminétas likiniy klases moduliu 12 galime uzraSyti ir
panaudodami lyginius: likiniy klase 1 sudaro sveikieji skaiCiai X, Su
kuriais x=1(mod12), o likiniy klasg¢ 11 - sveikieji skaitiai X, su
kuriais x=11(mod12). I§ viso likiniy klasiy moduliu 12 yra 12

(0,1, 2,...,IEI.) — tarp jy ir nuliné O_,kuriq sudaro sveikieji skaiciai,
besidalijantys i3 12, t. y. X = 0(mod12) .
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Panasiai ir su likiniy klasémis bet kuriuo moduliu m>1:
0={xeZ:x=0(modm)}, 1={xe Z: x=1modm)},
2={xeZ:x=2(modm)}, ..,
m-1={xeZ:x=m-1(modm)}.
Vadinasi, i§ viso skirtingy klasiy yra m: (_), i é, ,m_ — tai pilnoji
likiniy klasiy moduliu m sistema. Aisku, kad

Z=0Ulu2uU...um-1. Pavyzdziui, kai M=5, tai turésime tokia
pilnaja likiniy sistema:
0={5q+0, qe Z} ={x: x=0(mod 5)} =
{...,-10,-5,0,5,10,15, 20, ...};
={50+1LqeZ} ={x:x=1mod 5)} =
{...,-9-4,16,11,16,21,...} '
{59+2,geZ} ={x:x=2(mod 5)} =
{...—-8-3271217,22,...} ’
{59+3,geZ} ={x: x=3(mod5)} =
{....-7,-2,381318 23 ...} ’
={5q+4,qeZ} ={x:x=4(mod 5)} =
={...,—6,-1,4,9,14,19, 24, ...} '
Jdomu, kad likiniy klasés moduliu m kai Kkuriais atvejais sudaro
algebrines struktiiras, turinias savybes, panasias j racionaliyjy skaiciy

savybes. Pavyzdziui, pilnoji likiniy klasiy sistema turi vienetinj elementa
(racionaliyjy skaiciy aibéje yra vienetas), kiekviena nenuliné klasé turi

Wl N
Il I

1

atvirkSting (racionaliyjy skaiciy aibéje kiekviena trupmena |_ turi

| , L .
atvirksting PR kuriy sandauga lygi 1). Yra tik vienas skirtumas ! —

racionaliyjy skai¢iy aibé yra begaliné, o likiniy sistema — baigtiné.

Norédami §ig analogija pagristi, likiniy klasiy aibéje moduliu m
apibrésime sudéties, daugybos, kélimo laipsniu ir daugybos i§ skaiciaus
veiksmus.
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3 apibrézimas. Klasiy a ir E suma r_l + E vadinama klasé,
kuriai priklauso skaiCius Iy +r,.Pavyzdziui, klaséms moduliu 5
turésime: 1+4=0, 4+3=2, 3+3=1, 2+4=1ir pan. Galime
sudaryti pilng likiniy klasiy moduliu 5 sudéties lentelg:

n _ _ _ _

E 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3
6 apibrézimas. Klasiy a ir E sandauga r_la vadinama klase,

kuriai priklauso skaiCius I - T5.

Pavyzdziui, sudauging klases moduliu 5 gausime: 1-4= 21,

4.3=2, 3-3=4, 2-4=3 ir pan. Pilna likiniy klasiy moduliu
5 daugybos lentelé tokia:

I _ ) _ _ _
— 0 1 2 3 4
I

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

- -k
7 apibrézimas. Klasés r  (moduliu m) k-tuoju laipsniu r

. . N iy K
vadinama klasé, kuriai priklauso skaicius r .
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8 apibrézimas. Sveikojo skaiciaus a ir likiniy klasés r moduliu m
sandauga a-r vadinama klasé, kuriai priklauso skaiéius a-r .

9 apibrézimas. Likiniy klasiy ri ir r, moduliu m skirtumu
r, — I, vadinama klasé 1, +(=1)-T,.

Dabar naudodamiesi likiniy klasiy moduliu 5 veiksmy apibrézimais
bei sudéties ir daugybos lentelémis galime apskaiCiuoti jvairius tokiy
likiniy klasiy reiSkinius. Pavyzdziui, apskaiciuokime tokj reiskinj,
sudaryta i$ klasiy moduliu 5:

-4 -3 = =2 - - _ = == - - — - - - = -
3 +34 -2.3 +1=1+3-4-2-4+1=1+2-3+1=4+2=1.

5. Lyginiai su neZinomaisiais. Taikant lyginius skai¢iavimuose,
daznai reikia spresti lyginius su neZinomaisiais, pavyzdZiui,
5x=6(mod7). Cia reikia rasti sveikuosius x, su kuriais lyginys
teisingas. Kitaip tariant, S§io lyginio sprendiniai yra skaiciai,
priklausantys klasei X moduliu 7, su kuria 5-X=6. Patikrine visas
klases moduliu 7, nustatome, kad X=4 arba x=4(mod7). Sios
klasés visi skaiCiai uzraSomi formule X=7k+4, ke Z. Ta pirmojo
laipsnio lyginio pavyzdys. Lyginiy teorijoje nagrinéjami ir aukStesnio
laipsnio lyginiai bei lyginiy sistemos.

6. Lyginiy taikymas.

Naudojantis lyginiais galima rasti dideliy nataraliyjy skai¢iy, uzra-
Syty laipsniais (kaip, pavyzdziui, 132017), paskutiniuosius deSimtainius
skaitmenis. Taip pat taikant lyginiy savybes nesunku apskaiciuoti lie-
kana, gaunamg dalijant tokius skaiCius i§ kurio nors nattiraliojo skai-
Ciaus.
1 pavyzdys. Raskime skaidiaus n=(687)?""'paskutinjjj skait-
menj.
Sorendimas. Nataraliojo skaiCiaus paskutinysis skaitmuo yra
liekana, gauta §j skaiciy dalijant i§ 10. Taigi ieSkosime skaiCiaus n
dalybos i§ 10 lickanos. Pirmiausia 687 = 7(mod10) . Toliau:

72 =9(mod10) = 7% = 9% =1(mod10) = .
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— 74904 = 72018 _ 1(mod10) = 7Y = 7(mod10)
Taigi skaic¢iaus n paskutinis skaitmuo yra 7.

2 pavyzdys. Raskime skai¢iaus Nn=1
menis.

Sorendimas. Natiiraliojo skaiCiaus paskutiniai du skaitmenys yra
liekana, gauta §j skaiCiy dalijant i§ 100. Taigi ieSkosime skaiCiaus n

dalybos i§ 100 lickanos: 13? = 69(mod100) =13* =61=
13 =21-139=41-132 =811 =61=13% =21
=130 -41-13% =81

131924 = 6113102413712 — 61.81= 130 = 41—

— 1319361326 _ 41.41=132 =81

131792 13128 _81.21= 131990 = 01 = 13190 134 = 01.61=
— 131984 - 61139841332 = 61.81=

13%%%6 = 41— 13%%1%.13=41.13=13*"" = 33(M0od100) .
Taigi skai¢iaus n paskutinieji du skaitmenysyra 33.

3 pavyzdys. Raskime skai¢iaus n =9’ ~-13° +14%° dalybos i§ 11
liekang.
Sorendimas. Naudodamiesi lyginiy savybémis gausime:

9% =4(mod1]) = 9*=5=9%.92=5.4= P =9=
—96.929.9= 97 = 4(mod11) ’
13 =4(modll) = 13" =5=13F =3=13" = 6(mod1]);
14=3(modll) =142 =9=14*=4=148 =5

— 1410 = 5.9 = I(mod11) '

Taigi 9’ = 4(mod1]), 13° = 6(mod11) , 14*° =1(mod1]).

Atlike veiksmus su gautaisiais lyginiais, turésime:
Nn=4-6+1(modl]) = 4+5+1(modll) =10(modll) .

Vadinasi, skai¢iy n dalydami i§ 11 gausime liekang 10.

32917 paskutinius du skait-
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TRECIOJI UZDUOTIS
1. Apskai¢iuokite DBD(363825 5265 .

2. Apskai¢iuokite lickang r, kai a=-1273b=-27
(a=bg+r,0<r <b]).

3. Sudarykite likiniy klasiy moduliu 7 sudéties lentele.
4. Sudarykite likiniy klasiy moduliu 7 daugybos lentelg.
5. Apskaiciuokite reiskinj A, sudarytg i likiniy klasiy moduliu 7, kai
—4 =3 = =2 =
A=5 +4.6 -3-4 +2.
6. Isspreskite lyginj 11X — 6= 3(mod7) .
7. Isspreskite lyginj 3- X% — x = 4(mod7).
8. Raskite skaiciaus n =353 4+ 7141 11312 paskutinj skaitmenj.

9. Raskite skai¢iaus N =172 paskutinius du skaitmenis.

10. Raskite skaiciaus n= 6" —12° +15% dalybos i§ 13 liekana.

>
A
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IV. LYGCIU SISTEMOS

Antanas Apynis

Nagrinédami §ig temg apsiribosime racionaliyjy lygciy su dviem ir
trimis nezinomaisiais sistemomis. Taip pat turime mintyje, kad
kiekvienas LJMM mokinys be vargo gali i$spregsti bet kurig tiesiniy
lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistema

ax+by=c,

aHX+by=c,
ir puikiai supranta, kad Sios sistemos sprendiniu laikoma tik tokia
nezinomyjy X ir y reik§miy pora (X; y), kuri tenkina ir pirma, ir antra
lygti.

1. Racionaliyjy lyg€iy sistemos. ReiSkinys R(xq, X, X3, ..., Xn)
kintamyjy dydziy X, X, X3, ..., Xy atzvilgiu vadinamas racionaliuoju
reiskiniu, jeigu kiekvieno dydzio x, i1=123 .., n, atzvilgiu (kitus
dydzius laikant pastoviaisiais dydziais) yra daugianaris arba daugianariy
santykis (paprastoji trupmena, kurios skaitiklyje ir vardiklyje yra
daugianariai).

Lygtis R(x, X, X3, ..., X,) =0 vadinama racionaligja lygtimi su
nezinomaisiais X, Xo, X3, ..., Xy, jeigu dydziy xq, X, Xg, ..., X, atzvilgiu
R(Xq, X0, X3, ..., Xn) yra racionalusis reisSkinys.

Racionaliosios  lygties  R(xq, Xp, X3, ..., %) =0 sprendiniu
vadinamas toks realiyjy skaiCiy, sakykim, 1,1, r3,...,1, rinkinys
(ry; ro; I35 .5 Iy), kuriam esant reiSkinio R(Xq, X9, X3, ..., X,) reikSmé
R(ry, o, 13, ..., Iy) lygi nuliui. Sios lygties sprendiniy visuma vadinama
lygties sprendiniy aibe.

Tegu

R4, X2, X3, -+, X)), Ro(Xq, X0, X3, wos Xn)s oo » RO, X0, X35 -0 5 X))
kintamyjy dydziy X, %o, X3, ..., X, atzvilgiu yra racionalieji reiSkiniai.
Tada galima sudaryti (ir, aiSku, spresti) mracionaliyjy lygéiy:

R (%, %2, X3, -1 %1) =0, (L)
Rz(Xl, X2, X3y +ee s Xn) = O, (LZ)

41



IVTEMA

Rn(4, X2, X3, -, %) =0. (Lim)
Jy sprendiniy aibes paZymékime atitinkamai Xq, X, ..., Xy
Apie $iy lygciy (t. y. (L), (L2), ... , (Lm)) visuma kalbama kaip apie
(racionaliyjy lygciy) sistemg tik tuo atveju, kai ieSkoma visoms lygtims
bendry sprendiniy. Tokiy sprendiniy visuma vadinama lyg¢iy (L1), (L2),
.y (Lm) sistemos sprendiniy aibe. Sig aibe pazyméje X, galétume
pasakyti, kad X yraaibiy Xi, Xo, ..., X,,, Sankirta (bendroji dalis):
X =X N XoNoeN Xy
Racionaliyjy lyg¢iy (L), (L2), ... , (Lm) sistema paprastai uzraSoma
tokiu pavidalu:
R (X, X2, X3, - Xq) =0,
Ro(Xq, X2, X3, ---» Xn) =0,

Rn(X, X2, X3, ..., Xp) =0.

Reiskinys R(Xq, X, X3, ..., X,) vadinamas (dydziy xq, Xo, X3, ..., X
atzvilgiu) tiesiniu reiSkiniu, jeigu ji galima uZraSyti formule
a0 + a4 + BoXo + X + ... + 8n Xy (Cia ag, &, @, &, ..., 8, — KUrie nors
realieji  skaiCiai). Lygtis ag+apq+apX +agXg+...+a8X, =0
vadinamatiesine lygtimi.

Taigi tiesiniy lyg¢iy su nezinomaisiais xq, Xo, X3, ..., X, Sistema
391X + 810X + 813Xg + .. + BynXn = by,
dp1X) +AgoXp +Ap3zXz + ...+ Ao Xy = bz,
amXq + 8mpX2 + BmaXg + ... + 8mXn = by

yra racionaliyjy lygciy (1) sistemos atskirasis atvejis.

Reiskinys R(xq, X0, X3, ..., Xz) Vvadinamas simetriniu  reiSkiniu,

(1)

)

jeigu bet kaip sukeitus dydzius X, X, X3, ..., X, jo formulé iSlieka tokia
pati. Pavyzdziui, reiSkiniai
x12 + x% —3X% ir (% + 2x2)2 + (2% + x2)2 — X%
yra simetriniai reiSkiniai dydziy xq ir x, atzvilgiu.
Jeigu visi reiSkiniai R (3, Xo, X3, -5 Xq), Ro(Xq, X0, X3, -5 X), - »
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R4, X0, Xg, .oy %) yra simetriniai (dydziy Xq, Xo, X3, ..., X, atzvil-
giu), tai (1) lygciy sistema vadinama simetriniy lygciy sistema.

Kad bty paprasciau, nagrinédami racionaliyjy lyg¢iy su dviem
nezinomaisiais sistemas vietoj simboliy X, ir x, vartosime raidesxiry,
o trijy nezinomyjy atveju simbolius X, X, i X3 pakeisime raidémis
X, yir z

2. Tiesiniy lyg¢iy su trimis neZinomaisiais sistemos sprendimas.
Nagrinékime trijy tiesiniy lygéiy su trimis nezinomaisiais (X, Y ir 2)
sistema, uzrasyta pavidalu

yxX+by+cz=d,
aX+by+crz=dy, 3
agX+bgy + c3z = ds.

Pradékime nuo atvejo, kai bent vienas koeficientas kiekvienoje
lygtyje nelygus nuliui. Targ, kad ¢ =0, i§ pirmos lygties iSreikSkime
nezinomajj z. Gausime, kad

Z=dl_ail.x_b_l.y. (4)
a

Siag iSraiska jraS¢ j antrg ir trecig sistemos lygtj, gausime dviejy

tiesiniy lyg¢iy su nezinomaisiais X ir y sistema

apX+ bpy + 2 (0 — agx— byy) = d,
> ©
33X+b3Y+§3(d1—31X—bLY)=d3-

Atkreipkime démesj j tai, kad bent vienas i§ koeficienty ¢, ¢, ir
Cg turéty biti nelygus nuliui, nes prieSingu atveju turétume trijy tiesiniy
lyg€iy su dviem nezinomaisiais (X ir ) sistema.

Jei biity ¢ =0, ta dydziui z iSreiksti dydziais X ir y galétume
pasirinkti antrg arba trecig (3) sistemos lygti, o gautg iSraiska jraSytume j
kitas dvi lygtis ir vél gautume dviejy tiesiniy lyg€iy su dviem
nezinomaisiais sistemg ieSkomoms X ir y reikSméms rasti.

Atlikus veiksmus, (5) sistema jgyty tokj pavidala:
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{(3201— C) X + (0 —yCp) y = dogy — i, ©)

(8301 — 81C3) X + (30 — byC3) y = d3Gp — s
Isizitiréje | Sios sistemos lygCiy koeficienty ir laisvyjy nariy israiskas
pradinés (3) sistemos koeficientais bei laisvaisiais nariais, galétume
jzvelgti jdomy désninguma, sudarantj galimybe (3) sistemos sprendinio
(X, y; 2 komponentes X, y ir zuzraSyti graziomis (ir glaustomis)
formulémis. Vis délto ¢ia sustokime, nes (6) sistemg mokame iSspresti ir
be formuliy.

Dar pagvildenkime (3) sistemos atvejj, kai bent vienos lygties visi
trys koeficientai lygls nuliui. Pavyzdziui, jei bity a,=b,=c, =0,
turétume i$spresti tokig sistema:

yxX+by+cz=d,
0-x+0-y+0-z=d,,
agX+ gy +c3z=ds.

Aisku, kad esant bet kuriam nezinomyjy X, Yy ir z reikSmiy trejetui
(X y; 2) skaiCius 0-x+0-y+0-2z lygus nuliui. Todél antra lygtis biity
tapatybé, j&i d, =0, bet ji neturéty né vieno sprendinio, jei do = 0.

Pirmu atveju (kai d, =0) antrg lygtj deréty pasalinti i§ sistemos
(kaip neturinCig jokios jtakos (3) sistemos sprendiniy aibel) ir toliau
spresti dviejy lygCiy su trimis neZinomaisiais sistema

ax+by+z=d,
{a3x +bzy +c3z=ds. @)

Antru atveju (kai d, = 0) galima padaryti vienintele galuting iSvada
— (3) sistema sprendiniy neturi.

Nesunku suprasti, kad (7) sistemaarbaturi be galo daug sprendiniy,
arba neturi né vieno.

1 pavyzdys. Isspregskime tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais
sistema
X+2y—z=1]
(8)
2X—y+2z=5.
Sorendimas. I8 (1) lygties
Xx=1-2y+z,
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o tada i§ antros lygties gauname:
21-2y+2)—y+2z=5
—5y+4z=3.
I$ ¢ia
y=08z-0,6.
Todél x=1-2(08z—-0,6) + z=2,2-0,6z
Pasirink¢ z=t, teR, gausime realiyjy skaiCiy trejety
(2,2-0,6t; 0,8t —0,6; 1), kuris tenkina ir pirma, ir antrg (8) sistemos
lygtj (biitina tuo jsitikinti!).
Vadinasi, (8) sistema turi be galo daug sprendiniy, kuriuos galima
uzrasyti taip:
(2,2-0,6t; 08t -0,6;1), teR.
Ats.: (2,2-0,6t;08t-0,6; 1), teR.

2 pavyzdys. I$spreskime tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais
sistemg
2X—-2y+2z2=5
X+y-2z=1, 9
X+3y—-z=2.
Sorendimas. 1§ pirmos lygties isreikS§kime z ir gautg israiSka
z=5-2x+2y jraSykime ] antra ir treCig sistemos lygti. O tada
iSspreskime dviejy lygéiy su nezinomaisiais X ir y sistema
X+ y—2(5-2x+2y) =1,
{ X+3y—(5—-2x+2y)=2.
Gausime:
{7x—3y: 11, {7x— 3y =11, {7x— 3(7-3x)=11,
= = =

X+y=7 y=7-3X y=7-3X
{16x:32,
= =>x=2,y=1
y=7-3X

Vadinas, trejetas x=2, y=1 z=5-2-2+2-1=3 yra vienin-
telis (9) sistemos sprendinys.
Ats: (2; 1; 3).
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3 pavyzdys. I$spreskime tiesiniy lygéiy sistema
2X+3y+4z=5,
X—y-2z=4,
3X+2y+2z=3.
Sorendimas. I8 antros lygties gautg X iSraiSka X=4+y+ 2z
jraSykime ] pirma ir trecia (10) sistemos lygti. Gausime:
2(4+y+22)+3y+4z=5, Sy+8z=-3
{3(4+ y+22)+2y+2z2=3 - {5y+82= -9.
IS antros lygties atéme pirmg lygti, gausime ekvivalencia (turincia ta
pacia sprendiniy aibe) lygciy sistema

0-y+0-z=-6.
Aisku, kad antra lygtis neturi né vieno sprendinio. Todél sprendiniy
neturi ne tik (11), bet ir (10) lyg€iy sistema.
Ats.: .

{Sy +8z=-3,

3. Simetriniy lygéiy su dviem neZinomaisiais sistemos Spren-
dimas. Paprasc¢iausi simetriniai reiskiniai dydziy X ir y atzvilgiu yra
X+Yy ir Xxy. Jeigu pazymétume U= X+Yy ir v=Xy, tai bet kurj kita
simetrinj reiskinj R(X,y) galétume isreik§ti dydziais u ir v. Stai keli
pavyzdziai:

1) x2+y2=(x+ y)2—2xy=u2—2\r,
2) X+ y3 =(xX+ y)3 —3x2y—3xy2 =(xX+ y)3 —3xyY(X+Yy) = ud-3vy,

4 4 2 252 2.2 2 2 2

XTI+ Yy =(XT+y9)T = 2xTy" = ((x+ )" = 2xy)" - 2(xy)" =

= (u2 — 2v)2 — v =u? - v+ 22
Sprendziant bet kurig racionaliyjy lygciy su dviem nezinomaisiais
sistema

3)

{Rl(x, y)=0,
Ro(x,y) =0
paprastai i§ pradziy nuo nezinomyjy X ir y pereinama prie nezinomyjy
u=x+Yy ir v=xy. O tolesnis gautos sistemos sprendimas labai
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priklauso nuo konkrec€iy lyg€iy. Gana daznai prireikia ne tik Ziniy, bet ir
iSradingumo.

4 pavyzdys. I$spreskime simetriniy lygéiy sistema

2 2 _
{(x +1)(y?+1) =10, (12
(x+y)(xy-1)=3.
Sorendimas. I8 pradziy nezinomuosius X ir y pakeiskime
nezinomaisiais U= X+ Y ir v=Xxy.
Kadangi
(x2 +1)(y2 +1) = x2y2 + X+ y2 +1= (xy)2 + (X+ y)2 —2xXy+1=
= (xy—1%+(x+y)? = (v—1% +u?
ir
(X+y)(xy-)=u-(v-1),
tai vietoj (12) gausime tokig sistema:
u?+(v-172 =10,
u-(v-p=3.
Aisku, kad negali buti nei u=0, nei v=1. Todél toliau galima
spresti taip:

3 2
u2+(—j =10, |u*-10u2+9=0,
u
= u+3 =
3 V=—-—
V-1=— u
u
u?=labau®=9, [ue{-3-113,
= u+3 = u+3
v=—2" v=——.
u u
Gaunametokias uir v poras (u; v): (-3; 0), (-1; -2), (1; 4), (3; 2).
Teskomoms X ir y poroms (X; y) rasti reikia i$spresti keturias lygciy

sistemas:
X+Yy=u,
Xy—V,
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(u;

Remdamiesi Vijeto teorema, galime padaryti iSvada, kad kiekvieno

Sios sistemos sprendinio (X; Y) komponentés X ir y yra kvadratinés lygties

t2

—ut+v=0 sprendiniai.
Taigi iSspreskime Sias kvadratines lygtis:

1) t2+3=0,
2) t?+t-2=0,
3) t?2—t+4=0,

2) t2-3+2=0.
Pirmos lygties sprendiniai yra O ir —3, antros lygties sprendiniai yra

1ir -2, ketvirtos lygties sprendiniai yra 1 ir 2, o trecia lygtis sprendiniy
neturi. Gauname $esis (12) sistemos sprendinius:

0,-3),(-30),(1,-2,(-2 1), (1 2, (2 1).
Ats:: (0;-3), (-3; 0), (1; -2), (-2 1), (1; 2), (2; 1).

5 pavyzdys. I$spreskime simetriniy lyg€iy sistema
X3+ y3 =19, (13)
(Xy+8)(x+y)=2.

Sorendimas. Tegu u=x+Yy ir v=Xxy. Tada
X3 + y3 =(X+ y)3 —3XY(X+Y) = us—3u,

(xy+8)(x+ y) =u(v+8).

Irase j (13), gauname sistema

u—3uv=19,
u(v+8)=2.

Ja spreskime taip:

ud-3uv=19, |u®-3(2-8u)=19,
= =
uv+8u=2 uv=2-8u

u3 + 24u — 25=0, (U —u) + (250 - 25) =0,
=1 2-8u = 2-8u =
V= V=
u u
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uU-DUu+D)+25u-1)=0, |[(U-DU?+u+25=0,

= 2—-8u = 2—-8u =
V= V=
u u
u :1(nesu2+u+25> 0),
= 2_8u =u=1v=-6.
V=
u

Nezinomiesiems X ir y rasti i§sprgskime kvadrating lygtj t?2—t-6=0.
Gausime, kad t=3 arba t=-2. Todél x=3, y=-2 aba x=-2
y=3.
Ats.: (3;-2), (-2; 3).
6 pavyzdys. I$spreskime simetriniy lyg€iy sistema
{x?’ +x3y3+y3=17,
X+ Xy+y=5.
Sorendimas. Tegu u=Xx+Yy, V=Xy. Pakeit¢ neZinomuosius,
gausime lygciy sistema
{u3 _3w+vi=17,
u+v=>.
Matome, kad $i sistema taip pat yra simetriné. Todél u ir v pakeiskime
nezinomaisiais a=U+V, b=uv. Gausime tokig lyg¢iy sistema:

{a3—3ab—3b=17,

(14)

(15

(16)
a=>5.
Jras¢ a=>5 j pirma lygtj, gausime:
5°-3.5.b-3=17=125-180=17=b=6.
Taigi pora a=5, b=6 yravienintelis (16) sistemos sprendinys.
Nezinomyjy U ir v reik§Sméms rasti sprendziame kvadratine lygtj
t?2 -5t +6=0.
Jos sprendiniai yra t=2 ir t=3, todél u=2, v=3 aba u=3 ir
v=2. Vadinasi, (15) sistematuri du sprendinius: (2; 3) ir (3; 2).
Nezinomyjy X ir y reikSméms rasti sudarome dvi kvadratines lygtis:
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t?-2t+3=0 ir t*~3+2=0.
Aisku, kad pirma lygtis sprendiniy neturi (nes
t2_2t+3= (t —1)2 + 2> 0), o antros lygties sprendiniai yra skaiciai 1 ir
2.Todél x=1, y=2 arba x=2, y=1.
Gavome, kad (14) lygéiy sistema turi du sprendinius: (1; 2) ir (2; ).
Ats: (1, 2), (2; 1).

4. Nesimetriniy racionaliyjy lygcéiy su dviem ir trimis neZino-
maisiais sistemos sprendimo pavyzdziai.
7 pavyzdys. I$spreskime lygéiy su dviem nezinomaisiais sistema
X
~(¢+y%) =8,
¢ (17)
Y2 _\2
~(xX-y9)=1.
X
Sorendimas. Aisku, kad x=0 ir y= 0. Todél tiek viena, tiek kita
lygti galima ir dauginti, ir dalyti i§ X bei y. Beto, X ir y turi biiti arba abu
teigiami, arba abu neigiami skaiciai.
I8 pradziy sistemg pertvarkykime taip:
X 2 2 X 2 2 Y 2 2
~(X*+y7) =6 |-(xX"+y)=6-2(x"-Yy%),
y — y X -
Y2 2 Y2 2
;(X -y9)=1 ;(X -y9)=1

x2(x2 + y?) =6y?(x* - y?), N x*—5x%y? + 6y* =0, (18)
YO - y%) =x YO -y =x
Dabar pirma lygtj pertvarkykime taip:

- 2x%y?) - (3y? -6y*) =0,

X2 (x? —2y%) - 3y?(x* —2y%) =0,

(x2 — 2y2)(x2 - 3y2) =0.
Matome, kad arba x° — 2y2 =0, arba x* - 3y2 = 0. Todél nagriné-
kime du atvejus:
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2 52 _ 2 a2 _
1) X©—-2y° =0, ir 2 x©—-3y“ =0,
yO& - y?) = x y(x% - y?) = x.
Pirma sistema spreskime taip:
2=2y2, 2=2y2, 2—2y2,
2 2 1.3 = 2 =
yRy?-y9)=+J2y [(y’=J2y [y(y°£+2)=0
2 = 2y2, 2 = 2y2,
= = =
v2+4/2=0 |y?-+2=0
X2 :2y2, X2 =242, x =48,
= = =
y'=v2  [y*=42 y==+%2.
Gauname du (18) sistemos (taigi ir (17) sistemos) sprendinius:

(Y8, -¥2) ir ¥8;¥2).

Antrg sistema spreskime taip:

2_3,2 2_32 2_g2
2 2 = 2 = 2 =
y(3y°-y%) =3y |y(2y°++3)=0 [2y*-+3)=0

X2:3y2’ X2= g, X=i4§,

2 3

Pela | |y
4 y 4 y=z=x 1

Gauname dar du (17) sistemos sprendinius: [—E ;—\/gj ir
4 ' \4/)
Ats.: [—\/2—7;—\/§j ir [‘{/2—7; ‘{/EJ

4 4 4 4
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8 pavyzdys. Isspreskime lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistema
{(x— YO +y?) = 447, (19
(x—1y) xy=210.
Sorendimas. Pirmas biidas. Aisku, kad negali bati x=0, y=0 ir
X =Y. Padalije pirma lygtj i§ antros lygties (kaire puse — i$ kairés pusés,
o desine puse — i§ deSinés pusés) gausime lygti

X° + y2 149
xy 70
0 i$ jos — lygti §+X=%.
y x 70
Pazymeje t= %, gausime kvadrating lygtj 70t2 —149t + 70 =0,
kurios sprendiniai yra % ir % Vadinasi, arba x=0,7y, arba
y=0,7x.
Toliau spresime dvi lygéiy sistemas:
{x=0,7y, . {y=0,7X,
(x—y)xy=210 (x—y)xy=210.
Gausime:
x=0,7y, x=0,7y,
ih) = =
{(X— y)xy= 210 {(O,?y— y)-0,7y? = 210

x=0,7y, x=0,7y, X=—7,
= 3 = 1 3 =
-0,21y” =210 y®=-1000 (y=-10;

y=0,7x, y=0,7x,
2) = =
(x—y)xy=210 (x—=0,7x)-x-0,7x= 210

y=0,7x%, y=0,7X, y=7,
= = =
0213 =210 |x=10 x=10.
Vadinasi, (19) sistematuri du sprendinius: (—7; —10) ir (10; 7).
Antras biidas. Tegu a=Xx-Yy, b=xy. Tada
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(X= )0 +Y?) = (x=y)((x-y)* +2xy) =a(a® + 2b) ir
(X—y)xy =ab.
Iras¢ i (19), gausime §ig lygciy sistema (dydziy a ir b atzvilgiu):

{a(a2 + 2b) =447,

ab=210.
Jg spreskime taip:
a®+2ab=447, |a+2.210=447, [a®=27, {a=3,
= = =
ab=210 ab=210 ab=210 |b=70.
Belieka iSspresti lygCiy sistema
X-y=3
xy="70.
Gausime:
{x=y+3, X=Yy+3 {x=y+3,
=1, =
(y+3)y=70 ~|y?+3y-70=0 |y=7abay=-10.

Vadinasi, x=10, y=7 arba x=-7, y=-10.
Ats.: (-7;-10), (10; 7.
9 pavyzdys. I$spreskime lyg¢iy su dviem nezinomaisiais sistemg
4 2 _
y +xy2—2x =0, (20)
X+y=06.
Sorendimas. Aisku, kad Sig sistema galima spresti taip:
4,02 52 4 e W2 (A N2
y© 4+ Xxy© —2x _0,:> Yy +(6-y)y -2(6-Y) O,:>
X+y=6 X=6-Yy
_ Y -yPay?+24y-72=0,
X=6-Y.
Taciau dabar turétume iSspresti ketvirto laipsnio lygti
vt —y3+4y?+24y-72=0 (21)

arba ieskoti kito (20) sistemos sprendimo biido.
Bandydami §ig lygtj iSspresti galétume jsitikinti, kad jg tenkina
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skai¢iai y=2 ir y=-3. O tai reiSkia, kad kairiaja pus¢ (daugianarj

y4 - y3 + 4y2 +24y—72) galima iSskaidyti Zemesnio laipsnio daugia-
nariy sandauga taip, kad tarp dauginamyjy tikrai bus dvinariai y—2 ir
y+ 3. Skaidykime grupuodami:

4 3. 42 A 3 52 2 _
Y -y +4yc+24y-72=(y" -16)-( Yy~ —-2y°) +(2y“ + 24y -56) =
= (y*-2%)-y2(y-2)+ 2y’ +12y-28) =
=(y-2(y+ 2y +4) -y (y-2)+ 2y -2)(y +14) =

2 2

=(Y-2((y+(y" +4) -y " +2Ay+14) =
= (y-2)(y>+ ¥ +6y+36) = (y-2)((y*+27) + (y* + 6y +9)) =
=(Y-2((y+3(y* -3y +9) +(y+3)?) =
= (y-2)(y+3(y* -3y +9+y+3 = (y-2(y+3)(y* -2y+12.

Kadangi y°—2y+12=(y—1)%+11> 0, tai (21) lygtisturi tik du
realiuosius sprendinius: y=2 ir y=-3.

Vadinasi, (20) sistematuri du sprendinius; x=4, y=2 ir Xx=9,
y=-3, t.y. realiyjy skaiciy poras (4; 2) ir (9; -3).

O dabar pabandykime (20) sistema spresti kitaip. Kadangi

Y ey =2 = (v )+ 007 -3 = (y2 - X)(y7 + )+ Xy - X) =
= (Y2 =X)(y? 4 x+X) = (Y2 =X)(y* +2X),
tai vietoj (20) galésime nagrinéti tokig lygciy sistema:

(v?=)(y* +2X) =0,
X+y=6.
Taigi arba y2 —x=0, arba y2 + 2x=0. Todél pakanka iSspresti
dvi lygciy sistemas
y2—x=0, ir y2+2x=0,
X+y=6 X+Yy=6

ir sujungti jy sprendiniy aibes j vieng aibg.
Sias sistemas spreskime taip:
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yz—x:O,:> X=y2, N x:yz, N
1) |x+y=6 y>+y-6=0 |y=-3 aba y=2
=>x=9,y=-3 aba x=4,y=2,

2 _ 2 Ox = — 2
2) {y +2x_0,:>{2x_ ar :{ X=-y-, _

X+y=6 2x+2y=12  |-y?12y=12
2x= —y2, . .. .
= = sistema sprendiniy neturi, nes
y2 -2y+12=0

y?—2y+12=(y-1)?+11>0.

Vadinasi, (20) sistematuri du sprendinius: (9; —3) ir (4; 2).

Ats.: (9; -3), (4; 2).

10 pavyzdys. I$spreskime lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema
Xy+yz=8,
yz+2X=9, (22)
ZX+ Xy=5.

Sorendimas. Sudéje visas tris lygtis, gausime lygti

2xXy + 2yz+ 2zx =22, ekvivalencia lygciai
Xy+yz+zx=11.
Poruodami $ig lygtj su kiekviena (22) sistemos lygtimi, gausime:

{xy+ yz+ 2x =11, {8+ x=11, {zx=3,
1) = =

Xy+yz=8 Xy+yz=8 Xy+Yyz=_§,
Xy+yz+zx=11, xXy+9=11, Xy=2,
2) = =
yz+zx=9 yz+zx=9 yz+ 2X=9;
{xy+ yz+zx=11, {yz:G,
3 =
X+ Xy=5 X+ Xy=5.
Vadinasi,

- Xy- yz=3-2-6:>(xyz)2 =36= Xyz=16.
Je xyz=-6, tai

55



IVTEMA

Je xyz=6, ta x=1, y=2, z=0.
Matome, kad (22) sistematuri du sprendinius: (—1; —-2; -3) ir (1; 2; 3).
Ats.: (-1;-2; -3), (1; 2; 3).
11 pavyzdys. I$spreskime lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema
X+y+2z=4,
2Xy— 2 =16.
Sorendimas. Spreskime taip:
{x+ y+2z=4, {z: 4—(x+Y),

(23)

2 _apnT 2 _an
2xy—z° =16 2xy—(4—(x+Yy)) =16
z=4-(x+Y),
= 9 =
2xy—(16—8(x+y)+(X+Yy)°) =16
z=4-Xx-Yy, z=4-Xx-Y,
= = =
(x> -8X)+(y*>-8y)+32=0 |(x—4)%+(y-4)?=0
{z=4—x—y,
= =>X=4, y=4,z=-4.
X=4,y=4

Taigi (23) lyg¢iy sistema turi vienintelj sprendinj (4; 4; —4).
Ats.: (4; 4, -4).

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. I8spreskite tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema
2X+ y+2=38,
X+3y—-z=2,
4x—2y+z=09.

56



LYGCIU SISTEMOS

ISspreskite tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema
2x+4y—z=4,
X— y+z=1
X—-5y+2z=-3.

ISspreskite simetriniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistemg
X+ y3 + Xy(X+Yy) =13
x2y2(x2 + y2) =468.

ISspreskite simetriniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistemg
X + y2 +2(X+Yy) =23
X2 + y2 +xy=19.
ISspreskite lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistema
(5x-)(By+2) =(2x+1)(9y - 2),
(Bx+2)(2y—9) =—(x+2)(y+9).

Isspreskite lygciy su dviem nezinomaisiais sistema

111
X y 36
xyz—x2y=324.

ISspreskite lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistema
1 x
xy+—+—+X =13
Xy Yy X

xy—i—§+X=12.

Xy y X
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8. Isspreskite lygéiy su dviem nezinomaisiais sistema

2 3
ORI
y y
(xy)2 + Xy=6.

9. Isspreskite lygéiy su trimis nezinomaisiais sistema

X+Y+2Z=6,
X(y+2) =5,
y(x+2z)=8.

10. I8spreskite lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema
X+Yy+2z2=13

x2+y2+22=9l

y? =xz
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V. KOMPLEKSINIAI SKAICIAI

Eugenijus Stankus

Kompleksiniai skai¢iai — klasikiné tema, kuri Lietuvos jaunyjy
matematiky mokyklos programose nagrinéjama ne pirmg kartg. Puikia
metoding medziaga apie kompleksinius skaiCius yra parenge doc.
Algirdas Nagelé (2001-2003 mokslo metai, 8 tema) ir doc. Juozas
Sinkiinas (2007-2009 mokslo metai, 5 tema). Kompleksiniai skaiciai
placiai taikomi ne tik jvairiose matematikos Sakose (geometrijoje,
algebroje, diferencialinése lygtyse) bet ir kitose mokslo srityse,
pavyzdziui, fizikoje.

1. Kompleksiniy skaic¢iy atsiradimas. Kaip rasoma literatiiroje,
pirmas su dabar vadinamais kompleksiniais skaiciais susidtré studentas
Heronas i§ Aleksandrijos (apie 10 - 75 m.). Jam, skai¢iuojant piramidés
tirj, prireiké iStraukti kvadrating Saknj i$ neigiamo skaiCiaus
81-144=-63. Jis i karto nusprendé, kad tai nesgmoné ir tg problemg
paliko ramybéje.

Kompleksiniy skaiciy ,,zvaigzdziy valanda® atéjo tik 1545 metais,
kai italy matematikas Dz. Kardanas (Gerolamo Cardano, 1501-1576)
savo veikale ,,Didysis menas arba apie algebrines taisykles* pasiilé
sukurti naujus skaicius, su kuriais algebriné lygtis, neturinti sprendiniy
realiyjy skai¢iy aibéje, turéty sprendinius $iais naujais skaiiais. Si
problema Dz. Kardanui iskilo nagrinéjant treéio laipsnio lygtis, kai vél,
kaip ir Heronui, teko traukti kvadrating Saknj i$ neigiamo skaiCiaus

(Ja, a<0).

Su kvadratine Saknimi 1§ neigiamo skaiCiaus susidurta ir
sprendziant kvadratines lygtis. Pavyzdziui, kvadratinés lygties

x? —4x+13=0 sprendinius galima uZragyti X =2+3-v-1,
X, = 2—3-+/—1 visai nesiaiskinant ka reiskia simbolis v—1.

Sitokius reiskinius ~R. Dekartas (René Descartes — pranciizy
filosofas, matematikas ir fizikas, 1596-1650) pavadino menamais
dydziais, t. y. jsivaizduojamais (lotyniskai — radices imaginaria‘s), o
V=1 jis pasitlé vadinti menamuoju vienetu. Jis savo vekae
»Geometrija“ yra pasakes, kad $iy dydziy niekaip negalima jsivaizduoti.
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Véliau L. Oileris (Leonhard Euler — S§veicary matematikas ir fizikas,
1707-1783) dydj +—1l1pradéjo Zyméti raide i. Taigi iki $iy dieny
i=+-1.

Tokiu budu XVI amzZiuje buvo pradétos tyrinéti formaliy veiksmy
su menamaisiais dydziais galimybés. Tie naujieji skaiciai X+ Yy-+v/—1,
X,Y€R, véliau pavadinti kompleksiniais skaiciais, turéjo didele jtaka
algebros ir matematinés analizés vystymuisi. R. Bombelis (Rafael
Bombelli — italy matematikas, 1526-1572) jvedé papras¢iausius
kompleksiniy skaiciy veiksmus. Tyrimus tese ir kiti matematikai. Taciau
ir pats Kardanas mané, kad Sie skaiCiai nenaudingi ir stengési jy
nevartoti.

Menamus dydzius naudojo ir Izaokas Niutonas (Isaak Newton —
angly fizikas, matematikas, astronomas, alchemikas, filosofas, 1643-
1727), nors jis Siy dydziy skaiciais nelaiké. J. Valisas (John Wallis —
angly matematikas, 1616-1703) menamus skaicius suvoke kaip teigiamo
ir neigiamo skaifiaus geometrinj vidurkj /(-b)-c, b>0,c>0. Savo

knygoje ,,Algebra® (1685 m.) jis bandé pateikti tokiy dydziy geometrines
interpretacijas. G. Leibnicas (Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz —
vokieciy filosofas, matematikas, 1646-1716) apie menamuosius dydzius
yra pasakes: menamieji dydziai — tai grazi ir stebuklinga dieviskosios
dvasios buveing, kartu buties ir nebuties egzistavimas. F. Gausas 1831
metais (Carl Friedrich Gauss — vokie¢iy matematikas ir fizikas, 1777-
1855) pirmasis pasiilé dvinarius X+iy, X,y € R, vadinti komplek-
siniais skaiciais.

Kaip matome, kompleksinio skaiCiaus sgvoka susiformavo ne i§
karto. Jos pagrindimas buvo nelengva matematiné problema, pelniusi
paciy garsiausiy pasaulio matematiky susidoméjimg. Matematiskai tiksly
kompleksiniy skai¢iy apibrézima 1837 metais suformulavo V. R.
Hamiltonas (William Rowan Hamilton — airiy matematikas, fizikas,
astronomas, 1805-1865).

2. Kompleksinio skaiciaus apibréZimas. Kaip pasitilé Hamiltonas,
kompleksiniais skai¢iais vadinsime sutvarkytas realiyjy skaiciy poras.
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Tarkime, kad x ir y — realieji skaiGiai. Siy skai¢iy pora (X;y)
vadinama sutvarkytgja, kai X lalkomas pirmuoju, 0 y — antruoju poros
skai¢iumi.

1 apibréZzimas. Sutvarkyty pory z=(X;y), ka X,yeR, aibg,
kurioje apibrézti sudéties ir daugybos veiksmai, vadinama kompleksiniy
skaiciy aibe (ja zymésime C).

Sios aibés elementai — poros (x;y) — vadinami kompleksiniais
skaiciais. Poros pirmasis skaiCius X vadinamas kompleksinio skai¢iaus z
realigia dalimi, o antrasis skaiius Y — menamgja dalimi arba
menamosios dalies koeficientu. Zymima: x=Rez, y=Imz.

Ka y=0, kompleksinis skaic¢ius (X;0) sutapatinamas su
realiugju skai¢iumi x, t. y. (X;0)=X. I3 to i§plaukia, kad kiekvienas
realusis skaiius x yra kartu ir kompleksinis skai¢ius (X;0), todél
realiyjy skaiCiy aibé R yra aibés C poaibis, t. y. Rc C.

Kai X=0, kompleksinis skai¢ius z=(0;y) vadinamas mena-
muoju skai¢iumi. Skai¢ius (0;0) =0 vadinamas kompleksiniy skaiciy
aibés nuliu, (L 0) =1 - vienetuir (0;2) =i — menamuoju vienetu.

Du kompleksiniai skai¢iai z; = (Xg; Y;) ir Z, =(Xy; Y,) vadi-
nami lygiais, jeigu X =X, iry; =Ys.

Kompleksiniy skai¢iy sudétis (zZymima jprastiniu zenklu ,,+)
apibréziama lygybe

(%05 Y1) + (%o ¥2) = (X + %55 Y1+ Ya),
o daugyba (Zymima tasku ,,- “, kartais, kaip jprasta, ji praleidziant) taip:
(5 Y1) - (%5 ¥2) = (XX — Y1Ya; X Y2 + Xo Y1)

3. Kompleksiniy skaiciy algebriné forma ir veiksmai su algebri-
nés formos kompleksiniais skaiciais. IS sudéties ir daugybos apibrézi-
my iSplaukia kompleksiniy skaiciy savybés — tokios pat, kaip realiyjy
skai¢iy, tarp jy ir tokios: jeigu z=(X;y) — bet kuris kompleksinis
skai¢ius, tai z+0=12, z-0=0, z-1=2Z. Menamajj vieneta pakéle
kvadratu gauname: i2 =i-i = (0;1)-(0; 1) = (1 0) = —1. Isitikinkite,
kad i*=-i,i*=1,..,i%*"=i" keN, m=123.
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Pasinaudojus  veiksmy apibrézimais, kompleksinj skaiciy
z=(X; y) galima uzradyti ir kitaip:

z=(xy)=(x0)+(0;y) =
(X;0+(0;D-(y; 0) =x+i-y=X+iy=X+Vi.

Pastaroji iSraiSka vadinama kompleksinio skaiCiaus algebrine
forma, kurig toliau ir naudosime.

Tarkime, z; =X, +1y; ir Z, =X, +1Y,. Aisku, kad z =z, tik
tuomet, kai X = X, ir Y; = Ys.

Atkreipkime démesj, kad kompleksiniy skai¢iy, uzraSyty algebrine
forma, sudétis ir daugyba tampa jprastine dvinariy sudétimi ir daugyba:

Z+2, =%+ %) +i(Y. +Y,), (1)
2,2, = (%X = Y1Y2) +i(% Y2 + X, ¥1) (2

Dabar apibrésime kompleksiniy skai¢iy atimties ir dalybos
veiksmus.

Dviejy kompleksiniy skai¢iy z =X +iy; ir 2z, =X +iy,
skirtumu vadiname tokj kompleksinj skai¢iy z= X+1Yy, kuris tenkina
lygybe 2, + Z=127,.I5 ¢ia

Z=2 -2, =(% — %) +i( Y1~ ¥2). 3

Dviejy skai¢iy 2 =X +iy; ir Z, =% +1Yy, (Z, #0) dalmeniu
vadinamas toks kompleksinis skai¢ius Z= X+1y, sukuriuo z,-z= 7.
IS ¢ia
g _xtiyn _ (ative) - (X —iyp)

z= =L = : ~E- =
Zy Xo+iys (Xp+iy2)-(Xp—iyp)
_ XX+ Vy1yo XV — X2
= 5 5 +1 > 5 %
X2 +Y2 X2 +Y2

Kompleksinis skai¢ius X—1y vadinamas kompleksinio skaiciaus
Z= X+1y jungtiniu skai¢iumi ir Zzymimas Z,t.y. Z= X—1y.
Nesunku jrodyti lygybes z-Z=x>+y*>0, 2z+Z=2X,

z—z = 2iy. Isitikinkite, kad z + 2z :Z_1+5, 32 :2_15
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Atkreipkime démesj, kad dalydami kompleksinj skaiciy i§ nelygaus
nuliui kompleksinio skaiciaus (zr. (4) formule), trupmenos skaitiklj ir
vardiklj padauginome i§ vardiklio jungtinio kompleksinio skai¢iaus.

1pavyzdys. Raskime kompleksiniy skai¢iy z=4-3 ir
Zp =—2+6i sumg 7 + 2, skirtumg 2z —Z7,, sandaugg 7 -7, ir dalmen;j

4
z,

Sorendimas. Remdamiesi (1) - (4) formulémis, gausime:
z1+2=(4-3)+(-2+6)) =(4+(-2) +i(-3+6) =2+3;
z-2=(4-3)-(2+6)=(4—-(-2)+i(-3-6)=6-9;
212y =(4-3)-(-2+6i) =—8+24i + 6 —18% = _

— —8+30i +18=10+30i '

z  4-3  (4-3)-(-2-6)) -8-24i+6i-18
2, -2+6i (-2+6i)-(—2-6))  4+36
_—-26-18 13 9.
40 20 20
2 pavyzdys. Raskime, su kuriomis x ir y reik§mémis teisinga lygybé
3—x+(4—y)i=41;?|.

Sorendimas. Desiniosios lygybés pusés skaitiklj ir vardiklj
padauginkime i§ (1+1i). Gauname lygybe

3—-X+(4-y)i=5-I.

Remiantis kompleksiniy skai¢iy lygumo apibrézimu, turi galioti lygybés

3—-x=5ir4—-y=-1
I§ ¢ia gauname, kad X=-2, y=5.
Ats. X=-2, y=5.
3 pavyzdys. I$spreskime lygciy sistemg
(B-i)x+(4+2)y=2+6i,
{(4+ 2)x—(2+3)y=5+4i.
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Sorendimas. Pirmosios lygties abi puses (sutrumpintai toliau

-

sakysime ,,pirmaja lygti*) padauging i$ -, antrajg — i§ (— LJ ir
3—i 4+ 2i

jas sudéje, gauname ekvivalencig (turinc¢ia tokius pat sprendinius kaip ir
pasirinktoji) sistema

(4+2i N 2+3i j _2+6_5+4

3-i 4+2 3-i  4+2° (5)

(B-i)x+(4+2)y=2+6i.
Spreskime Sios sistemos pirmaja lygtj. Ja padauging i§ (3—i)(4+ 2i)
gauname lygti

((4+ 2i)2 +(2+3)(B-N)y=(2+61)(4+2)—(5+40)(3-i).

Atlike veiksmus turésime:

(2A+23)y=-8B8+2Ai=y=

— 23+ 2i _ (-23+210)(21- 23i) i
21+ 23i (21+ 23i)(21-23i)
JraS¢ j (5) sistemos antragjg lygti Y =1 ir apskaiiave nezinomgjj X,
gauname X =1+1.
Ats. X=1+1, y=1.

4 pavyzdys. Apskaiciuokime reiskinj A=1+i+i2 +...+1%.
Sorendimas. Pagal geometrinés progresijos nariy sumos formule

i‘®-1 103 _ 4253 _ 3 _
A=— 1 .Tagiau 17 =1" =1 =—.Todél
I_
- . . 2 .
A:—_|—1:1+! :(1+|) :%:i.
-1  1-i 2 2
Ats. A=I.

4. Kompleksiniy skaiciy geometrinis vaizdavimas. Kompleksinio
skai¢iaus modulis ir argumentas.

Kompleksiniy skai¢iy geometriné interpretacija pirma kartg iSsamiai
buvo isdéstyta Veselio (Caspar Wessel — norvegy-dany matematikas ir
kartografas, 1745-1818) darbe 1799 metais, 0 po Argano (Jean-Robert
Argand — Sveicary matematikas, 1768-1822) darby 1806 m. ir 1814 m.
kompleksiniy skaiciy geometrinis vaizdavimas (kartais vadinamas
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Argano diagramomis) galutinai jsitvirtino.

Kompleksinis skaiCius pagal apibrézima yra dviejy realiyjy skaiciy
sutvarkyta pora. O tokias poras, kaip zinom, galima vaizduoti ploks-
tumos taskais, kai pasirinkta staciakampé Dekarto koordinaciy sistema
xOy (1 pav.). Tuomet kompleksiniam skai¢iui z=(X;y) = x+iy gaima
priskirti plok§tumos taska M (X; y) ir atvirk§¢iai. SkaiGiaus z=(x;y) =
=X+1iy jungtiniam kompleksiniam skaiciui z=(x;—y)=X—iy priski-
riamas taSkas N(X;—Yy). Skaiiai z=(x;0)=x+0-i yra vaizduojami
abscisiy aSies (realiosios aSies Rez) taSkais, o skai¢iai z=(0;y)=
=0+1iy — ordinaiy aSies (menamosios aSies Imz) taskais. Vadinasi,
tarp kompleksiniy skaiciy ir plokStumos (ja vadinsime kompleksine
plokstuma) tasky yra abipus
vienareik§mé atitiktis. Todél
daznai ir patj kompleksinés
plokstumos taska, atitinkantj
kompleksinj skaiciy

z=(X;y)=X+liy
zymésime ne M(X y), o
tiesiog z

2 apibrézimas. Komp-
leksinés plokstumos tasko
z=(X;y)=x+iy (1 pa
veikde — taskas M(X Y))

5
atstumas nuo koordinadiy pradzios (arba vektoriaus OM ilgis) vadina-
mas kompleksinio skaic¢iaus moduliu ir zymimas | z|, t. y.

|z x+iy X2 +y2 =z Z.

Daznai naudojamas trumpesnis modulio zymuo | z|=r . Atkreip-
kime démesj, kad realiojo skai¢iaus Z= X+1i-0= X modulis pagal §j
apibrézima sutampa su jo moduliu (absoliutiniu didumu) mums jprastine
prasme: |z x+i0}= \/? =| X|. Jungtiniy kompleksiniy skai¢iy
Z=X+l1y ir Z=X—1y moduliai yra lygis: | z|H z|.
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3 apibrézimas. Tegu z= X+iy yra nelygus nuliui kompleksinis
skaicius. Orientuotas kampas ¢ , kurj sudaro realioji teigiama pusasé OX

su vektoriumi O_I\)/I (1 pav.) vadinamas skai¢iaus Z= X+Iiy argumentu
ir zymimas Argz.

Atkreipkime démesj: jeigu kompleksinio skaifiaus Z= X+iy
argumentas yra ¢, tai jo jungtinio skai¢iaus Z = X—Iyargumentas yra
—¢.Taig agZ=—-agz.

Pastaba. Kompleksinio skai¢iaus argumentas Argz néra
vienareik$miskai apibréztas — kampas ¢+ 2kn su bet kuriuo k e Z taip

5
pat nusako tg pacig vektoriaus OM padét;.
Skai¢iaus Z=0 argumentas yra neapibréztas, o jo modulis lygus
nuliui.
4 apibréZimas. Intervalui (—m; 7] priklausanti kampo ¢ reik§mé
vadinama pagrindine argumento reikSme ir Zzymima @g =argz. Tuomet
Argz=argz+2nk arba ¢ =¢g+2nk, ke Z. (6)
Pastaba. Kartais pagrindine argumento reik§me vadinama inter-
valui [0; 27) priklausanti kampo ¢ reik§mé, taciau tai kompleksiniy
skaiCiy geometriniame vaizdavime praktiskai nieko nekeicia.
IS kompleksinio skai¢iaus modulio ir argumento apibrézimy
iSplaukia, kad
X=rcose, y=rsne; r=|z|. @)
Taigi gauname, kad z=x+iy=rcosp+irsne=r(cose+isn).
5. Kompleksiniy skaiciy trigonometriné forma.
5 apibrézimas. Kompleksinio skaiiaus z= X+iy trigonometrine
forma vadinama iSraiska
z=|z|(cos +ising); (8)

Cia
|Z|=\/X2+y2,COS(p=;,Sin(p=#. 9
/x2+ y2 2 4 y2
Aisku, kad tgp=2 (10)

" .
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Kompleksinio skaiciaus trigonometriné forma daugeliu atvejy yra
patogesné negu algebriné. Todél daznai algebrinés formos kompleksinj
skaiCiy tenka iSreiksti trigonometrine forma. Kompleksinio skaiciaus
modulj apskai¢iuoti nesunku. Kiek sudétingiau surasti jo argumenta. I8
(9) ir (10) formuliy galima nustatyti kokia yra pagrindiné¢ kompleksinio
skai¢iaus Z= X+iyargumento reikimé priklausomai nuo tasko
Z=(X; y) padéties koordinaciy sistemoje:

arctgY., kai x> 0 (Iir IV ketv.),
X

0o =agz= arctg%ﬂn, kai x<0,y>0(Il ketv.), (12)
arctgz—n, kai x<0, y<O0(lll ketv.).
X

Jei z=(x; y) yra realiosios arba menamosios asSies taskas, tai
0, kaix>0,y=0;

g, kai x=0,y>0;
Gp=aAgZ= i (12
—E,kai x=0,y<0;

n, kal x<0,y=0.

Aisku, kad jungtiniy kompleksiniy skaiciy pagrindiné argumento
reik§meé skiriasi tik Zenklu: agz=-agz.

5 pavyzdys. Skai¢ius z; = J3+i , 2, = —J3+i , 23 = —J3-i ,
z, = V3-i, Zs =—1, Zz=-3 uzra§ykime trigonometrine forma
iSraiSkose imdami pagrinding argumento reikSme.

Sorendimas. Pasirinktyjy kompleksiniy skai¢iy modulius nesunku

apskaiciuoti, o pagrindines argumenty reikSmes rasime pasinaudodami
(11) ir (12) formulémis.

Turime: |z, H z, H z3 H z, EV3+1=2,
|z EvO0+1=1 |2 |=v9+0=3.

Taskai z;, Z,, Z3, z, yral, IL, Il ir IV ketvirCiuose atitinkamai,
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taskas Z5 = —i priklauso ordinadiy aSiai, o takas Z5 =—2 — abscisiy

aSiai. Remdamiesi (11) ir (12) formulémis apskai¢iuojame pagrindines
argumenty reikSmes ir tuomet uZraSome pasirinktyjy skaiciy
trigonometrines israiskas:

1 = T . T,
argzlzarctg_zg, =2 cos€+|smg ;

J3
1 T 5r 5t . . 5m)
AGz =adlg — [+ H= gt =, Z2=2| oS-~ Hisn - |3
argz arctg1 n="_n on
3= B 6 6’
3 6 6

w5l )
R e S G
o5l o]

agzg=n, z5=3cosn+isnm).

6. Veiksmai su trigonometrinés formos kompleksiniais skaiciais.
Tarkime, kad z =ry(cose, +isingy) ir z, =ry(cosp, +isngey) — du
pasirinktieji kompleksiniai skaiciai.

1) Sudauginkime juos:
Z-2p=r1-1p(COS 4 +idn 1)-(cos ,+isn )=

=1 -rp((cos cos ,—sin 1SN )+
+i(cos ysin o+ isng cospy)) =

.- 12(Cos(y + @2) +isSn(@ + 7)) - (13)
Matome, kad sudauginus du kompleksinius skaiCius, uZzrasytus
trigonometrine forma, jy sandaugos modulis lygus dauginamyjy moduliy
sandaugai, 0 argumentas — argumenty sumai:

lz1-z2H2z||22] Arg(z-2z)=Argz +Argz,. (14)
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2) IeSkodami dalmens, kai z, # O, skaitiklj ir vardiklj dauginame i$
vardiklio jungtinio skaiCiaus, ir atlike veiksmus gauname:

Z rr(cospq +isin
A _ eSS _ oo i) (cosop —iSn o) -
zy rp(Coseo+isSngy) 1y

:%[(COS(% ~@2) +isin( @~ ). &

Taigi dalijant du kompleksinius skai€ius, jy modulius reikia padalyti, o
argumentus atimti:

4a _@ 4

=—, Arg—=Argz -Argz. (16)
Zy |Zz| Zy
3) Sudauginkime n kompleksiniy skaiciy, iSreiksty trigonometrine
forma Tegu z, =r(cos @, +isn @), k=123,..,n, - pasirinktigji
kompleksiniai skaiciai. Tuomet jy sandauga lygi:
22y Zyg =l T T (COS (P + 9o +...4+ @) +
+19Nn (P + @ +...+0p))- 17)

Ka Z =2 =..=2%Z,=2Z, turésime sandauga, sudaryta i§ n

vienody dauginamyjy, vadinamg n-uoju z laipsniu ir zymimg z". I$ (17)
formulés iSplaukia formulé n-gam z laipsniui apskaiéiuoti, vadinama
Muavro (Abraham de Moivre — pranciizy matematikas, 1667-1754)
formule:

2" =r"(cosne+i sin ng). (18)
Taigi
‘z”‘=|z|n, Argz" =nArgz (19)
4) Kompleksinio skaiiaus z n-ojo laipsnio  Saknimi
=Y zvadinamas toks kompleksinis skaiius, kurio n-asis laipsnis
lygusz t.y.o" =z.
Tegu z=r(cospg+isn @g), ¢ia r = z|, @g=argz. Raskime tokj
skaiCiy
ow=p (cosa+isn a),
kurio n-asislaipsnislygus z, t. y.
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(p (cosa+isna))” =r(cospg +isngg).
Pasinaudoj¢ Muavro formule turésime lygybe

p"(cosno +i sin na)=r(cospq +isin gg),
kuri galioja, kai

il
na = @q + 2k, k e Z.
IS cia
p="r,
_ g+ 2kn
=

JkeZ

Taigi gauname:

— 2 . 2k
“)ZQ/V(COS(P0+|5|FI(po)=K‘/F(cos(poJr kﬂ'+|sm(P0+ n), keZ.
n n

Nesunku nustatyti, kad yran skirtingy ® = vz reikSmiy:
Ok = Q/F[COS(PO + 2kn +isn 0 i anj , k=0,12,..,n-1 (20)
n n

Sioje formuléje skaicius Vr yra vadinamas aritmetine Saknies
reikSme.
Saknies reikSmés, uzraSytos (20) formule, geometriskai yra taisyk-

lingojo n-kampio, jbrézto j apskritima su centru (0; 0) ir spinduliu vr,
virstings.

14 \/:—3 15
6 pavyzdys. Apskaiciuokime (%J
-1

Sorendimas. Uzrasykime trigonometrine forma duotosios trupme-
nos skaitiklj ir vardiklj:

—1+iJ/3= 2(cos?+ isin 2—;] , 1-i= ﬁ[cos(—%)ﬂsin(—%)} :

Tuomet
~1+i4/3 2t m, .. 2% T
———— =+2| cog(— +—)+ign(—+—) |=
1-i (3(3 4) n(3 4)j
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\/_(COS——HSH’] &j
12 12

ENT
[—1:;/5} =(\/§)15(0081in+isin1i52nj=

- (V2 5(cos(12n+ﬁ) ri sin(12n+ﬁ)j _

_128\/_( OSI-HS"']T] 128\/_(1 i).
Ats. 128+/2(1-1).

7 pavyzdys. Raskime visas kompleksinio skai¢iaus 1—1i penktojo
laipsnio Saknies RA—i reiksmes ir jas pavaizduokime geometriskai.

Sprendimas. Uzrasykime kompleksinj skai¢iy 1—1i trigonometrine
forma:

1-i= Ji(cos(—ﬁ) i sin(—E)j .
4 4
Tuomet pagal (20) formule turime, kad

~ T 2kn ~ T 2k
o, =92 COS4T+isin4T , k=0,1,23 4.

Jrase ¢ia k=0,1, 2, 3, 4, gausime visas penkias Saknies reik§mes:
g = 1%(COS(—1) +i Sm(_%)j ,
1 \/—( 771?)
COS— + isin—
20 20

o =19/§(cos%+|sn%j,
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w3 =19/§(cos%+isin %} ,

Aly
m4=19/§[cossﬂ+isin 32] @ 9
20 20

Matome, kad visy Sakny mo- a X
dulis tas pats 2 , o jy argumen- o oy
tai, ka k=0,1, 2,3 4, didéja pasto- s
viu kampu a=2" 8T _750 “n

5 20 2 pav.

Vadinasi, $ie kompleksiniai skai-
Ciai yra taisyklingojo penkiakampio virStnés (2 pav.).
Daznai kompleksiniai skai¢iai naudojami ir realiyjy skai¢iy uzda-
viniams spresti.
8 pavyzdys. Apskaic¢iuokime suma
R =cosx+cos2x+...+c0s10x .
Sorendimas. Papildykime ieskomajj reiskinj suma
il =i(sin Xx+sn 2x+...+sn10x)
ir nagrinékime suma
R+il =(cosx+isin x) + (cos 2x+isin 2x) +...+
+(c0os10x+isin10x) = (cosx+isin X) +

. . -z
+(cosx+|smx)2+...+(cosx+|smx)10=z+22+...+210= 1 ;
Z_

¢ia z=cosx+isin x.
Apskai¢iuokime gautajj reiskinj:
M-z _ cosllx+isnllx—cosx—isinx
z-1 cosx+isinx-1 -
_ cosllx—cosx+i(sinllx—sinx)
- cosx—1+isin x -
_ 28N 6x-5in 5X—2i Sin 5X-€0s6x _ Sin 5X(Sin 6X—i COS6X)

26n2 X _2isin X . cosX sinf(sin 5—icosﬁ)
2 2 2 2 2 2
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_ Sin5x(cos6x+isin6x)

. X X .. X
sin—(cos—+isn-)
2 2 2

sin5x- (cos(6x— ) +isn(6x—2))  sinBx- (cos +isin =)
_ 2 27 _ 2 2
X X
sn= sn=
2 2
. 11x
Sin 5x-Ccos———
IS cia i8plaukia, kad R:—X' Tuo paciu gavome rezultaty:
sin—
2
sin 5x-sin 1ix
| = 2
. X
sin =
2

. 11x
SN 5X-cos———
Ats. R= 2

. X
SN —
2
Naudodamiesi kompleksiniais skai¢iais galime spresti vadinamasias
dvinares lygtis

ax"+b=0, abeR, neN. (21)
(skaiciai a, b gali buti ir kompleksiniai).

b . -
Kiekvieng tokig dvinarg lygtj keitiniu X = r\'/: Yy gaima pakeisti to
a

paties laipsnio lygtimi, kurios koeficientai prie nezinomojo ir laisvasis
narys yra vienetai. Nesunku matyti, kad § keitinj jrase i (21) lygt],

turime: a-gy"irb=0c> y'+1=0 (b=0).

Vadinasi, reikia mokéti spresti dvinares lygtis X" +1=0 ir
x"-1=0.
9 pavyzdys. Isspreskime lygtj X° —1=0.
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Sorendimas.

X°-1=0= X’ =1 X :%(cos

0+2kn . . O+2kn}
+isn

k=012, 34<:>xk—cos%+|sm ., k=0,12,34.

IS ¢ia
. 2 . . 2n
Xp =C€0s0+isin0=1, Xl=COS€+IS|n€,

A . . 4n 6t . . Ox
X9 = COS— +iSN — , X3 =COS— +isin—,
5 5 5

X4 = cos87t +isin 8
5 5
Sios reikSmés vadinamos penktojo laipsnio vieneto Saknimis.
Bendruoju atveju N1 reiksmes — N-o0jo laipsnio vieneto Saknys.

PENKTOJI UZDUOTIS
1. Atlikite veiksmus: (B=)+(4+ ?)) ((21+ )—(4- 3'))_
1+ 1-i

2. ApskaiGiuokite reiskinj A=1+i+i% +...+1 .

(2+1)x+(2-1)y =6,

3. ISspreskite lygciy sistem . ]
PrEsKiie ygel sistema {(3+2|)x+(3—2|)y=8.
4. Isspreskite lygti |z|+z=1+3.

(—/3+i)

5. Apskaiciuokite
(1_ | ) 20
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10.

Jé—if_

Apskaiciuokite (1— >

Raskite visas kompleksinio skai¢iaus 1+1i $estojo laipsnio Saknies
Q1+ reiksmes ir jas pavaizduokite geometriskai.

Apskaitiuokite sumg SIN2X+SIN4X+...+SN12x.

Isspreskite dvinare lygti x° +1=0.

Isspreskite lygti (z+i)° —(z—i)% =0.

75



VI. KOMPLEKSINIU SKAICIU
GEOMETRINIAI TAIKYMAI

Edmundas Mazétis
Atlikdami ankstesn¢ uzduotj, susipazinote su kompleksiniais
skaiCiais, iSmokote atlikti aritmetinius veiksmus su jais, nagringjote jy

algebring ir trigonometring uzraSymo forma. Kadangi kompleksinj
skai¢iy z=a+bi koordinaciy plokStumoje Oxy atitinka taskas Z(a,b),

arba vektorius OZ =ai +bT (1 pav.), tai §i kompleksiniy skaiciy geo-

metriné  interpretacija  leidzia y A
kompleksiniy  skaiiy  teorija bl Z(a,b)
tailkyti geometriniuose uzdavi- |

: . . o
niuose. Su ka kuridis papras o +b)
Ciausiais kompleksiniy skaiciy ! >
geometriniais taikymais susipazin- 0 a X
site, atlikdami Sig uzduotj.

1 pav.

1. Jei Oxy plokstumos tasko A
koordinatés A(a,b), 0 z=a+bi - kompleksinis skaiCius, tai
kompleksinis skaicius z yra vadinamas tasko A kompleksine koordinate,
zymime A(z), 0 plok$tuma Oxy vadinama kompleksine plok$tuma.

Nagrinékime du kompleksinius

skai¢ius z =a+bi, z,=c+di y1

ir tarkime, kad juos atitinka du L ' C
kompleksinés plokstumos taskai d--—4B |

Az) ir B(z) (2 pav), t. vy, | i

OA=ai +bj, OB=d +dj. o /A" A
Akivaizdu, kad $iy kompleksiniy 0 c a ali-c x
skaiciy sumg 4+

kompleksingje plokstumoje 2 pav.

aitinka vektorius OA+OB, o0 skirtumg z—z, — Vektorius
BA=0A-OB.
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1 pavyzdys. Kompleksingje plokstumoje yra duotos keturiy tasky
kompleksinés koordinatés A(a), B(b), C(c), D(d). Keturkampis
ABCD yra lygiagretainis tada ir tik tada, kai a+c=Db+d. [rodysime tai
(3 pav.). y 4
Sprendimas. Tikrai, keturkampis D(d C(o)
ABCD yra lygiagretainis, tada ir tik
tada, ka AB=DC, t vy. Kkai
b—a=c—d, o i lygybé ekvivalenti
jrodomajai. B(b)

Sakykime, kad Oxy plokstumoje A(a)
yra spindulio R apskritimas, kurio 0 X
centras — taskas C, tasko C
kompleksiné koordinaté lygi  z,.

3 pav.

Taskas M, kurio kompleksiné koordinaté z, yra Sio apskritimo taskas
tada ir tik tada kai vektoriaus CM modulis lygus R. Kadangi
CM =OM -OC, tai vektoriy CM atitinka kompleksiniy skaiciy z ir
Zp skirtumas. IS Cia seka, kad taSkas M yra apskritimo taskas tada ir tik
tada, ka |z-zER Si A
lygybé yra apskritimo lygtis y
kompleksinése  koordinatése.
Kadangi kompleksinio
skaiGiaus z=a+bi ir jam
jungtinio kompleksinio skai-
Gaus z=a—bi sandauga
zz=a’+b%>z?, td ap-
skritimo lygtis yra uzraSoma ir
tokiu pavidalu

(z- 20)(z - 20) = R, 4pav.
I§ ¢ia akivaizdu, kad skritulj, kurio centras C(z;), 0 spindulys lygus R,
sudaro tie kompleksinés plokstumos taskai z kuriems teisinga nelygybé
|z—z5|<R aba nelygybé (z—2z9)(z—2z9) <R?. 4 pav. nubrézti
apskritimas | z—(2+3) | =2 ir skritulys | z—(2—-1) | < 2

|z-(2+3) =2

X
|2-(2-i)[c 2
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Jei A(a) ir B(b) du kompleksinés plokStumos taskai, komplek-
siniai skaiiai a ir b yra jy kompleksinés koordinatés, tai atkarpos AB
ilgis lygus vektoriaus ABmoduliui, ty., AB=la-b| o
AB? = (a—Db)(a—b).

2 pavyzdys. Taskas M yra apskritimo lanko AB vidurio taskas.

v

Irodysime, kad bet kuriam Sio apskritimo taskui N yra teisinga
lygybé| AM2 —MN? | = AN- BN,

Sorendimas. Kadangi uzdavinyje nurodyta lygybé turi buti teisinga
bet kuriam apskritimui, tai kompleksinéje plokStumoje koordinaciy
sistemg Oxy parenkame taip, kad R

. . - y
duotojo apskritimo centras bty
taskas O, jo spindulys bty lygus 1, Aa)
o taSko M kompleksiné koordinaté
bty lygi 1 (5 pav.). Sakykime, kad
taskq. A,. B, . N -lfomplelfsmes o M(1) x
koordinatés lygios atitinkamai a, b,
n. Tuomet apskritimo lygtis yra B(b)
zz=1 o kadangi taskai A, B, N
priklauﬁo é_iarn apskritimui, tai 5 pav.
aa=bb=nn=1. Pastebékime,
kad taskai A ir B yra simetriski Ox aSies atzvilgiu, todél a=b, b=a
(paaiskinkite, kodél). Kadangi |n|=1, tai jrodomosios lygybés desinioji
pusé lygi
AN-BN =|a—n||b-n|=|(a-n)(@a—n)|=|aa—an—an+n?|=

—|1-n(a+a)+n?|=n| =n—(a+a)+n].

1 (a+a)+n
n

Kadangi
AM? = (a-D(a-1) 5| 2-(a+a)}
MN? = (n-1)(n-1) = 2— (n+n)|,
tai jrodomosios lygybés kairioji pusé lygi |AM 2 _MN? |=
—[2—(a+a)—2+(n—n)|=. = n+n—(a+a)|. Taigi abi jrodomo-
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sios lygybés pusés lygios tam paciam skaiciui, kg ir reikéjo jrodyti.

2. Sakykime, kad du kompleksiniai skai¢iai uzrasyti trigonometrine
forma 2z =z |(cosp+isSng), 2z, =2z |(cosw+isnw). Takydami
kompleksiniy skai¢iy daugybos apibrézima ir trigonometrijos tapatybes,
turime, kad

71-2p =(|z | (cose+ising))- (| zp | (cosw+isin ) =

=z ||z, | (cosp cosw — SN SN ®) +1(COSe COS® + SN SN ®)) =

=1z |- 22 | (cos(@ + w) +isn(¢ + w)).
Taigi dauginant du kompleksinius VA
skai¢ius, jy moduliai sudauginami, o C
argumentai sudedami. Geometriskai tai

reiSkia, kad kompleksinj skaiCiy 7 - Z, B

atitinka vektorius OC, kuris gautas ® A
vektoriy ab\pasukus kampu o apie ® )P .
taska O ir padauginus pasuktajj vektoriy O X
i§ skaiCiaus |z;| (6 pav.). J& |z |=1, 6 pav.

tai sandauga Z; - Z, atitinka tasko A postkis apie taska O kampu .
Analogiskai jrodoma, kad dalijant du kompleksinius skai¢ius, jy
moduliai padalijami, o argumentai atimami.
3 pavyzdys. Taisyklingojo tri-
kampio centras yra koordinaciy pra-
dzioje, vienos vir$iinés koordinatés yra
(1, 2). Rasime kity trikampio virsiiniy 5
koordinates (7 pav.).
Sorendimas. Sakykime, kad g X
lygiakras€io trikampio ABC virsiiné
AL, 2), taska A atitinka kompleksinis
skaiCius a=1+2. Kadangi
Z AOB =120°, tai virsiné¢ B gaunama 7 pav.
pasukus taska A apie taska O 120° kampu. Vienetinio modulio
kompleksinis skaicius, kurio argumentas lygus 120°, yra skaicius
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z=c0s120" +isin120° = —%+i§.
Kadangi virstng B kompleksinéje plokStumoje atitinka skaicius
b=az=(1+2)- —l+i£ =
2 2
=(—E—\/§J+ E—1 I
2
1 3

tai tasko B koordinatés B J3, % —lJ . Anaogiskai tasko C

kompleksiné koordinaté

ol 19

t.y. C[\/——%, E

V3

AL
2

j.

4 pavyzdys. Sakykime, kad
taSkas C(c) yra gaunamas, taSkg
B(b) pasukus apie A(a)
kampu ¢ (8 pav.). Irodysime, kad
c=a+(b—a)(cosp+isn ).

_1-X2
2

taska

Sorendimas. Vektorius AC yra

gaunamas, atlikus vektoriaus AB
posiikj apie taSka A kampu o .
Kadangi

AC=0C-OA, 0AB=0B-OA,

kompleksinés koordinatés E(C —a), Eé(b —-a).

skaiCiaus z=cose+isin ¢ modulis|

A(a)

X v

8 pav.

AC AB
Kompleksinio

ygus 1, o argumentas lygus o, taigi

tai  vektoriy ir

pagal postkio ir kompleksiniy skai¢iy daugybos rysi turime lygybe
c—a=(b—a)z kuri ekvivalenti jrodomajai lygybei.

80



KOMPLEKSINIU SKAICIU GEOMETRINIAI TAIKYMALI

5 pavyzdys. Lygiakras¢io trikampio ABC virS§inés A kompleksiné
koordinaté yra lygi a, aukstinés AO pagrindas yra koordinaciy pradzios
taskas (9 pav.). Rasime kity vir§tiniy kompleksines koordinates.

Sorendimas. Kadangi ya

OA o B

o = 1960 J3,
tai taskas B gaunamas pasukant A

vektoriy OA apie taska O 90°
kampu o po to gautajj vektoriy

padauginant  i$ 1 Pagal © X

J3° 8 pav
kompleksiniy skai¢iy daugybos
geometring  interpretacija  tai
reiSkia, kad tasko B kompleksiné C
gaunama tasko A kompleksing 9 pav.
koordinate padauginus i8

\ 4

kompleksinio skaiciaus, kurio modulis lygus %, 0 argumentas lygus

g, t. y. i8 skaiéiaus Z:ii. Taigi tasko B kompleksiné koordinaté

J3

ii. Taskas C gaunamas sukant taskg A kampu —90° (t. y., tuo

lygi
yg\/é

. g a .
paciu kampu tik j kitg puse). Todél c=——I.
V3

3. Sakykime, kad tieséje AB yra taskas C, tai vektoriai AC ir CB

yra kolinearieji (10 pav.), todél \
egzistuoja toks realusis skai¢ius A

_ . _ C g
a, a=a, kad AC=aBC. Je 10
taskas C yra atkarpoje AB, tai jis pav.
dalija $ig atkarpg | dalis, kuriy ilgiy santykis lygus e, t. y., a= g Jei

a, b, ¢ — atitinkamai tasky A, B, C kompleksinés koordinatés, tai i$
lygybés AC=aBC iSplaukia, kad c—a=a(b—c). I$ ¢ia randame, kad
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a+ab
C_

= . Atskiru atveju, kai taskas C yra atkarpos AB vidurio taskas,
+a

+b

t.y. a=1, turime atkarpos vidurio taSko koordinate c = aT.

6 pavyzdys. Duoti du lygiagretainiai ABCD ir AB,CDy. Atkarpas
AA, BB, CG, DD
vienodu santykiu dalijantys
taskai yra lygiagretainio
virsunés (11 pav.). [rody-
Simetai.

Sorendimas,  Sakyki-
me, kad duotyjy tasky
kompleksinés koordinatés

yra A(a), B(b), C(c), 11 pav.

D),  Afa) By,

Ci(c), Dy(dh), o taskai M(m), N(n), P(p), Q(q) dalija atkarpas
AA, BB;, CC, DDy vienodu santykiu a. Kadangi keturkampiai
ABCD ir AB,CD;. yra lygiagretainiai, tai pagal 1 pavyzdzio rezultaty
teisingos lygybés a+c=b+dir g +¢ =b +d;. Tasky M, N, P, Q
kompleksinéms koordinatéms turime lygybes

mo &t o n_b+abl _Cc+aq _d+ad

1+a ' 1+a ' 1+a 1+a
I$ ¢ia iSplaukia, kad

1 1
m+ pzm(a+aa1+c+ aq) =m((a+c)+a(a1+cl)):

1 1
——((b+0d)+a(by+d) = =—((b+ab)+ (d+ad)) = n+g,
o tai pagal 1 pavyzdzio rezultatg ir reiskia, kad keturkampis MNPQ yra
lygiagretainis.

7 pavyzdys. Keturkampio ABCD krastinése AB ir DC yra taskai M
ir N, tokie, kad AM: MB=DN:NC=2:1, taskai P ir Q yra krastiniy
BC ir AD vidurio taskai. Tiesés MN ir PQ kertasi taske E. Rasime
santykius PE: EQ ir ME: EN.
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Sorendimas. Parinkime plok$tumos koordinaciy sistemg Oxy taip,
kad taskas O sutapty su vir§iine A, 0O Vi
virsiinés D kompleksiné koordinaté
bty lygi 1 (12 pav. ). Sakykime, kad
vir§tiniy B ir C kompleksinés koor-
dinatés lygios B(b), C(c). Kadangi
a=AM:MB=DN:NC=2:1, ta
taSko M kompleksinel koordinatel m  a=0Q

. 0+2b 2
turime lygybe m= T §b’ 0 12 pav.
tasko N koordinatei n — lygybe n= 11122(: = 1+320. Kadangi taskai P ir
Q yra atkarpy BC ir AD vidurio taskai, tai jy kompleksinés koordinatés
lygios p= bch q= OTH = % Kadangi taskai M, N, E(e) yra vienoje

ties¢je, tai yra toks realusis skai¢ius X, kad x=ME:EN, t. vy, kad
o M+ XN

, analogiskai vienos tiesés taSkams P, Q, E rasistoksrealusis

skaitius y=PE:EQ, t. y. kad e:#. I Ga turime lygybe
+y

m+ Xn + .
_Pp yq. Jrase gautas tasky koordinates, gauname, kad

1+x 1+y

gb+xl+20 b+c+z

3 3 __2 2
1+X 1+y

Kadangi $i lygybé turi buti teisinga bet kuriam keturkampiui, t. y.,
su bet kuriais b ir ¢, tai pagal daugianariy lygybés taisykle turime tokias
lygybes:

2 1 2x 1 X Yy
3A+x) 2A+y) 3(1+x) 20+y) 3A+x) 2Q+y)

IS Cia seka, kad x=1, y:%' Taig PE: EQzé, 0 ME:EN =1.
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Ya ya
B
A \B\
0 X oA X
13 a) pav. 13 b) pav.

4. Sakykime, kad kompleksinéje plokStumoje turime taskus A(a) ir

B(b), nesutampangius su tasku O. Vektoriai OA ir OB yra kolinearigji
tada ir tik tada, kai kompleksiniy skai¢iy a ir b argumentai arba vienodi
(vektoriai yra vienos krypties, 13a) pav.) arba argumenty skirtumas
lygus n (vektoriai yra prieSingy krypc¢iy, 13b) pav.). Kadangi dalijant
kompleksinius skai¢ius, jy argumentai atimami, o kompleksiniai
skaiciai, kuriy argumentai lygts 0 arba =,

y
yra realieji, tai i§ Cia seka, kad vektoriai 'A/ B
OA ir OB yra kolinearigji tada ir tik B c
D
... a . : /

tada, kai skaicius B yrareausis, t. y., kai c-d

) -
a = 2 . a-b
b b 14 pav.

Sakykime, kad A(a), B(b), C(c),
D(d) yra keturi kompleksinés plokStumos taskai. Atidéjus vektorius
BA(a—b) ir DC(c—d) nuo tagko O gauname, kad vektoriai BA ir DC
yra kolinearieji, kai taskai su koordinatémis a—b ir c—d yravienoje

ties¢je su tasku O, (14 pav.). Tai reiskia, kad skaicius a- yrarealusis,
. a-b a-b : . o
t. y., ka —dzﬁ Atskiru atveju, kai taskai A, B, C, D yra
C— C—

vienetinio apskritimo zz=1 taskai, i3 paskutinés lygybés turime, kad
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11
a-b 3 p o . .
—q =1 1" t. y. vienetinio apskritimo stygos AB ir CD yra
c d
lygiagrecios tada ir tik tada, kai ab= cd.
V4 vt
B, -— # D
ul - B/
I'I'I f * I|lI
\ ey [ b-a /
ul . / J
n [ T
..._I.a-' \h‘l}‘-l.. \Il - E‘ {
[ 3 >
C.] -\-""--____ x
*d-c¢
15 pav.
16 pav,

I8 gautos vektoriy kolinearumo salygos iSplaukia trijy tasky priklausymo
vienai tiesei sglyga: taskai A(a), B(b), C(c) yra vienoje ties¢je tada ir
tik tada, kai vektoriai AB ir AC yra kolinearigji, t. y., Kkai
(a- b)(a—a) = (a—C)(a—B). Is ¢ia seka, kad tiesés, einancios per
taSkus A(a) ir B(b), lygtis gaunama tasko C koordinate pakeitus bet
kurio  tiesés  tasko  koordinate z ir ji yra tokia
(a-b)(a-2)=(a—2)(a-b). t. vy, (a-b)z+(b—a)z+ab—ba=0.
Taigi kompleksingje plokStumoje tiesés lygtis irgi yra pirmojo laipsnio
lygtis. Atskiru atveju, kai taskai A ir B yra vienetinio apskritimo zz=1
taskai, tiesés AB lygtis gaunama, jraSius j paskutinigjg lygti 5:&,

5=%; 1+abz=a+bh. Pastebékime, kad realiosios asies (OX agies)

lygtis yra Z=127, nes tik realieji skaiCiai sutampa su sau jungtiniais.
Menamosios aSies lygtisyra z= ~z
Vektoriai OA ir OB yra statmeni tada ir tik tada, kai jy

kompleksiniy skaiciy a ir b argumenty skirtumas lygus ig (15 pav.).
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Kompleksiniy skai¢iy argumentas lygus J_rg tada ir tik tada, kai jie

grynai menamieji. I§ ¢ia seka, kad vektoriai OA ir OB yra statmeni tada
ir tik tada, kai skaiius % yra gryna menamasis, t. y., kai %: —%.

Atidéjus vektorius ?A(a—b) ir ﬁf(c—d) nuo tasko O gauname, kad

vektoriai BA ir DC yra statmenieji (16 pav.), kai skaicius a-

yra
a-b a-b . o
grynai menamasis, t. y., kai cd- i3 5 Atskiru atveju, kai taskai
- c—
A, B, C, D yravienetinio apskritimo zz=1 taskai, i§ paskutinés lygybés
11
turime, kad a-b__a b ,t.y., ab+cd =0.
c-d 11
c d

8 pavyzdys. | apskritimg jbrézto keturkampio jstrizainés statmenos.
Irodysime, kad atstumas nuo apskritimo centro iki bet kurios kraStinés
lygus pusei prieSingos krastinés ilgio.

Sorendimas. Sakykime, kad keturkampis ABCD jbréztas j vienetinj
apskritimg zz=1, jo jstrizainés AC ir BD statmenos, o virSiniy
kompleksinés koordinatés yra A(a),
B(b), C(c), D(d) (17 pav.). Irodysime,
kad atstumas nuo apskritimo centro O iki
tiesés AB lygus krastinés CD ilgio pusei.
Kadangi taskai A, B yra vienetinio
apskritimo taskai, tai tiesés AB lygtis yra
z+abz=a+b. Jei taskas M(m) yra
tasko O ortogonalioji projekcija tieséje
AB, tai pagal vektoriy statmenumo sglyga

turime lygybe
O—m:_C_) m Ly, 17 pav.
a-b a-b’
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m(a—b) + m(a—b) =0.

Tasko M kompleksing koordinatg randame i§ lygciy sistemos
m+abm=a+b, m(@a-b)+m(@a-b)=0. Kadangi taskai A, B yra
1
b
tokios: m+abm=a+b, m+nab=0. Iisprende 3ia sistema, turime
m=2+0 ., m= a+b
2ab

2
OM? . (@+D)°
4ab

vienetiniame apskritime, tai 5:£, b==, todél sistemos lygtys yra
a

Todél atstumo OoM kvadratas

. Kadangi atkarpos AC ir BD yra statmenos, tai

ac=-hd, t.vy, az—ﬁ. Iras¢ Sig iSraiskg, gauname, kad
Cc

( bd jz
_ 2 o
om2=+_C _ =" Kadang CD? = (c—d)(c—d),
bd 4cd
42 .d
C
-1 - 1 Cer e ey .
Ooc= s d :E, tai i§ Cia iSplaukia, kad

— 40M 2,

cp? - (c_d)(l_ij _(c-d)d-0) _(c-d)?

c d cd cd
ka ir reikéjo jrodyti. Kitoms prieSingy
krastiniy poroms jrodymas analogiskas.

9 pavyzdys. StaCiojo lygiaSonio
trikampio ABC kampas C statusis, atkarpa
BD yra jo pusiaukrastiné. IS tasko C
nubréztas statmuo S$iai pusiaukraStinei K
kerta trikampio jzambine taSke K. Rasime
santykj BK : KA

Sorendimas. Parinkime kompleksinés ¢ D A
plokstumos koordinaciy sistema Oxy taip,
kad trikampio virStnés turéty tokias
kompleksines koordinates (18 pav.): C(0), A(1), B(i). Taskas D yra

18 pav.
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atkarpos AC vidurio taskas, todél jo koordinaté D(%) . Tiesés AB lygtis

yra 1-i)z+(-Dz+1i-1-i=0, t y. (1+i)z+(-Dz-2i=0.
Kadangi taskas K(k) yra ties¢je AB, tai teisinga lygybé
(A+i)k+ (i —1)k — 2i =0. Kadangi tiesés CK ir BD yra statmenos, tai
pagal tiesiy statmenumo salyga turime lygybe 1-05 =— ~05

0-k 0-k '
pertvarke gauname, kad K(2i +1)=k(2i +1).. Sprendziame sistema
A+i)k+(i-Dk-2i =0, k(2 +1) =k(2i —1) i% kurios randame

_2i+1,  3-4

, kurig

=5 k——k @+k+= (|—1)(3 Ak =2,
I_
t.y., (6+12i)k =10i. I§ éia seka, kad

5  5(3-6i) 2+|

“316 (3+6)3-6) 3
Taigi k:% , todél pagal atkar- B

pos dalijimo duotuoju santykiu lygybe
1§ ¢ia seka, kad BK : KA= 2.

5. Sakykime, kad taskas G yra
trikampio ABC sunkio centras, t. y., jO
pusiaukrastiniy sankirtos taskas (19 A C
pav.). Kaip Zinome, bet kuriam ploks-
tumos taSkui Oyra teisinga vektoriné
lygybé

19 pav.

Fe=§<6A’+65+cTC).

Jei taskas O yra kompleksinés plokStumos koordinaciy sistemos pradzios
taskas, tai i$ Cia seka, kad tasko G kompleksinel koordinatei g teisinga

lygybé
g= % (a+b+c).
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Sakykime, kad trikampis ABC yra jbréztas j vienetinj apskritima
zz=1, taskuose A(a), By(by), Ci(c) trikampio aukstinés kerta
apibréztg apie trikampj apskritima, o taskas H yra trikampio ortocentras,
t. y. jo aukstiniy susikirtimo taskas (20 pav.). UzraSome aukstiniy AA ir
BB, lygtis, kurios yra atitinkamai z+aaz=a+a ir z+bbz=b+by.
(a+2g) ~(b+by)

agy — bby
Kadangi tiesés AA ir BC yra statmenos, tai teisinga lygybe

Atéme i§ vienos lygties kitg, gauname, kad z=

A7 __27& jenetinio apskritimo
b-c b-c

. 1 - 1
taskams turime a==, b==
a

-1
’ C:_!
b Cc

1 e . .
a]=—, todél jras¢ Sias reikSmes ir

ai
suprasting, gauname 1= —ﬂ. Is cia
bc
seka, kad & __kbe logiskai
a, 1= analogiskai 20 pav.

b = —%, Q= —a—b. Taigi tasko H koordinatei turime lygybe
C
a— E —|b- E
he a b _azb—bzc—b2a+a20_

a. (_ ij b (_ aCJ ab(-bc+ ac)

a b
_ ab(a—b)+c(a®-b”) _ ab+c(a+h) 111
abc(a—b) abc c b a

I$ Cia seka, kad h=a+b+c. Pastebékime, kad lygiai tokia pati
trikampio ortocentro kompleksiné koordinaté gaunama ir tuomet, kai
trikampis jbréztas j apskritima |z|=R Irodymas yra toks pat, kaip ir
atveju | z|=1, tuo galite jsitikinti savarankiskai.
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10 pavyzdys. Atkarpos, jungianéios kiekvieng jbrézto j apskritima
keturkampio virSine su trikampio, kurio virStinés yra likusios trys
keturkampio vir§iinés, ortocentru, susikerta viename taske ir jame
dalijamos pusiau. Jrodysime tai.

Sorendimas. Sakykime, kad ketur-
kampis ABCD yra jbréztas | apskritimg
zz=1, o taskai H, M, N, P yra
atitinkamai trikampiy BCD, ACD, ABD
ir ABC ortocentrai (21 pav. ). Jei A(a),
B(b), C(c), D(d) — keturkampio vir-
Stiniy koordinatés, tai

h=b+c+d,

m=a+c+d,

n=a+b+d,

p=a+b+c
tasky H, M, N, P kompleksinés koordinatés. Tuomet atkarpos AH
vidurio tasko Q kompleksiné koordinaté

_a+h_a+b+c+d
2 2
AnalogiSkai gauname, kad ir atkarpy BM,

21 pav.

CN, DP vidurio tasky koordinaté yra A
tokia pati
_a+b+c+d
> ,
o tai ir reiSkia, kad atkarpos AH, BM, CN H *0O
ir DP turi tg patj vidurio taska.
B A

11 pavyzdys. Irodysime, kad bet
kuriam trikampiui ABC yra teisinga
lygybe 22 pav.
OH?2 =9R? — (AB? + BC? + AC?),
¢ia H yra trikampio ABC ortocentras, O yra apie trikampj apibrézto
apskritimo centras, R — to apskritimo spindulys (22 pav.).

Sorendimas. Sakykime, kad trikampis ABC jbréztas j apskritima
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|z|=R t.y. O(0), A@), B(b), C(c), ir aa=bb=cc=R? Tuomet
H(h), h=(a+b+c), tagi

oH2 - i (a+b+c)[R_2+R2 RZJ -2 (a+hc)(bo+ac+ab)
a b

c abc
R2
= be (3abc+ a’b+a’c+b%a+b’c+cb+ cza).
Randame

R® R?
AB? = (a-b)(a—b) = (a- b) = |=
__ A R_R)_ _e@-b)?

a b ab

_0)? N2
analogiskai BC2 :_R2%, ac?__g2(@=97

ac
Tuomet jrodomosios lygybés desinioji pusé

9R? - (AB? + BC? + AC?) =
:9R2+R2((a—b)2 ,(b-0? (a—c)zJ:

ab bc ac

2

= RT (9abc+a’c+b%c+b?%a+c?a+a’b+cb—6abc)
abc

yra lygi tos lygybés kairiajai pusei, ka ir reikéjo jrodyti.

poa poa

SESTOJI UZDUOTIS

1. Kompleksingje plokStumoje pazymekite taskus, kuriy kompleksinei
koordinatei z teisingos salygos
a 1<|z—-i|<4,

b) (z—(2-1)) (z-(2-1)) =4
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10.

Kvadrato ABCD centras yra koordinaciy pradzioje, virSinés A
koordinatés A(—2,1). Raskite kity kvadrato vir§tiniy koordinates.

Lygiakras¢io trikampio centras yra taskas M(-11), o vienos
vir§tinés koordinatés A(2, 4). Raskite kity virstiniy koordinates.

Lygiagretainio ABCD krastinése AD ir BC yra tokie taskai M ir N,
kad AM:MD=6:1, o0 BN:NC =2:5. Raskite atkarpy, j kurias

ties¢ MN dalija lygiagretainio jstrizaines AC ir BD, ilgiy santykius.

Trikampio ABC krastinése AB ir BC yra tokie taskai L ir K, kad
AL:LB=2:5 BK:KC=4:3. Tiesés AK ir CL susikerta taSke
M. Raskite santykius AM : MK ir CM : ML.

I vienetinio spindulio apskritimg jbréztas keturkampis, kurio
jstrizainés yra statmenos. Kam lygios Sio keturkampio priesingyjy
krastiniy ilgiy kvadraty sumos?

Staciojo lygiaSonio trikampio ABC kampas C yra statusis, taSkas M
yra aukstinés CH vidurio taskas. Kokiu santykiu ties¢ AM dalija
statinj BC?

Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai AC=Db, BC =a. Trikampio
iSoréje nubréztas kvadratas ABMN, kurio jstrizainés susikerta taske
Q. Raskite atkarpos CQ ilg;.

Trikampio ABC ortocentras yra taskas H, apibrézto apskritimo
centras yra taskas O, karStinés BC vidurio taskas yra taskas D
Raskite santykj HA: OD.

Atkarpa AB yra apskritimo skersmuo, tiesé, lieianti apskritima
taske C, kerta ties¢ AB taske M. Ties¢ |, einanti per taska M ir
statmena tiesei AB, tieses AC ir BC kerta atitinkamai taskuose D ir
E. Raskite santykj DM : ME.

e\

(

—_3
A¢ ))
\//)

L
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VI|. LAIPSNIAI, LOGARITMAIL RODIKLINES IR
LOGARITMINES LYGTYS

Vilniaus Mykolo BirziSkos gimnazijos matematikos mokytojas
ekspertas Antanas Apynis

Dvyliktoje klaséje jau Zinomos visos laipsniy, logaritmy savybés,
dauguma rodikliniy bei logaritminiy lygéiy sprendimo bidy. Sioje
temoje iSnagrinésime kelis pavyzdzius, padésiancius prisiminti savybes
bei lygciy sprendimo budus.

Laipsniai

Laipsnio su neneigiamu sveikuoju rodikliu apibrézimas.

Sandauga n dauginamyjy, kuriy kiekvienas lygus a, vadinama
skai¢iaus a n-tuoju laipsniu. Zymima a" ; ¢ia a— laipsnio pagrindas, n —
laipsnio rodiklis.

Jeigu laipsnio rodiklis yra neigiamas sveikasis skaicius, tai

-n

1
a =—n,a¢0.
a

Jeigu laipsnio rodiklis yra racionalusis skaicius, tai

m
an =%a",a>0.

Laipsnio savybés:

° aO :1; ° (am)” :(an)m :amn;
ed™-a"=a™; o(a-b)'=a"-b";
.a_r::ankn; .(Ejnza_n_

a b b"

Jeigu lygties nezinomasis yra laipsnio rodiklis, tai tokia lygtis
vadinama rodikline. Pavyzdziui, lygtys 2* =8, 2 =9, 3*+ 2" =6
yra rodiklinés.

L ogaritmai

Jeigu @* =b, a>0,a#1, tai x vadinamas skai¢iaus b logaritmu
pagrindu a ir Zymimas log, b.
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Pavyzdziui, jei 2° =9, ta x=1o0g, 9.

Desimtainio logaritmo (zym. lga) pagrindas yra skaicius 10
(lga=log,a).

Nattirinio logaritmo (zym. Ina) pagrindas yra skaiius e
(e=2,71828..).Tag Ina=log.a.

Logaritmo savybés:

e log,1=0, log,a=1; e log, b“=k-log, b, b>0;
log. b
o | b+l =] b-c): elog. b=—"3— 0, 1;
og, b+log, c=log,(b-c); g, log, a c>0, c

e 8°%" =D (pagrindiné

logaritmy tapatybe).

e log,b-log,c= Ioga(gj;

Pavyzdziai:

1) log,5+log, 0,4 =l0g,(5-04)=log, 2=1;

2) 10g,10-10g,2 = Iogs(lzoj =log,5;

3) log,8=1log,. 2° =log,, (22)1’5 =15-log,, 2> =15;

Ig4 1g9 _1g2* 193 _2:-g2 2-Ig3_4
g3 Ig2 1g3 Ig2 g3 g2

4) log,4-log,9=

5) 5°%°=3;
6) 25°%° = (52)*° = (53f =3 = 0;

1 1

1 109,53 1
7) 5'%53=(252] = (2589 =32 = /3.

1 pavyzdys. Palyginkime skaigius 2% — 4% jr 320,

Sorendimas. Deja, neturime laipsniy skirtumo savybés. Taciau
matome, kad skirtumo 2% — 4™ Jaipsniy pagrindai (skaiciai 2 ir 4)
yra skaiciaus 2 laipsniai. Todél
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23001 _ 41500 _ 53001 _ (22 )1500 — 93001 _ 3000
Dabar galime iskelti pries skliaustus 3000 dvejety. Gausime:
23001 _ 53000 _ 53000 (21 _ 20) _ 93000 (2 _ 1) _ 93000
Skaiciy 2% ir 3700 pagrindai yra skirtingi pirminiai skaiciai,
todel skaiCius pertvarkykime taip:
23000 _ (23)1000 —glow.
00— (P = g0,
Gauname, kad 9% >8°° nes 9>8>1.
Ats. 23001 — 41500 < 32000 .

2 pavyzdys. Apskaitiuokime lygties 27%—9*—-3"?4+9=0

sprendiniy vidurkj.
Sorendimas. Pastebime, kad lygties kairéje puséje laipsniy
pagrindai yra skai¢iaus 3 laipsniai, todél lygtj galime pertvarkyti taip:
(@) -() -32+9=0,
F_F-_3**19=0,
F-F-3.F+9=0
(taikéme laipsniy savybe @" -a™ = a
3*-3-9.3+9=0,
(3] -(3f-9-3+9=0.
Pazyméje 3 =t, kubine lygtj t°—t>—9t+9=0 sprendziame

n+m),

grupuodami:
t*(t-1)-9(t-1)=0,
(t-1)t?-9)=0,
(t—1)t-3)t+3)=0.
Nagrinéjame tris atvejus:
t=1=23 =1=x=0;
t=3=3=3=x=1,;
t =-3= 3 =3, lygtis sprendiniy neturi.
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*1_os.

Sprendiniy vidurkis yra

Ats.: 05.

3 pavyzdys. Iispreskime lygtj Fosllon) _ 4
Sorendimas. Lygties kairéje puséje turime laipsnj, kurio pagrindas
3, o laipsnio rodiklis yra logaritmas, kurio pagrindas irgi 3. Todél galime
taikyti pagrinding logaritmy tapatybe a°*° =b. Tik svarbu, kad
neuzmir$tume logaritmo apibrézimo srities! Taigi gauname sistema
log, X* = 4,
log, x* > 0.
Aisku, kad $uo atveju pakanka ispresti lygti log, X* =4.
I$spreskime ja dviem budais:
1) log, x> =4=x*=2" = x* =16 = X = +4;
2)
log, X* =4 = 2log,|X =4=l0g,|{ =2=|X =2° = x =14

Atkreipkime démesj i tai, kad log, X* = 2log,|x|, nes log, x*
apibrézimo sritis yra (— oo;O) U (O;+oo).
Ats. —4arba 4.

4 pavyzdys. Iispreskime lygtj X 9% =10.

Sporendimas. Spresdami Sig lygti negalime taikyti pagrindinés
logaritmy tapatybés, nes logaritmo |gX pagrindas (skai¢ius 10)
nebitinai sutampa su laipsnio pagrindu X. Sig lygtj spreskime
logaritmuodami  (jeigu a=b, ta log,a=log,b,c>0,c=1).
Logaritmo pagrindu pasirinkime skai¢iy 10, nes tokio pagrindo
logaritma turime lygties salygoje. Gausime lygti 1gx'9**°° =1g10. O
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tada (pagal logaritmy savybe lOQ, b* =k- log,b, b>0) lygti
(lgx+99)Igx =1g10.

Pazyméje lgX=t, gausime kvadrating lygtj t*+9,9t—1=0,
kurios sprendiniai yra

tlz—loirt,_,:%.

Taigi
1
lgx=-10=>x=10"=—_;
g 109
1 1
lgx=-—=x=10%° =%10.
10
1
Ats: ——, W10.
10

5 pavyzdys. Raskime lygties
Iogz(— X? — 2X+ 7)+ Iogs(],Sx2 +4x+35)=3
sveikuosius sprendinius.

Sorendimas. Logaritmy pagrindai yra skirtingi skaiéiai, todél tokios
lygties sprendimas gali biiti komplikuotas. Pirmiausia nustatykime
leistingsias kintamojo X reikSmes:

—x2-2x+7>0, {XG(—zﬁ—xzﬁ—l),
= =
15x° +4x+35>0 [X€R

= xel-22-12v2-1)

Gavome intervala, kuriame yra baigtinis sveikyjy skaiciy kiekis. Sie
sveikieji skaiciai yra {—3 -2-10; l}. Norédami i$siaiSkinti, kurie i$
$iy skaiCiy yra lygties sprendiniai, taikykime perrankos metoda:

1) jei x=-3,ta

Iogz(— (-3 -2-(-3)+ 7)+ |og5(15- (3P +4-(-3)+ 3’5)2
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=logpy4+10g55=3;

2) jei x=-2, ta
l0gs|- (- 22 - 2-(- 2) + 7)+ logslL5- (- 2 + 4-(- 2) + 35)
=logy 7+100515# 3;

3) jei x=-1,tai
Iogz(—(—1)2—2~(—1)+ 7)+Iog5(;L5-(—1)2+4~(—1)+3’5)=
=log,8+logs1l=3;

4) je x=0,tai
Iogz(—OZ—2-0+7)+Iog5(l.5'02+4'0+3’5)=
=logy 7+10g535# 3;

5) jei x=1,tai
|ng(_12_2.1+ 7)+Iog5(],5-12+4-1+3,5)=
=logp4+10g59# 3.

Matome, kad lygtis turi du sprendinius — skai¢ius — 3 ir —1.
Ats. -3, -1.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

a
1. Apskaiciuokite reiskinio

reikSme, kai

3a—1
a= |0g125 ZOO_M .
log, 25-log, 6
705 70
2. Nustatykite, kuris 1§  skaiéiy a= % ir

b=8®% —2%" _16" yradidesnis.
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I$spreskite lygti (\/E)Zﬁ = (2\/E )X.

I3spreskite lygtj 4009 =y 1,

Isspreskite lygti Jowle) _ w2 _1q

Iispreskite lygti 21ogf s X —4log, x =logs; X+ 8.
Isspreskite lygtj 4'095(X2+1) =2+ 2'095(X2+1).
ISspreskite lygtj X = %,

I$spreskite lygtj Iogé (X2 + 5X)2 —6log, (X2 + 5X)2 +8=0.

Raskite lygties 10, (0,65x° —1,25%2 — 2,1x + 8) = 30103
didziausia neigiama sveikajj sprendinj.
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VIIl. FUNKCIJOS ISVESTINE

Antanas Apynis

I8 karto pasakysime, kad Sios uzduoties uzdaviniams iSspresti turéty
pakakti matematikos teoriniy ziniy , kuriy galima rasti mokykliniuose
vadoveliuose, formuliy rinkiniuose ir Zinynuose.

Vis délto prisiminkime, kad vieno kintamojo funkcijos f, apibréztos
kuriame nors realiyjy skai¢iy tiesés intervale X formule

y=f(X), xe X, isvestiné (zym. f' vy, i, Q) taske a, ae X, yra
dx dx
skaicius f’(@), gaunamas pagal formule
f'(a) = lim M, aeX. (1)
X—a X—a

Skirtumas x—a paprastai Zymimas AX ir vadinamas argumento
pokyciu, o skirtumas f(xX)—f(a)="f(a+Ax)—f(a) zymimas Ay
(kartais Af (a))ir vadinamas funkcijos pokyciu taske a. Tada vietoj (1)
formulés turétume formule

tr(a)= lim 1EFAI=T@) oy &Y AT(R)
AX—0 AX AX—0AX  Ax—0 AX

Cia biitina atkreipti démesj j labai svarbig islyga (salyga): skaiGius

f'(a), apibréziamas (1) formule, turi biiti baigtinis skaicius. O jeigu (1)

, ae X. (2

riba neegzistuoja arba yra begaliné (co ar —o0), sakoma, kad taske a
iSvestiné f' neegzistuoja (neapibrézta). Ribos
lim =1 (3)
X—a X—a
egzistavimas ,plika akimi“ ne visada aiskiai matomas, todél Sia
problema reikéty specialiai pastudijuoti, i§ universitetams skirty
matematikos vadovéliy (mokykliniuose vadovéliuose §i problema
negvildenama). Kalbant populiariai, iSvestinés f'(a) egzistavima galima
susieti su funkcijos f grafiko liestinés egzistavimu taske (a; f (a)). Jeigu
liestiné taske (&; f(a)) egzistuoja (ja jmanoma nubrézti), tai ir i§vestiné
f'(a) egzistuoja (imanoma apskaiciuoti), o jeigu liestinés, einancios per
grafiko taSka (a; f(@)) nubrézti nejmanoma, tai iSvestinés taSke a
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funkcija f neturi. Beje, (tai gerai Zinoma i§ vadovéliy) pati iSvestiné
f'(a) yra minétos grafiko liestinés kampo, sakykim, o, sudaromo su
asimi Ox, tangentas (f'(a)=tg o), kuris dar vadinamas tos liestinés
krypties koeficientu.

1 pav.

Kad buty aiSkiau, iSnagrinékime pora pavyzdziy. IS pradziy
pasirinkime funkcija f, apibrézta formule y= x°—2x-3. Jos
apibrézimo sritis — visa realiyjy skaiciy ties¢, o grafikas — parabolé (Zr. 1
pav.). Apskaiciave iSvesting f’ bet kuriame taSke X, gauname, kad

f'(X) = (X% —2x—3) = 2x—2=2(x—1), X & (—o0: ). @
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IS Sios formulés iSplaukia, kad parabolés liestiné, einanti per taskg (—
1; 0) su asimi Ox sudaro kampa a (Zr. 1 pav.), kurio tangentas lygus —4
(tg a =—4), nes
tgo=f'(-)=2(-1-1)=-4.

IS tos pacios (4) formulés taip pat iSplaukia, kad kampa, lygy 45°, su Ox
sudaro parabolés liestiné, einanti per taska (1,5; —3,75).

Taip pat nekyla jokiy abejoniy dél galimybés nubrézti liesting bet
kuriame $ios parabolés taske.

O dabar pasirinkime kitg funkcijg — apibrézta formule

f(X) =| X% —2x—3|, Xe(~o0; ).

Kvadratinio trinario x°—2x—3 reik§més yra teigiamos intervaluose (—
o; =1) ir (3; ), 0 neigiamos intervale (-1; 3). Vadinasi, (5) formulg
galima pakeisti formule
2 ..
X —2x-3, jeé xe(—«; -1 arba xe€[3;»);
f(x) = { (6)

3+2x- X%, jé xe(-13).
Pazvelge | grafikg (zr. 2
pav.), i§ karto suprasime, kad
nejmanoma nubrézti kreivés
liestinés nei taske A, nel
taske B (jy koordinatés yra
aitinkamai (-1; 0) ir (3; 0).
Todél sakome, kad funkcija
y=f(),
f(X)=| X% —2X—3|, Xe&(—o0] i+ .A
neturi iSvestinés nei tevléke
X=-1, nei taSke X=3. Zinoma, tai néra ,,grieztas“ jrodymas.

O ka gautume skai¢iuodami f'(X), X € (—o0; ) ? Remdamies (6)
formule, skai¢iavimg suskaidykime j du atvejus: 1) Xe(—o0;—1) arba
Xe (3 )ir2) xe (-1 3). Gausime, kad

1E(X):{Z(x—l), jéi Xe(~o;—1) arba xe 3;x);

(0,5;3,75| /

/
\‘ /\ |
B X

2(1-x), jei xe(-193).
Pagaliau gauta iSvestine funkcija f', tikrai apibrézta aibéje
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(—o0; =D U (-1 3) U (3 ), pavaizduokime grafiskai (zr. 3 pav.). Gautas
geometrinis vaizdas néra vientisa (nenutriikstanti) kreivé (taskai x=-1
ir x=3 yra funkcijos f' trikio taskai). Taskuose x=-1 ir x=3
funkcijos f' reikSmiy neturime. Bet kodél funkcija f' néra apibrézta
nei taSke X=-1, nei taske X=3 yt
nebesiaiskinkime (atsakymo turétume
ieskoti universitetui skirtame
vadovelyje).

Truputj  pagvildenome  viena
probleminj iSvestinés aspekta (jy yra ir
daugiau). Dabar pasakysime kelis
iSvestinés  apibrézimui  palankius -1 3
zodzius. O X

Pasirodo, kad (Zinoma, reikéty
jrodyti!) skaiCiuojant konkreciy
funkcijy iSvestines visai nebiitina
skaiCiuoti (3) riba. Palyginti nesunku i§
apibrézimo iSvesti gana paprastas -4
i§vestiniy skai¢iavimo taisykles ir gana
lengvai jsimenamas formules. Stai
pavyzdziui,

o ja f(X)=u(X)+Vv(X), xe X, ta f'(X)=u'(X)+V(X);

o ja f(X)=u(X)—Vv(x), xe X, tai f'(X)=u'(X)—V(X);

o ja f(X)=u(x)-v(x), xe X, ta f'(X)=u'(X)-V(X)+u(x)-V(X);

* jei f(x)=M xe X, ta f'(x):“'(X)‘V(X)Z—U(X)-\/(X).
va(x)

4

v

v(x)’

Siek tiek sunkiau rasti sudétinés funkcijos f(g(x)), xe X,
iSvesting (f(g(x)))’, bet ir jos skai¢iavimo formul¢ jmanoma be didelio
vargo suprasti ir iSmokti taikyti.

Norétume atkreipti démesj dar j vieng kitag probleminj momenta,
susijusj su iSvestiniy skai¢iavimu, ypa¢ taikymo uzdaviniuose.

Pasirinkime, pavyzdziui, funkcija f, apibrézta formule
f(X) =In(In(sin X)) ir pabandykime istirti.
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Jos i$vestine apskaic¢iuoti nesunku. Juk pakanka du kartus pritaikyti
sudétinés funkcijos y = f (u), u=g(x), iSvestinés skai¢iavimo formule

y =1(u)-g'(x)
(pirma karta pasirinkus f(u)=Inu,u=In(sSn x), o antrg Kkarta
f (u) =Inu, u=sin x). Rezultatas bty toks:

f'(x) = (In(In(sinx))) = (1 9 -(In(sinx))’' =

1 1 v 1 1
=———— ——(SiINX)) =———-———-COosX.
In(sinx) sinx In(smx) sinx

Lengva jsitikinti, kad funkcija f kritiniy tasky neturi, nes spresdami
lygti f'(X)=0gautume, jog lygties cosx=0  sprendiniai

X=g+ kr, k € Z, netenkina saglygos O< sin x<1.

Bet i$sprende nelygybe O<sin x<1 (patj sprendimg praleiskime),
gautume, kad, pavyzdziui, intervale

LT
O’E galioja nelygybés
O<sgnx<1, 0<cosx<1ir In(sin x) <0,

ointervale (g nj —nelygybés
O<gnx<1, —1<cosx<0 ir In(sn x) <O0.

KReity, kad f'(X) <0, kai xE(o; gj ir £/(x)>0, kai Xe(g;n}
Taigi funkcija f turéty mazéti intervale (O; gj ir didéti intervale
(g; n). Vadinasi, taskas ng lyg ir turéty buti funkcijos f minimumo

< . _ . T .
taskas. Bet tokia iSvada biity neteisinga, nes X=§ nepriklauso

iSvestinés f' apibrézimo sriéiai.
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Stai &ia gal ir visai sustokime ir pasizitirékime j padia pradzia, taigi
i funkcijos f formulg f(x)=In(In(sin Xx)). Juk néra né vieno realiojo
skaiCiaus X, kuriame §i funkcija bty apibrézta.

Sio pavyzdzio, matyt, pakanka ne vienai protingai i§vadai padaryti.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Raskite funkcijosf(x)=£+

> mazegjimo  ir  didéjimo
X x°-1

intervalus.

2. Raskite funkcijos f (X) = X3 — 2% | X—2|mazéjimo ir  didéjimo
intervalus bel ekstremumus intervale (-3; 7)

3. Raskite visas a, aeR, reikSmes, kurioms esant funkcija
f(x)= V17 -12x—ax® - x3 maz¢ja intervale (—oo; o0).
4. Raskitevisasa, ae R, reik§mes, kurioms esant funkcija
f () =(a®-1la+ 28)-sin§—(a_4) (X—+2)
neturi Kritiniy tasky.

5. Ties¢ y=x liecia parabole y=x2+bX+C taske (1;1). Raskite
koeficientusbiir c.

2
6. Funkcija y= f(X) apibrézta formule f(x)=e> "1 Raskite a
ir b reikSmes, kurioms esant galioja lygybé f (1) = f (0) = f'(0).

7. Du taskai juda skaiCiy asimi OX. Pirmo tasko koordinaté X; laiko
momentu t nusakoma formule x = 3?5, o antro tasko koordinaté

Xo nusakoma formule x2=3tz—t+1 (X Ir xo — metrais, t —
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sekundémis). Raskite kiekvieno tasko judéjimo greitj tuo momentu,
kai abiejy tasky koordinatés vienodos.

8. Tspreskite lyeti £'(x)—2- () =0, kai f(x)=x3-Inx
X

9. Tarp lygiagretainiy, kuriy smailusis kampas 30°, o plotas lygus 8,
raskite maziausio perimetro lygiagretainj. Kokie yra Sio
lygiagretainio krastiniy ilgiai?

10. [ lygiakrastj trikampj jbréztas staciakampis, kurio virSutinés yra §io
trikampio kraStinése. Raskite didziausio ploto staciakampio
krastiniy ilgius, jei trikampio krastinés ilgis 12 cm.

(W

(i u//l'. )
\\),,

EN
AL

.

<
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS
Antanas Apynis, Eugenijus Stankus, Edmundas Mazétis

I8spreskite lygciy sistema

Apskritimo styga AB taSkas C dalija j dalis AC=8, BC =10,
apskritimo spindulys lygus 12. [ kokio ilgio dalis taskas C dalija per
jinubrézto apskritimo skersmen;j?

Apskaiciuokite
A+iv3)*
(1-iv/3)?

I$spreskite lygtj
2Iog4(2x—1) —x_2.

107






Uzcdueciy
Sprencdimal

e

w1 @)

st
\Vad

—~Z




SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu syraatstumastarp Air B (km), 0 v ir v, yrapirmo ir antro
dviratininko greitis (km/h). Pagal uzdavinio salyga turi galioti Sios
lygybés:

s-40 40 s+20 s-20

=—, =8. (@)
Vi V2 Vi Vo
IS sistemos
s—-40 40
Vi - V_z
s+20 s-20
Vi - Vo

Gauname, kad
vy _s-40_s+20
Vv, 40 s-20

IS pastarosios lygybés gauname kvadrating lygtj s> -100s=0,

kurios sprendiniai yraO ir 100.
Taigi atstumastarp Air B yra 100 km.
Tada i$ (1) gauname, kad \; =15 km/hir v, =10 km/h.

Ats:: $=100 km, v, =15 knvh ir v, =10 knvh,

2. Aisku, kad visas marsruto ilgis (minutémis) yra 50, o sumazinti
intervalai tarp gretimy autobusy yra 25-0,4=10 (min). Gauname
penkias laiko atkarpas po 10 minuciy. Kadangi marSrutas uzdaras,
pakanka 4 autobusy, kad intervalai tarp gretimy atvykimo sumazéty
iki 10 minuéiy.

Taigi papildomy autobusy skaicius yra 3.
Ats.: 3.

3. Tegu &, &, ag,...,8 yra paeiliui raSomi dviZzenklio skaiciaus
skaitmenys.

Aisku, kad Antanas lengvai gali pasiekti, kad buty
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H+x=a+a=...=g+a9=06.
Tadasuma a, + ag+ 8y +...+ ag + &g biity lygi 9-6=54.
Jei Antano pasirinktas pirmas skaitmuo biity 1, 2 arba 3, tai
SUMOS & + & + ag +...+ &g reikSme biity 55, 56 arba 57.

Tada Edmundas tikrai nepasiekty, kad visy dvizenklio
skaiCiaus skaitmeny suma dalytysi i$ 9.
Ats.: Gali.

. Tegu X yra stinaus, Y — tévo, o Z— senelio (tévo tévo) amzius dabar.
Is uzdavinio salygos iSplaukia, kad
z=5%X, X+(z—-y)=y+8ir y+z=100.

IS Siy lygciy gauname:

y =100 — z=100 - 5x,

X+ (5X— (100 —5x)) = (100 —5x) + 8,
11x—-100=108-5x,
16x =208,
x=13.

Taigi stinaus amzius yra 13 mety.
Ats.: 13.

. Tegu X yra ieSkomas daliklis, k — dalmuo, o r — liekana. Kadangi
r =0,75k, tai

540 = kx+ 0,75k = k(x+ 0,75).
Aisku, kad turi galioti nelygybé 0,75k < x—1, o skaicius K turi
dalytis i 4.

Tegu k=4m (me N). Tada 3m< x-1, 0§ ¢ia m< %(x—l).
Ivertinkime galimas X reikSmes sprgsdami nelygybe
540=4m(x+0,75) = m(4x+3) < %(x—l)(4x+ 3.
Atlike veiksmus, gausime kvadrating nelygybe 4x? —x—1623 > 0,

kurios teigiamy sveikyjy sprendiniy aibé yra {21; 22; ...}. Vadinas,
4x+3>4-21+3=87.
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Skai¢ius 540 skaidinys pirminiais dauginamaisiais yra
540 = 22.3%.5, o skaitius 4x+3 (4x+3>87) yra nelyginis,

todél jmanomas, tik atvejis, kai 4x+3= 33.5=135. [§ &ia gauname
vienintelg X reik§me — skaiciy 33.
Ats.: 33.

6. Lygties kairiaja puse pertvarkykime taip:
5x? +5y2 +8xy+2y—-2x+2=
= (4x2 +8xy+ 4y2) + (x2 -2xX+1 + (y2 +2y+1) =
= (2x+2y)% + (x=D? + (y+D? = 4(x+ y)* + (x=D? + (y+ D2
Lygybé
Ax+y)?+(x=D?+(y+1?=0
Galima tik kai galioja visos trys lygybés: x+y=0, x-1=0 ir

y+1=0.

Gauname vienintelj lygties sprendinj — realiyjy skai¢iy (X; y)
porg (1; -1).

Ats.: (1; -1).

7. leskomus skaitmenis pazymékime X, Y it Z.

Aisku, kad skaiCius
523xyz =523 000 +100x+10y + z
turi dalytis iS skai¢iaus 7-8-9=504.
Kadangi
523 000 =504 -1037 + 352,
tai skaicius
523 000 +100x+10y + z
turi dalytis i§ 504. Yra tik dvi galimybés: Xx=1, y=5 z=2 ir
X=6, y=5 z=06. Skaiciai 523 152 ir 523 656 dalijasi i§ 504.
Ats.: 1,5, 2 arba6, 5, 6.
8. IS antros lygties gauname, kad X=y+z—3. Tada
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x2—y2—22=(y+z—3)2—y2—22=

=y2+22+9+2yz—6y—62—y2—22=

=2yz—6y—6z+9=(2yz-6y)—-(62-18)-9=
=2y(z-3)-6(z—3)-9=2(z-3)(y-3)-9.
Irase i pirmg lygtj, gauname:
2z-3)(y-3-9=1,
(y-3)(z-3) =5.
Ieskant sveikyjy sprendiniy reikia iSspresti Sias sistemas:

0 {y—le 2 {y—3=—1

z-3=5 z-3=-5
-3=5 -3=-5
3 {y A {y ,
z-3=1 z-3=-1

I§ pirmos sistemos gauname, kad y=4, z=8, otada x=9.

I antros sistemos gauname, kad y=2, z=-2, otada x=-3.

I$ trecios sistemos gauname, kad y=8, z=4, otada x=9.

I$ ketvirtos sistemos gauname, kad y=-2, z=2, o tada
X=-3.

Ats: (9;4; 8), (-3; 2,-2),(9; 8, 4), (-3, -2, 2).

. Sakykime, kad atkarpos AA, BB;,, CC yra trikampio ABC
aukstinés. Kadangi

ZBAA = Z/0CB=90" - /B,
0 AB=CQO, ta trikampiai ABA ir
OCA yra lygus, taigi BA =0A ir
statusis trikampis OBA; lygiaSonis,
todél

ZOBA =45 ir
Z/C=90"-Z0BA =45
Ats.: 45°,
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10. Sakykime, kad trapecijos ABCD S$oninés

S
kraStinés AB ir CD kertasi taske S atkarpa
MN =m dalija trapecijos plota pusiau,
BC=a, AD=Db, akapa SH=n yra
trikampio BCS auksting, atkarpos GH = x B HA\c
ir HF =y yra trapecijy MBCN ir ABCD M G
aukstinés. Pagal salyga trapecijos MBCN F N
A D
plotas -X lygus pusei trapecijos
ABCD ploto a%b-h, t.y. teisinga lygybé arm Xzé-a%b-h,

t.y.
2(a+m)x=(a+b)-h.
I§ trikampiy panasumo gauname
n n+x n+h

a m b
t.y. nm=an+ax ir nb=an+ah.

I§ Sia x = 00— an, h= nb— ah, taigi (1) lygybé tampa tokia
a a
2(a+m)(mn—an) (a+b)(nb—an)
a a '
a? +b?

IS jos i8plaukia, kad me =

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu A yra mokiniy darby skaiius, 0 X, Xp, X3, X4 Il X5 —
atitinkamai pirmo, antro, trecio, ketvirto ir penkto mokytojo darbo
sparta (patikrinty per 1 valandg darby skaicius).
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Pagal uzdavinio salyga,
X1 + Xo + X _A Xo + Xa + —A X+ X3+ Xg+ _é
X+ Xg =0 XoH g X5 15 Attt X5 0

Sudéje pirmg ir antra lygybes, gauname, kad

X1+ 2Xo + X3+ Xg4 + X5 A
1 2T A3T A4 P
60

Tada 1S Sios lygybés atéme trecig gauname, kad 2x, :6_,0(\)' Is cia

A

Xo = —.
27120

O sudgje visas tris lygybes gauname, kad

13A
20X +Xo+Xg+Xg+ X5) =——.
60
Ta]gl X+ X2+ X3+Xg+ X5 _13.
X2

Ats.: 13.

2. Tegu A yra detaliy, kurias reikéjo pagaminti, skaicius, o X ir y yra
lalkas (valandomis), per kurj visas detales galéty pagaminti
atitinkamai mokinysir meistras.

Pagal salyga, é-4+é-7:§A ir EA+ é+é -4=£A Is
X y 9 9 X Yy 18

¢ia gauname lygcCiy sistema

S
9,
_

4 7
_+_
Xy
4.4
x y 18
i§ kurios iSplaukia, kad X = 24.

Ats.: 24 h.
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3. Tegu A yra darbo apimtis, x ir y yra valandy, per kurias visg darbg
gali atlikti atitinkamai pirmas ir antras darbininkas, skaicius, o t —
laikas, per kurj abu darbininkai atliko 0,45 viso darbo.

Remdamiesi salyga, gauname, kad

é+ 2(é+é) =0,55A,
X X 'y
[é + éj t =0,45A,
Xy
é+ 2-é+t-é=0,5A,
X X X
2-é+t-é:0,5A
y y
Atlike veiksmus, gauname lygciy sistema
3 + 2 =0,55,
Xy
t + t =0,45,
Xy
§+£—O,5,
X X
E+l:0,5.
y 'y

I$ trecios lygties iSplaukia, kad X=2t + 6, o i$ ketvirtos —
y =2t +4. Jras¢ | pirma lygtj, gauname:

S Ll 0555112405 -54=0=t=2 (nest>0).
2t+3) t+2

Taigi x=10, y=8.
Ats.: 10 h, 8h h.
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4. Tegu A yradarbo apimtis (valandomis), x — darbininky skai¢ius, o y
— darbo dienos trukmé (h).

Pagal salyga, A=14xy="7(x+4)(y+1D).
IS ¢ia gauname:
Xy=xX+4y+4= y:XLA' :1+i.
x-4 x-4
Aisku, kad galimos X reikSmés yra 5, 6, 8 ir 12, o atitinkamos y
reik§més yra 9, 5, 3, 2.
Ats.: 5darb., 9 h; 6 darb., 5 h; 8 darb., 3 h; 12 darb., 2 h.

5. Tegu A yra detaliy skaicius, numatytas pagaminti pirmu automatu, o
X, Y ir z — laikas (valandomis), per kurj tas detales pagaminty
atitinkamai pirmas, antras ir tre¢ias automatas.

Pagal uzdavinio salyga,
A A A [A Aj A

—+—+—=15| —+—
X y z Sl y) A A
y z
Spresdami $iy lygcCiy sistema, gauname:
11 1
+ )
-48

z x

14_}:1’5 l+l , = l+ 1 :l5 1+i
y z Xy X X-48 X X-2
X—2

=X-48 ir x—y=2.

+

y
L
X
y

2x-48  3(x-1)
X(Xx—4,8) x(x-2)
— x° —8,6x+48=0= x=8arbax=0,6.
Kadangi x>4,8, tai x=8.
Ats.: 8.

= 2(X—2,4)(x-2)=3(x-48)(x-) =
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6. Tegu Syratunelio ilgis (km), o x ir y — laikas (dienomis), per kurj
visg tunelj gali iSkasti atitinkamai pirmas ir antras ,kurmis®. Tada

(pagal salyga) S + S = S ir 1 X+ 2 y=10. Gauname lygciy
X y b5 3 3
sistemg
1 1 1
—t—==,
Xy 5
X+ 2y =30,

turin¢ig du sprendinius: (10; 10) ir (15; 7,5). Kadangi ,.kurmiai* yra
skirtingo galingumo, tai pirma sprendinj reikia atmesti.
Ats.: 15d.ir 7,5d.

7. Tegu A yra krovinio apimtis (kuriais nors vienetais), 0 X ir y
atitinkamai didesnio galingumo ir maZesnio galingumo krano
naSumas (iSkraunamo per 1 h krovinio dalis). Tada (pagal salyga)

5-4x+3-2y=A ir 45(4x+2y)=A
Sistema
20x+6y=A,
{18x +9y=A

. 1 1
turi vienintelj sprendinj: X=— =—A
v 18p 1 > 4A y 36

leskomas laikas yra A = 1 — 24-36
x+y 1 1 60

24 36

=144 (h).

Ats.: 14,4 h.

8. Tegu Syralauko plotas (ha), 0 x, y ir z— atitinkamai pirmo, antroir
trecio traktoriaus darbo nasumas (ha/d).
Remdamiesi salyga sudarykime lygciy sistema:
4(x+y+2)=S,
6(x+Yy)=S,
8(x+2)=S.
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I8 jos gauname:

X+y==S5, x+z=lS,
1 8 1
=z=—5 1 =y==S
4(—S+Z)=S 4[§S+y)=8
..y 1.1 3
Tag —==:—=—=15=>y=15z
g z 812 2 L y=1
Ats.: 1,5

9. Tegu A yra baseino tiiris (pavyzdziui, kubiniais metrais), o %, Xo,
X3, X4 Ir Xg — atitinkamai pirmo, antro ir t.t. vamzdzio darbo
naSumas (m%/h).

Pagal uzdavinio salyga sudarome lygciy sistema

ﬁ+@+@=%A
1
&+M+@:EA

X3+X4=%A,

1
Xo+X5=—A
2+ X5 2
Sudéje visas keturias lygtis, gauname:

1111
2+ X+ X3+ X+ Xg)=| =+=+—+—
(% + X + X3+ X4 + X5) (3 25 4JA

5
x1+x2+x3+x4+x5=§A

Vadinasi, ieSkomas laikas yra A = 8 =16 (h),
X +Xo+Xg3+Xg+X5 5
t.y.1h36 min.
Ats.: 1 h 36 min.
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10. Tegu A yra baseino tiris (m3), X — laikas (h), per kurj baseinas
pripildomas vandeniu, 0 y — laikas (h), per kurj vanduo i$§ baseino

i§leidziamas.
Pagal uzdavinio salyga, x=y+2 ir %A+é-8—é-8=0. Is
X y
ia
X=Yy+2,
8 8 1=y=6, x=8
y x 3

Ats.: 8 h.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kadangi kampas tarp taskuose M ir N susikertanéiy apskritimy lygus
kampui tarp jy liestiniy taske M (ir taSke N), tai i§ uzdavinio salygos seka,
kad taske M ir taske N apskritimy liestinés
statmenos. Kadangi pirmojo apskritimo
spindulys OM  yra statmenas $io
apskritimo liestinei taske M. tai pagal
uzdavinio sglyga S$i apskritimo liestiné
eina per antrojo apskritimo centrg Op;

analogiSkai, antrojo apskritimo liestiné

tatke M eina per pirmojo apskritimo 1 pav.

centry O (1pav.). Taigi trikampis OOM yra satuss, t.y.,
Z00M + Z0,0M  =90°. Dél simetriskumo tieses OO, atzvilgiu
turime, kad Z NOM =%40201M, ZNOM =%40102M, todeél i3
uzdavinio salygos gauname lygybe Z0O,0,M —Z0,0OM =15". 1§

105° 75°

gautyjy lygybiy iSplaukia, kad Z0,0,M =T, Z0,0M :7.
Taigi Z/NOM =105", ZNO,M =75". Kadangi centrinis kampas

lygus lankui, i kurj jis remiasi, tai i§ ¢ia gauname, kad styga MIN pirmajj
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apskritima dalija j lankus, kuriy didumai lygas 105° ir 255°, o antrajj — |
lankus, kuriy didumai lygts 75° ir 285°.

Ats.: pirmajj apskritimg dalija j 105° ir 255° lankus, o antraji —j 75° ir
285° lankus.

Sakykime, kad nubrézZtos apskritimo stygos AB=9, AC=17, o taskai M
ir N yra jy vidurio taskai, taigi MN =5 (2 pav.).

Kadangi atkarpa MN yra trikampio ABC viduriné B
linija, tai BC =2MN =10. Pagal Herono formule

randame trikampio ABC plota:

p=%(9+17+10)=18, C
Sz\/18-(18—9)-(18—17)-(18—10) =36. 2 pav.
Pagal apibrézto apie trikampj apskritimo spindulio formule turime
R 9-17-10 8_5
4.36 8
Ats.: §
8

Sakykime, kad jbréz— B
tas | trikampj apskri—

timas krastines AB, Y
AC, BC lie¢ia atitin—
kamai taskuose X, Y, N
Z (3pav.). Pagd X
ibrézto i trikampj ap— A C
skritimo savybes ran— Z 3 D
dame, kad pav.
BX - a+c—b, DZ :E—AZ:E— b+c—a:E.
2 2 2 2 2
Pagal liestiniy ir kirstiniy savybes turime
2
BM - BN =£BD-§BD= BX 2 ZM,
4 4
2
DN-DM =18D. 28D = Dz2- 39"
4 4 4
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3B\D?
Kadangi $iy lygybiy kairiosios pusés lygios T’ tai lygios ir

desiniosios, t. y., @+ C—b=a—C. Kadangi pagal salyga b=_8, tai i3 ¢ia
gauname, kad 2c=Db, t.y., C=4. Pagal trikampio pusiaukrastinés ilgio

formulg BD? = %(2&2 +2¢% - b2) = :11(2a2 —32). I3 gautyjy lygybiy

YA
turime, kad %-%(Zaz—@)z%, t.y., 5a’—64a+176=0.

. 44 .
I§ ¢ia randame, kad a=4 ir a= E Bet reikimé a =4 netinka, nes
néra trikampio, kurio krastiniy ilgiai biity 8, 4 ir 4.

Ats: AB=4, BC= 4—54

4. Kadangi trikampis ABC lygiakrastis, tai dél simetrijos tiesés, kurioje yra jo
aukstiné AH. atzvilgiu atkarpos MP ir NQ yra lygios (4 pav.). Pazymékime

PM =0QN =x. Kadangi atkarpa MN yra A
trikampio ABC viduring linija, tai
BC AB
MN_7_1 AM_MB—7—l P TNy 1@
MQ=1+x. c
Pagal taske M susikertanciy apskritimo stygy H

teoremg (2 teorema) turime

MP-MQ=MA-MB, t.y., x(L+x) =1. 4 pav.

I$ ¢ia gauname, kad atkarpos PM ilgis x yra lygties X% +x-1=0
sprendinys. Si lygtis turi tik viena teigiamg sprendinj X= izﬁ, taigi
x=:%;@,ﬂmaPQ=MN+2HM=J3

Ats.: \/E

5. Sakykime, kad apskritimo skersmuo DE eina per taska Cir CD =7 (5
pav.). Pagal taske C susikertanciy apskritimo stygy teorema
(2 teorema) turime, kad AC -CB =CD - CE. I§ ¢ia
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AC-CB_48

CE=
cD 7 NI

Tuomet skersmuo

DE:CD+CE:7+£3:£,
7 7
taigi apskritimo spindulys R:%:%. K adangi D

97 . . ..
2R= - (AB=16,tai uzdavinio salyga atitin—
kancio apskritimo néra.
Ats.: Néra sprendiniy.

Sakykime, kad tiesés | ir m yra ap-
skritimo liestinés taskuose Air B. taSkai
P ir Q yra tasko M ortogonaliosios
projekcijos tiesése | ir m, o taSkas H yra
tasko M ortogonalioji projekcija tieséje
AB (6 pav.). Tuomet MP=4, MQ=9
ir pagal 4 pavyzdzio rezultaty
MH =, /MP-MQ =+4-9=6.

Ats.: 6.

Kadangi taskas D yra lanko BC vidurio taskas, tai ties¢ AD yra
kampo A pusiaukampiné, taigi jbrézto j trikampj apskritimo centras
Q yra atkarpoje AD (7 pav.). Kadangi A

ZBAD =30°, o apie trikampj BAD apibrézto

apskritimo spindulys R=10, tai pritaike

sinusy teoremg Siam trikampiui turime, kad .
BD 1 B L C
|

=2R t.y, BD=2-10-E:10. IS5

sn30°

pavyzdzio rezultato seka, kad BD =QD, D

taigi QD =10. 7 pav.
Ats.: 10.
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10.

Sakykime, kad atkarpa CD yra apskritimo skersmuo, einantis per taskus A
ir B, o ties¢ BN kerta apskritimg dar ir taske P (8 pav.). Kadangi tiesés AM
ir BN yra lygiagreCios, o taskai A ir B yra

simetriski tagko O atzvilgiu, tai tiesés AM ir BN y

yra simetriSkos tasko O atzvilgiu, todél ir ’. N

atkarpos AM ir BP yra simetriskos tasko O ‘

atzvilgiu, t. y., AM = BP. I3 ¢ia seka, kad C D
AM -BN =BP-BN =BC - BD. vi

Kadangi BC=9-5=4, DB=5+9=14,

tai AM - BN = 56. P
Ats.: 56. 8 pav.

Kadangi atstumas tarp apskritimy centry ST yra didesnis uZz apskritimy
spinduliy suma, tai apskritimai neturi bendry tasky. Sakykime, kad tiesé |
yra duotyjy apskritimy radikalioji
aSis, kertanti ties¢ ST taske M
(9 pav.). Pazymékime SM =X,
tuomet TM =10—-X. Tasko M

laipsnis  pirmojo  apskritimo S

atzvilgiu lygus X°—5°, 0 jo

laipsnis kito apskritimo atzvilgiu I
lygus (10— X)2 —32, Kadangi 9 pav.

taskas M yra  apskritimy

radikaliojoje aSyje, tai Sie jo laipsniai yra vienodi, t. y., teisinga lygybé

X2—25=(10— X)2—9, I3 jos randame, kad X=§, Taigi SM =2€9,

@

tuomet TM =10- SM =2€1.

Per taSkus A, P ir Q nubréZiame P
apskritimg. Kadangi B c
/TAC = #/BCA=/BCQ = /BPQ,

tai ties¢ AT yra ir Sio apskritimo

liestiné. Kadangi Sie du apskritimai A ' T
kertasi taskuose P ir Q, tai ties¢ PQ 10 pav.
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yra jy radikalioji asis, todél ji kerta atkarpg AT jos vidurio taske.
Ats.: 1:1.

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Kadangi
363825=3%.52.72.11, 5265=3*.5.13 tai d=3°-5=135.

Pagal dalybos su liekana teorema
-1273 =-27-48+23. Tag r=23.

+ | 0| 1| 2| 3| 4| 5|6
0| 0| 1| 2| 3| 4] 5] 68
11| 2|3|a4|5]686]|0
2| 2| 3| 4|5|6] 0|1
33| 4|5|6/|0]|1]?2
4| 4| 5| 6| 0| 1] 2|3
5| 5| 6|0| 1| 2] 3|4
6 | 6| 0| 1| 2]|3] 4]|TG5
X | 0| 1| 2| 3| 4] 5|6
o|lo|lo|O0O|]O| O] O0O]|O
1|0 1| 2| 3| 4] 5] €6
2| 0| 2| 4|6| 1] 3|5
3/0|3|6|2|5| 1|4
40| 4] 1|5| 2] 6|3
5| 0|5 | 3| 1|6/ 4] 2
6 | 0|6 |5]|4|3]2]|1
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5. A=5 14.6°-34°4+2-2+4.6-3.2+2=

NI
©
(o]l
+
N
Il
=

6. 11x—6=3(mod7) < 1x=2(mod 7).
Patikring visas likiniy klases moduliu 7, gauname X=4(mod 7).

7. Duotajj 1yg1n1 tenkina likiniy klas¢ X =6(mod7) . Tuo nesunku
jsitikinti: 3- 6 ~6=31-6=3+1=4.

3* =1(mod10) = (3*)* =1(mod10) = 38 =1(mod10) | -3° =
= 33 = 7(mod10)

3* =1(mod10) = (3)* =1mod10) = 3%° =1(mod10) |- 3° =
= 3% = 7(mod10).

72 = 9(mod10) = 7% =(mod10) = (74)*® =1(mod10) =

= 70 = 1(mod10) |- 7 = 7** = 7(mod 10).

13=3(mod10) = 13* = 9(mod10) = 13* = 1(mod 10) =

= (13%%" =1(mod10) = 13'*® =1(mod10) |-33 =

— 13" = 7(mpd10). Todél n=7+7+7=1(mod 10).
Taigi paskutinis skai¢iaus n skaitmuo yra 1.

9. 17?2 =89(mpd100) = 17* = 21(mpd100) = 17° = 41(mod100) =
—17% =81(Mmod100) =
17% = 62(mod100) = 17%* = 21(mod100) =
=178 = 41(mod100) = 177 = 81(mod100) =
17% = 62(mod100) = 17%* = 21(mod100) =
=178 = 41(mod100) = 177 = 81(mod100) =
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10.

1

17°%2 = 61(mod100) = 172%%* = 21(mpd100) |- 17°2 =
179 = 61(mod100) |- 17128 = 17190 = 01(mod100) |-17%* =
—17'%4 = 21(mod100) |- 172 =

17%°%6 = 81(mopd100) |-17 = 17%°Y = 77(mod100).
Taigi skaic¢iaus n paskutiniai du skaitmenysyra77.

62 =10(mod13) = 6% = 9(mod13) = 6° = 3(Mod13) = .

— 6% =9(mod13) = 6% = 3(Mod 13) =

6% =9(mod13) |-6* = 6% = 3(Mod13) |-6% =

— 670 = 4(mod13) |-6=> 61 =11(mod13).

12 =—1(mod13) =128 =1(mod13) |- 12=12° = —1(mod13) .
15= 2(mod13) = 152 = 4(mod13) = 15% = 3(mod13) =
—15° =9(mod13) = 15'° = 3(mod13) |- 15* =

—15% =9(mod13) |-15= 15" = 5(mod13).
Todél n=11+1+5=4(mod 13) . Vadinasi, skai¢iaus n dalybos i$ 13
liekanalygi 4.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Lygciy sistema pertvarkome taip:
z=8-2X-Y, z=8-2x-Y,
X+3y—(8-2x-y)=2,=::3x+4y=10, =
4Xx—-2y+8-2x—-y=9 2x-3y=1

Z:i‘zx‘y’ 2=8-2x-Y,
4,25x =85,

2x—%(10—3x)=l
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IS pastarosios sistemos gauname, kad X=2, y=1 z=3.
Taigi sistema turi vienintelj sprendinj (2; 1; 3).
Ats.: (2; 1; 3).

2. Lyg¢iy sistemg pertvarkome taip:
z=2x+4y-4, z=2x+4y-4,
AX—-Yy+2X+4y—-4=1 =15x+3y=5, =
X—5y+2(2x+4y—-4)=-3 5x+3y=5
{z=2x+4y—4, {z=2x+4y—4,
=

5x+3y=5 x=1-0,6y
{z =2(1-0,6y) +4y—4, - {z =28y-2,
x=1-0,6y x=1-0,6y.
Matome, kad pastaroji sistema (taigi ir pradiné) turi be galo
daug sprendiniy, kuriuos galima uzrasyti taip:

(@-06t;t;28—-2), teR.
Ats.: (1-0/6t;t; 28 -2), teR.

3. Pazyméje u=x+Yy, v=Xxy, gausime
X2+ Y2+ xy(x+ Y) = (X+ V) + Y?) = (x+ Y)(X+Y)? —2xy) =
=u(u2 —2V);
X2Y2 (%2 + y?) = (x9) 2 ((x+ y)? — 2xy) = V2 (U? - V).

Sias israidkas jrasykime j sprendziamga sistema. Gausime tokia
lygéiy su nezinomaisiais U ir V sistemg:

u(u2 -2v) =13
v2(u® - 2v) = 468.

Aisku, kad u=0, v=0ir u?—2v#0.
2
Padalije pirmg lygtj i§ antros, gausime, kad u= V%

Remdamiesi $ia iSraiska spreskime antrg lygtj:
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. v .
Pazyméje az[gj , gausime:
a(a—12) =13,
a’-12a-13=0,
(a—6)2 —49=0,

a=6=%7,
a=13 arba a=-1.

Jei a=13, ta v=6§/f’>; jeéi a=-1ta v=-6. Pirmu atvegu
u= 3\/169, 0 antru atvgju u=1. Taigi u= 3\/169, v=63%13 arba
u=1 v=-6.

Kvadratiné lygtis t2 - 3169 t + 6513=0 sprendiniy neturi (jos
diskriminantas neigiamas), o kvadratinés lygties t?-t-6=0
sprendiniai yra3ir —2. Todél x=3, y=-2 arba x=-2, y=3.

Vadinasi, lyg¢iy sistema turi du sprendinius: (3; —2) ir (-2; 3).

Ats.: (3;-2), (-2; 3).

Tegu u=x+Yy, v=Xxy. Kadangi
X2 +y2 4 20x+y) = ((x+ ) - 2x)) + 2x+ y) =u? ~2v+2u,
X2 +y% 4 xy=((x+ ) = 2x9) +xy=(x+Y)? —xy=u? -v,
tai sprendziama lyg¢iy sistema jgis tokj pavidala:
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u?-2v+2u=23,
u?—v=19.
Sig sistema galima spresti taip:

v:u2—19, v=u2—19, v:u2—19,
= = =
u?-2u%-19+2u=23 |u®-2u-15=0 |(U-1)?=16
v:u2—19, v:u2—19,
= =
u=1+4 u=-3arbau=>5.

Taigi u=-3, v=-10 artbau=5, v==6.

Kvadratinés lygties t2+3t—10=0 sprendiniai yra-5ir 2, 0
kvadratinés lygties t>-5t+6=0 sprendiniai yra 2 ir 3, todé¢l
gauname keturias skai¢iy X ir y poras (X; y), kurios tenkina pradine

lygéiy sistema: (-5; 2), (2; -5), (2; 3) ir (3; 2).
Ats.: (-5; 2), (2, -5), (2; 3) ir (3; 2).

5. Sudauging ir sutrauke panasiuosius narius, gausime tokig lygciy
sistemay:
14x—-12y—-3xy=0,
{18x— 6y—7xy=0.

Antrg lygtj padauging i§ —2 ir sudéje su pirma lygtimi, gausime
lygti —22x+11xy =0, i§ kurios iSplaukia, kad x=0 arba y=2.

Iras¢ x=0, tiek i$ pirmos, tiek i§ antros lygties gausime, kad
y=0. O jras¢ j sistemg y =2, gausime, kad x=3.

Vadinasi, lyg¢iy sistema turi du sprendinius: (O; 0) ir (3; 2).

Ats.: (0; 0), (3; 2).

6. Aisku, kad x=0 ir y=0. Todél pirma lygtj padauging i§ Xy
gausime ekvivalencia lygciy sistemag

y—x—i-xy
36
xyz—x2y=324.
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Ja spreskime taip:
1
y—X=2XY,

1 1
—x=— —X=—-XYy,
Yy=X=3" o 36 7 _ )Y

xy—Xx)=324 xy-3i6xy=324 (xy)2=362-9

1
— = — — :3’ — :—3’
y—X=—-Xy, {y X aba {y X

- 36 =108 =-108
xy=+108 XY= Xy=-206

Pirmasistematuri du sprendinius: (—12; —9) ir (9; 12), o antra
sistema sprendiniy neturi. Taigi pradiné sistema turi du sprendinius:
(-12; -9)ir (9; 12).

Ats.: (-12; -9) ir (9; 12).

7. Sudéje abi lygtis gausime lygti 2xy+ Z-X =25, oi§jos —lygti
X
1
2y[x+—j=25. D
X

Atéme i$ pirmos antrg lygtj, gausime lygtj 2-i + 2-5 =10
Xy y

1§ jos — lygti

E(L x) -1 @)
Y\ X
Toliau spreskime (1) ir (2) lygciy sistema. Gausime:

2y(x+1j=25, xelo28 1 25
X+= =

2y’ T 50
) lx = ) ;(5 y X 2y =
Zlx+=|=1 —=.—==1 2_95
y( xj y 2y y
y=-5, y=5,
= arba
X+==-25 X+==25
X X
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Lygties x+£=—2,5 sprendiniai yra —2 ir -0,5 , o lygties
X

X+ 1 =2,5 sprendiniai yra 0,5 ir 2. Todé¢l gauname keturis pradinés
X

lyg€iy sistemos sprendinius: (-2; -5), (-0,5; -5), (0,5; 5) ir (2; 5).

8. Sandaugos xy atzvilgiu antra lygtis yra kvadratiné lygtis. Ja
i§sprende gauname, kad Xy =-3 arba xy=2.
Vadinasi, reikia rasti tokias nezinomyjy X ir y reik§miy poras,
kurios tenkina arba lygciy sistema

X 2 X 3

= —| =12,
(y] [y] 3)
Xy=-3,

arba lygciy sistema

X 2 X 3

= = =12,
(yj {yj (4)
Xy=2.

Tuo tarpu pirma lygtj galima pertvarkyti taip:

G-
ERIERE
b b
G 25ee)
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G5

Matome, kad biitinai ~—2=0, arba x = 2y.
y
Taigi (3) sistema ekvivalenti sistemai
X=2y,
{ ©)
xXy=-3,
0 (4) sistema ekvivalenti sistemai
X=2y,
{ (6)
xXy=2.
Aisku, kad (5) sistema sprendiniy neturi, o (6) sistemos
sprendiniai yra(-2; 1) ir (2; 1).
Gauname du pradinés lyg¢iy sistemos sprendinius: (—2; —1) ir
(2, 1).
Ats.: (-2;-1)ir (2, 1).

9. I8 pirmos lygties gauname, kad y+z=6—X ir Xx+z=6-Yy. Todél
{x(y+ 2) =5, {X(G—X)zS, X% —6x+5=0, {x:l aba x=5,

=> = =
y(x+2)=8 y(6-y)=8 y2—6y+8:0 y=2 arba y=4.

IS pradinés sistemos pirmos lygties gauname, kad
z=6—(x+Y), todél:

z=3 ka x=1 y=2
z=1 ka x=1, y=4
z=-1 kai x=5, y=2,

z=-3 kai x=5 y=4.
Taigi pradiné lyg€iy sistema turi keturis sprendinius: (1; 2; 3),
(1,4 1), (5 2, -1), (5 4 -3).
Ats: (1; 2; 3), (1; 4, 1), (5; 2; -1), (5; 4, -3).

10. Lyg¢iy sistemg pertvarkykime taip:
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X+Yy+2z=13 X+y+2z=13,
(x2+y2+zz)—(x+y+z)2=91—169,:> Xy+ XzZ+yz=39,=
y2=xz y2=xz
X+y+z=13 X+y+2z=13,
= xy+y2+yz=39,: y(X+y+2)=39, =
y2:xz y2=xz
X+Yy+z=13, X+y+2z=13, y=3,
SY(X+Yy+2)=39, =>y=3 ={x+2z=10,=
y?=xz y2=xz xz=9
y=3, y=3 y=3,
= <1z2=10-%, =<:z=10-X, = <12=10-X,

X(10-x)=9 x2 _10X+9=0 x=1 arba x=9.

Taigi lyg¢iy sistema turi du sprendinius: (1; 3; 9) ir (9; 3; 1).
Ats: (1; 3,9 ir (9; 3; 1).

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Nagringjamajj reiskinj pazymékime A. Tuomet
A (7+4i)-(-2+4i) -14-16+28 -8

1-i+1+i =—30+20.
2
Ats. —30+ 20i.
2. Pritaikg geometrinés progresijos N nariy sumos formulg gausime:
2018
A=11'—_. Kadangi 12018 450442 _j2 _ 1 {4
—i
2 2+
1-i @-i)-@+i)
Ats. 1+i.
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3. Pirmaja sistemos lygtj padaugine i§ 3—2i, antrajg —i§ —2+i ir abi
lygtis sudéje¢ gausime lygti
((2+i)-(3—2) +(3+2i)-(—2+i)) x=6(3—2) +8(-2+i).
I$sprende ja, randame X=2+i. Vadinasi, nagrin¢jamoji lygciy
sistema ekvivalenti tokiai lygciy sistemai:

+i)x+(2-i)y=6,
X=2+I.

JraSe | Sios sistemos pirmajg lygti X=2+1 ir jg iSsprende,
gauname y=2-1.
Ats. X=2+i, y=2-1.

4. Tegu Z= X+1Y. Perrasome lygtj jrase Z= X+1Y:

\/x2+y2 +X+iy=1+3i.

Pagal kompleksiniy skaiciy lygumo apibrézima §i lygtis ekvivalenti
sistemai:

VE+yPex=1, _ x2+9=1—x,:>{><=—4,
y=3 y=3 y=3.
Ats. z=-4+3.

5. Duotosios trupmenos skaitiklj ir vardiklj uzraSykime trigono—
metrine forma:

: z( 51 511)
—V3+i= cosEHsm—

L4=J(aa—%stm——ﬂ
Tuomet

(—\/§ + i)15 = 215(0 DT L isin —j

= 215(005(6-2n+%)+isin(6-2n+€)j -
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= 215(0032 +isin gj = 215i,
1-i)® =2"(cos(~5m) +isn(-5n)) =20 (-1) =—21°,

(—/3+i)> 2B . .
)P -0 - _2% = —32i.
Ats. -32i.

6. Skai¢iy 1—

V3-i V3 1. T . .T
1-—=1-—+—-i=1-cos-+isSn—=
2 2 2 6 6

uzraSykime trigonometrine forma:

—2sn2 " 1 2isn" cos™ = 2isin~ _}sin£+cos£ =,

12 12 2li 12 12

=2isn 2| cos X —isin = |=2isin = | cos(—~) +isn(—— |
2\ 12 12 12 12 12

\24 24 24
Tuomet (1— &J = [Zi sin ij (cos(—i) +isin( —l)j =
2 12 12 12

12
= 212(23m 2%) (cos(—2m) +isin(—2m)) =
12 12
:212(1—cos%} =212[1—§J =(2-/3)%.
Ats. (2—+/3)2.
7. Kadangi 1+i =\/§{cos%+isin gj , tai

T+ 2kn T+ 2kn
1+i =%2| cos 4 5 +isn4 = =%

k=0,1234,5;
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0o =22[ cosZ +isn |, w=22[cosXErisin 2|,
24 24 24

24

“)2_% COSl?_nHS'nl?—n , ©3 142 cos—+|s|n@
4 24

®4 ]%/—[COS_“S'”%J, 0)5—1 2(cosﬁ+ sn%)

Geometriskai  saknys  ¥1+i  vaizduojamos taisyklingojo
SeSiakampio su centru koordinaciy pradzioje, pasukto kampu

B= L 7,50prie§ laikrodZio rodykle, vir§tinémis (Zr. pav.).

A

W, @,

Nagrinékime suma
R+il =
= (COS2X+ COS4X+...+C0s12X) +i(Sn 2X+ 9N 4X+...9N12X) =

= (cos2x+19Nn 2X) + (cos 4x+isSn 4x) +...+ (cos12x+isn12x) =

= (cos2x+19n 2x) + (cos2x+isin 2x)2 +...+(cos2x+ign 2x)6 =

_ (cos2x+isin 2x)7 —(cos2x+1isin 2x)
- coS2X+isin 2x—1 '
Apskai¢iuokime gautajj reiskinj:
cosl4x+isin14x—cos2x—isin 2x
coS2x—1+isin 2x -
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_ cosl4x—cos2x+i(sin14x—sin2x)

—2sin? x+ 2i sin xcosx
— 29N 8X-9n 6X + 21 cos8X- SN 6X 21 Sin 6X(cos8x +isn8x)

2sin x- (icosx—sin x) ~ 2isin x(cosx+isin x)
_ Sin6x(cos7x+isin7x)  sin 6x-COS7X L Sin 6X-Sin 7X
sin x sn x snx
- . : . Sin 6xsin 7x
Taigi | =9n 2x+3SN4x+...+8N12X=———.
sin x
Sin 6x- CoS7X
Ats. ——.
sin x

9. x8+1=0<x®=-1. Skaitiaus —1 trigonometriné forma yra:

—1=cosn+isnz. Todél turésime tokius $eSis pastarosios lygties
sprendinius:

xk:cosn+62kn+isinn+62kn, k=0,12,345. =

xO:cosE+isinE:@+1i,
6 6 2 2

3t .. 3n T .. T .
X =C0S——+19N—=C0S—+19N — =1,
6 6 2

51 5t /3 1
Xp =COS—+isSn—=——+

6 6 2 "

7n .. Tn 3 1.
X3 =C0S— +i9N—=———=1,

6 6 2 2

On On 3n 3n .
Xy = cos—+|sm——cos—+|sm—=—|,
6 6 2

11 11 3 1.
X5 =C0S—— +isn =—=——=1i.
6 6 2 2
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3
10. Padalykime abi lygties puses i§ (z— i)3. Gauname lygt] [Z_:) =1

ir tuomet 2z =3, Kadangi

z—i
3 —cos?t 2 L in 0T L 012 =
Xg =c0s0+isn0=1, xlzcos@ﬂsinﬁz—}Jr@i,
3 3 2 2
4n 4n 1 3.
Xo =CO0S— +iSN—=—=——1,
3 3 2 2

tai turime spresti tris lygtis:
z+i o oz+i 1 \/5 z+i 1 V3
z—i =i 2 2 7z 2 2
Nesunku jsitikinti, kad pirmoji lygtis sprendiniy neturi.
Sprendziame antrajg lygti:
zei_ 138 (18] e iv)ze vas
2 2 2
J3-i J3-i 1 3

Z—i 2

I§ ¢ia gauname, kad z = —_—=—
3-iV3 3 (/3-i) NEE
Analogiskai apskai¢iuojamas treciosios lygties sprendinys:

z+i 1 A3, _ (1 \/§J .
= S Z+i=— §+7| (z-)

L V3+i - (f3+i)-(3-iV3) 43 B

27 343 (3+iW3)-(3-iW3) 12 3
Pastaba. Sia lygtj galima spresti ir kitaip: pakéle abu reiskinius kubu
ir sutrauke panasiuosius narius gausime kvadrating lygtj.

V3

Ats. £+ —.
3
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1.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Zr. 1a) ir 1b) pav.

lapav.

Kadangi £ AOB =90°, tai taskas B yra y

gaunamas tasko A postkiu apie taska O 90° D

kampu. Kompleksinis skaiCius, kurio <’A

modulis lygus 1, o argumentas lygus 90° \

yra lygus z=i (2 pav.). taigi tasko B $

kompleksiné koordinaté ‘ ¢
b=ai=(-2+i)i=-1-2i, B

t.y., B(-1-2). Analogiskai tasko C 2 pav.

kompleksiné koordinaté c=bi=(-1-2)i=2-i, o tasko D

kompleksiné koordinate d=ci=(2-i)i=1+2i. Taigi C(-2,-1),

D(, 2).
Ats: (-1, -2), (2,-1), (1, 2).

Kadangi ZAMB=120°, o kompleksinio
skaiCiaus z=cos 120°+isin 120° modulis
lygus 1, o argumentas lygus 120°, tai paga 4
pavyzdyje gauta formule turime, kad taSko B
kompleksiné koordinaté b tenkina lygybe
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Jéj:

b=-1+i +((2+44')—(—1+i))-(—%+7i

=(—§—£i]+(ﬁ_2]i.

2 2 2 2
Analogiskai tasko C(c) kompleksinei koordinatei turime

C:a+(b—a)(—%+§ijz[—2+§)+[—%—§}i.

Ats. B[—E—ﬂ ﬁ—% C(—§+£ L Bﬁ]

Parinkime plokStumos koordinaciy sistema OXYy taip, kad taskas O
sutapty su lygiagretainio vir§iine A,

S ) . ya B N
o0 jo virsiné D turéty kompleksine V C
ko-ordinate D(1) (4 pav.). \
Sakykime, kad virSinés B komp-  o=p Q
leksiné koordinate B(b), tai pagal | M D(l;x

1 pavyzdzio rezultata virSiing 4 pav.
C(b+1). Kadangi AM:MB=6:1,

ta a=6, todél M(0+6'1j, oy, M(gj. K adang

1+6
BN:NC=2:5, ta a:%, todél tasko N kompleksingi koordinatel

2
b+ = (b+1
+50+D)

1+E
3

n turime n=

_ D42 g N(7b+2j. Sakykime,

kad ties¢ MN jstrizaing AC kerta taske P(p) ir AP:PC=Xx, 0
6 7b-2
0+x-(b+1) 7Y 7

MP:PN=y. Tuomet p=
1+x 1+y

. IS dia
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oy X  6+2y
1+x 1+y' 1+x 7(1+y)

gauname lygybes I$ cia seka, kad

X= yzg. Analogiskai tare, kad tiesés MN ir BD kertasi taske
Q(a), o BQ:QD=x, MQ:QN=y, turime, kad

6+ b+2
_b+x1 7 y 7 ty 1y X  6+2y
1+X 1+y 7T 14x 14y 1+x T(+y)
I8 ¢ia randame, kad yzé, X=2.

Ats.: Istrizainé AC dalijama santykiu AP:PC=6:5, jstrizai-
né BD santykiu BQ:QD =2:1.

4. Parinkime plok$tumos koordinaciy sistema Oxy taip, kad taskas A
buty koordinaciy pradzios taskas, o taskas C turéty kompleksine
koordinate C(1) (5 pav.). Sakykime, kad B(b), tuomet i§ uzdavinio

salygos

B
0+gb Y
2b
L), I= > =7 :
1+ 2 K
3 X
) A=O]  C()
1+=b 4+3 5 pav.
K(k), k= 5 = .
1+— 7
3
_0+xk 1+

Jei E(e), o AM:MK=x, CM:ML=y, ta e

T 14x 1ty
2 2b
Lab g x@arm) Y5

1+§ 7 T1+x) 1+y

ty., k= . I8 cia seka, kad
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4x 1 3X 2y y
= , = . ISsprende
7A+x) 1+y 7A+x) 7(1+vy)
randame, kad X=l—4, y=2—1.
15 8

Ats. AM:MK =14:15 CM :ML=21:8.

§ig  sistema

Sakykime, kad ABCD — jbréztas | apskritimg zZz=1 keturkampis,
kurio jstrizainés AC ir BD yra statmenos (6 pav.), o vir§iiniy

koordinatés yra A(a), B(b), C(c), D(d).
Turime
AB? =(a-b)(@a-b)=

2

= (a—b)(l—ljz—ﬂ,
a b ab
(c—d)?

ir analogitkai CD? =

. Kadangi 6 pav.

keturkampio jstrizainés AC ir BD yra statmenos, ta ac+bd =0,

t.y, a= —@. Todél
c

cd

(2]
ag2icp?o @D? -d? | c ) (c=d)?|_
ab cd _bd

C

o _(d+c)2+(c—d)2 _-2d-2cd _,
B dc ed | o

Analogiskai jrodoma, kad ir AD? + BC? =4,
Ats.: 4.
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7. Sakykime, kad kompleksinés plokstumos koordinaciy sistema Oxy
parinkta taip, kad C(0), A1), B(i) (7
pav.). Kadangi lygiaSonio trikampio
aukstiné nubrézta | pagrindg yra ir
pusiaukrastiné, tai pagal atkarpos
vidurio tasko koordinatés formulé tasko

o =01 A(1)
H koordinaté yra H(Tj o taSko M 7 pav.

koordinaté M [12 j Tiesé AM eina per taskus A(1) ir M(lzlj

todél jos lygtis

o A L BN T SN B
4 4 4 4

t.y., (3+i)z+(-3+1)z— 2 =0. Rasime tasko K, kuriame ties¢ AM
kerta statinj BC kompleksine koordinatg. Ties¢ BC yra menamoji
asis, todél jos lygtis yra z=—Z. [rase Sig iSraiska j tiesés AM lygti,

gauname, kad (3+i)z—(-3+i)z=2i, t.y. 6z=2i, todél z:%
Taigi tasko K koordinaté K(%), taigi CK:KB=1:2.
Ats.: CK:KB=1:2.

8. Parinkime kompleksinés plokStumos koordinaciy sistemg OXy taip,
kad trikampio virsiiniy koordinatés biity
C(0), A(a), B(bi) (8 pav.), &iaairb— y M

realieji skaiCiai, ir sakykime, kad kvad— ‘ N
rato ABMN centro Q koordinate Q(q).
Kadangi / AQB=90°, 0 QA=QB, tai B(b)

taSkas B gaunamas atlikus taSko A po- == Aa) > X
stikj apie taska Q 90° kampu. Kadangi
cos0° +isin90° =
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10.

tai i$ 4 pavyzdzio rezultato iSplaukia lygybé bi =q+(a—q)i. IS ¢ia
bi—a —bi—-c

gauname, kad (q —, tuomet q= — taigi
1-i 1+i
2 .2
2 . a +b
OQ” =qq 5
2 W2
a“+b
Ats.: = .
0oQ >

Sakykime, kad trikampis ABC jbréztas | vienetinj apskritimg
7z=1, tuomet jo ortocentro H komp-—
leksiné koordinaté yra h=a+b+c
(9 pav.). Tuomet

AH? =(h-a)(h-a)=(b+C)(b +C) =

=(b+C)(£+%j= (b+C)2;

Yt B
A D
O L X
Q>Vc
9 pav.

b bc
- b+c _
taigi AH=——. Kadangi O(0), o
9 Joc gi  O(0)
11
p[2*€) ta oD2=(d-0)d-0)=ad =2+ C.b_c_(b*A"
2 2 2 4bc
.- b+c
taigi OD = . I8 ¢ia seka, kad AH :OD =2.
RPN
Ats.: 2.

zZ=1 o koordinaciy sistema

parinkta taip, kad A(-1), B(2), (10 N
pav.). Jei ¢ yra tasko C kompleksiné D

koordinaté, tai cC=1. Kadangi
taskas M(m) yra realiojoje asyje, 10 pav.

Sakykime, kad apskritimo lygtis C
kompleksingje  plokStumoje yra M
j > X
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tai m=m. Kadangi liestiné CM ir spindulys OC yra statmeni, tai i$

¢ia taskui M(m) turime lygybe 0-c =— P_C , 18 kurios
c—m c—m
c 2c D . .
randame, kad m=——= > Kadangi tiesé¢ | yra lygiagreti su
C+C c°+1

menamgja aSimi, tai taskams D(d) ir E(e) turime, kad

m—-d=—(m-d) ir m-—e=—(m-8). Kadangi taskai A(-1) ir

C(c) yra vienetinio apskritimo taskai, tai tiesés AC lygtis yra C

Taigi tasko D koordinate randame i3 sistemos m—d=—(m-d),

d—cd=c—1. Spresdami ja gauname, kad d=2m-d,
c—1+2cm

d-c(2m-d)=c-1, dz—l, o jraS8¢ m reikSmg ir
C+
c-1+ 2c*
T 2 4 o3+3c2ic-
suprasting, randame d= ct41_CH3C erc 1. Anao-
c+1 (c+D(c*+1)

giskai uzrasome tiesés BC lygti z+cz=c+1 ir i$ lyg¢iy sistemos
c3-3c?+c+1

m-e=—(m-€), e+ceé=c+1 randame e= 5 :
@-co)(c°+)

Kadangi d+e= =2m, tai taskas M yra atkarpos DE vidurys.

c2 +1
Ats.: 1.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

_ Iog57log74 _lfg 200 — |Cg54 _

1 a=l| 200 =
0125 l0gg25-logs6 logs 25

=10g125 200—logg 2 = l0g195 200— 109105 8= % ,
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2
a ad Hd =
2:1=8a3; =82.3=83.3=4.3=12.
i
Ats.: 12.

36705 +21647O ~ 61410 -|—61410 2‘61410

- 6100 - (62)500 =360,

2-6410 - 2-6410 - 2-6410
b :8834 _22501 _16625 _ 22502 _22501 _22500 _ 22500(4_2_1):
=200 _ (25)500 = 32°%,

Kadangi 36°® >32°° (nes 36>32>1),ta a>b.
Ats.: a>b.

Taikydami laipsniy savybes, lygti pertvarkome taip:

12"
25 — 2\/§X ,
1,2
228 _plex
Lygties abiejose pusése esanciy laipsniy pagrindai lygiis, todél
l . 2‘/§ = \/E -X,
2
ol V2 /21 ﬁ—l—% V21t
J2 1
22
V21t
Ats: x=2 2,

Nustatome leistingsias X reikSmes:

3—x>0,:>X (1.3)
x—=1>0 < '

Pradine lygtj pertvarkykime taip:
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=Xx-1,
52l0ga(3-x) _ x—1,

(22 )092(3—X)

20023 _y 1.
Pritaike pagrindine logaritmy tapatybe, gauname kvadrating lygtj
(3—x)? = x—1, kurios sprendiniai yra x =2, X, =5. Skaidius 5
néra pradinés lygties sprendinys, nes jis nepriklauso intervalui
(l' 3) .Taigi lygtis turi vieng sprendinj X = 2.
Ats: X=2.

5. Nustatykime leistingsias X reikSmes:
9-x2>0, {x e(-33),
:> - .
X2 -16>0 Xe (—oo,—4)u(4,+oo).
Sistema sprendiniy neturi, todél ir pradiné lygtis sprendiniy neturi.
Ats: O.
6. Kadangi logy x=-loggs X, tai pradiné lygtis ekvivalenti lygciai

Ioga5 X— 2Iog%'5 x—4|ogo'5 Xx+8=0.
Sia lygtj sprendziame grupuodami:
2
Iogo’5 x(log0,5 X— 2)— 4(Iog0,5 X— 2): 0,

(Iogol5 X— 2XI09§'5 x—4)= 0.
Matome, kad

logps Xx—2=0 arba Iog%,5x—4:0,
logos X=2 arba Iog§,5x=4,
|Ogo’5X=2 arba Iogo75x:2,arba |OgO,5X=—2,

x=E arba x=4.
4

Ats.: x=%1 arba x=4.
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4Iogs(x2+l> _ 2'0%(X2+1) -2=0

kel g

e

2
Pazyméje 2'095()( ! ) =t, t>0, sprendziame kvadrating lygtj
t>—t-2=0. Jos sprendiniai yra t; =—1 (netenkina salygos t > 0)
2
ir t, = 2. Tada sprendziame lygtj 2'095()( +1) =21 Ir gauname:
1095 +1)=1= X2 +1=5' = X2 =4=> x=42.
Ats.: X=-2 arba x=2.

Lygti sprendziame logaritmuodami pagrindu €
In(x2In X): In(e?’ . x5),
2Inxinx=Ine3+In x5,
2In?x-5Inx—3=0.
Pazyméje Inx=t, gauname lygtj 2t° -5t-3=0. Jos sprendiniai

yrat; = —% , t, =3. Taigi Inx= —% arba In x=3. I§ ¢ia gauname,
kad x =e€%° arba x = €.

Ats: x=¢e" arba x =€’
Aisku, kad leistinajai aibei nepriklauso tik 0 ir —5. Pazyméje

log 6(X2 + 5X)2 =t, gauname kvadrating lygtj t>—6t+8=0, kurios
sprendiniai yraty =2, t, =4.
Nagrin¢jame du atvejus:

1) jeit=2,ta

Ioga(x2+5x)2 =2= 2log6‘x2+5x‘=2:> Iog6‘x2+5><‘=1:>

:>‘x2+5><‘=6 — x°+5x=6 arba
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X% +5x=—6=>xe {61} arba x € {~ 3 - 2};
2) jei t = 4, tai

Iog6(x2+5x)2 =4= 2Iog6‘x2+5x‘:4:
:>Ioge‘x2+5x‘=2:>‘x2+5x‘:36:>

— x?+5x=36 arba x%+5x=-36=>Xe {~9,4}.
Ats: Xe{-9-6-3-214}.

10. Lygti sprendziame perrankos biudu. Pradedame nuo didziausio
neigiamo sveikojo skaiciaus, priklausancio logaritmo apibrézimo
sri¢iai. Jras¢ X =—1, gauname:

1092(0.65- (-1 -1,25- (<12 - 21-(~1)+8)=l0g10,7 > 3
ir
3 0L(-1P+03(-H1 _ 08 o
Taigi —1 néra lygties sprendinys.
Skaicius —2 taip pat priklauso leistinajai aibei. Jrase X=-2,
gauname:
|og2(0,65-(— 2®-1,25.(- 2 21 (- 2)+8): logy2=1
ir
3 0L(-2P+03(-201 _ 50 _1
Vadinasi, Xx=-2 yra didZiausias neigiamas sveikasis lygties
sprendinys.
Ats.: —2.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Aisku, kad funkcijos apibrézimo sriciai nepriklauso realiyjy skaiciy
tiesés taskai x=0 ir x=x1. Kitaip sakant, funkcija apibrézta
intervaluose (—o; -1), (-1; 0), (0; 1) ir (1; o).

I§ pradziy apskaiciuokime iSvesting:
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!

, 1 2x 3x°-1 3x*+1
)= —+ 2 - 2 T 22 2"
X x°-1 X(X“ =1 xX“(x“=1)
Matome, kad f'(X)<0, kai x#0, x=+1. Vadinas,
kiekvienas i§ intervaly (—oo;-1), (-1;0), (0;1) ir (1; ) yra
funkcijos mazgjimo intervalas.
Ats.: mazéjimo intervalai: (—oo0; —1), (-1; 0), (0; 1) ir (1; «0);
did¢jimo intervaly néra.

Dvinaris x—2 taske x=2 kei¢ia Zenkla:
® x-2<0, je xe(-32);
® x-2>0, jea xe(27).

Vadinasi,
2—X, jei xe (-3 2),
[x—2]=40, jei x=2,
X—2, jel xe (2 7).
Todél

x3 - 2x(2-x), jei xe (-3 2),
f(X)=18, jei x=2,

X2 —2x(x-2), jei xe (2 7).
Nagrinéjamos funkcijos kitima intervaluose (-3; 2) ir (2; 7)
iStirkime atskirai.
® Tegu xe(-3,2). Tada
f'(x)= (x3 —2X(x=2)) = 3x2 + 4x— 4.
Lygties 3x% +4x—4=0 sprendiniai -2 ir % yra funkcijos
f(X) kritiniai tagkai intervale (=3; 2).

Kadangi  3x°+4x-4<0,  kai Xe[—z;éj, ir

3% +4x-4>0, ka xe(-3-2) arba Xe@;z), tai intervale

151



SPRENDIMAI

[— 2 gj funkcija mazéja, o intervaluose (-3;-2) ir (%;2} ji

did¢ja. TaSkas Xx=-2 yra funkcijos maksimumo taskas

(f(-2)=8), 0 x= % yra jos minimumo taskas ( f (gj = —;1—(7)] .

® Tegu xe(2,7). Tada
f'(x)= (x3 —2X(x=2))' = 3x? — 4x+ 4.

2
Kadangi 3x2—4x+4=[\/§-x—£j +;§3>0’ tai visame

J3
intervale (2; 7) funkcija f(x) didéja. Ekstremumo tasky Siame

intervale néra.
Atkreipkime démesj | tai, kad (pagal gautus rezultatus)

funkcija didéja ir intervale (% 2}, ir intervale (2; 7). Ar gaima
teigti, jog funkcija f(x) didéja intervale (%, 7} ? Prie$ atsakant |

§j klausimg butina sugretinti f(X) reikSmes intervale (g, 2} su
f(2) =8 ir reikSmémis f(X), xe (2 7).

Nesunku suvokti, kad f(x)<8, kai XG@;ZJ, ir f(x)>8,
ka xe(2;7). Todél galima padaryti iSvada, kad f(X) didéja
intervale [g 7}.

Ats.: mazéjimo intervalas [— 2 gj, didéjimo intervalai

oy (2.5). _ _g f. _f[2)._%0
(-3-2) w(g,?), froox = T(-2) =8, fmn_f(Bj =

3. Apskaiciuokime iSvestine:
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£(X) = (V17 —12x— ax? — X°) = —12— 2ax—3x% = —(3x° + 2ax+12).

Kad galioty salyga f'(X)<0, xe(—o0;), parametro a
reik§mé turi buti tokia, kad galioty salyga 3x° + 2ax+12 > 0,
X € (—o0; 00).

Funkcijos y= 3x? + 2ax+12 grafikas yra parabolé, todel
pakanka rasti tik tas a reikSmes, kurioms esant kvadratiné lygtis
3x% +2ax+12=0 neturi sprendiniy arba turi tik vieng sprendinj.
Jos gaunamos i§ nelygybés D= (2a)2 —4.3-12=4a% —144<0.
Taigi jei ac[-6; 6], funkcija f(X) mazéja intervale (—oo; o).

Ats.: [-6; 6].

Funkcija apibrézta visoje realiyjy skaiciy tieséje. Todél reikia rasti
tas parametro a, a< R, reikSmes, kurioms esant lygtis f'(X)=0
neturi sprendiniy intervale (—oo; o).

I§ pradziy panagrinékime f(X) israiska. Kadangi kvadratinio
trinario  a’>-11a+28  aknys (lygties a°-11a+28=0
sprendiniai) yra4ir 7, tai a®—11a+28=(a—4)(a—7). Todél

f(x) = (a—4)(a—7)sin g—(a—4)(x—\/§) -

- (a—4)((a—7)sin§— X+ \/Ej .
Ji a=4, ta f(x)=0, kai xe(—o0;). Siuo atveju vis
intervalo (—oo; 00) taskai yra kritiniai.
Joi a=7, ta f(X)=3(-x++2). Siuo atveju funkcija kritiniy
tasky neturi, nes f'(X) =—3, kai X & (—o0; ).
Nagrinékime atveji, kai ag{4; 7}. Skai¢iuodami iSvesting,
gausime:

0=l (aaf @rin® - xs 43| (aaf 2= cos* 1]
f(x)_((a 4)((a 7)S|n2 x+\/§D =(a 4)[ > 0032 1j_
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2 2 a-7
AiSku, kad lygtis f'(X) =0 (Siuo atveju) neturi sprendiniy tik

_(@-9@-7 (cosz 2 j

kai

a-7
la—7]|<2, —-2<a-7<2, —-2+7<a<2+7, 5<a<9.

Skaic¢ius a=7 (gautas anks¢iau) priklauso intervalui (5; 9),
todél darome iSvada, kad funkcija

f(x) = (a2 —11a+ 28) -sing—(a—4)-(x—\/§)

>1. I8 ¢ia gauname:

neturi kritiniy tasky tik jei ae (5;9).
Ats:: ae(59).

5. Tiesés y=x krypties koeficientas lygus 1. Vadinas, y'(1)=1.
Skai¢iuodami gauname:
Y(X) = (X% +bx+c) =2x+b, y(@)=2-1+b=2+b.
I lygties 2+ b =1 iSplaukia, kad b=-1.

Lietimosi taskas (1;1) priklauso parabolei y= x° +bx+c,
todél turi galioti lygybé 1= 1% +b-1+c, i§ kurios iSplaukia, kad
c=-b=1

Taigi b=—1, c=1, o parabolés lygtis yra y= x> —x+1.

Ats.: b=-1 c=1.

6. Apskaic¢iuvokime f'(X):

fI(X) — (eax2+bx+1)’ — eax2+bx+l_ (aXZ + bX+1)’ —

= (2ax+ b)eax2+bx+1.
Kadangi
f) =61 f(0)=e f'(0)=be
gauname dvigubg lygybe
ea+b+1 —e=Dbe
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Lygybe e*P* e gaiojatik kai a+b=0, o lygybé e=be

gdiojatik kai b=1. Vadinasi, b=1, a=-1.
Ats.: a=-1 b=1

7. Tegu v yrapirmo, 0 v, — antro tasko greitis (ns).
IS fizikos zinome, kad v =X(t), Vo =X5(t). Skai¢iuodami
gauname, kad
V) =(3%-5)=6t, Vo(t)=(3°—t+1)=6t—1.
Laiko momentui rasti reikia iSspresti lygtj A% -5=32-t+1.
Gauname, kad laiko momentu t=6 abiejy tasky koordinatés

sutampa.
Tasky greiciai laiko momentu t=6 tokie: (6)=236,

V(6) =35.
Ats.: 36 m/s, 35 m/s.

8. I8 pradziy apskai¢iuokime f'(X) ir reiskinj f'(X) _2, f(x):
X
1
£/(x) = (CINX)' =3¢ Inx+x3- = =3 Inx+ X2,
X

f’(x)—g- f(x):3x2Inx+x2—2x3Inx=lenx+x2 = x*(Inx+1).
X X

Pastarojo reiSkinio apibrézimo sritis yra intervalas (0; ),
todel lygtis x2(ln x+1) =0 ekvivalenti lygéiai Inx+1=0, kuri turi

vienintelj sprendinj X= el
Ats: el
D
c
30° y
E
A X B
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10.

Tegu ABCD yra lygiagretainis, kurio smailusis kampas lygus 30°
(£ A=30°), o plotas lygus 8. Jo krastiniy ilgius pazymékime X ir y
(zr. pav.), o perimetra — P.

IS AADE gauname, kad DE = % AD = % y. Todél lygiagre-

tainio ABCD plotas (zym. S) uzraSomas formule S= % xy. Kadangi

S=8, ta xy=16, 0is ¢ia iSplaukia, kad y—l—6
X

Lygiagretainio perimetrg P =2(x+Y) isreiske pagrindo ilgiu
X, ieSkokime maziausio perimetro lygiagretainio. Gausime:

P(x)=2[x+%j, P'(X) = 2(1——}

1—1—2_0:>x =16=>x=4 (nes x>0).
X
Intervale (0;4) iSvestinés P’(X) reikSmés yra neigiamos, o
intervale (4; ©) — teigiamos. Tod¢l x=4 yra funkcijos

P(x) = 2(X+ E] — minimumo taskas, kai x> 0. Beto,
X

P(4) = Pyip, = z[4+ fj 1.

Taigi maziausio perimetro lygiagretainio krastiniy ilgiai yra 4

ir 4. Kitaip sakant, tas lygiagretainis yra C
rombas.

Ats.: 4ir 4.
Aisku, kad dvi stac¢iakampio vir$iinés yra N M
toje pacioje trikampio krastinéje (Zr. y
pav). Tegu KN=x KL=y Tada A% X — B
staciakampio KLMN plotas (zym. §) yra
S=xy.

156



ASTUNTOJI UZDUOTIS

KN 2x
sn60° V3

IS AAKN gauname, kad AN = , 01§ AMCN

2x

J3

(jis yra lygiakrastis) gauname, kad NC =y. Tod¢l AC=—+Y. I§

lygybés % + y=12 iSplaukia, kad y=12— 2. X.

J3

Vadinasi, S=x (12— 2 xj . ITeSkodami didZiausio ploto

J3

sta¢iakampio, i§ pradziy raskime funkcijos S=S(x), x>0,
kritinius taskus:
12 4 4
S(X) = x(lZ——-xj =12-—x, 12--x=0=x=3/3.
[ J3 J3 J3

J xe(0;3V3), gauname, kad S(x)>0; jei x>3V3, ta

S(x)<0. Vadinas, x=3J3 yra funkcijos S=x(lZ—%xJ

maksimumo taskas. Be to, S(3v/3) =18/3.

Taigi didziausio ploto (S=18\/§ cm krastiniy ilgiai tokie:
x=3\/§ cm, y=6 cm.

Ats.: 3v/3 cm, 6. cm.

157



SPRENDIMAI

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1

3

4

375%

x:—g+2kn, keZ

13
—a“tga
6 g
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