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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla (LIMM) skelbia klausytoju priémima 2018-2020 mokslo
metams.

Mokykla yra dvimeté. | ja priimami vienuoliktos klasés, o rekomendavus matematikos mokytojui, ir
Zzemesniy klasiy mokiniai, iSsprend¢ stojamajg uzduotj. IS viso numatoma iSnagrinéti aStuonias temas:
keturias $iais mokslo metais, o likusias keturias — Kitais. Mokslg planuojame uzbaigti 2020 mety balandzio
ménesj baigiamuoju uzdaviniy sprendimo konkursu Vilniaus universitete. Sékmingai jvykd¢ visa programa,
mokiniai gauna Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos baigimo pazymeéjimus.

Mokestis uz visg mokymosi LIMM laikg yra 10 Eury (jj moka tik priimtieji j LIMM). Metodiné
medziaga ir uzduotys skelbiamos LIMM interneto svetainés http://uosis.mif.vu.lt/[jmm/ puslapiuose.

Stojamosios uzduoties sprendimus prasome rasyti i plona sgsiuvini. Ant sasiuvinio virSelio ir ant
atskiro lapelio spausdintomis raidémis uzrasykite savo varda, pavarde, mokykla ir klase, kurioje mokotés,
bei namy adresa.

Kartu su sprendimais prasome atsiysti tus¢ia voka su uZraSytu savo adresu ir priklijuotu pasto
Zenklu. Tada mes praneSime, ar Jis jstojote | LIMM, o jstojusius informuosime apie mokes¢io mokéjimo
tvarkg ir patj mokymasi. Istojusieji tame paciame laiske ras suteikta informacinés sistemos ,,Mano LIMM*
vartotojo vardg ir slaptazodj, su kuriais galés matyti kiekvienos savo uzduoties sprendimy jvertinimus.

Stojamosios uzduoties sprendimus i$siyskite iki 2018 m. spalio 20 dienos §iuo adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko 24, LT-03225 Vilnius.

Mokiniy atsiysti darbai negrazinami.

LIMM 2018-2020 mokslo mety programa: procental tekstiniuose uzdaviniuose, daugianariy dalyba
su liekana; ploksciyjy figlry plotai; trigonometrijos uzdaviniai; jbréztiniai ir apibréztiniai daugiakampiai;
rodikliné funkcija ir jos taikymas; progresijos; losimai, loterijos, laiméjimy tikimybés.

STOJAMOJI UZDUOTIS

1. Knygynas gavo fizikos ir matematikos vadovéliy. Pardavus 50 % matematikos ir 20 % fizikos
vadovéliy, i§ viso 390 knygy, matematikos vadovéliy liko 3 kartus daugiau negu fizikos. Kiek
matematikos ir kiek fizikos vadovéliy gavo knygynas?

2. Isspreskite lygti (X2 + X+1)(X2 +X+2)=12.

3. Lentoje yra parasyti keli skaiciai. Lygiai du i$ jy dalijasi i 2 ir lygiai trisdesimt trys i$ jy dalijasi i§ 33.
Tegu M yra didziausias i8 jy. Kokia galéty biiti maziausia M reik§mé?

X=6X+Y,
y=2/X+Y.

4. Isspreskite lygciy sistema {

. . Xy+z=2017, . : -
5. Raskite lygciy sistemos sveikuosius sprendinius.
X+ yz= 2018

6. Raskite visas sveikyjy skaiéiy X ir y poras (X; y), kurioms esant galioja lygybé
X3 +3x2y— 4y =100.
7. Sugalvotas teigiamas sveikasis skaicius. Prie jo i$ deSinés pusés priraSomas skaitmuo 5 ir i§ gauto naujo

skaiCiaus atimamas sugalvoto skaiciaus kvadratas. Skirtumas padalijamas i sugalvoto skaiciaus ir
gaunamas skaicius, vienetu didesnis uz sugalvotg skai¢iy. Koks skaicius sugalvotas?

8. Kvadrato ABCD krastinése AD ir DC pazyméti taSkai M ir N (M — krastingje AD, N — krastinéje DC)
taip, kad « BMA=~NMD=60°". Raskite kampo MBN diduma.

9. Trapecijos ABCD Soninés krastinés CD ilgis lygus 10, 0 Soninés krastinés AB vidurio taskas nuo tiesés
CD nutolgs atstumu, lygiu 6. Raskite trapecijos plota.

10. Taskas H yrasmailiojo trikampio ABC aukstiniy susikirtimo taskas, o taSkas O — apibrézto apie trikampj
ABC apskritimo centras. Raskite kampg OAB, jei £ AHB =110°.
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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

| tema. PROCENTAI TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE
(2018-2020)

Teorine medZiagg parengé bei pirmaja uzduotj sudaré dr. Antanas Apynisir
Palaimintojo Teofiliaus M atulionio gimnazijos matematikos mokytoja eksperté Regina Rudalevi¢iené

1. Paprasciausi procenty uzdaviniai

Procentas suprantamas kaip Simtoji skaiciaus (dydzio reik§més) dalis. Nesudétinga skaiciaus procentus ir skaiciy
i§ jo procenty rasti vienu veiksmu: skai¢iaus procentus — dauginant i§ procentus atitinkancios trupmenos, skaiciy i$ jo
procenty — dalijant i§ procentus atitinkancios trupmenos. Pavyzdziui, ieskant 35 % skaiciaus 40, Sprendziama taip:
35 % atitinka 0,35 skaiciaus 40, todél 35 % yra40-0,35=14. Ieskant viso skaiciaus, zinant kelis jo procentus, procentai
iSreiskiami trupmena, po to kelis procentus atitinkantis skai¢ius dalijamas i§ gautosios trupmenos. Pavyzdziui,
ieSkodami skai¢iaus, kurio 32 % lygu 15, skaiciuojame taip: 15 : 0,32 = 46,875.

Dviejy skai¢iy a ir b procentinis SantykiS% 100 % parodo, kurig skai¢iaus a dalj (procentais) sudaro skaicius b.

Pavyzdziui, skai¢iy 3 ir 5 procentinis santykis yra %-100 % = 60 %. Tai reiskia, kad skaicius 3 atitinka 60 % skaiciaus
5, arba kad skaicius 3 yra 40 % maZesnis uz skaiCiy 5. Skaiciy 5 ir 3 procentinis santykis lygus g 100 % = 166% %.

Tai reiskia, kad skai¢ius 5 atitinka 166; % skaiciaus 3, arba kad skaicius 5 yra 66% % didesnis uz skaiciy 3.

1 pavyzdys. Mokykloje 45 % visy mokiniy — berniukai. Mergaiciy yra 52 daugiau negu berniuky. Kiek
mokykloje mokiniy?

Sorendimas. Tarkime, kad mokykloje yra x mokiniy. Tada 0,45x yra berniuky skai¢ius, 0 0,55x — mergaiciy
skaicius. Kadangi 0,55x — 0,45x =52, tai x=520. Mokykloje yra 520 mokiniy.

Ats.: 520.

2 pavyzdys. Rasiklis ir sgsiuvinis kainuoja 2,4 euro. Rasiklis 40 % pigesnis uz sgsiuvinj. Kiek kainuoja sgsiuvinis
ir kiek rasiklis?

Sorendimas. Tarkime, kad sagsiuvinio kaina X eury. Tuomet rasiklio kaina yra x— 0, 4x = 0,6x eury. Kadangi
rasiklis ir sgsiuvinis kainuoja 2,4 euro, tai X+ 0,6x=24, x = 1,5. Sgsiuvinis kainuoja 1,5 euro, o piestukas —
0,6:1,5=0,9 euro.

Ats.: 1,5euroir 0,9 euro.

3 pavyzdys. Rasiklis ir sgsiuvinis kainuoja 2,4 euro. Sgsiuvinis 40 % brangesnis uz rasiklj. Kiek kainuoja
sasiuvinis ir kiek rasiklis?

Sorendimas. Tarkime, kad rasiklio kaina x eury. Tuomet sasiuvinio kaina yra X + 0,4x = 1,4x eury. Kadangi
raSiklis ir sgsiuvinis kainuoja 2,4 euro, tai X + 1,4x = 2,4, x = 1. Rasiklis kainuoja 1 eurg, o sgsiuvinis— 1,41=14
€euro.

Ats.: 1,4 euro ir 1 eura.

4 pavyzdys. Uz 5 kg produkto A ir 10 kg produkto B sumokéta 14 eury. Jei produktas A biity 15 % brangesnis, o
produktas B — 25 % pigesnis, uz tg pirkinj reikéty sumokéti 12,9 euro. Kokia yrakiekvieno produkto 1 kg kaina?

Sorendimas. Tegu x yra produkto A, 0 y — produkto B kaina (eurais uz 1 kg). Tada 15 % brangesnio produkto A
kainabity 1,15x, 0 25 % pigesnio produkto B kaina— 0,75y.

Pagal uzdavinio salyga, 5x + 10y =14 ir 5-1,15x + 100,75y = 12,9. Taigi kainoms x ir y rasti reikia
i§spresti lygciy sistema

5x+10y =14,
5-1,15x+10-0,75y =12,9.
Ja galima spresti taip:
=14-0,5x, =14-0,5x, =14-0,5x,
y=1 = y=1 = y=1 =x=12, y=08.
575x+7,5(L,4—-0,5x) =129 2x+10,5=129 x=12

Taigi produkto A 1 kg kainayra 1,2 euro, o produkto B 1 kg kainayra 0,8 euro.
Ats.: 1,2 euro, 0,8 euro.

5 pavyzdys. Batai pabrango nuo 80 eury iki 100 eury. Keliais procentais pabrango batai ?
Srendimas. Batai pabrango 100 — 80 = 20 eury. Kadangi kalbama apie pabrangima, tai kainy skirtumg reikia
palyginti su pradine kaina. Procentinis santykis lygus %-100 % = 25%. Dydis, kuriuo pabrango batai, atitinka 25 %

pradinés kainos. Vadinasi, batai pabrango 25%.
Ats.: 25 %.



6 pavyzdys. Batai atpigo nuo 100 eury iki 80 eury. Keliais procentais atpigo batai?

Sorendimas. Batai atpigo 100 — 80 = 20 eury. Sj skirtuma reikia palyginti su 100 eury: %-100 % = 20 %. Batai
atpigo 20 %.

Ats.: 20 %.

2. MiSiniy ir lydiniy uzdaviniai.
Sprendziant uzdavinius apie skysCiy miSinius sutinkama tirpalo koncentracijos savoka. Tirpalo koncentracija

dazniausiai iSreiSkiama procentais. Norint rasti tirpalo koncentracija, reikia apskaiciuoti grynos medziagos mases ir
tirpalo masés procentinj santykj (grynos medziagos mase¢ padalyti i§ viso tirpalo masés ir padauginti i§ 100 %).

7 pavyzdys. [ stikling, kurioje yra 30 g gélo vandens, jdéta 10 g druskos. Kiek procenty druskos yra tirpale (kokia
druskos koncentracijatirpale)?

Sorendimas, ———-100 % = 25 %.
30+10
Ats.: 25 %.

8 pavyzdys. 6 kg tirpalo, turin¢io 35 % vandens, sumaisyti su 4 kg tirpalo, kuriame yra 30 % vandens. Kiek
procenty vandens yra gautame tirpale? Kokia gauto tirpalo koncentracija?

Srendimas. Pirmame tirpale yra 60,35 = 2,1 (kg), o0 antrame — 4-0,3 = 1,2 (kg) vandens. Gauto tirpalo masé lygi
6 + 4 = 10 (kg), o vandens jame masé¢ — 2,1 + 1,2 = 3,3 (kg). Todél vandens masé sudaro 33 procentus gauto tirpalo
maseés. Vadinasi, gauto tirpalo koncentracija yra 67 % , nes grynosios medziagos gautame tirpale yra 100 — 33 = 67
procentai.

Ats.: 33 %; 67 %.

9 pavyzdys. Inde yra 8 kg 54 % ragsties tirpalo. Kiek kilogramy vandens | ji reikia jpilti, norint gauti tirpala,
kuriame bty 45 % rugsties?

Sorendimas. Tarkime, kad j inda reikia jpilti X kg vandens. Tuomet gauto tirpalo masé lygi (8 + X) kg.

Pradiniame tirpale yra 8 - 0,54 = 4,32 (kg) rugsties. Ipylus | tirpala vandens, riigsties masé nepasikeicia, bet ji jau
sudaro 45 % gauto tirpalo masés. Tirpalo, kurio 45 % atitinka 4,32 kg, masé lygi: 4,32 : 0,45 = 9,6 (kg).

Ats.: 1,6 kg.

10 pavyzdys. Pirmas lydinys sveria 8 kg ir jame yra 20 % aavo. Jis sulydytas su 12 kg antro lydinio. Gautas
trecias lydinys turi 23 % alavo. Kiek procenty alavo buvo antrame lydinyje?

Pirmame lydinyje yra 8-0,2 = 1,6 (kg) aavo. Sulydzius abu lydinius gauta 20 kg lydinio, kuriame yra
20-0,23 = 4,6 (kg) aavo. Vadinas, antrame lydinyje yra 46 — 1,6 = 3 (kg) davo. Si alavo masé sudaro
3

T 100 % = 25 % antro lydinio masés.

Ats.: 25 %,

11 pavyzdys. Du lydinius sudaro cinkas, varis ir alavas. Pirmame lydinyje yra 40 % aavo, o antrame — 26 %
vario. Cinko kiekis procentais abiejuose lydiniuose yra vienodas. Sulydzius 150 kg pirmo lydinio su 250 kg antro
lydinio, gautas naujas lydinys, kuriame yra 30 % cinko. Kiek alavo yra naujgjame lydinyje?

Sorendimas. Tegu p yra procentinis cinko kiekis pirmame ir antrame lydinyje. Apskai¢iuokime alavo kiekj
(kilogramais), esantj 150 kg pirmo lydinio ir 250 kg antro lydinio. Gausime

150-0,4=60 ir 250 (250 - 0,26 + 250 - 0,01p).
Skaiciy p galima rasti i$ lygties
150- 0,01p + 250 - 0,01p =400 0,3.

ISsprende¢ gausime, kad p = 30 (procenty).

Dabar jau galima testi alavo kiekio skai¢iavimg naujajame lydinyje:

60 + (250 — (250 - 0,26 + 250 - 0,3)) = 60 + 110 = 170 (kg).

Ats.: 170 kg.

3. Ivairus uZdaviniai.

12 pavyzdys. Sachmaty meistras vienu metu zaidé daug partijy. Per pirma valanda jis laiméjo 10 % visy partijy ir
8 partijas suzaid¢ lygiomis. Per kitas dvi valandas jis laiméjo 10 % likusiy Zaisti partijy, 2 partijas pralaiméjo ir
paskutines 7 partijas suzaidé lygiomis. Kelias partijas i$ viso per tas 3 valandas suzaidé Sachmaty meistras?

Sorendimas. Tegu n yra ieSkomas suzaisty partijy skai¢ius. Tada 0,1n+8 yra per pirmg valandg suZzaisty partijy
skai¢ius, 0 0,1(09n—8) +2+7=0,09n+8,2 — per kitas dvi valandas suzaisty partijy skaicius. Aisku, kad

(0An+8)+(0,09n+8,2) =n.
I$ Sios lygties gauname, kad n = 20.
Ats.: 20.



13 pavyzdys. Keliais procentais reikia pailginti skritulio spindulj, kad skritulio plotas padidéty 96 procentais?
Sorendimas. Tegu R yra skritulio spindulio ilgis, 0 x — ieSkomas procenty skaicius. Tada pailginto spindulio ilgis
yra R+ R-0,01x = (1+ 0,01X)R, o skritulio ploto pokytis apskai¢iuojamas taip:
n((1+0,01X)R)? — tR? = tR?((1+ 0,01x)? —1) = nR?(0,02x + 0,0001x?).
Pagal uzdavinio salyga,

TR%(0,02x+0,0001x2)
= 0,96.
TR?

IS ¢ia gauname:
0,02x + 0,0001x% = 0,96,
0,0001x2 + 0,02x — 0,96 = 0,
x% +200x — 9600 = 0.
Si kvadratiné lygtis turi du sprendinius — skai¢ius 40 ir —240. Aisku, kad tinka tik 40.
Taigi skritulio spindulj reikia pailginti 40%, kad skritulio plotas padidéty 96 %.
Ats.: 40 %.

14 pavyzdys. Pirmos gamyklos per parg pagaminamy automobiliy skaicius nevir§ijo 950. Antros gamyklos per
para pagaminamy automobiliy skaiCius i§ pradziy sudaré¢ 95 % pirmos gamyklos per parg pagaminamy automobiliy
skaiciaus. Irengus papildomg gamybos linijg antroje gamykloje per para pagaminamy automobiliy skaiCius padidéjo
23 procentais pirmoje gamykloje per parg pagaminamy automobiliy skai¢iaus ir pasidaré didesnis uz 1000. Kiek
automobiliy per para pagamindavo kiekviena gamykla iki antros gamyklos rekonstrukcijos? Zinoma, kad kiekvienos
gamyklos per parg pagaminamy automobiliy skaiCius yra sveikasis.

Sorendimas. Tarkime, kad x yra pirmoje gamykloje per parg pagaminamy automobiliy skaic¢ius. Tada antroje
gamykloje iki rekonstrukcijos per parg pagaminamy automobiliy skai¢ius yra 0,95, 0 po rekonstrukcijos —
0,95x+0,23x automobiliy. Pagal uzdavinio sglyga sudarome nelygybiy sistema

{x <950,

0,95x+ 0,23x >1000.
Issprendg ja gauname, kad 847% < x < 950. Kadangi skaiciai 0,95x= jST)(: ir0,23x = % turi bti sveikieji, tai X
turi dalytis i§ 100. Vadinasi, x = 900. Taigi pirma gamykla per para gamino 900 automobiliy, o antra gamykla iki

rekonstrukcijos per parg gamino 0,95 - 900 = 855 automobilius.
Ats.: 900 ir 855.

PIRMOJI UZDUOTIS
1. Teigiamy skaiciy Air B procentinis santykis lygus 80 %. Raskite A + B, jei A-B =180.
2. Prekiy kainos buvo mazinamos tris kartus atitinkamai 10 %, 20 %, 25 %. Keliais procentais atpigo prekés?

3. Vienoje fermoje karviy 12,5 % maziau negu kitoje, bet iSmilzis i$ vienos karvés 8 % didesnis. Kurioje fermoje
pieno primelziama maziau ir keliais procentais?

4. I8 5 % riebumo pieno pagaminus varske, kurios riebumas 15,5 %, lieka 0,5 % riebumo isriigy. Kick kg varskés
gaunama i$ 1000 kg pieno?

5. Pirmame lydinyje vario yra 6 kg, o antrame — 12 kg. Sulydzius juos buty gaunamas lydinys, turintis 36 % vario.
Kiek procenty vario yra pirmame lydinyje ir kiek antrame lydinyje, jei $iy procenty santykis yra 1 : 3 ?

6. Dviejuose bankuose mety pabaigoje kiekvienai saskaitai buvo priskai¢iuojamos paliikanos: pirmame banke —
60 % saskaitoje buvusios sumos, antrame — 40 % sgskaitoje buvusios sumos. Mety pradzioje zmogus dalj turéty
pinigy padéjo i pirmag banka, o likusig dalj — i antrag banka, pries tai apskaiciaves, kad po dvejy mety abiejuose
bankuose laikomy pinigy kiekis padvigubés. Kurig turéty pinigy dalj Zmogus padéjo j pirmg banka?

7. Dviejy produkty kaina i§ pradziy buvo vienoda. Pirmo produkto kaina buvo mazinama du kartus po 15 %, 0
antro produkto kaina buvo sumazinta X %. Raskite tokig X reikSme, kad ir po apraSyto kainy sumazinimo abu
produktai vél kainuoty vienodai.

8. Uoste yra dvi kroviky brigados, kraunancios prekes i$ laivo. Jei $ios brigados dirbty atskirai, tai prie pirmos
brigados sugaisto laiko pridéje antros brigados sugaiStg laika, gautume 12 valandy, o abiejy brigady darbo



trukmés skirtumas sudaryty 45 % laiko, per kurj abi brigados, dirbdamos kartu, iSkrauty laiva. Apskaiciuokite,
per kiek laiko kiekviena brigada, dirbdama atskirai, iskrauty visa laiva.

9. Stotyje A traukinys uztruko 1 h 42 min, todél gaves signalg vaziavo j punkta B tokiu grafiku: kelio atkarpoje,
sudarancioje 90 % viso kelio, jis vaziavo 20 % didesniu grei¢iu, o likusioje kelio atkarpoje — 25 % didesniu
greiCiu negu turéjo vaziuoti pagal tvarkarastj. | punkta B traukinys atvyko laiku. Kiek laiko Sis traukinys turi
vaziuoti tarp Air B pagal tvarkarastj?

10. Stebint dviejy kristaly augimag nustatyta, kad pirmojo kristalo masé per pirmus 3 ménesius padidéjo tiek pat, kiek
antrojo per pirmus 7 ménesius. Po 12 ménesiy paaisSkéjo, kad pirmojo kristalo masé padidéjo 4 %, 0 antrojo —
5 %. Raskite pirmojo ir antrojo kristalo pradiniy masiy santyki.

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2018 m. gruodZio 20 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko g. 24,
LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas: http://uosis.mif.vu.lt/ljmm/
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2 tema. DAUGIANARIU DALYBA SU LIEKANA
(2018-2020)

Teoring medziagg parengé bei 2 uzduotj sudaré Vilniaus universiteto daktaras
Aivaras Novikas

Velksmai su daugianariais, dalyba kampu

Reiskinys ax¥, kur realusis skai¢ius a # 0 ir sveikasis skai¢ius k > 0 yra duotos konstantos, o raidé x
Zzymi kintamg skaitinj dydj, vadinamas vienanariu. Skai¢ius k vadinamas vienanario laipsniu, o raidé x —
vienanario kintamuoju. To paties kintamojo x, bet skirtingo laipsnio vienanariy suma p(x) vadinama
kintamojo x daugianariu (arba polinomu). Leidziama, kad sumoje biity tik vienas démuo (vienanaris taip pat
yra daugianaris) arba nulis démeny (tokia ,,tus¢ia* suma p(x) formaliai laikomalygia0). Jei daugianarisp(x)
nenulinis, tai didziausias i§ sudedamy vienanariy laipsniy vadinamas daugianario laipsniu ir Zymimas
degp(x). Labiausiai jprasta surasyti démenis vienanariy laipsniy mazéjimo tvarka — ¢ia tik tokius daugianarius
ir nagrinésime. Tadan-tojo laipsnio daugianaris (¢ia n — neneigiamas sveikasis skaicius) turi pavidalg

p(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx + ag, kura, # 0
ir kur laikoma, kad démenys a,x®, kuriems a, =0, yra praleidziami. Tokj nenulinj daugianarj
vienareik§miskai apibtdina jo laipsnis n ir skaiiai a,, a4, ..., a,, vadinami daugianario koeficientais. Démenys
(nenuliniai) ay, a, x, ..., a,x™ vadinami daugianario nariais, a,x™ — vyriausiuoju nariu.

Daugianaryje p(x) vieto] x galima imti bet kokj konkrety realyjj skaiciy x, ir apskaiciuoti gauto skaitinio
reiskinio konkre¢ig reikSme, zymima p(x,). Realaus kintamojo x funkcija y = p(x), kurios kiekviena
(realigji) reik§mé y, = p(x,) gaunama tokiu biidu, taip pat jprasta vadinti daugianariu, o pacia reikSme p(x,)
— daugianario p(x), i$ kurio §i funkcija gauta, reik§me taske x,. Jei p(x,) = 0, tai skaicius x, vadinamas
daugianario p(x) Saknimi.

Nesunku atspéti, kaip apibréziamos daugianariy (kaip formaliy reiSkiniy) sudétis, atimtis ir daugyba.
Rezultatas yra naujas daugianaris, gaunameas atlikus su dviem pradiniais reiskiniais jprastus prastinimo
veiksmus. Pavyzdziui, jei p(x) = 2x2 — 3 irq(x) = —4x3 + x? — x, tai

p(x) + q(x) = —4x3 +3x? —x — 3, p(x) —q(x) = 4x3 + x? + x — 3,
p(x) - q(x) = —8x> + 2x* + 10x3 — 3x2 + 3x.

Bendruatvguje p(x) = a,x™ + -+ ay irq(x) = byyx™ + -+ + by, kurn = mir a,, b, # 0, tai

p(x) +q(x) = q(x) + p(x) = (an + bp)x™ + (@1 + bp_)x" 1+ + (ay + by)x + (ag + by),
KUF bpyy1, Brgzs oo by = 0, 0 démenys (ay + by)x*, kuriems a;, + by, = 0, praleidziami. Taip pat

p(x) - q(x) = q(x) - p(x) = apbpx™™ + (an_1bm + Anbpy—1)x™ ™ + -+ (aoby + arbo)x + agbo.

Cia koeficientas prie x*, kai k = 0,1, ...,n + m, yra lygus sumai visy tokiy sandaugy a;bj, kur a; ir b; yra
p(x) bei q(x) koeficientai ir i +j = k. Zinoma, bet kokiam daugianariui p(x) yra teisingos lygybés
p(x)+0=0+p(x)=p) ir 0-p(x) =p(x)-0=0. Bet kokiy daugianariy skirtumg dabar galima
apibrézti per sumg ir sandauga: p(x) — q(x) = p(x) + u(x) - q(x), kur u(x) = —1.

Nesunku suvokti, kad nenuliniams daugianariams p(x) ir q(x) teisinga:
1) egzistuojadeg(p(x) - q(x)) = degp(x) + degq(x);
2) jei degp(x) # degq(x), ta deg(p(x) £ q(x)) egzistuoja ir lygus didesnigiam i§ skaiciy degp(x),
degq(x);
3) jei degp(x) =degq(x) irp(x) £ qlx) #0,ta deg(p(x) + q(x)) nevirsija skaiCiaus degp(x) (vistiek
gali buti jam lygus, bet nebitinai).

Zinoma, daugianariy natiiraliai apibrézty tiek sumos, tiek skirtumo, tiek sandaugos reik§meé bet kuriame
taske x, lygi pradiniy dviejy daugianariy atitinkamy reikSmiy taske x, sumai, skirtumui ar sandaugai, t. y. jei,
pavyzdZiui, a(x) — b(x) = c(x) (daugianariy skirtumas), tai a(2) — b(2) = c(2) (skaiciy skirtumas).

Apibréziant daugianariy dalybg, mums pravers toks teiginys.

Teiginys. Tarkime, yraduoti du daugianariai a(x) ir b(x) # 0. Tada egzistuoja lygiai viena daugianariy
pora (q(x),r(x)), kuriai a(x) = b(x) - q(x) + r(x) ir kuriai arbar(x) = 0, arbadegr(x) < degb(x).

Jrodymas. Reikia jrodyti du dalykus: kad yra bent vienatokia pora (q(x), 7(x)) ir kad tokia porayratik
viena

Tarkime, kad b(x) = b,x™ + -+, kur n = degb(x). Apibrézkime daugianarius qo(x) = 0 ir ry(x) =
=a(x) — b(x) - qo(x) = a(x). I8 eilés bandykime konstruoti daugianarius q;(x), q.(x), ... ir ri(x) =
=a(x)—b(x) q.(x), mr(x)=alx)—b(x): qgy(x), .. Tam su kiekviena gauta pora (qk(x), rk(x)),
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pradedant nuo k = 0, atlikime tokius veiksmus. Jei 7y, (x) = 0 arba deg(r(x)) < n, tai jau turime tinkama
porg (q(x),r(x)) = (qk (x), 1% (x)), todél procesa nutraukime. Jei ne, tai 1, (x) = a;, x™ + -+, kur a,,, # 0ir
m = degry(x) = n. Konstruokime tolimesne pora (qk+1(x),rk+1(x)), imdami daugianarius
a a
Gr+1(x) = g (x) + b—mxm_", k41 () = a(x) — b(x) - Gg41(x) = 1 () — b—mxm_” - b(x).
n n
Tiek 7, (x), tiek ‘;—"‘xm‘” - b(x) vyriausiasis narys yra tas pats. a,,x™ = ‘Z—mxm‘" - byx™. (T. y., i§ esmés

n

= x™™" yrar, (x) ir b(x) vyriausiyjy nariy santykis.) Todél skai¢iuojant 3,4 (x) nariai a,,x™ susiprasting,

ir jei m41(x) #0, ta degri,1(x) <m =degr,(x). Taig jei, kartojant veiksmus, pora (q(x),r(x)) =
= (qx (%), 1 (x)) vis netiks, tai didéjant k skai¢ius degry, (x) vis mazés. Laipsnis baigtinis ir negali mazéti be
galo, tad ir procesas be galo nesites: su kuriuonorsk = 0, 1, ... pagaliau gausime tinkama porg (q (%), r(x)) =
= (qx(x), 7, (x)). Vadinasi, bent vienapora (q(x), 7 (x)), tenkinanti teiginio salygas, egzistuoja.

Tarkime, kad tokia pora néra vienintelé. Tada yra dvi skirtingos poros (q (x), r(x)) ir (Q (x), R(x)),
tenkinancios duotas sglygas. Tada a(x) = b(x) - q(x) + r(x) = b(x) - Q(x) + R(x) ir

b(0) - (q() — Q) = R() — ().
Jei q(x) — Q(x) =0,ta r(x) —R(x) =0,q(x) = Q(x) irr(x) = R(x), t. y. poros néra skirtingos. Tod¢l
q(x) — Q(x) # 0 ir yra apibréztas laipsnis
deg(R(x) — r(x)) = degb(x) + deg(q(x) — Q(x)) = degb(x).

Tadiau taip negali bati, nes daugianariy R(x) ir r(x), kuriy kiekvienas yra arba nulinis, arba mazensio uz
deg b(x) laipsnio, skirtumas pats bus arba nulinis, arba mazesnio uz deg b(x) laipsnio. Vadinasi, tinkama pora
(q(x),7(x)) yratik viena

Irodyta.

Tokios vienintelés daugianariy poros (q(x), r(x)) radimas ir yra daugianario a(x) dalyba su liekana i$
daugianario b(x). Daugianariai a(x), b(x), q(x), r(x) atitinkamai vadinami tos dalybos daliniu, dalikliu,
dalmeniu, liekana. Si dalybos samprata analogiska sveikyjy skai¢iy dalybai su liekana. Anoje dalyboje, kai
dalijame a i$ b, randame tokj sveikajj skai¢iy (dalmenj) q, kad a = b - q arba, tiksliau pasakius, vienintelj tokj
q, kuriam skai¢ius r =a — b -q (liekana) yra arba nulis, arba pakankamai maZzas teigiamas skaicius —
mazesnis uz daliklj b. Dalydami a(x) i§ b(x), randame tokj vienintelj q(x), kad liekana r(x) = a(x) —
—b(x) - q(x) buty pakankamai ,,maza‘“, kad ji biity arba apskritai nuliné, arba pakankamai mazo laipsnio —
mazesnio nei daliklio laipsnis deg b(x).

Analogiskai kaip ir su sveikaisiais skaiéiais, jei r(x) = 0, tai sakoma, kad a(x) dalijasi i$ b(x) beliekanos
arbatiesiog kad a(x) dalijasi is b(x). Taigi daugianaris a(x) dalijasi i§ daugianario b(x) # 0, jei egzistuoja
toks daugianaris q(x), kad a(x) = b(x)-q(x). Tada zymima q(x)=a(x):b(x) aba q(x) =
=a(x)/b(x).

Pavyzdziui, x3 + 8 = (x + 2) - (x? — 2x + 4), todél daugianaris x> + 8 dalijasi i§ daugianario x + 2 ir
(x3 +8): (x + 2) = x2 — 2x + 4. Taciau i$ daugianario x + 3 jisnesidalija (tiksliau: nesiddija be liekanos).
Kaip tai jrodyti? Jei dalytysi, tai su kokiu nors daugianariu q(x) bity teisinga lygybé x3+ 8 =
= (x + 3) - q(x). Kiekviena x reikSmei x turi sutapti kairé¢je ir deSinéje lygybés pusése esanéiy reiskiniy
reik§més. Bet kai xo = —3, tai x5 + 8 = —19, 0 (xy + 3) - q¢(x,) = 0.

Kita vertus, a(x) = x3 + 8 galima padalyti i§ b(x) = x + 3 su liekana. Tam tinka teiginio jrodymo
pirmos dalies idéja, kuri ir parodo universalq biidg bet kuriai daugianariy dalybai atlikti. Imkime go(x) = 0 ir
10(x) = a(x) — b(x) - qo(x) = a(x) = x3 + 8. gi pora dar netinka, nes degro(x) =3>1=degh(x).
Todél turime sudaryti pora gq;(x) = qo(x) + ™ r r(x) =rp(x) — —xm ™. b(x). Vienanaris
bn x™ " yranekaskita, kaip ry(x) vyriausiojo narlo x3ir b(x) vyriausiojo nario x santykinz. Tadagq,(x) =
=x2irry(x) =x3+8—x%(x+3) =x3+8—x%—3x% = —3x2 + 8. Sj veiksmga jprasta uzrasyti kaip
daugianariy dalyba kampu:

_x3+8 x+3
x3 + 3x? x?
—3x%+38

71 (x) laipsnis vis dar per didelis todél turime imti 7 (x) ir b(x) vyriausiyjy nariy santykj —3x%:x = =3xir
rasti q,(x) = q;(x) —3x = x2 —3x bel r,(x) =1,(x) — (=3x) - b(x) = —3x2+8—(=3x) - (x +3) =
= 9x + 8. Si pora vél netinka, tad imame 7, (x) ir b(x) vyriausiyjy nariy santyki 9x:x = 9. Tada g3(x) =

= q,(x) + 9 irr;(x) = rp(x) — 9b(x). Siuos veiksmus vélgi uzradykime, kaip dalyba kampu:
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_x3+8 x+3
x3 + 3x? x2—3x+9
_—3x%2+8
—3x% —9x
_ 9% +8
9x + 27
-19
Kadangi 73(x) = —19 ir degrs(x) = 0 < degb(x), tai gavome atsakyma: dalmuo yra q(x) = q3(x) =
= x? —3x + 9, oliekanalygi r(x) = r3(x) = —19. Pakartokime dalybos kampu veiksmy tvarka: uzraSome
duotus daugianarius a(x) = x3 + 8 = ry(x) ir b(x) = x + 3. Pagal jy vyriausiuoSiUs narius randame pirmajj
dalmens narj x3: x = x2. Jj raSome po b(x) ir i$ jo dauginame b(x). Sandaugg x> + 3x?stulpeliu atimame i$
1o (x) ir randame r; (x). Pagal r;(x) ir b(x) vyriausius narius nustatome antrajj q(x) narj —3x2%:x = —3x ir
jipridedame prieq; (x), t. y. priraSome prieto, kas parasyta po b(x). I$ jo dauginame b (x) ir sandaugg atimame
i§ 7, (x), taip gaudami 7, (x) = 9x + 8. Tada po b(x) priraSome narj 9x: x = 9 ir i§ r, (x) atimame 9b(x) =
= 9x + 27. Taip gauname r3(x) = —19 ir sustojame, nes pagaliau gavome r;, (x), kurio laipsnis mazesnis uz
b(x) laipsnj. Sis paskutinis gautas 7, (x) yra liekana, 0 g, (x), paradytas po b(x), yra damuo. Gautasis

3
rezultatas reiskia, kad x3 + 8 = (x + 3) - (x2 — 3x + 9) — 19 arba kad reiskinj J;—:: galima suprastinti iki

x2—3x4+9 -2,
xX+3

Paméginkite savarankiskai a(x) = 6x° —x* +2x3 —x2+1 i§ b(x) =3x? —2x + 2 padayti su
liekana, i§ karto naudodami dalybos kampu Zyméjimus. Pateikiame galutinj rezultatg, kurj turétuméte gauti:

_o6xt —  xt + 2% —  x2 + 1| 3x2—-2x+2
6x° — 4x* + 4x3 2x3+x2—-1
_ 3x* — 2x3 —  x? + 1
3x* — 2x% + 2x?
= 3x? + 1
- 3x* + 2x — 2
- 2x + 3

Cia tarpa tarp —x? ir +1 virSuje palikome, kad stulpeliu atimdami daugianarius visur galétume atitinkamus
koeficientus (kuriuos atimame vieng i$ kito) raSyti tiksliai vieng po kitu. Dalybos metu i$ eilés randame ir
uzrafome:  6x°:(3x%) = 2x3, 1 (x) =715(x) —2x3-b(x) =3x* —2x3 —x2+1, 3x*:(3x?) =x?,
r(x) =1 (x) —x%-b(x) = =3x%2+1, —3x%:3x?)=-1 ir r3(x) =nr,(x) — (-1) - b(x) = —2x + 3.
Kadangi degrs;(x) =1 < 2 = degb(x), tai dalyba nutraukiame: r3(x) yra liekana, o i§ visy trijy rasty ir
vienas prie kito pridéty santykiy sudarytas daugianaris q(x) = 2x3 + x2 — 1 yradalmuo.

Bendru atveju pastebékime, kad jei g(x) = 0, tai dega(x) = degr(x) < degb(x). J& q(x) # 0, tai
egzistuoja deg(b(x) . q(x)) > degb(x) > degr(x) ir todél dega(x) = deg(b(x) -q(x) + r(x)) =
= deg(b(x) . q(x)) >degb(x) bei degq(x) = dega(x) — degb(x).

Hornerio schema

Kai turime daliklj b(x) = x — ¢, kur ¢ yra duotas realusis skai¢ius (t. y. kai b(x) yra pirmo laipsnio
daugianaris, kurio vyriausias koeficientas lygus 1), tai dalybg su lickana galima atlikti kitu, gana efektyviu
biidu, vadinamu Hornerio schema. Tarkime, a(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ a;x +ag, kur n=
=dega(x) = 1= degh(x). Tada egzistuoja degq(x) =n —1 ir galime pazyméti q(x) = gp_1x"" 1 +
+qn_2x""2 + -+ q1x + qo. Be to, $iuo atveju r(x) = 0 arba degr(x) =0, t. y. 7(x) = d, kur d, yra
realusis skai¢ius. Turime, kad a(x) = (x —c¢) - q(x) + dy ir x - q(x) +dy = a(x) + ¢ - q(x). Pastarosios
lygybés kairéje puséje turime daugianarj su koeficientais q,_1, Gn—2, - qo, dg» 0 desinéje — su koeficientais
An, Ap_1+Cqn_1, An_ + Cqu_y, ..., Ay + cqy. Daugianariai su tokiais koeficientais lygis, todél q(x)
koeficientus galima rasti i§ eilés vieng po kito pagal formules: q,_1 = @, Qp—2 = Ap_1 + Cqn_q, Ir t. t.
Vyriausiasis q(x) koeficientas sutampa su vyriausiuoju a(x) koeficientu, o kiekvienas kitas koeficientas
randamas, padauginus ankstesnj i§ ¢ ir pridéjus sandauga prie vis tolimesnio a(x) koeficiento. Paskutinis
surastas skai¢ius bus liekana dy = ay + cqq.

1 pavyzdys. Siuo badu padalykime a(x) = 3x5 — x* + 3x3 + 4x? — 5x + 2 i§ x — ¢ = x — 5. Skai¢iai,
su kuriais atliekami veiksmai, raSomi j dviejy eiluciy lentele:
3 -1 3 4 -5 2
53] 5-3—-1=14 5-14+3=73 5-73+4 =369 5-369—-5=1840 | 1840-5+ 2 =9202

VirSutinéje eilutéje is eilés suraSomi a(x) koeficientai, o antroje eilutéje kairéje jraSomas c. Tada antroje

eilutéje i$ kairés j desine raSomi skaiciai q,,_1, qn_2, ---» qo, do- Pirmasis is jy lygus tiesiai vir§ jo esanciam
a,, o kiekvienas tolimesnis langelis uzpildomas, gretimo i§ kairés langelio skai¢iy dauginant i§ c ir sandauga
pridedant prie skai¢iaus vir§uje. Gautoji lentelé rodo, kad a(x) = (x — 5) - q(x) + d,, kur q(x) = 3x* +
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+14x3 + 73x2 + 369x + 1840 ir dy = 9202.

Misy jau atlikta x3 + 8 dalyba i§ x + 3 = x — (—3) atrodyty taip:
1 0 0 8
-3 1 -3 9 -19
Antroje eilutéje mintinai atlikti i$ eilés tokie veiksmai: (=3)-1+0=-3,(-3):-(-3)+0=9,(-3) -1+
+0=-3,9-(-3) + 8 = —19.] x3 + 8 du koeficientus, lygius 0, atsizvelgti buvo biitina.

2 pavyzdys. Nustatykime didZiausig natiiralyjj n, kuriam a(x) = x° + 15x° + 57x* + 61x3 — 42x? —
—84x — 8 dalijasi i§ (x + 2)™. Dalykime i§ x + 2 pagal Hornerio schema:

1 15 57 61 —42 | -84 | -8
-2 1 13 31 -1 —40 | —4 0
2| 1 11 9 -19 | =2 0
211 9 -9 -1 0

-2 1 7 | =23 45
Cia antroji eiluté reiskia, kad a(x) = (x +2) - g;(x), kur q;(x) = x> + 13x* + 31x% — x% — 40x — 4.
Toliau g, (x) dalijame i$ x + 2, o kad bty trumpiau, raSome rezultatg j ta pacig lentele (antrajg eilute laikome
virSutine, o trecigja — apating). Tada q;(x) = (x +2) - q,(x), kur gp(x) = x* + 11x3 + 9x2 —
—19x — 2, ir a(x) = (x + 2)? - qy(x). Trecioji ir ketvirtoji eilutés rodo g, (x) dalyba i§ x + 2, pagal kurig
a(x) = (x +2)3 - q3(x), kur g3(x) = x® + 9x2 — 9x — 1. Remiantis dviem paskutinémis eilutémis, g3 (x)
dalijasi i§ x + 2 suliekana45 # 0. J& a(x) dalytysi i (x + 2)* (ar i$ dar didesnio x + 2 laipsnio), tai a(x) =
= (x+2)* qu(x) = (x +2)% - ((x +2) - q4(x)) su kokiu nors daugianariu q,(x). Bet tokiu atveju
(x +2)-qs(x) = a(x): (x + 2)3 = q3(x), nors q3(x) i$ x + 2 nesidalija (be liekanos). Vadinasi, didZiausia
galima reikSmé yran = 3.

Bezu teorema

I§ lygybés a(x) = (x — ¢) - q(x) + d i$plaukia, kad a(c) = 0 + dy = d,.

I$vada. Daugianario a(x) dalybos i§ x — ¢ liekana lygi a(x) reikSmei taske c. Jai a(x) # 0, tai a(x)
dalijasi i§ x — ¢ (be lieckanos) tada ir tik tada, kai skaicius ¢ yraa(x) Saknis.

Si i§vada dar vadinama Bezu teorema, pranciizy XVIII a. matematiko Etjeno Bezu garbei. 1 pavyzdyje
a(x) = 3x5 — x* + 3x3 + 4x? — 5x + 2 padalije i§ x — 5 gavome, kad a(5) = 9202. Taip Hornerio schema
gali buti naudojama daugianario reikSmei greiCiau suskaiCiuoti. 2 pavyzdyje gavome qs(x) =
= a(x): (x + 2)3 = x3 + 9x2 — 9x — 1. I§ koeficienty nesunku atspéti, kad q3(1) = 0. Todél g5 (x) dalijasi
1§ x — 1. Tad turimoje lenteléje paskuting eilute galime pakeisti:

2] 1 ]9 -9 -11]0]

1 1 10 1 0
Vadinasi, a(x) = (x +2)? - (x — 1) - (x? + 10x + 1). Tuo remdamiesi galime rasti visas a(x) $aknis, t. y.
pilnai isspresti lygtj x® + 15x5 + 57x* + 61x3 — 42x? — 84x — 8 = 0. Turime lygtj

(x+2)2-(x—1)-(x?2+10x+1) = 0.

Si lygybé teisinga tada ir tik tada, kai x + 2 = 0, x — 1 = 0 arbax? + 10x + 1 = 0. Vadinasi, sprendiniai yra
X1 =-2,x=1irxz,=-5= 2+V/6.

Tarkime, duoti daugianarisp(x) # 0 ir jo $aknis c. Tadap(x) dalijasi i§ x — c¢. DidZiausias nattralusis n,
kuriam p(x) dalijasi i§ (x — ¢)", vadinamas Saknies ¢ kartotinumu. 2 pavyzdyje nustatéme, kad —2 yra
duotojo daugianario Saknis, kurios kartotinumas yra 3.

Euklido algoritmas

Tarkime, turime nenulinius daugianarius a(x) ir b(x), kuriems dega(x) = deghb(x), o mums rupi
nustatyti, i$§ kokio daugianario jie abu gali vienu metu dalytis. Toks daugianaris vadinamas a(x) ir b(x) bendru
dalikliu. Padalykime juos vieng i$ kito. I$ lygybés a(x) = b(x) - q(x) + r(x) iSplaukia, kad a(x) ir b(x)
dalijasi i kokio nors bendro daugianario tada ir tik tada, kai i$ jo dalijasi b(x) ir r(x). Todél vietoj a(x) ir
b(x) galima nagrinéti b(x) ir r(x) — ieSkomas atsakymas nuo to nepakinta. Jei r(x) # 0, tai su naujgja
daugianariy pora galime vél atlikti ta patj: padalyti b(x) i$ r(x) su lickana ir gauti naujg daugianariy pora (tai
bus r(x) ir naujoji gauta liekana), kuriai atsakymas vél yra tas pats. Sio veiksmo kartojimas ir vis naujos
daugianariy poros radimas vadinamas Euklido algoritmu. Kaskart po daugianariy dalybos dalinj ir daliklj
pakeicia daliklis ir liekana. Kadangi liekanos laipsnis mazesnis nei daliklio, tai daugianariy laipsniai visg laikg
mazeés ir procesas bus baigtinis: ankséiau ar véliau gausime nuling liekana. T. y. gausime porg R(x) # 0 ir 0.
Kadangi 0 dalijasi i§ bet kokio nenulinio daugianario, tai R(x) ir 0, o tadair a(x) bei b(x) bendras daliklis
yra bet kuris daugianaris, i§ kurio dalijasi R(x). Jei mums ripéty a(x) ir b(x) didziausias bendras daliklis
(DBD), t. y. toks jy bendras daliklis, kurio laipsnis maksimalus, tai matome, kad tas maksimalus laipsnis yra
deg R(x) ir jis pasiekiamas, jei kaip bendra daliklj imsime patj R(x). Sis DBD radimo bidas vadinamas

4



senovés graiky matematiko Euklido (IV-111 a pr. Kr.) garbei, nes jis aprasé panasy buda dviejy natiiraliyjy
skaiciy didziausiam bendram dalikliui rasti.

3 pavyzdys. Taikydami Euklido algoritmg, raskime a(x) = x*+2x3—3 ir b(x) =x3+4x -5
didziausig bendra daliklj. Dalydami a(x) i§ b(x) kampu, randame dalmen;j x + 2 ir liekang r(x) = —4x? —
—3x + 7. Tada naujoji porayra b(x) ir r(x). IeSkomas atsakymas nepasikeis, jei bet kurj poros daugianarj
padauginsime 1§ bet kokio nenulinio skaiciaus. Todé¢l, kad buty patogiau skaiCiuoti, imkime nauja pora
4b(x) = 4x3 + 16x — 20 ir (—1) - r(x) = 4x? + 3x — 7. Padalije $iuos daugianarius vieng i§ kito, gauname
dalmenj x —% ir liekang %x - 1%1. Taip pereiname prie poros 4x2 + 3x — 7 ir %(x — 1). Pastargjj
daugianarj vél patogumo délei padauginame i$ skai¢iaus, gaudami porg 4x2 + 3x — 7 ir x — 1. Padalije $iuos
daugianarius vieng i$ kito, gauname lickang 0. Pereiname prie poros x — 1 ir 0. Vadinasi, a(x) ir b(x)
didziausias bendras daliklis yra R(x) = x — 1. (Pastebékime, kad biity tikes ir atsakymas %x - %, jei to

daugianario nebiitume pakeite Kitu, t. y. didziausias bendras daliklis néra apibréztas vienareikSmiskai. Jei tinka

R(x), tai tinkair 2R (x), ir —=5R (%), ir%R(x).)

4 pavyzdys. Jrodykime, kad lygtys 6x° + x* —x3 +3x2 —7x+2=0ir2x> +x*—x2-3x+2=0
turi bendrg sprendinj, ir raskime ji. Kitaip tariant, turime jrodyti, kad daugianariai a(x) = 6x° + x* — x3 +
+3x%2 —7x + 2 ir b(x) = 2x° + x* — x? — 3x + 2 turi bendrg 3aknj c, t. y. turi bendrg daliklj x — c. Tam
raskime S§iy daugianariy didZiausig bendrg daliklj. Taikydami Euklido algoritma, vietoj a(x) ir b(x)
pirmiausiai gauname b(x) ir Ry(x) = r(x) = —2x* — x3 + 6x2 + 2x — 4, tada Ry(x) ir R, (x) = 6x3 +
+x2 — 7x + 2, tada (dél patogumo) —3R,(x) ir R, (x), tada R, (x) ir Ry(x) = — 33—4962 — gx + 33—4, tada (dél
patogumo) R, (x) ir —%Rz(x) =2x%2+x — 2, tada —%Rz(x) ir R;(x) = 0. Taigi gavome a(x) ir b(x)
—-1+V17

didziausig bendra daliklj R (x) = 2x? 4+ x — 2. Jo Saknys yrax; , = . Daugianarial a(x) ir b(x) dalijas
i R(x), kur R(x;) = 0. Tadaa(x;) = R(xq) - ... = 0ir b(x;) = R(x;) - ... = 0. Vadinasi, pradinés lygtys turi
bendra sprendinj x; (ir, analogiSkai, X5).

Siame ir kituose pavyzdziuose praleistus veiksmus rekomenduojame pameéginti atlikti savarankiskai.

ANTROJI UZDUOTIS

1. Raskitea(x) + b(x), a(x) — b(x), a(x) - b(x) ir kampu padaykite a(x) i§ b(x) (nurodykite dalmenj
ir liekang), kai
a(x) = 2x% —3x> + x* + x3 — 2x? + 3, b(x) = x3 + 2x% — x + 4.

2. a) Padalykite kampu a(x) i b(x) ir nurodykite dalmenj bei liekana, kai
a(x) =3x8 +4x% —5x° +4x* +3x3+2x+1,  b(x) =x% +2x + 2.

b) Koks bus @) dalies atsakymas, jei vietoj b(x) imsime b, (x) = x; + x + 1?7 Atsakymg gaukite ne
dalydami kampu, bet remdamiesi @) dalies rezultatais.

3. Padalykite a(x) i§ b(x) ir kampu, ir pagal Hornerio schemg, nurodykite dalmenj bei liekang, kai
a(x) =2x3+x2—x+4, b(x) =x+6.

4. Duotas daugianaris a(x) = 2x° + 3x8 + 4x” — 5x° + 4x* + 3x3 + 2x2 + 1. Pagal Hornerio schema:
a) padalykite a(x) i§ b(x) = x — 1, nurodykite dalmenj ir lickang; b) apskai¢iuokite a(—3).

5. Pagal Hornerio schemg sudarydami vieng keliy eiluciy lentele, raskite
a(x) =3x8 + 14x7 + 27x% + 31x% + 30x* + 28x3 + 19x%2 + 7x + 1
Saknies ¢ = —1 kartotinuma.

6. Daugianarisa(x) = x° — x8 + 2x7 + x® + 3x* — 4x3 + 2x? + 3x — 1 uzradytas pavidalu
a(x) =(x—=4)-(x+3)-q)+a-(x—4) +a,
kur q(x) yradaugianaris, o a, ir a, — konstantos.
a) Pagal Hornerio schemg raskite daugianarj q;(x) = (x + 3) - q(x) + a; (kaip dalmenj) ir a, (kap
lickang). b) Papildydami a) dalies Hornerio schemos lentelg dar viena eilute, raskite q(x) ir a;.
Nurodymas. @) dalyje reikiadalyti a(x) i§ x — 4, 0 b) dalyje — dalyti antraja lentelés eilute jau pazyméta
q.(x)i8 x + 3.



7. Daugianaris a(x) = 2x7 + 2x% — 2x5 4+ 3x* + x3 — x? + 5x + 2 uzrasytas pavidalu
a(x) =a;(x—2)" +ag(x —2)°+ -+ a,(x —2)%2 + a,(x — 2) + a,,

t. y. iSreikstas ne x, bet y = x — 2 laipsniais.
a) Pagal Hornerio schemg padalykite a(x) i§ x — 2 ir taip raskite g, (x) = a,(x — 2)® + ag(x — 2)° +
+ -+ a,(x — 2) + a; (kaip dalmenj) ir a, (kaip lickang). b) Papildydami a) dalies Hornerio schemos
lentele dar viena eilute (dalydami q;(x) i§ x — 2), raskite g, (x) = a;(x — 2)°> + ag(x — 2)* + - +
+a;(x — 2) + a, ir ay. ) Tesdami §j procesa (kiekvieng nauja dalmenj dalydami i§ x — 2 ir prie lentelés
priraSydami po eilutg), i$ eilés raskite a,, as, a4, as, ag, a;.
Pastaba. Siuo biidu i§sprendziamas toks uzdavinys: randami a(y + c) koeficientai prie y laipsniy, kai
duoti a(x) ir c (¢ia c = 2).

8. Iispreskite lygtj x® — 7x5 + 7x* + 42x3 — 81x2 — 27x + 81 = 0 (t. y. raskite jos visus realiuosius
sprendinius), jei Zinoma, kad daugianaris kairéje lygybés puséje turi Saknj 3, kurios kartotinumas didesnis
uz 1.
Nurodymas. Remkités tuo, kaip radome visas a(x) i§ 2 pavyzdzio Saknis (kaip ir tame sprendime, vieng
Saknj gali tekti atspéti!).

9. Taikydami Euklido algoritma, raskite daugianariy
a(x) =x°—2x* —2x3+2x2-3x +1, b(x) =x*-7x?+1
didZiausig bendrg daliklj ir du tokius realiuosius skaicius c, kad a(c) = b(c) = 0.

10. Taikydami Euklido algoritmg, jrodykite, kad lyg¢iy sistema
{2x4+x3—x2—3x—2 =0,
x*—x3-3x2—4x-2=0
neturi realiyjy sprendiniy, ir tada raskite visus realiuosius x, tenkinancius lygiai vieng i$ dviejy lygciy.

Uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2019 m. vasario 10 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos ir informatikos metodikos katedra, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miusy mokyklos interneto svetainés adresas:
www.mif.vu.lt/[jmm/
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3. PLOKSCIUJU FIGURU PLOTAI
(2018-2020)

Teorine medZiaga parengé ir trecigja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Matematikos pamokose suzinojote, kaip skai¢iuojami papras€iausiy geometriniy figiiry plotai.
Atlikdami Sig uzduotj, susipazinsite su kai kuriomis geometriniy figiiry ploty savybémis, su ploty
taikymu uzdaviniy sprendimui.

Priminsime, kad lygiagretainio plotas lygus jo kraStinés ir ] ja nubréZtos aukstinés sandaugai:
jei atkarpa DH yra i$ lygiagretainio ABCD virSunés D | krasting AB (1 pav.) nubrézta aukstiné, tal
Sio lygiagretainio plotas S = AB-DH. Kadangi i§ staciojo
trikampio ADH seka, kad DH = ADsinzA, tai lygiagretainio D C
plotas lygus jo gretimy kraStiniy ir kampo tarp jy sinuso F
sandaugai: S = AB - ADsinzA. Nubrézkime lygiagretainio
ABCD auksting BF 1§ virSunés B | krasting AD, tuomet S =

AD - BF. s lygybés AB-DH = AD - BF iSplaukia, kad % = A H B
%, t. y. lygiagretainio krastiniy ilgiai yra atvirksc¢iai 1 pav.

proporcingi | jas nuleisty aukstiniy ilgiams. Kadangi trikampio
ABC plotas lygus pusel lygiagretainio ABCD ploto, tai trikampio plotas lygus jo krastinés ir | ja
nubréztos trikampio aukstinés sandaugos pusei, o taip pat trikampio plotas lygus dviejy jo krastiniy
sandaugos pusei, padaugintai i§ ty krastiniy sudaromo kampo sinuso. Atskiru atveju staciojo
trikampio plotas lygus jo statiniy sandaugos pusei.
1 pavyzdys. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai AC = 3, BC = 4. Trikampio iSoréje nu-
bréztas kvadratas ACMN. Tiesés AC ir BN kertasi taSke E. Rasime trikampio ABE plota.
Sorendimas. Sakykime, kad taskas D yra toks, kad

keturkampis ACBD yra staCiakampis (2 pav.). Tuomet taskai |\ A D
N,A ir D yra vienoje tieséje, AD =4, BD = 3, NA =3,

ND = NA+ AD =7. Kadangi ties¢s BD ir AE yra E

lygiagrecios, tai trikampiai NDB ir NAE yra panasieji, todél

DB:AE = ND:NA. I§ cia randame, kad AE = 3. Taigi M c B
staCiojo trikampio NAE plotas lygus % 3 -; = %, staciojo 2 pav.

trikampio ADB plotas lygus §-4-3=6, o staciojo

trikampio NDB plotas lygus %-7 -3 = % Ieskomojo trikampio ABE plota rasime i$ trikampio
NDB ploto atéme trikampiy ADB ir NAE plotus. Taigi ieSkomasis plotas lygus 22—1 —6— % = g.

2. Daznai uzdaviniy sprendimui padeda Sios akivaizdzios trikampiy ploty savybeés:

1) Jei trikampiy ABC ir EFD krastinés AB ir EF yra lygios (3 pav.), tai iy trikampiy ploty
santykis lygus i$ virstiniy C ir D nubrézty aukstiniy santykiui.

C A M

D

A BEAFB C N K

3 pav. 4 pav.




2) Jei trikampiy ABC ir MNK aukstinés, nubréztos i$ virStiniy A ir M yra lygios (4 pav.), tai iy
trikampiy ploty santykis lygus krastiniy BC ir NK santykiui.

3) Trikampio ABC krastingje BC esantis taSkas M dalija trikampj  du trikampius ABM ir ACM,
kuriy ploty santykis lygus atkarpy BM ir CM santykiui. Atskiru atveju trikampio pusiaukrastiné
dalija ji 1 du vienodo ploto trikampius.

4) Jei trikampiy ABC ir DEF A
kampai A ir D yra lygis (5 pav.), tai
trikampiy ABC ir DEF ploty
santykis lygus jy krastiniy sandaugy
AB-AC ir DE-DF santykiui:

) V>
=

/

/

/

/

/
/
/
/

Sapc __ AB-AC
anasiyjy trikampiy ploty 5
pav.

santykis lygus panaSumo koefi-
ciento kvadratui. Tai reiskia, kad panaSiyjy trikampiy ploty santykis lygus bet kuriy atitinkamy ty
trikampiy atkarpy santykio kvadratui.

2 pavyzdys. Trikampio ABC plotas lygus 180. Krastinés BC tegsinyje uz taSko C atidéta atkarpa
CD = BC,taskas E yra atkarpos AB vidurio taSkas, ties¢ DE kerta krastine AC taske F. Rasime
keturkampio BEFC plota. A

Sorendimas. Nubrézkime atkarpas EC, BF ir pazy-
mékime trikampiy AEF ir EFC plotus atitinkamai x ir y
(6 pav.). Kadangi taskas E yra kraStinés AB vidurio E
taskas, tai pagal trikampio ploty 3 savybe trikampiy
BEC ir AEC plotai yra lygus, taigi trikampio EBC
plotas lygus x + y. Kadangi taskas C yra atkarpos BD B I D
vidurio taSkas, tai trikampiy EBC ir CED plotai yra 6 pav.
lygis. IS ¢ia gauname, kad trikampio CED plotas lygus
x +y, o tai reiskia, kad trikampio FCD ir lygiaplo¢io su juo trikampio BFC plotas lygus x.
Kadangi taskas E yra atkarpos AB vidurio taskas, tai trikampiy AEF ir BEF plotai lygis x. Taigi
trikampio ABC plotas lygus 3x, tod¢l 3x = 180, x = 60. Keturkampio BEFC plotas lygus 2x =
120. .

3 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 2, taskai E ir F B C
yra krastiniy AB ir BC vidurio taskai, atkarpa AF kerta atkarpas ED ir
BD taskuose I ir H (7 pav.). Rasime keturkampio BEIH plota. H

Sorendimas. Nubrézkime atkarpg Bl ir pazymékime trikampiy [EB  E
ir IHB plotus atitinkamai x ir y. Kadangi taskas E yra kraStinés AB
vidurio taskas, tai pagal 3 savybe trikampiy AIE ir IEB plotai lygis x.
Is trikampiy ADH ir FBH panasumo iSplaukia, kad DH:HB =
AD:FH = 2, todél pagal 3 savybe trikampio DIH plotaslygus 2y. Dél
to, kad taskas E yraatkarpos AB vidurio taskas, trikampiy ADE ir BDE
plotai lygiis. Kadangi trikampio EDB plotas lygus x + y + 2y = x + 3y, o trikampio AEI plotas
lygus x, tai trikampio AID plotas lygus 3y, o trikampio ADH plotas lygus 5y. Kadangi £HBG =

£ADH, tai pagal 4 savybe Spyr:Sapy = (BH:HD) - (BF:DA) ==+~ = -, taigi trikampio BHF
plotas Iygusi -5y = Zy. Trikampiy AED ir ABF plotai lygis ketvirtadaliui

A D
7 pav.

kvadrato ploto, todé¢l turime tokias lygybes: x + 3y =1, 2x +y + zy =1 B

I§ ¢ia iSplaukia, kad x = %, y = 14—5. Todé¢l ieskomasis plotas x +y = %
Sakykime, kad trikampio ABC krastiniy ilgiai BC = a, AC = b, AB =

c, p= %(a+ b + c¢) — jo pusperimetris, auks$tinés AH ilgis lygus h, o A C

8 pav.



atkarpos BH ilgis yra x (8 pav.). Taikydami Pitagoro teoremg trikampiams ABH ir ACH, turime
lygybes h? = ¢? — x? = b? — (a — x)?, i kuriy gauname, kad x = %(a2 +c?2—b?), 0 h? =

2 1 . 9 2 _ 3232 L 2,2 (.2 2 1232y — 1 2.2 2
c 4az(a + c* — b?) —4a2(4ca (a®+c b))—4a2(2ac a®—c*+b*)(2ac +

a?+c2—b}) = —(b*—(a—))((a+c)? - b)) =—(b+a—c)(b—a+c)(a+c—
b)(a+c+b)=— L R R AP - S (p— o) (p - a)(p— b)p. 1§ Gia trikampio
ABC plotas S = %ah = =.p(—a)(®—b)(p—c).Tai Herono formulé trikampio plotui

apskai¢iuoti (Heronas Aleksandrietis— I a. graiky matematikas).

4 pavyzdys. Trikampio ABC krastiniy ilgiai BC = 15,AC = 14,AB = 13. I§ virSiinés B
nubréZtos aukstiné ir pusiaukampiné. Rasime tarp jy esancio trikampio plota.

Sorendimas. Sakykime, kad atkarpos BH ir BD yra B
trikampio ABC aukstiné ir pusiaukampiné (9 pav.). Pagal
Herono formule skai¢iuojame trikampio ABC plota: p =
%(15+14+13)=21, p—a=21-15=6, p—b =

21-14=7, p—c=21-13=8, §=+v21:-6-7-8=
84 . Tuomet aukstinés BH ilgis BH = % = 12, o atkarpos
AH ilgis AH =+VAB? —BH? =5. Kadangi trikampio
pusiaukampiné dalija krasting j dalis AD ir DC, kuriy ilgiai
proporcingi krastiniy AB ir CB ilgiams, tai, Zymédami AD = C D H A
x, turime lygybe x:(14 —x) = 13:15. ISsprende S$ig lygtj
gauname, kad x = AD = 6,5. Todél DH = AD — AH = 1,5ir
ieSkomasis trikampio ADH pIOtaSIygusiBH -HD = 9.
Sakykime, kad keturkampis ABCD yra trapecija, kurios
pagrindai yra AD ir BC, o aukstiné — atkarpa BH. (10 pav.).
Trapecijos plotas lygus pagrindy sumos ir aukStinés
sandaugos pusei: S = %(AD + BC) - BH. Kadangi trapecijos
viduriné linija, jungianti jos Soniniy krastiniy vidurio taskus, A H D
yra lygi trapecijos pagrindy sumos pusei, tai trapecijos plotas 10 pav.
lygus jos vidurinés linijos ir aukstinés sandaugai. B C

5 pavyzdys. Jei trapecijos ABCD, AD || BC jstrizainés
AC ir BD susikerta taske M (11 pav.), tai trikampiy ABM ir
CDM plotai yra lygits. [rodysime tai.

Irodymas. 18 tikryjy, trikampiy ABD ir ACD plotai yra
lygts, nes jy krastiné AD yra bendra, o | jg nubréztos auks-
tinés yra lygios. IS lygybés Sugp = Sacp abiejy pusiy atéme A D
trikampio ADM plota, gauname lygybe Sapy = Scpm- 11 pav.

Pastebékime, kad teisingas ir atvirkstinis teiginys: jei atkarpos AC ir BD susikerta taske M taip,
kad trikampiy ABM ir CDM plotai yra lygis, tai tiesés AD ir BC yra lygiagrecios. Tikrai, i§ minéty
trikampiy ploty lygybés iSplaukia, kad %MA - MBsinZAMB = %M D - MCsin2DMC. Kadangi

MA MA _ MB

2AMB =«DMC, tai MA-MB = MC - MD, t. Yeup = Z—i. Kadangi ZAMD = 2CMB ir D = me

tai trikampial AMD ir CMB yra panasieji, todél ZMAD = £MCB. I8 ¢ia ir iSplaukia, kad tiesés AD
ir BC yra lygiagrecios.

6 pavyzdys. Trikampio ABC plotas lygus 50. Krastinése AC,AB,BC atitinkamai pazymeéti
taskai D, E,F taip, kad AD = 9,DC = 6. Tiesés CE ir DF susikerta taske G. Rasime trikampio
BCE plota (12 pav.), jei trikampiy CDG ir EFG plotai yra lygs.



Sorendimas. Kadangi trikampiy CDG ir EFG plota yra

, B
lygts, tai pagal 5 pavyzdzio rezultaty tiesés FC ir ED yra
lygiagrecios. I$ Cia iSplaukia, kad trikampiai AED ir ABC yra
panasieji, tod¢l pagal 5 ploty savybe
Saep _AD* 929 E
Sagc  AC2 (9+6)2 25
todél Supp = % 50 = 18. Trikampiy ECD ir AED aukstinés F
1§ virSunes E yra lygios, todél jy ploty santykis lygus kraStiniy G
CD ir DA santykiui (2 savybé). I$ ¢ia gauname, kad Sgcp = A C
D

%SAED = 12. Trikampio ACE plotas lygus trikampiy AED ir
DEC ploty sumai, t. y. §is plotas lygus 30. Trikampio BCE 12 pav.
plotag gauname 1§ trikampio ABC ploto atémg trikampio ACE plota, todel ieSkomasis plotas lygus
20.
7 pavyzdys. Trapecijos pagrindai lygis 3 ir 6, o jstrizainés — 7 ir 8. Rasime trapecijos plota.
Sorendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrinda AD = 6,BC = 3, jstrizainés
AC=7,BD =8. Per virSing C nubrézkime

lygiagrecia su istrizaine BD tiese, kuri ties¢ AD kerta B ¢
taske E (13 pav.). Kadangi tiesés BD ir CE yra
lygiagrecios, tai keturkampis BCED yralygiagretainis,
taigi DE = BC, 0 AE = AD + BC =9. Trikampio
ACE krastiné AE lygi trapecijos pagrindy sumai, o | ja
nubrézta aukstiné lygi trapecijos aukstinei, todél Sio
trikampio plotas lygus trapecijos ABCD plotui.
A D E

Trikampio ACE plotui skaiCiuoti taikome Herono
formule: p=-(7+8+9) =12, p—AE =3, 13 pav.

p—AC=5 p—ED=p—BD=4, S=+12-3-5-4 =125,

8 pavyzdys. Zemés sklypas yra keturkampio, kuriame néra lygiagrediy krastiniy, formos.
Ukininkas dvi priesingas sklypo krastines padalijo j penkias lygias dalis ir tiesiy atkarpomis sujungé
dvi poras viduriniy dalijimo tasky. Gautajg juostg jis nusprendé skirti bulvéms. Rasime, kurig dalj
sklypo ploto jis paskyré bulvéms.

Sorendimas. Sakykime, kad ABCD
— duotasis keturkampis Zzemes sklypas,
taskais Ml‘ Mz, M3, M4_ krastiné AB
padalijama j 5 lygias dalis, o taskais Ny,
N,, N3, N, —krastiné CD padalijamaj 5
lygias dalimis (14 pav.). Rasime, kurig
dalj viso keturkampio ploto sudaro
keturkampio M,M;N,N; plotas. Tuo
tikslu nubrézkime keturkampio ABCD
istrizaing BD ir pazymékime joje taskus
Pir Q taip, kad BQ = EBD, BP= %BD.
Pagal 4 ploty savybe trikampiy BM3Q ir
BAD ploty santykis lygus % = % . % = %, o trikampiy BM,P ir BAD ploty santykis lygus
BMyBP 3 3_ 9 o - o _4_1
—ipp — 3 =5 I8 dia gauname, kad keturkampio M,M;QP plotas yra lygus P =<
trikampio ABD ploto. AnalogiSkai jrodome, kad keturkampio N,N;PQ plotas lygus : trikampio

BCD ploto. Todél sesiakampio M3QN,N;PM, plotas Iygus§ keturkampio ABCD ploto. Pagal Talio
teorema tiesés M5Q ir M, P yra lygiagrecios, o tiesés N,Q ir N3P irgi lygiagrecios, tai ZM3QN, =

14 pav.



£M,PN; , todél vél pagal 4 ploty savybe trikampiy M3QN, ir M,PN; ploty santykis lygus
P9t = (24p-2BC): (24D -2BC) = 1, taigi trikampiy MyQN, ir M,PN; plotai yra lygis. IS

PMz'PN3
Cia iSplaukia, kad keturkampio M, M;N, N5 plotas lygus SeSiakampio M;QN,N;PM, plotui, t. y. jis
lygus penktadaliui keturkampio ABCD ploto.

TRECIOJI UZDUOTIS.

1. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai AC = 15, BC = 20. Trikampio krastinése AB, AC ir CB
pazyméti taskai F, E ir D, beto AE = 3,CD = 4, BF = 5. Raskitetrikampio DEF plota.

2. Lygiakrasc¢io trikampio ABC krastinés ilgis lygus 2, krastinés BC tgsinyje uz tasko C atidéta
atkarpa CD = BC, taskas E yra krastinés AC vidurio taskas. Raskite trikampio CDE plotg.

3. Taskas E yra simetriSkas trikampio ABC virStnei C virSinés A atzvilgiu, taskas D yra
simetriSkas taskui B tasko C atzvilgiu, o taskas F yra simetriSkas taskui A virSinés B
atzvilgiu. Raskite trikampio DEF plota, jei trikampio ABC plotas|ygus 6.

4. Taskas D yra trikampio ABC krastinés BC vidurio taskas, taskas E yra pusiaukra$tinés AD
vidurio taSkas, taSkas F yra atkarpos BE vidurio taskas, o taSkas G yra atkarpos CF vidurio
taskas. Raskite trikampio EFG plota, jei trikampio ABC plotaslygus S.

5. Trikampio ABC krastinés BC ilgis lygus 20, o pusiaukrastiniy BD ir CE ilgiai atitinkamai lygtis
18 ir 24. Rasime trikampio plota.

6. Trikampio krastiniy ilgiai lygas 13, 14 ir 15. [ ilgiausig kraSting nubréztos aukstiné ir
pusiaukrastiné. Raskite tarp jy esancio trikampio plota.

7. Taskai M,N,P,R yralygiagretainio ABCD krastiniy AB, BC,CD, DA vidurio taskai, taskas S
yra atkarpos PR vidurio taskas. Raskite trikampio MNS plota, jei lygiagretainio ABCD plotas
lygus 24..

8. Trapecijos pagrindy ilgiai lygiis 44 ir 16, o Soniniy krastiniy ilgiai 17 ir 25. Raskite trapecijos
plota.

9. Trikampio ABC plotas lygus 10. Taskai D, E, F yra atitinkamai krastinése AB, BC, AC, be to,
AD = 2,BD = 3. Raskitetrikampio ABE plota, jei jis yra lygus keturkampio DBEF plotui.

10. Taskai Py, P,, P5, P,, Ps dalijatrikampio ABC krasting AB | 6 lygias dalis AP, = P,P, = P,P; =
P;P, = P,Ps; = PsB, o taskai Q, Q,, Q3,Q4, Qs irgi dalija krasting BC | 6 lygias dalis BQ; =
010, = 0,05 = Q3Q, = Q,Q5 = QsC. Raskite keturkampio PsQ,Q,P, plota, jei trikampio
ABC plotas lygus 96.

UZduoties sprendimus prasome issiysti iki 2019 m. balandZio 20 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas:
www.mif.vu.lt/ljmm/
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4tema. TRIGONOMETRIJOS UZDAVINIAI
(2018-2020)

Teorine medziaga parengé bei ketvirtaja uZduotj sudaré dr. Antanas Apynis ir Palaimintojo
Teofiliaus Matulionio gimnazijos matematikos mokytoja eksperté Regina Rudaleviciené

1. Dar Kkelios trigonometrijos formulés (formulés, kuriy néra vidurinio ugdymo matematikos
bendr ojoj e programoje)

Daugelj trigonometrijos formuliy nesunku jsiminti, o kai kurias ir i§vesti. Svarbiausia 1§ jy,
7inoma, yra sin®a + cos?a = 1 (&ia a yra bet kuris laipsniais arba radianais i§reikstas kampo didumas
(paprastai sakoma— kampas)). Sunkiau iSvedama (bet taip pat lengvai jsimenama) formulé

sin(a + B) = sinacos § + cos asin . (1)

Argumentg f pakeitus argumentu -4, i jos gaunama formulé

sin(a — B) = sina cos  — cos a sin 3. (2

Kadangi cos(a + B) = sin (g —(a+ ,6’)) = sin <(§ - a) — ,8), tai i$§ (2) formulés i$plaukia,
jog

cos(a+ B) = cosacos f —sinasinf, 3
0 S jos (argumenta S pakeitus argumentu ) — formulé

cos(a — B) = cosacos B + sinasinf. (4)

Matome, kad gerai jsiminti pakanka tik vieng kitg trigonometrijos formulg, o visas kitas galima
ir paciam i$sivesti.

Sj karta jaunyjy matematiky démesj norétume atkreipti j kelias formules, kuriy néra vidurinio

ugdymo matematikos bendrojoje programoje:

sina+sinf =2 sinazﬂ cos %; )
sina —sinf = 2 sinazi cos a;r—ﬁ; (6)
cos a+ cosf = 2cos # cos %; @)
cosa—cosf = —2sin #sin "‘2;3; (8)
tgaitgﬁ=%; ©)
ctgatctgf = % (10)
IS pradziy atidziai jsizitrékime j (5) lygybe ir pamatysime, kad



ir

a+p a—f
2 2 B
Tode¢l
, (B B\ atp a—ﬁ)_
sma+smﬁ—sm( > + > >+sm( > 5 )=
_(_ a+p a—,8+ S a—p a+,8>+<_ a+p a—pf S a—p a+[3>_
= |sin > cos > sin > cos > sin > cos > sin > cos > =

= 2sin # cos “2;3

Dabar jau tikrai aisku, kad (5) lygybé yra tapatybé, nes ji galioja esant bet kuriai « ir bet kuriai
p reikSmei. Kitaip sakant, (5) lygybe galima vadinti formule.

AnalogiSskai galima jrodyti (sitlytume kiekvienam jaungjam matematikui tai atlikti
savarankiSkai), kad (6), (7) ir (8) formulés taip pat yra teisingos. Aisku, nagrinéjant (7) ir (8) lygybes
reikés taikyti (3) ir (4) formules.

Sugrizkime prie gerai zinomy (1)-(4) formuliy. Jei sudétume (1) ir (2), gautume formule

sin(a + B) + sin(a — B) = 2sina cos B, (11
o jei 1§ (1) atimtume (2), gautume formule

sin(a + B) —sin(a — B) = 2cos asin . (12)

Beje, 18 (11) ir (12) formuliy galima iSvesti ir dar nematytg formule

sinacospf = %(sin(a + B) + sin(a — B)). (13)
Tereikia (11) ir (12) lygybése esanéius reiskinius padalyti i§ 2. Cia atkreipkime démesj j tai, kad i§
(12) gautume, jog

sinffcosa = %(sin(a + B) — sin(a — B)).
Bet sin(a—f) = sin(—(ﬁ—a)) = —sin(f-a), todél formulé

sinfcosa = % (sin(B + a) + sin(B-a)) reiskia tg patj, kg ir (13) formulé.

Kitaip sakant, 1§ (11) ir (12) formuliy gauname tik vieng (13) formule.

Dar jsitikinkime, kad (9) ir (10) formulés taip pat yra teisingos. Pradékime nuo formulés

sin(a+p)
cosacosf’

tga+tg P = (14)

1 birdas. Pertvarkydami kairéje lygybés zenklo puséje esantj reiskinj gausime:

sina | sinff _ sinacosf+cosasinf __ sin(a+p)

tga+tgpf =

cosa  cosf - cosacosf cosacosf’
2 biidas. Taikydami (1) formule pertvarkykime (14) lygybés deSing puse ir gausime:

sin(a+f) __ sinacosf+cosasinf sinacosf cosasinf __sina | sinff _

= =tga+tgp.

cosacosf cosacosf cosacosf3 cosacosf " cosa | cos B



Analogiskai galima gauti ir kitas (9) ir (10) formulémis uzrasytas lygybes.

ISnagrinékime dar kelis uzdavinius.

1 pavyzdys. Jrodykime, kad esant bet kuriems « ir § galioja lygybé
cosa-cosf = %(cos(a + B) + cos(a—P)). (15)

Sorendimas. Sudéje (3) ir (4) formules gausime lygybe
cos(a + B) + cos(a—B) = 2cos a cos f3,
0 ja padalij¢ i§ 2 — (15) formulg.

2 pavyzdys. Jrodykime, kad esant bet kuriam kampui a (matuojamam laipsniais ar radianais)
galioja lygybé sina + cos @ = V2 cos (a - %) (16)

Sorendimas. Zinome, kad cos a = sin (g - a). Todél, taikydami (5) formule, gausime:

. . . (T , at{S-a a—(-a , T b3 b3
Slna+cosa:Slna+Sln(E—a) = 2sin (; )COS (; )ZZSanCOS(a—Z) :\/iCOS(a—Z).

Ta pacia (16) formule galima gauti ir taip:

sina + cosa = cos (g - a) + cosa = 2 cos (E_Z)-'-a cos (E_Z)_a =2 COS%COS (% - (Z) = \/ECOS (g - Cl).

AiSku, ¢ia taikéme (7) formule ir rémémés tuo, kad kosinusas yra lyginé funkcija
(cos(—x) = cos x).

Pastaba. Kadangi (15) lygybé galioja esant bet kuriems kampams a ir 8, o (16) lygybé — bet
kuriam kampui o, tai abi lygybés yra tapatybés, taigi ir formulés.

3 pavyzdys. Suma 3 sin x + 4 cos x iSreikS§kime kurio nors argumento sinuso reikSme.

Sorendimas. Nagring¢jama sumg padauginkime ir padalykime i§ skai¢iaus

VETF =I5 =5

Gausime lygybe

3sinx+4cosx =5 (Sisinx+§cosx).

2 2
Kadangi % € [—1;1], ge [—1;1]ir G) + (g) = 1, tal, remdamiesi formule

sina + cos?a = 1, galime padaryti i$vada, kad yra toks kampas (argumentas) a, jog

.4 )
=cosa|r§=sma.

. .3, 4 ; ) . .
Vadinasi, sSinx +gcosx = cosasinx + sina cos x = sin(x + a). Todél
3sinx + 4sinx = 5sin(x + a).

. C e Cr e 4. 3 .
Argumentui o rasti reikéty iSspresti lygéiy sina = circosa = - sistemy



sina =

)

vilw 1l

cosa =

Padalij¢ pirma lygtj i antros, gautume lygti tg a = g, kurios sprendiniai uzraSomi formule
a = arctg §+ k,keZ.

Ats.: 3sinx + 4 cosx =5sin(x + a), a = arctg §+7rk,k € Z.

4 pavyzdys. Sumg 5sin x + 7cos x iSreikSkime kurio nors argumento kosinuso reikSme.

Sorendimas. Nagriné¢jamg sumg padauginkime ir padalykime i§ skaiciaus

V52 + 72 =+/25 + 49 =/74. Gausime:

5sinx + 7cos x =74 (\/%sinx + ‘/%cosx) =V74(sin a sinx + cos a cos x) = V74 cos(x — a);

o v 5 . 7 . : : D D
¢ia a yra lygliy sina = TR lrcosa=— sistemos sprendinys, priklausantis aibei, kuri uzraSoma

formule

a = arctg §+nk,k € Z.

Ats.: 5sinx + 7cos x = V74 cos(x — a),a = arctg §+ k,k € Z.

2. Trigonometriniy lyg¢iy sprendimas

Sprendziant trigonometring lygtj pavidalo f(x) = 0 reiskinys f (x) (esant reikalui) i§ pradziy
pertvarkomas taikant Zinomas algebros taisykles bei trigonometrijos formules (tapatybes) taip, kad
telikty iSspresti vieng ar kelias paprasCiausias trigonometrines lygtis, kuriy bendrasis pavidalas yra

sinx =a,a € [-1;1];

cosx =a, a€[-1;1];

tg x = a,a € (—; +);

ctgx = a,a € (—o0; +0).

Aisku, tuo trigonometrinés lygties sprendimas ne visada pasibaigia. Gana daznai reikia gerokai
pasukti galva, kad glaustai ir teisingai uzraSytum sprendziamos trigonometrinés lygties sprendiniy
aibe.

Kad bty suprantamiau, kartu i§nagrinékime kelias trigonometrines lygtis ir jy sprendimus.
5 pavyzdys. I$spreskime trigonometrine lygtj
sin(2x) + cos(2x) = 0. (17)

Sorendimas. Aisku, kad negali biti nei sin(2x) = 0, nei cos(2x) = 0 (nesvisada



sin?(2x) + cos?(2x) = 1). Todél padalije (17) lygtj tiek i§ sin(2x), tiek i§ cos(2x) gautume
ekvivalencig (turincig tg pacig sprendiniy aibe) lygtj.

I$ pradziy (17) lygtj padalykime i$ cos(2x). Gausime:

tg 2x)+1 =0,

tg 2x) = -1,

2x = arctg (—1) +7k, k€Z,

2x = —g+nk,k € Z,

x=—§+gkkez. (18)

Dalydami (17) lygtj i$ sin(2x), gautume:

1+ ctg(2x) =0,

ctg (2x) = —1,

2x = arcctg (—1) +7k, keZ,

2x =tk k€Z,

x=2+2-kkeZ (19)

Gavome dvejopai uzrasytg ((18) ir (19) formulémis) (17) lygties sprendiniy aibg.

Dabar pabandykime j nagriné¢jama (17) lygti pazvelgti kitaip. Taikydami, pavyzdziui, (16)

formule, gautume, kad sin(2x) + cos(2x) = V2 - cos (Zx — %) todél (17) lygti galétume pakeisti
ekvivalenéia lygtimi V2 - cos (2x — E) = 0. Na, o tolesnis sprendimas visa paprastas:

2x—%=§+nk,keZ,

s s

2x =Z+;+nk,k €Z,

x =242k keZ (20)

Matome, kad gauta sprendiniy aibés (20) formulé sutampa su (19) formule (Sprendéme
skirtingai, 0 gavome vienodai!).

Remdamiesi dvigubo argumento sinuso ir kosinuso formulémis (beje, jos iSvedamos i§ (1) ir
(3) formuliy), gautume, kad sin(2x) + cos(2x) = 2 sinx cos x + cos?x — sin®x. Todél (17) lygtj
galétume pakeisti ekvivalencia lygtimi 2 sin x cos x + cos?x — sin?x = 0, 0 §ia lygtj (dalydami ja i3
cos?x,cos x # 0) — ekvivalendia lygtimi 2 tg x + 1 — tg?x = 0.

Siuo atveju turétume isspresti dydzio tg x atzvilgiu kvadratine lygtj tg?x — 2tg x — 1 = 0.
Gautume:

(tgx—1)?%2-2=0,



(tgx—1)* =2,

tgx—1=1V2,

tgx =1++2.

Taigi tg x = 1+/2 arbatg x = 1 + /2. Pirmos lygties sprendiniai uZrasomi formule

X = arctg (1 - \/E) + mk,k € Z, (22)

o antros lygties — formule

x = arctg (1+\/7)+7Tl,l € Z. (22)

Aisku, kad pagal abi formules ((21) ir (22)) gaunami skirtingi sprendiniai, todé¢l uzrasant (17)
lygties sprendiniy aibe reikia jtraukti j jg ir pagal viena, ir pagal kitg formule gaunamus sprendinius.
Taigi atsakymas bty toks:

x = arctg (1 —\/E) + nk,k € Z; abax = arctg (1 +\/§) +nl,l € Z.

Nesunku suprasti, kad galima sugalvoti ir daugiau budy (17) lygéiai iSspresti.

6 pavyzdys. I$sprgskime trigonometring lygti

sinx +cosx =

2okl (23)

Sorendimas. Sia lygt] i$spreskime ne vienu, o keliais budais, kad aiskiau pamatytume, jog ta

pati jos sprendiniy aibé gali buiti uZraSoma skirtingai.

I biidas. Taikydami (16) formule, gauname ekvivalencig lygtj V2 cos (x - %) = 1+2—\/§, 01§ jos
. 702 1+/3
— lygtj cos (x _Z) =55 Toliau:
x — = = +arccos \/_+2 k,k€Z,
4 2v2
=I4 rccosﬂ+ 2k, k € Z.
4 2V2
3
Ats.: x——+arccos \/_+2 ik, k € Z. (24)
2 biidas. Reiskinj sin x + cos x pertvarkykime taip:
1 1 1 1 T
. = V2 (=i B — 3 . . T — 2 si Ty
sinx + cos x \/_<\/§smx +\/§cosx) \/_(cos4smx +sm4cosx) \/_sm(x + 4)

1+/3
u

Jrade j (23), gausime ekvivalendia lygtj V2 sin (x + %) =

143
o

Lygties sin (x + 4) sprendinius galimarasti taip:

3
T _ k
x+4 (—=D*arcsin \/_+7rkkEZ



_ T _1\k . 1+/3
x——4+( 1) arcsin=——= + k, k € Z.

Ats.: x = —% + (—1)* arcsin%§ +nk,k € Z. (25)

3 biidas. Kadangi 1+\/—

> 1, negali biiti nei sinx = 0, nel cos x = 0, todél reiskinj

sinx + cos x galima pertvarkyti taip:

. sin(2-§)+cos(2-;—c) Zsin;—ccos;—c+cosz’2—c—sin = 2 tg =+1- tg = .
sinx + cosx = = —Z5 p: = 2 (Cia ir skaitiklj, ir
1 sm25+coszg tg? —+1

vardiklj padalijome i§ cos? ).
Taigi galima tvirtinti, kad (23) lygtis yra ekvivalenti lygciai

X X
2 tg5+1—tg25 1+/3

X
tg25+1 2
Atlik¢ veiksmus, gausime $ig kvadrating (dydzio tg g atzvilgiu) lygti:

3+T‘Etg2x 2tg = +Q—0.

Jos diskriminantas yra

D=4-4 BBy 3= (V3-1),

todél

x _2-(V3-1) _ 3-V3

tgz_ 3+V3 _3+\/§=2_\/§

arba

" x _2+(V3-1) _ VB+1 1 _ 3
957 33 T B VB3

Belieka iSspresti lygtis tg ;—C =2—+/3 bei tg g = g ir jy sprendinius sujungti j vieng aibe.
Gausime:
1) tgg =2-V3> gz arctg(2 —V3) + nk, k € Z = x = 2arctg(2 —V3) + 2nk,k € Z;

x £

2 tgi=Co=arctgCtnllez=i="4nllezox="+2mllez.
3 2 6 3

N R

Ats.: x = 2arctg(2 — \/§) + 2wk, k € Z;arbax = g +2nl,leZ. (26)

Atkreipkime démesj | tai, kad visus tris kartus gavome tg pacig (23) trigonometrinés lygties

sprendiniy aibe, bet ji uzraSyta trimis skirtingais budais — (24), (25) ir (26) formulémis.
7 pavyzdys. Iispreskime lygtj cos x — V3 sinx = cos(3x) (27)

Sorendimas. Uzrase lygtj pavidalu cos x — /3 sinx — cos(3x) = 0, jos kairéje puséje esantj

reiSkinj pertvarkykime taip:



x+3x . x—-3x

cos x —/3sinx — cos(3x) = (cos x — cos(3x)) —V3sinx = =2 sin S sin

—+3sinx =

= 2 sin(2x) sinx — /3 sinx = sin x(2 sin(2x) — \/§)

Taigi (27) lygtis ekvivalenti lygciai

sinx - (2 sin(2x) — \/§) =0, (28)
0 pastaraja lygti galima iSskaidyti i dvi lygtis:

sinx = 0ir2sin(2x) —v/3 = 0.

Pirmos lygties sprendiniai uzrasomi formule x = k, k € Z.

Antra lygtj spreskime taip:

sin(2x) = \/; = 2x = (=D arcsin

Stml=(DZ+nllezsx= (- 2+2 1€z
Belieka gautus sprendinius sujungti j vieng aibe.

N&xznkkEZJszCJYE+§JJEZ

8 pavyzdys. I$spreskime lygtj cos?(2x) + cos?(3x) = 1. (29)

Sprendimas. Desinéje puséje esantj vienetg pakeiskime reiskiniu sin?(2x) + cos?(2x), o lygtj
pertvarkykime taip:

cos?(2x) + cos?(3x) = sin*(2x) + cos?(2x),

cos?(3x) — sin*(2x) = 0,

(cos(3x) + sin(2x))(cos(3x) — sin(2x)) = 0,
(sin (g — Sx) + sin(Zx)) (sin (g — 3x) — sin(2x)
., (M x T 5X T x\ . (m 5x\ _
2sin (5 =3) cos (3 -F) 2eos (5 -5)sin (5 -F) =0,

. T X T X . s 5x 4 5x
(2sin (5 =3) cos (5-3)) (2sin(5=F) cos (5-7)
sin (g — x) ' sin (g — Sx) =0,

cos x - cos(5x) = 0.

N——r

=0,

Lygties cos x = 0 sprendiniai yrax = g + 7k, k € Z.
Spresdami lygtj cos(5x) = 0, gauname:
Sx=—+mnll€Z
x=—+zlLl€EZ.

Atidziai jsizitr¢j¢ i abi sprendiniy formules, suprastume, kad kiekvienas sprendinys



X =§+ nk, k € Z, gaunamas pagal formulg x = %+%- [,kai l =2+ 5k, k € Z. Vadinas, lygties
cos x = 0 sprendiniy aibé yra lygties cos(5x) = 0 sprendiniy aibés poaibis. Todél (29) lygties
sprendiniai uZraSomi viena formule

x=—+=ll€Z.

10 5
Ats:x=—+=11€Z.
10 5

Pastaba. Aiskinantis, ar lygties cosx = 0 sprendiniai x = g + nk, k € Z, sudaro lygties
cos(5x) = 0 sprendiniy x = % + %l,l € Z, aibés poaibj, pakanka i8siaiskinti, ar pasirinkus bet kurj
skai¢iy k,k € Z, yra toks sveikasis skaiCius |, kuriam esant galioja lygybé = +ZI] =§+ k.

10 5
Gautume, kadl =2+ 5kirl € Z.

3. Geometrijos uzdaviniai, sprendZiami taikant trigonometrijos for mules

Yra daug geometrijos uzdaviniy, kuriuos sprendziant atsiranda trigonometriniy reiskiniy ir
tuomet daznai prireikia tai vienos, tai kitos formulés. Tuo labiau, kad matematikai paprastai siekia

gautam atsakymui suteikti ne bet kokj, o tik ,,grazy‘ pavidala.
9 pavyzdys. Apskaic¢iuokime lygiagretainio ABCD plota, jei AB = a, BC = b, 0 smailusis
kampas tarp jstrizainiy AC ir BD lygus a.

Sorendimas. Tarkime, kad £AOD = «a (zr. 1 pav.). Tada £COD = n—a.
Tegux = A0 = 0C,y = BO = 0D, 0 S- lygiagretainio ABCD plotas.

1 pav.

Jeigu zinotume X ir y, tuomet lygiagretainio plotg galétume skaiciuoti taip:
S =2(Sa0p + Scop) =2 ny sina + %xy sin(n—a)) =xysina +xysina = 2xysina. (30)

Dydziy X ir y reik§miy ieskokime i§ trikampiy AOD ir COD, taikydami kosinusy teorema.
Gausime dvi lygybes b? = x% + y? — 2xycosa ir a? = x* + y? — 2xy cos(n-a) su ieSkomais
dydziais X ir y.

I3 antros atéme pirma, gausime lygybe a? — b? = —2xy cos(m—a) + 2xy cos a sandaugai xy
rasti.

Kadangi cos(m—a) = —cos a,ta a? —b? =4 xycosa,



a’-b

2
todel xy = tcosa Irase $ig iSraiska j (30), gausime, kad ieSkomas lygiagretainio ABCD plotas yra
S _ 2 . az— . . _ 1 2 bz
=2 ——-sina= E(a —b?) tg a.

Ats:: %(a2 - b3 tg a.
10 pavyzdys. Apskaiciuokime lygiaSonio trikampio kampus, jei jo aukstiniy susikirtimo taskas
yra apskritime, jbréztame i §j trikampj.

Sorendimas. Tarkime, kad lygiasonio trikampio ABC (AB=BC) aukstinés susikerta taske M, 0
Sis taskas priklauso jbréztam § AABC apskritimui, kurio centrasyraO. Tegu r yraapskritimo spindulys,
0 o. — kampo BAC didumas.

™,
,

|
[ ey |: b
/// \ HH"& ."I \
7 \ el
.-""f‘ // -."'H...__ R'x_l

& s
l:f \\-H-\--\"-'.-...-—F "--..i -\""-\.__'21 -

2 pav.

Kampui « rasti taikykime atkarpos CM ilgio dvejopo skai¢iavimo biida.
Taikydami Pitagoro teorema, i$ staciojo trikampio CME gauname, kad
CM = VCE? + EM?.

Kitavertus, is to paties trikampio gauname, jog
ME

cosa’

CM =

nes i8S salygos CD L1 AB i$plaukia, kad AMDB —~ AAEB ir tod¢l ZCME=«BMD=«BAE=a.

Atkarpa ME yra apskritimo skersmuo, todél CM = r

cosa

I$ staciojo trikampio AEO gauname, kad AE = EO - ctg £LEAO = r ctg %
Kadangi CE = AE, tai

CM = CE2+EM2=\/r2-ctgzg+4r2=r/ctgzg+4.

Sugreting abu CM skaic¢iavimo rezultatus, gauname lygybe

10



U /ctg25+ 4,
cosa 2

i$ kurios iSplaukia lygybé

2 _ ’ 2
cosa ctg 2+4' (31)

Ieskomo dydzio a atzvilgiu ji yra trigonometriné lygtis. Sprendziant Sig lygtj néra reikalo ieskoti visy

sprendiniy aibeés, nes (pagal uzdavinio prasm¢) 0 < a < g
Kadangi

2a
cos™  1+cosa

20
ctgc—= =
g 2 sinzg 1-cosa’

. 2 1+cosa
gauname lygtj —— = m '

Pazymékime t = cos « ir toliau spreskime taip:

2_ [,
t 1-t

—=—+4
t2 1-t !
4 1+t
-——4 ==
t2 1-t

4(1-t?) _ 1+t

t2 1-t’
4(1-t%) 14t
£2 1-t 0,
4a-t) 1) _
(1+t)( 2 _E)_O'

Kadangi 1+t # 0, tai

4(1-t) 1
—— =0,
t2 1-t

4(1-1t)>—-t2=0,
3t2 —8t+4 = 0.

Si lygtis turi du sprendinius: t = 2 ir t = g Pirmas netinka, tod¢l belieka uzraSyti lygties
cosa = 2 vienintelj sprendinj, priklausantj intervalui (0; g) Jisyra a = arccos 2
Taigi trikampio ABC kampai prie pagrindo lyglis arccos é, o Soniniy krastiniy sudaromas

kampas lygus T — 2 arccos g

) 2 2 . 2
Ats.: arccos S arccosz ir m— 2 arccos +

11



KETVIRTOJI UZDUOTIS

2
sin(4a)

1. Skirtuma — ctg(2a) isreikskite kurio nors argumento tangentu.

a\ 1-sina v e
) . reik§mé priklauso nuo a.

2. Nustatykite, ar sandaugos tg G +-
3. Apskaiciuokite cos?(a + B) + cos?(a — B) — cos(2a) - cos(2p).
4. Trodykite, kad reiskinio sin 47° + sin 61° — sin 11° — sin 25° reikSme lygi cos 7°.
5. Apskaiciuokite 16 sin% - sin 37(1 jeigucosa = %.
6. Isspreskite lygti cos(3x) — sinx = V3 - (cos x — sin(3x)).

v . . . . s . T
7. Isspreskite lygtj sinx - cos(2x) + cos x - cos(4x) = sin (Z + Zx) - sin (Z - 3x).

8. Isspreskite lygtj sinx - sin(3x) + sin(4x) - sin(8x) = 0.

9. Apie lygiakrastj trikampj apibrézto apskritimo spindulys lygus R. Per apskritimo centra

apskritimo spinduliu R.

nubrézta tiesé. Trikampio vir$iiniy atstumy di, d2 ir dziki Sios tiesés kvadraty sumg iSreikskite

10. Trikampio ABC krastiniy BC, CA ir AB ilgiai yra atitinkamai a, b ir c. Nustatykite,

kokiu kampu susikerta jo pusiaukrastinés AAs ir BBy, jei a® + b? = 5¢2.

Uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2019 m. birZelio 7 d. mokyklos adresu: Lietuvos

jaunyjy matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas:
http://uosis.mif.vu.lt/ljmm/

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLOS TARYBA
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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

5. IBREZTINIAI IR APIBREZTINIAI DAUGIAKAMPIAI
(2018-2020)

Teoring medZziaga parengé ir penktaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Daugiakampis A1 A, ... A, yra jbréztas j apskritimg w , jei visos jo virStinés Ay, 4, , ..., Ayyra apskritimo
w taSkai, o jo krastinés A1 A,, AyAs, ..., An_1A,, AnA; yrato apskritimo stygos. Tuomet apskritimas w yra
vadinamas apibréztu apie daugiakampj 4,4, ... A, apskritimu.

Daugiakampis A, A, ... A,, yra vadinamas apibréZtu apie apskritimg w, jei jo visos krastinés A;A4,, A543,
wey Ap_14,, AnAq yraapskritimo w liestinése. Tuomet apskritimas w yra vadinamas jbréZztu j daugiakampj
A A, ... A, @pskritimu.

Kaip zinoma, apie kiekvieng trikampj galima apibrézti vienintelj ap-
skritimg, kurio centras O yra trikampio krastiniy vidurio statmeny susikirtimo A
taSkas (1 pav.). [ kiekvieng trikampj galima jbrézti irgi tik vieng apskritima,
kurio centras I yra trikampio pusiaukampiniy susikirtimo taskas (2 pav.).

B
/\\ B C
i ‘ z M
@) I
A 1 C A C D
1 pav. 2 pav. 3 pav.
1 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukrastinés, nubréztos i§ vir§inés A, tesinys kerta apibrézta apie
trikampj apskritimg taske D taip, kad AC = CD = 1. Rasime krastinés BC ilgj.
Sorendimas. Sakykime, kad taskas M yra trikampio krastinés BC vidurio taskas (3 pav.). Kadangi AC =
CD, tai trikampis ACD lygiaSonis, lankai AC ir CD yra lygis, tai pagal jbréztiniy kampy, besiremianciy j t3
patj lankg ir j lygius lankus savybes gauname, kad 2DAC = £ADC = £ABC = £DBC, 0 £ADB = £ACB.
MD BM-DC . .
= Trikampial

I$ ¢ia iSplaukia, kad trikampiai ABM ir CDM yra panasieji, todél % =— ty. MD=

DC
BDM ir ACM taip pat panagicji, todél 7> = 7= t.y. MD = 2"~ . Kadangi BM = MC, 0 AC = CD = 1, tai

sulygine gautasias atkarpos MD iSraiSkas, turime lygybe AB - BD = 1. Kadangi trikampiai ABC ir MBD irgi
panaieji, tai - =+, todél BC-MB = AB-BD = 1. Bet MB = BC, todél BC-3BC =1, BC? =2,
taigi BC = /2.

2 pavyzdys. Trikampio ABC kampo A didumas lygus a, taskas I yra jbrézto j trikampj apskritimo centras
(4 pav.). Rasime kampo BIC diduma.

Sprendimas. Kadangi tiesés BI ir CI yra trikampio kampy pusiaukampinés, tai ZBIC = 180° — 2IBC —
£BCI = 180° — %43 - %LC = 180° — 2 (£B + £C) = 180° — 2 (180° — £4) = 90° +%4A =900 +

1
—a.
2

Skirtingai nuo trikampiy, ne apie kiekvieng keturkampj apibréziamas apskri-

timas ir ne j kiekvieng keturkampj jbréziamas apskritimas. Nustatysime keletg sg- E
lyguy, kurios yra biitinos ir pakankamos, kad apie keturkampj biity galima apibrézti
apskritimg ir j keturkampj biity galima jbrézti apskritima. Sioje uzduotyje E
C F B C
A
B B
C
A D A D A D
B C
4 pav. 5 pav. 6apav. 6b pav.



nagrinésime tik iSkiliuosius daugiakampius. Tai tokie daugiakampiai, kuriy visi taskai yra vienoje tiesés,
kurioje yra bet kuri to daugiakampio krastiné, pus¢je.

Sakykime, kad keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritimg w (5 pav.). Kadangi jbréztiniai kampai ABD
ir ACD remiasi | tg patj lanka AD, o jy vir§inés B ir C yra toje pacioje tiesés AD puséje, tai LZABD = £ACD.
Sakykime, kad taskas E néra apskritime w, o ties¢ AE §j apskritimg kerta taske F. Pagal jbréztiniy kampy
savybe ZAFD = £ABD. Jei taskas E yra apskritimo w viduje (6 apav.), tai kampas AED yratrikampio EFD
prickampis, todél pagal prieckampio savybe £LAED > £AFD,t.y. LZAED > £ABD. Jei taskas E yraapskritimo
w iSor¢je (6 b pav.), tai kampas AFD yratrikampio DEF priekampis, todél ZAED < £AFD, t.y. ZAED <
2ABD. Taigi jei taskas E néra apskritimo w taskas, tai ZAED # £ABD. Jrodéme tokia teorema:

1 teorema. Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima tada ir tik tada, kai jo vir$tinés B ir C yravienoje
tieses AD puséje ir teisinga lygybé ZABD = £ACD.

Taikant $ig teorema reikia atkreipti démesj, kad vir§tinés B ir C turi biti vienoje tiesés AD puséje. Jei taip
néra (7 pav.), tai nors saglyga ZABC = £ADC yra teisinga, bet taskai 4, B, C, D néra viename apskritime.

Sakykime, kad keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima w, tuomet jo priesingi kampai ABC ir ADC
remiasi j du lankus, kurie sudaro visg apskritima. Pagal jbréztiniy kampy savybe ty kampy suma lygi 180°.
Jei nubréziame apskritimg w per taSkus A4, B ir C, bet Sis apskritimas neina per taSka D, tai kaip ir jrodydami
1 teorema pastebime, kad ZABC + £ADC > 180°, kai taskas D yraapskritimo w viduje (8 apav.) ir LABC +
£ADC < 1800 , kai taskas D yraapskritimo w iSoréje (8 b pav.). Taigi teisingatokiateorema:

B B
B
A C A
A C
C
D M D
7 pav. 8a pav. 8b pav.

2 teorema. Keturkampis yra jbréztas j apskritimg tada ir tik tada, kai jo prieSingyjy kampy suma lygi
180°.

I$ Sios teoremos i$plaukia tokia iSvada: keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritimg tada ir tik tada, kai
jo krastinés AB t¢sinyje uz tasko B pazymétam bet kuriam taSkui E yra teisinga lygybé £ADC = £EBC

(9 pav.).
ﬁ
B
C
A D
\\_/ D

9 pav. 10 pav.

A

Tarkime, kad jbrézto j apskritimg keturkampio ABCD krastiniy AB ir CD tgsiniai susikerta taske X (10
pav.). Kadangi jbréztiniai kampai ABD ir ACD lygts, tai lygts ir jy gretutiniai kampai XBD ir XCA. 1§
XD i kurios iSplaukia, kad AX - BX = CX - DX.

BX
Atvirksciai, jei teisinga §i lygybé, tai teisinga ir lygybé g = %, i§ kurios i$plaukia trikampiy XAC ir XDB
panasumas, kampy XBD ir XCA lygybé ir jiems gretutiniy kampy ABD ir ACD lygybé. Kadangi taskai B ir C
yra vienoje tiesés AD puséje, tai i$ Sios lygybés iSplaukia, kad keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima.
Taigi jrodéme dar vieng pozymj, teigiantj, kad keturkampis jbréztas  apskritima:

trikampiy XAC ir XDB panasumo gauname lygybe ?_j(( =



3 teorema. Keturkampis ABCD, kurio priesingos krastinés AB ir CD susikerta taske X, yra jbréztas |
apskritima tada ir tik tada, kai teisinga lygybé AX - BX = CX - DX.

3 pavyzdys. Atkarpa AB yra pusapskritimio skersmuo, nubrézta pusapskritimio styga ST, kad £SAT =
a. Taskas M yrastygos ST vidurio taskas, o taskas P yra tasko S ortogonalioji projekcija tiesé¢je AB. Rasime
kampa SPM.

Sorendimas. Sakykime, kad taskas O yra atkarpos AB vidurio taskas (11
pav.). Kadangi skersmuo, einantis per stygos vidurio taSka, yra statmenas tai
stygai, tai OM L ST. Keturkampio OPSM du priesingieji kampai yra statigji, T
todél pagal 2 teorema Sis keturkampis yra jbréztas j apskritimg. Kampai SPM
ir SOM yra jbréZtiniai ir remiasi  tg patj lankg SM, tod¢l Sie kampai lygis. IS
lygiasonio trikampio SOT ir iS rySio tarp j tg patj lanka besiremianciy centrinio As p O ‘B
ir jbréztinio kampy gauname, kad 2£SOT = 24£SOM = 2+4SPM, taigi 11 pav
£SPM = £SOM =~ £SOT = LSAT = a. pav.

4 pavyzdys. Trikampio ABC 2A = 60°, kampy B ir C pusiaukampinés BD ir CE kertasi taske 1.
Irodysime, kad ID = IE.

Sorendimas. Kadangi ties¢ Al irgi yra trikampio ABC pusiaukampiné, tai £EAI = 2DAI = 30°.
Kadangi tiesés IB ir IC yra trikampio kampy pusiaukampinés (12 pav.), tai pagal 2 pavyzdzio rezultata
£BIC =£DIE =90° + %LA =120°. Kadangi <£EAD + <EID = 180°, tai 1§ ¢&ia iSplaukia, kad
keturkampis AEID yra jbréztas j apskritimg, todél ZIDE =<IAE = 30°, £IED = £IAD = 30°.Taigi
2IDE = £IED, todél trikampis IED lygiaSonis t.y. ID = IE.

A

12 pav. C

5 pavyzdys. Keturkampis ABCD jbréztas j apskritima, krastinés AB tgsinys uz tasko B ir krastinés CD
tesinys uz tasko C susikerta taske E (13 pav.). Zinoma, kad AB = 2,CD = 5,BD = 21/6, BE:EC = 4 :
3. Rasime kampg BAD.

A Sorendimas. Zymékime BE = 4x, CE = 3x ir pritaikykime 3
teoremos lygybe EB:EA = EC - ED.Gauname lygtj 4x(x + 2) =
3x(x +5), kurios sprendinys yra x =1. Tuomet EB = 4,EC =

B 3,EA =6,ED = 8. Trikampiui EBD pritaikome kosinusy teoremg ir
2 2 _pn2
randame, kad cos2£BED = % = g Trikampiui  EAD

D C E taikydami kosinusy teoremg gauname, kad AD? = AE? + ED? — 2 -
AE - EDcos<AED = 16, taigi M B

AD = 4. Galiausiai i§ trikampio
13 pav. ABD surandame ieSkomojo kampo A

AB?+AD%-BD? 1 . .
——— = —-. Kadangi kampo kosinusas yra N
2:AB-AD 4

neigiamas, tai kampas BAD yrabukasis, taigi ZBAD = m — arccosi.

kosinusg cos£BAD =

Irodysime teorema, kuri nustato sglygas, kad j keturkampj bty
galima jbrézti apskritimg.

4 teorema. | keturkampj ABCD yra jbréziamas apskritimas tada ir tik K
tada, kai jo priesingy krastiniy ilgiy sumos yra lygios t. y. kai teisnga D C
lyeybé AB + CD = BC + AD. 14 pav.



Irodymas. Sakykime, kad j keturkampj ABCD yra jbréztas apskritimas, kuris jo krastines AB, BC,CD, DA
lie¢ia taskuose M, N, K, L (14 pav.). Pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko savybes yra teisingos
lygybés AM = AL, BM = BN, CN = CK, DK = DL. Tod¢l AB + CD = (AM + MB) + (CK + KD) =
(AL+ BN)+ (CN +DL) = (AL+ LD) + (BN + NC) = AD + BC.

Atvirkséiai, tarkime, kad keturkampiui ABCD yra teisinga lygybé AB + B C C
CD = AD + BC. Sakykime, kad keturkampio ABCD kampy A ir B

pusiaukampinés kertasi taske I (15 pav.), taigi Sis taSkas yra vienodu

atstumu r nutoles nuo tiesiy AB, AD i[ BC. Nubréziame apskritima, kurio K
centras taSkas I, 0 spindulys lygus r. Sis apskritimas lieCia tieses AB, BC T

ir AD. Sakykime, kad jis ties¢ CD kerta dviejuose taskuose. Nuleiskime

i§ tasko I statmenj IT tiesel CD ir jame atidedame atkarpg IK = r. Per
taskg K nubréziame tiese, lygiagrecig su tiese CD, kuri kerta ties¢ BC A
taske Cy, o tiese¢ AD taske D;. Kadangi AK = r o tiesés IK ir C;D, yra
statmenos, tai ties¢ C;D; yra apskritimo liesting, taigi keturkampis 15 pav.
ABCy D, yra jbréztas i apskritimg. Tuomet teisinga lygybé AB + C,D; =

BC; + AD; . I§ jos iSplaukia, kad AB + C;D; = BC + CCy + AD + DD, . Pridékime prie abiejy Sios lygybés
pusiy atkarpa €D, tuomet AB + CD + C;D; = BC + CD + CCy + AD + DD, . Kadangi yra teisinga lygybe
AB + CD = AD + BC, ta i§ ¢ia gauname, kad C;D; = CD + CC; + DD, . Bet $i lygybé neteisinga, nes
keturkampio C;D;DC viena krastiné negali buti lygi kity kraStiniy sumai. Taigi Sis atvejis negalimas.
Analogiskai nustatome, kad negalimas ir atvejis, kai apskritimas su tiese CD neturi bendry tasky (atlikite tai
savarankiskai). Todél lieka vienas atvejis, kai apskritimas tiese CD liecia, taigi keturkampis ABCD yra jbréztas
1 apskritimg. Teorema jrodyta.

D D,

6 pavyzdys. Nustatysime salygas, kada j trapecijg galima jbrézti apskritimg ir apie jg apibrézti apskritima.

Sorendimas. Sakykime, kad atkarpos AD ir BC yra | apskritimg jbréztos
trapecijos ABCD pagrindai (16 pav.). Tuomet lankai AB ir CD yra lygis, nes
apskritimo lankai tarp lygiagreciy stygy yra lygis. IS ¢ia iSplaukia, kad ir stygos AB
ir CD yra lygios, taigi trapecija yra lygiaSoné. Jei | Sig trapecija jbréZiamas ap-
skritimas, tai teisinga lygybé AB + CD = AD + BC, t.y. 2AB = AD + BC, AB =
%(AD + BC), Bet trapecijos pagrindy sumos pusé lygi jos vidurinei linijai. Taigi

B C
apie trapecijg galima apibrézti apskritimg ir ] jg galima jbrézti apskritimg tada ir tik A \_j D
tada, kai trapecija lygiaSoné o jos Soniné krastiné lygi vidurinei linijai.

7 pavyzdys. Trapecijos pagrindai lygls 2 ir 6, apie ja galima apibrézti 16 pav.
apskritima ir j ja galima jbrézti apskritimg. NustatySime, ar apibrézto apskritimo centras yra trapecijos viduje,
trapecijos pagrinde, ar trapecijos iSor¢je.

Sorendimas. Sakykime, kad ABCD — duotoji trapecija, AD = 6,BC = 2 — jos pagrindai (17 a pav.).
Kadangi apie trapecija galima apibrézti apskritima, tai ji lygiaSoné, o kadangi i ja galima jbrézti apskritima, tai
jos Sonin¢ krastiné lygi vidurinei linijai, taigi AB = CD = %(AD + BC) = 4. Kadangi trapecija lygiaSoné, tai
apibréZto apie jg apskritimo centras ir jbrézto j jg apskritimo centras yra tieséje MN, jungiancioje trapecijos
pagrindy vidurio taskus. IS vir§iinés B nuleidziame statmenj BH 1 AD, tuomet AH = %(AD —BC)=2.18
staciojo trikampio ABH surandame BH = MN = VAB% — AH? = /12 = 2+/3. Jei apibrézto apie trapecija

N
BN \C BN C B C
O A M D
ATTHM b A M b "o
17apav. 17b pav. 17c pav.

apskritimo spindulys R, 0 jo centras — taskas O, tai priklausomai nuo tasko O padéties galimi trys atvejai:
1) taskas O yratrapecijos viduje (17 b pav.), tuomet OM + ON = MN, 2) taskas O yra pagrindo AD vidurio



taskas, tuomet R = 5, 3) tagkas O yra trapecijos iSoréje (17 ¢ pav.), tuomet ON — OM = MN. Zymékime
ON = x, tuomet OM = 2+/3 — x pirmuoju atveju ir OM = x — 2v/3 tre¢iuoju atveju. Taigi abiem atvejais
. 2
OM = |x — 2V/3|. I§ statiyjy trikampiy AOM ir BON randame 0A* = AM? + OM? =9 + |x — 2V3[’,
. e, . 2 ..
OB% = BN? + ON? = 1 + x2. Kadangi OA = OB, tai turime lygti 9+|x — 2v3|" = 1 + x?2, kuria iSsprende
\/5—? Kadangi % < 2+/3 (patikrinkite savarankiskai), tai atkarpos ON ilgis yra mazesnis, negu
trapecijos aukstinés MN ilgis. Taigi apibrézto apskritimo centras yra trapecijos viduje.
Jei daugiakampis turi daugiau nei keturias krastines, néra tokiy paprasty pozymiy, padedanciy nustatyti,
ar | daugiakampj galima jbrézti apskritima, ar apie daugiakampj galima apibréZzti apskritima.

gauname x =

8 pavyzdys. Penkiakampis ABCDE yra jbréztas j apskritima (18 pav.), jo
krastinés AB ir BC yralygios, tiesés AD ir EB susikerta taske P, tiesés BD
ir EC — taske Q. Tiesé PQ kerta apskritimg taskuose X ir Y. Jrodysime, kad
atkarpos BX ir BY yralygios.

Sorendimas. Kadangi atkarpos AB ir BC yralygios, tai lankai AB ir BC
irgi lygus, tod¢l LADB = £BEC, o tai reiskia, kad 2PDQ = £PEQ. IS Cia
iSplaukia, kad keturkampis EDQP yra jbréztas j apskritimg, todél ZPQE =
LPDE = £ADE = £ACE, taigi tiesés AC ir PQ yra lygiagrecios. Kadangi
apskritimo lankai tarp lygiagreciy tiesiy yra lygts, tai i§ ¢ia iSplaukia lanky
AX ir CY lygybé, o tai reiskia, kad lygts lankai BX ir BY, todél ir stygos BX
ir BY yralygios. 18 pav.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Stagiojo trikampio vienas smailusis kampas lygus 60°, jbrézto j trikampj apskritimo centras nuo §io
kampo virsiinés nutolgs atstumu lygiu 10. Raskite trikampio krastiniy ilgius.

2. Trikampio ABC pusiaukrastinés, nubréztos i§ virSinés A, tgsinys kerta apibrézta apie $j trikampj
apskritima taske D taip, kad AC = CD. Raskite krastinés AC ilgj, jei BC = 2.

3. Trikampyje ABC £A = 60°, 2B = 50°, taskas I yra jbrézto apskritimo centras, o taskas H yra jo
aukstiniy susikirtimo taskas (ortocentras). Raskite kampg AHI.

4. Keturkampis ABCD jbréztas j apskritima, krastinés AB tesinys uz taSko B ir krastinés CD tesinys uZ tasko
C susikerta taske E. Zinoma, kad EC =6, CD =2, AC = 63, AB: BE =2 :1. Raskite ketur-
kampio ABCD perimetra.

5. Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima, jo jstrizainés susikerta taSke E, jstrizainé BD, kuriosilgis
lygus 25, yra kampo ABC pusiaukampiné, atkarpos CD ilgis lygus 15. Raskite j kokio ilgio atkarpas
taskas E dalija jstrizaing BD.

6. LygiaSonés trapecijos mazesnysis pagrindas lygusl, i trapecija jbréztas apskritimas, kurio spindulys lygus
1. Raskite trapecijos plota.

7. Apskritimo spindulys lygus 1, apie ji apibrézta lygiaSoné trapecija, kurios vienas pagrindas du kartus
ilgesnis uz kitg. Raskite trapecijos vidurinés linijos ilgj.

8. Trapecijos pagrindai lygts 2 ir 10, apie ja galima apibrézti apskritimg ir i ja galima jbrézti apskritima.
Nustatykite, ar apibrézto apskritimo centras yra trapecijos viduje, trapecijos pagrinde, ar trapecijos iSor¢je.

9. Penkiakampis ABCDE yra jbréztas j apskritima, jo krastinés AB ir BC yra lygios, tiesés AD ir EB susikerta
taske P, tiesés BD ir EC — taske Q. Raskite kampa EPQ, jei ZACE = 40°, 2£ADB = 54°.

10. Penkiakampis ABCDE yra jbréztas j apskritima, jo kraStinés AB ir AE yra lygios, kraStinés BC ir CD taip
pat lygios, kampas ABE lygus 45°, kampas EBD lygus 30°, 0 AB = /2. Raskite penkiakampio plota.

UZduoties sprendimus praSome iSsiysti iki 2019 m. spalio 25 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos ir informatikos metodikos katedra, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugardukog. 24, LT-03225 Vilnius. Miusy mokyklos interneto svetainés adresas:
http://uosis.mif.vu.lt/ljmm/
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6 tema. RODIKLINE FUNKCIJA IR JOS TATIKYMAS
(2018-2020)

Teoring medziagg parengé bei Sestaja uzduoti sudaré mokyt. ekspert¢ Maryté Skakauskiené
ir prof. Eugenijus Stankus

Funkcija, kurig galima isreiksti formule y=a*, xe(—o0;+), kal a>0, a=1, vadinamarodikline
funkcija.

Ji — viena i§ vadinamyjy greitai auganciy funkcijy. Tai iliustruoja ir 1 pav. pateiktas funkcijos
y=2* grafiko eskizas. Si rodiklinés funkcijos savybé leidzia ja taikyti modeliuojant kai kuriuos
greito augimo reiskinius, tokius kaip gripo ar kity uzkrec¢iamy ligy epidemijy plitima, radioaktyviy
medziagy skilimo procesus ir kt. Rodikliné funkcija naudojama ir finansy matematikoje,
pavyzdziui, iSreiSkiant ribing palitkany normg: pagal formule

P =By (e"~1) (D)
apskaiciuojamos indélininko metinés paliikanos; ¢ia B, yra pradinis indélininko kapitalas, p —
banko metiné paliikany norma, iSreikita §imtosiomis vieneto dalimis, e =~ 2,71828. Sig formule
galima apibiidinti kaip pacig teisingiausig indélininko pozitiriu paliikany apskai¢iavimo formule.
Pagal ja metinés paliikanos priskai¢iuojamos ne du, tris, keturis ir t.t. kartus per metus, bet
nenutritkstamai — kiekvienu laiko momentu — juk ir bankas indélininko kapitalu naudojasi
kiekvienu laiko momentul.

Gali kilti klausimas, kodél modeliuojant minétus reiskinius netaikoma tiesiné funkcija y=ax+b
—juk ji zymiai paprastesné. Atsakymas paprastas — remiantis $ia funkcija gaunami rezultatai tolimi
nuo realybés — tick prognozuojant gripo epidemijos plitima, tiek ir kitais minétais atvejais. Zinoma,
tiesiniai modeliai taip pat placiai taikomi, taciau kitokio pobiidzio reiSkiniams tirti, pavyzdziui, kai
norime apskaiciuoti kiino, judancio pastoviu grei¢iu, per tam tikra laiko intervalg nueitg kelia.

16+ 16

14 r14

12/ 2

10 D

iy i

b b

4 4

2] 2
_———Epﬂ_ﬂ_ﬂ R————_
3 2 A T 4 3 2 1 Vg

1 pav. 2 pav.

Grjzdami prie rodiklinés funkcijos, prisiminkime, kad:
« rodiklinés funkcijos reikSmiy sritis — teigiamy realiyjy skaiciy aibe;



« ka a>1, rodikliné funkcija yradidéjancioji (zr. 1 pav., a=2); ka 0<a<1, — mazéjancioji
(zr. 2 pav., a= %) realiyjy skaiiy ties¢je.

Vienos i§ populiaresniy mokyklinés matematikos temy yra rodiklinés lygtys bei rodiklinés
nelygybés.
Rodikline lygtimi vadinama lygtis, turinti pavidala

al® =39 a0 a=1, 2
arbalygtis, pertvarkoma j tokia.
IS rodiklinés funkcijos savybiy iSplaukia, kad
af® =a9% < f(x)=g(x) . (3)
Taigi pagrindinis raktas sprendziant rodiklines lygtis yra jy pertvarkymas j (2) pavidalo lygtj.
Panagrinésime kelis pavyzdzius.
1 pavyzdys. I§spreskime lygtj \/ (5+246) + \/ (5-26)* =10.
Sorendimas. Abi lygties puses pakéle kvadratu gauname ekvivalencig lygtj (nes abi lygties pusés
yra teigiami reiskiniai):
JB+26)% +/(5-26)" =10 < (5+ 216)* +2-/((5+ 2/6) - (5-26))* + (5— 2./6)* =100 =
(5+26)* + 2+ (5— 24/6)* =100.
Atkreipkime démesj, kad

x_ (5—216)" - (5+2V6)" 1
(5-26)" - 5+2d6)  (5+206)" “
Tuomet turésime:
X X X 1

(5+ 26)% + 2+ (5-24/6)* =100 < (5+ 2./6) +m=98

Pazyméje
t=(5+26)%, ®)

gauname lygtj:

1

t+-=
t

[raSg Sias reikSmes j (5) formule, turime (2) pavidalo lygtj
(5+246) = (5+ 21/6)? arba (5+ 21/6)* = (5— 2./6)2.

Pagal (3) 1§ pirmosios iSplaukia, kad x =2, o 1§ antrosios, turédami omenyje (4) lygybe, gauname

98 < 12~ 98t +1= 0=t , = 49+ /2400 = 49+ 20/6 = (5= 2/6)?.

Ats.: 2,-2.
1 7
. . . X X+— X+— Ox—1
2 pavyzdys. I$spreskime lygt] 9° -2 2=2 23",
Sorendimas.
1 7 7 1 1

92 2222 3l 3 @02 0" 2 331 =2 284 ) > 4.3 1202 2



L 2x-1

X —
Pastarosios lygties abi puses padalij¢ i$ reiSkinio 9-2 +2, gauname lygtj =1, kurig

1
X+
9.2 2
3

2X—3 X—7
pertvarkome taip: 3 =1<:>(gj ?_1. 15 ¢a x—g=0<:> XZ%

Ats.: E )
2

Rodikline nelygybe vadinama nelygybé, turinti viena i$ pavidaly
af® - ag(X), af® Sag(x), PULES ag(x)’ a’®>a9% as>0 a1, (6)
arbanelygybé, pertvarkoma j tokia.
IS rodiklinés funkcijos savybiy iSplaukia, kad
a'™ <a9® o f(x) < g(x),

a'® <a9® o f(x) < g(x),

(kai a>1) (7)
a'™® > a9 — f(x)> g(x),
a'®>2a% & f (%)= g(x);
a'™ <a%™ < f(x)> g(x),
() < 4909
a T =aT e 02000 14 0o acr) ()

a'™ a9 — f(x) < g(x),

a'®>a9% & f(x) < g(x).

3 pavyzdys. Tegu f(x)=~—4— i

X

Irodykime, kad su x e (—x0; +o0) galioja nelygybe f(x)<a.

1)*
( _2 X X X
Irodymas. 2—)(<ac>(%} —2<a-(%} +3a, nes (%) +3>0.

2

—| +3

2

X
Pertvarkome gautaja nelygybe taip: (%) ‘(1-a)<3a+2 .
Ka a=1, i nelygybé su visomis realiosiomis X reik§mémis galioja (0<5).

X
Ka a>1, pastaroji nelygybé ekvivalenti nelygybei (%) > 31a+ 2

, kuri telsinga su visomis

3a+2

realiosiomis X reikSmémis, nes <0.

Taigi su xe(—0; +) nelygybé f(x)<a galioja

4 pavyzdys. Banko metiné paltikany norma yra 2,5%. Apskaiciuokime kiek per metus priaugs
2500 eury indélis, padétas i banko saskaita, skaiciuojant pagal ribiniy palikany formulg.
Srendimas. Taikysime (1) formule su p=0,025ir B, = 2500. Gausime



P’ =B, - (e —1) =~ 2500- (2,71828”%% —1) ~ 2500-0,02532 = 63,30..
Ats. 63,30 eury.

SESTOJI UZDUOTIS

1. Raskite funkcijos f(x)= \/[GJ _1J.~/1—x apibrézimo sritj.

2. Nustatykite funkcijos f (x) = 2*Sn%305X reikimiy sritj.
. x2-2x
3. Kokia yra didziausia funkcijos f(x) = (Sinzj reik§me?

3/12x 3

-

21_X—2X+1<
2X-1

X

4. Isspreskite lygti o

5. I8spreskite nelygybe 0.

6. ISspreskite nelygybe <4.

4% _ 3%

7. Turime tirpalg, kuriame nuosédos sudaro 20% viso kiekio. Kiekvienas filtras sugeria 80%
nuosédy. Kiek maziausiai reikia filtry, kad perfiltravus tirpala gautume tirpalg, turintj ne daugiau
kaip 0,01% nuosédy. (Zinoma, kad 1g2~0,30).

8. Mieste 131071 gyventojas. Vienas gyventojas 9 val. ryto pasaké naujieng dviem savo
pazjstamiems. Po pusvalandzio Sie du gyventojai perdavé Sig naujieng kiekvienas kitiems dviem
savo pazjstamiems, dar nezinojusiems jos. Pastarieji keturi vél po pusvalandzio perpasakojo
naujieng kiekvienas dviem savo pazjstamiems ir t. t. Tokiu budu kas pusvalandj naujieng
suzinodavo vis kiti neZinojusieji naujienos miesto gyventojai. Kelinta valanda naujieng suzinojo
visi miesto gyventojai?

9. Radioaktyvioji anglis kartais naudojama organiniy liekany (tokiy kaip kaulai, medzio anglis,
séklos) amziui nustatyti. Si radioaktyvioji anglis skyla pagal désnj y(t)=y,-2*'; &ia y(t) — anglies
kiekis lailko momentu t (metai), y,— radioaktyviosios anglies kiekis pradiniu latko momentu.

1) Radioaktyviosios anglies skilimo pusamzis (laikas, per kurj suskyla pusé pradinio
radioaktyviosios anglies kiekio y,) yra 5700 mety. Apskaiciuokite konstantos k reikSme.

2) Kiek procenty radioaktyviosios anglies liks medZzio anglyje po 1500 mety?

10. ] banko, kurio metiné palikany norma 1,3%, saskaitag padétas 3000 eury indélis.
Apskaiciuokite kokia pinigy suma bus sgskaitoje po dvejy mety, kai paltikanos prie indélio
priskaic¢iuojamos nenutriikstamai.

UZduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2019 m. gruodzio 10 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas:
www.mif.vu.lt/ljmm/
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7 tema. PROGRESIJOS
(2018-2020)

Teorine medZiaga parengé bei 7-3ja uZduotj sudaré dr. Antanas Apynis ir
Palaimintojo Teofiliaus Matulionio gimnazijos matematikos mokytoja eksperté Regina Rudaleviciené

1. Aritmetiné progresija

Skaic¢iy seka (a,), kurios kiekvienas narys, pradedant antru, yra lygus prie§ ji einan¢iam nariui,
sudétam su tuo paciu skai¢iumi (zymima d), vadinama aritmetine progresija. Skai¢ius d vadinamas
aritmetinés progresijos skirtumu.

Aritmetinés progresijos (a,) pirmyjy n nariy suma a, + a, + -+ a, Zymima S,,.

Sprendziant uzdavinius su aritmetine progresija (a,) dazniausiai naudojamos $ios formulés:

a,=a;,+(n—1d,n=1,2,..;

An-1+an41 .
ay =220 g = 2,3,
a;+an n = 2a;+d(n-1)

S =
n 2 2

Aritmetiné progresija (a,) yra didéjanti seka, jei d > 0; ji yra maZ¢&janti seka, jei d < 0. Jei d = 0,
tai aritmetiné progresijayra pastovi seka.

ISnagrinékime kelis uzdavinius.

1 pavyzdys. Skai¢iy sekos (a,) pirmyjy n nariy suma skai¢iuojama pagal formule S,, = 2n? + 3n.
Irodykime, kad $i seka yra aritmetiné progresija.

[rodymas. Raskime sekos n-tgjj narj a,,:

an =Sp—Sp-1=@2n?+3n) — (2(n—-1)?+3(n—-1)) = 2n*+3n) - (2n> —n—1) =4n+ 1.

Patikrinkime, ar bet kuriy dviejy gretimy sekos nariy skirtumas yra tas pats skaicius:

a,—ap1=0UlUn+1)—-(“4n-1)+1)=0Uln+1)— (4n—-3) =4.
Matome, kad a,, = a,—, + 4, ka n = 2, 3, .... Vadinasi, seka (a,,) yra aritmetiné progresija.

2 pavyzdys. Aritmetiné progresija turi 12 nariy, kuriy suma lygi 354. Progresijos nariy su lyginiais
numeriais sumos ir nariy su nelyginiais numeriais sumos santykis yra 32: 27. Raskime progresijos skirtuma d.

Sorendimas. Pagal salyga,

(a,) — aritmetiné progresija,

Slz = 354,

a2+a4+a5+a8+a10+a12 _ 32

a1+a3+a5+a7+a9+a11 27.
Sumg S,,, progresijos narius a,, as, .., @, iSreik§kime pirmuoju nariu a, ir skirtumu d ir

iSspreskime lygcCiy sistemag



( 2a4 +11d

T-12=354,
{(al +d)+ (a; +3d) + (a; +5d) + (a; + 7d) + (a; + 9d) + (a, + 11d) 32
a; + (a; + 2d) + (a; + 4d) + (a, + 6d) + (a; + 8d) + (a; + 10d) 27 °

Atlike veiksmus, gausime lygciy sistema

2a; + 11d =59,
{ a1+6d _ 2
a,+5d 27’
0 i$ jos — aritmetinés progresijos skirtumg d = 5.

Ats.: 5.

3 pavyzdys. Irodykime, kad jei skai¢iai a4, a,, as, ..., a, (a; # 0,i = 1, 2, 3, ..., n) sudaro aritmeting

1 1 1 1 -1
progresija, tai + + + -+ == (1)

a;-az az-as az-as An-1'an a;-an

Irodymas. Tegu d (d # 0) yra aritmetinés progresijos a4, a,, as, ..., @, Skirtumas. Tada

1 1 (1 1) _ 1(1 1)
ai-ap - a,—aq \aq a o d aq a !

1 _ 1 (1 1) _ 1(1 1)
ar-ag B az—ap; \ap asz d a, as !

A1Az Az Q3 A3° 04 An-1"0n
1/1 1 1/1 1 1/1 1 1 1 1
D)D) G- D) G- -
d \aq a, d \a, as d \aj Qg d \an—q an

1( 1 1 1 1 1 1 1 1
(DD D D)
d\\a; a; a as az Q4 Apn-1  Aan

_ 1 ( 1 1) _ap—a; _ (ag+d(n-1))-a; _ n-1

ai an

d daian daian a,a,

Taigi (1) lygybé tikrai galioja, jei d # O ir tarp progresijos a4, a,, as, ..., @, nariy néra lygiy nuliui
skaiCiy. Beje, §i lygybé galioja ir krastutiniu atveju, kai d = 0 (tadaji yraakivaizdi).

4 pavyzdys. Tarp miesteliy A ir B yra 26 km. I$ miestelio A i$vaziavo dviratininkas, kurio greitis

pirmg valanda buvo 25 kTm, o kiekvieng kitg valanda po 3 kTm didesnis. Tuo paciu laiku ta pacia kryptimi i$



: : . o : e k o .
miestelio B 1§vaZiavo antras dviratininkas, kurio greitis pirmg valandg buvo 20 Tm, o kiekvieng kitg valanda

po 2 kTm didesnis. Po keliy valandy pirmas dviratininkas pasivys antrg?

Sorendimas. Pazymékime n laika (val.), per kurj pirmas dviratininkas pasivys antrg dviratininka, a,, ir
b,, — @titinkamai pirmo ir antro dviratininko per n-taja kelionés valandg nuvaziuotg atstumg (km),n = 1,2, ...

Aisku, kad skaiciy seka (a,) yra aritmetiné progresija, kurios pirmas narys 25, o skirtumas lygus 3.
Skai¢iy seka (b,,) taip pat yra aritmetiné progresija, jos pirmas narys 20, o skirtumas lygus 2.

Talkydami aritmetinés progresijos pirmyjy n nariy sumos formule rasime pirmo ir antro dviratininko

nuvaziuotg atstuma per n valandy.

2:25+(n-1)-3 n = 47n+3n?
. =

Per n valandy pirmas dviratininkas nuvaZiavo kilometry, o antras —

22002 ) = 190 + n? kilometry.

Remdamiesi uzdavinio salyga, sudarome lygtj

47n+43n?
2

=26 + (19n + n?).
Ji ekvivalenti kvadratinei lyg¢iai n? + 9n — 52 = 0 ir turi du sprendinius — skai¢ius —13 ir 4. Pagal salyga
n=1,2,..,aisku, kad tinkatik n = 4.

Taigi pirmas dviratininkas pasivys antra po 4 valandy.

Ats.: po4val.

2. Geometriné progresija

Skaiciy seka (b,,), kurios pirmas narys b; nelygus nuliui, o kiekvienas narys b,,, pradedant antru, yra
lygus pries jj esan¢iam nariui, padaugintam i§ to paties nelygaus nuliui skai¢iaus g, vadinama geometrine
progresija. Skaicius g vadinamas geometrinés progresijos vardikliu.

Geometrinés progresijos (b,,) pirmyjy N nariy suma b; + b, + -+ + b, zymima S,,.

Geometrinei progresijai (b,,) yra teisingos formulés:

b, =biq"t,n=1,2,..;
b2 =by_q by, n=2,3,..;

S = bnq—by _ bi(q™-1)
n q-1 qg-1

Geometriné progresija (b,,) yra didéjanti seka, jei ¢ > 1; ji yra mazéjanti seka, jei 0 < g < 1. Jei
q = 1, tai geometriné progresija yra pastovi seka.
Begalinés geometrinés progresijos (b,,), kurios vardiklis q tenkina sglyga |q| < 1, suma Sgalima
by

apskaiciuoti pagal formule S = -

5 pavyzdys. Jrodykime, kad skaiciy seka (b,,), j&l b, = 2 - 3™, yrageometriné progresija.

Jrodymas. Apskai¢iuokime sekos (b,,) bet kuriy dviejy gretimy nariy santykj

bn .
bpq’



b, _ 23"
bn_1 2:3n-1

=31 = 3,

Kadangi santykis yra pastovus (jis lygus 3), tai seka (b,,) yra geometriné progresija, kurios pirmas
narys b, yra6, o vardiklis g lygus 3.

6 pavyzdys. Irodykime, kad jei teigiami realieji skaiciai a, b ir ¢ sudaro geometring progresija, tai
galioja lygybeé

a3+b3+c3 _ 21.2 .2
a3+b3+c3 ¢ b%c”. 2
Jrodymas. Tegu q (q # 1) yra geometrinés progresijos vardiklis. Tada b = aq, ¢ = aq?, todél

ad+b3+ct=a+a3q®+a3q® =a*(1 + 3+ q°),

61,3
-3 -3 -3 _ i 1 1 qg°+q°+1
a”+b+c = a3 + a3q3 ' a3qs  a3q¢ '
a3+b3+c3 _ a®(1+q3+q°) — 4646
a-3+b-3+c-3 q%+q3+1 q-
a34%
Kadangi

a®q® = a?- (a?q?) - (a%q*) = a® - (aq)? - (aq?)? = a*b*c?,tai darome isvada, jog (2) lygybé

tikrai galioja, jei ¢ # 1. Atvgju g = 1 Sios lygybés galiojimas akivaizdus.

7 pavyzdys. Begalinés mazéjanéios geometrinés progresijos suma lygi 12, o jos nariy kvadraty suma
lygi 48. Raskime pirmy deSimties §ios progresijos nariy suma.

Sorendimas. Tegu by, by, bs, ... yra begaliné mazéjanti geometriné progresija, kurios suma lygi 12.
Aisku, kad jos vardiklis g turi bati intervalui (0; 1) priklausantis skai¢ius, o pirmas narys b,— teigiamas
skaiCius.

Remdamiesi begalinés mazéjancios geometrinés progresijos sumos formule, gauname, kad

b1 _
=12, 3)

Nesunku suprasti, kad begaliné seka b?, b2, b3, ... taip pat yra begaliné mazéjanti geometriné
progresija, kurios pirmas narys yra b?, o vardiklis g2.
Pagal salyga,

bi

1—q?

= 48. (4)

ISspreskime (3) ir (4) lyg€iy sistema

b _ 12,
1-q

bt _
vk 48.

I$ pirmos lygties i$plaukia, kad b; = 12(1 — q). Tada i$ antros lygties gauname:

(12(1—q))2 _
—1_q2 = 48,
144(1-q)*

1-@a+q)



3(1-q) _
1+q

3(1—q) =1+aq.

O pastaroji lygtis turi vienintelj sprendinj q = % Todél gauname vienintele pirmo nario b; reikSme¢ by = 6 ir

ieSkoma suma S :

2
0= 14 11 256
2
Ats.; 3222
256

3. UZdaviniai, sprendZiami taikant aritmetinés ir geometrinés progresijos formules

Yra daug uzdaviniy, kuriuos sprendziant prireikia ir aritmetinés, ir geometrinés progresijos formuliy.
ISnagrin¢kime kelis pavyzdZzius.

8 pavyzdys. Trys skaiciai, kuriy suma 60, sudaro aritmeting progresija. Pridéjus prie pirmo jy 2,2,
prie antro 4, o prie tre¢io 7, gaunami skaiciai, sudarantys didéjancig geometring progresija. Raskime tuostris
pradinius skaicius.

Sorendimas. Tegu a4, a, it a; yra ieSkomi trys skaiciai, kuriy seka a4, a,, a; yra aritmetiné progresija.
Sios progresijos skirtuma pazymékime d. Pagal salyga,

a, +a, + az = 60.
IS ¢ia (kadangi a, = a; + d, as = a; + 2d) gauname, jog
3a; + 3d = 60.
Vadinasi, a; + d = 20. O tai reiSkia, kad a, = 20,a; =20 —-d iras = 20 + d.
Pagal kitg salygos dalj skaic¢iai
(20-d)+22=222—-d, 20+4=24 ir (20+d)+7=27+d sudaro didéjancia
geometring progresija 22,2 — d, 24, 27 + d.

Pagal geometrinés progresijos apibrézima,
24 27+d
222-d 24

(22,2 —d)(27 + d) = 576,
—d? — 4,8d + 599,4 = 576,
d? +4,8d — 23,4 =0.

. I8 ¢ia:

Gautos kvadratinés lygties sprendiniai yra —7,8 ir 3.

Kadangi geometriné progresija 22,2 — d, 24, 27 + d turi buti didéjanti, tai tinka tik d = 3. Vadinas,
a, =17,a, = 20, a3 = 23.
Ats.: 17, 20 ir 23.



9 pavyzdys. Raskime 4 skaiciy seka, kurios trys pirmieji nariai sudaro geometring progresija, o trys
paskutiniai — aritmeting progresija; be to, krastiniy sekos nariy suma lygi 14, o viduriniy nariy suma lygi 12.

Sorendimas. Tegu x4, x5, x3, X, yra ieSkoma 4 skaiCiy seka. Pagal salyga, seka xq, x5, x3 yra
geometriné progresija, seka x,, x3, x4 yraaritmetiné progresija, x; + x, = 14 ir x, + x3 = 12,

Remdamiesi geometrinés progresijos apibrézimu, gauname lygybe
X2 _ ﬁ

X1 x2'

o remdamiesi aritmetinés progresijos apibrézimu — lygybe
X3 — Xy = X4 — X3.
Skaiciams xq, x,, x5 ir x, rasti i§spreskime lygcCiy sistema

Xz _x3
X1 X2’
X3—=X2=X4—X3,
X1+x4=14, (5)
X2+x3=12.

IS pradZiy spreskime antros, trecios ir ketvirtos lygciy sistema
X3 = X2 = X4 — X3,
{ X1 + x4 = 14,
Xy + X3 = 12,

siekdami nezinomuosius X4, X,, x3 iSreiksti dydziu x,. Spreskime taip:

2X3 — Xy = Xy, 2x5 — (12 — x3) = Xy, 3x3 =12 + x4,
X1 =14 —x4, = X1 =14 — xy, = {x;=14—-x,, =
x2=12_x3 x2=12—x3 x2=12_x3
X3 = 4‘ +§x4, xl =14 _1x4-!
x; = 14 — x,, = (X =8—12x, 6)
1 1
x2=12—(4+§x4) x3=4+§x4.

Sias i§raiskas jrasykime j (5) sistemos pirma lygtj ir gausime:
1 \? 1
(8-3x) =(14—x)(4+3x,),
16 1 2 1
64 —?X4 +§.X£ =56 +EX4_ —EXE,
“x} —6x, +8=0,
2x2 —27x, + 36 = 0.

Pastaroji kvadratiné lygtis turi du sprendinius: % ir 12.

. 3 . 25 15 9 . . .
Je|x4=5,talx1=?,x2=7,X3=E;je|x4=12,talx1=2,x2=4-,x3=8.

Taigi yra dvi 4 skaiciy sekos, kurios tenkina visas uZzdavinio salygas: %, 175, g, % ir2, 4,8, 12.
Ats: 2,23 548 12,
2'2'2'2

10 pavyzdys. Raskime tokius 4 skaiCius, sudaranCius geometring progresija, kad pridéjus prie jy

atitinkamai 1, 1, 4 ir 13 buty gaunami 4 skaiciai, sudarantys aritmeting progresija.



Sorendimas. Tegu a, b, cir d yra ieSkomi 4 skai¢iai, 0 q yra geometrinés progresijos vardiklis. Tada
b=aq,c=aq?ird = aq3.
Pagal salyga, skaiciy seka
a+1,aq+1,aq*+4,aq®+ 13
yra aritmetiné progresija. Vadinasi, turi biti
(ag+1)—(a+1)=(ag?+4)—(aqg + 1) ir (aqg? + 4) — (aqg + 1) = (aq® + 13) — (aq? + 4).
Atlike veiksmus, gauname dviejy lygciy sistema

{an—Zaq+a+3=O,
aq® —2aq* +aq + 6 = 0.

Jg spreskime taip:

{a(q2—2q+1)+3=0, . {a(q—1)2+3=0, s {a(q—1)2=—3,
aq(g?—2q+1)+6=0 ag(q—1?+6=0 qg-(-3)+6=0

Vadinas,a = —-3,b = —6,c = —12,d = —24.
Ats.: -3, —6, —12, —24.

= g=2ira=-3.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Aritmetinés progresijos pirmyjy N nariy suma apskai¢iuojama pagal formule S,, = 2n? — 27n.
Raskite maziausigjj n, kuriam esant, a,, > 0.

2. Aritmetinés progresijos a4, a,, as, ... pirmyjy 7 nariy suma lygi 2555. Raskite geometrinés progresijos
bl’ bz, b3, ketVirtq l’lari b4, Je' bl =a = 1 II’ b7 = ay.

3. Duvi aritmetinés progresijos 17, 21, ... ir 16, 21, ... turi vienody nariy. Raskite pirmy 100 skai¢iy, kurie
yra abiejy progresijy nariai, suma.

4. Skai¢iai a, b, ¢, d sudaro geometring progresija. Raskite (a —c)?+ (b—c)?*+ (b—d)? —
—(a —d)>.

5. Trys skai€iai sudaro geometring progresijg. I tre¢io nario atémus 64, gaunama aritmetiné progresija.
Po to i§ antro nario atémus 8, gaunama nauja geometriné progresija. Kokie yra tie trys skaiciai?

6. Uzdaviniai buvo sprendziami vienas po kito. Kiekvienam uzdaviniui, pradedant antruoju, iSspresti
prireikdavo po tiek pat karty maziau laiko negu pries tai sprgstam. Kiek uzdaviniy buvo i$spresta, jei
visy uzdaviniy, i§skyrus pirmaji, sprendimas uztruko 63,5 minutés; visy uzdaviniy, i§skyrus paskutinj,
sprendimas — 127 minutes, o visy uzdaviniy, iSskyrus pirmuosius du, sprendimas uztruko 31,5
minutés?

7. | apskritimg, kurio spindulys R, jbréztas taisyklingas trikampis; j trikampj jbréztas apskritimas; |
apskritima vél jbréztas taisyklingasis trikampis ir t. t. Raskite apskritimy ilgiy sumg ir skrituliy ploty
sumag.

8. Geometrinés progresijos by, by, bs, ... pirmas naryslygus 1. Kuriai sios progresijos vardiklio reikSmei
esant reiskinio 4b, + 5b; reikSmé yra maziausia?

9. Aritmetinés progresijos skirtumas nelygus nuliui. Seka, kurig sudaro Sios progresijos pirmo ir antro,
antro ir tre€io bei trecio ir pirmo nario sandauga, yra geometriné progresija. Raskite jos vardikl;.

10. Raskite trizenkl; skaiciy, jei jo skaitmenys sudaro geometring progresija, o trizenklio skaiciaus, 400
vienety mazesnio uz ieSkomg skaiciy, skaitmenys sudaro aritmeting progresija.
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Ivykiai

Jeigu neturime tvarkara3cio, nezinome, kada atvaziuos autobusas. Tadiau
tvarkarast] galime gauti! Tada galime pasakyti, ar, pavyzdziui, reiks au-
tobuso laukti daugiau kaip deSimt minuciy, ar ne. Tikimybiy teorijos Cia
nereikia, reikia tvarkarascio!

Tikimybiy teorija yra apie tokius jvykius, kuriems jokiy tvarkarasciy
tiesiog néra. PavyzdZziui, jeigu mesime i§ gana didelio auks¢io losimo kauliuka,
negalésime iS anksto pasakyti, ar atvirs sienelé su SeSiomis akutémis.

Vis délto, daznai galime iSvardyti paprasciausias tokio nenuspéjamo ban-
dymo baigtis. Pavyzdziui, metus kauliuks, galima teigti, kad atvirs viena,
dvi, ..., SeSios akutés, arba kauliukas pasimes, ir negalésime nustatyti, kiek
akuciy atvirto. Taciau jeigu pastaroji baigtis nejmanoma, galimos tik SeSios
baigtys wi,ws,...,ws, ¢ia w; reigkia, kad atvirto sienelé su ¢ aku¢iy. Taigi
su kauliuko metimu susiejame tokia baig¢iy aibe:

Q= {W1,WQ,W3,W4,W5,W6}.

DaZniausial mums rupi sudétingesni su bandymu siejami jvykiai. Pavyzdziui,
mums gali rupéti jvykis A = {atvirtusiy akuciy skai¢ius yra pirminis}. Ga-
lime jsivaizduoti, kad jis sudétas i§ Siam jvykiui palankiy baigéiy, t.y., A =
{wa, w3, ws}.

Tokio poziurio laikomasi visada: apibréZziamos su bandymu siejamos
baigtys, sudaroma baigciy aibé

O ={w,wa,...,wn},

o kiti jvykiai vaizduojami aibés Q poaibiais. Zinoma, yra daug bandymy,
kurie turi be galo daug baig¢iy, taciau palikime juos vélesniam laikui (kai
studijuosite kokiame nors universitete).

Tuscia aibé irgi vaizduoja jvyki, tik jis niekada nejvyksta. Zymésime jj
(). Savo ruoztu, € irgi jvykis, kuris visada jvyksta. Tai butinasis jvykis.

I8 jvykiui A nepalankiy baig¢iy galime sudaryti nauja
ivykj, kurj Zymésime A ir vadinsime priegingu jvykiui A.
Akivaizdu, kad jvykiai A, A negali kartu jvykti.

Toks poziuris pavercia su bandymu siejamus jvykius
poaibiais, o rySius tarp poaibiy galima vaizduoti dia-
gramomis.

Jei Ay, A yra su tuo paciu bandymu siejami jvykiai
(baigfiy aibés poaibiai), galime nagrinéti jy sajunga
A1 U As ir sankirtg A; N As.

A N A,

AL UA,




Ivykj A1UA2 sudaro baigtys, palankios A; arba As arba abiems jvykiams;
7odziais galima nusakyti A1 U Ao taip: tai jvykis, kuris jvyksta tada ir tik
tada, kai jvyksta bent vienas i§ jvykiy Aq, As.

Suprantama, kad galime nagrinéti ir didesnio skai¢iaus jvykiy sajunga:
A1 U Ay U--- U A, reigkia jvykj, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta
bent vienas i§ jvykiy Ay, ..., A,.

Poaibiy sankirta Ay N As irgi yra jvykis, kurj sudaro baigtys, palankios
abiems jvykiams. Jis jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta abu jvykiai. Jeigu
A1 N Ay = 0, t.y., abu jvykiai kartu jvykti negali, pavadinsime juos nesu-
taikomais. Zinoma, galime nagrinéti ir didesnio skai¢iaus jvykiy sankirtas
A1NAyN---NAp,. Sis jvykis jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta visi jvykiai
Ai, .o A

Ivykiy tikimybés

Geometrijoje apibrézus figuras: trikampius, keturkampius, daugiakampius,
galvojama, kaip juos palyginti pagal diduma. Apibrézus bandymo baigéiy
aibe

0= {wl,wg,...,wn}
irgi reikia nuspresti, kaip jvertinti baig¢iy tikétinumg. Ta daZznai galime
padaryti iSnagrinéjus bandymo aplinkybes. Pavyzdziui, jeigu néra jokio
pagrindo manyti, kad yra isskirtiniy baigéiy, t.y., linkusiy dazniau uz ki-
tas pasirodyti atliekant daug vienody nepriklausomy bandymy, nusprendzi-
ame, kad visos baigtys vienodai galimos ir priskiriame joms vienodus skaicius
(tikimybes):
Plwr) = Plun) = -+ = Plun) = -

Tada kity jvykiy tikimybes apibréZiame palankiy jiems baigciy tikimybiy
suma, pavyzdziui,

PH@M@%D:P@Q+P@@+PWQ:2.

Jeigu susitarsime baigtinés aibés B elementy skai¢iy Zymeéti | B|, tai jvykio
A C Q tikimybe galésime apibrézti taip:

Al
P(A) = —.

1]
Tai klasikinis tikimybés apibrézimas. Nesunku jsitikinti, kad bet kokiam
ivykiui A teisinga lygybe

P(A)+P(A) =1, arba P(A)=1-P(A).

Dazniausia klaida sprendziant tikimybiy teorijos uzdavinius — klasikinio
tikimybés apibrézimo taikymas, kai baigtys néra vienodai galimos. Tad
apibréze baigtis gerai pagalvokite, ar jos tikrai pasirodymo poziuriu lygiavertés.



Taikant klasikinj tikimybés apibrézima, tenka skaic¢iuoti baig¢iy skaicius.
Dazniausiai tam pakanka daugybos taisyklés:

jeigu elementy pora sudaroma renkant pirmags 1S baigtinés aibés
A1, o antrgjy is baigtinés aibés Aa, tai galima sudaryti

|A1| - |A2]
skirtingy pory.

Aigku, kad taisykle galima apibendrinti: jeigu elementy eile sudarome rinkdami
po viena elementa i§ aibiy Ay, Ag, ..., Ay, tai galima sudaryti

[Ax] - [Ag] - - [ A

skirtingy eiliy. Aibés A; nebutinai skirtingos, galime jsivaizduoti, kad keletas
ju (ar visos) yra tos pacios aibés  kopijos“.

1 pavyzdys. Urnoje yra 2n rutuliy, suZyméty skaiciais 1,2,...,2n,
n > 3. IS urnos vienas po kito traukiami trys rutuliai, po kiekvieno traukimo
sugrazinant rutulj atgal j urna. Kokia tikimybe, kad bent kartg istrauksime
rutulj, pazymétg lyginiu skai¢iumi?

Sprendimas. Baigtimi tinka pavadinti iStrauktyjy rutuliy skaiciy eile
s15283. Skaiciai gali kartotis, taigi §i eilé — gretinys su pasikartojimais. Nau-
dodamiesi daugybos taisykle rasime

2 = (2n) - (2n) - (2n) = (2n)".

Ivykiui A = {bent vienas skai¢ius lyginis} palankiy baigéiy yra daug ir

jvairiy. O prieSingajam jvykiui A palankios tik tos baigtys, kurios vaiz-
duojamos nelyginiy skai¢iy sekomis, taigi

[Al=n-n-n=n3 P(A)=1-PA)=1-

2n)3 28§

2 pavyzdys. IS tos pacios urnos kaip ankstesniajame pavyzdyje trau-
kiami trys rutuliai, taciau be graZinimo. Kokia tikimybeé, kad bent kartg
iStrauksime rutulj, pazyméta lyginiu skaic¢iumi?

Sprendimas. Salygoje nepasakyta, ar rutuliai traukiami vienas po kito
ir rikiuojami j eile, ar iStraukiami visi i§ karto. Tarkime, jie rikiuojami.
Tada bandymo baigtis bus skirtingy skaiciy eilé s1s253. Tai gretinys be
pasikartojimy. Naudodamiesi daugybos taisykle vél galime skaic¢iuoti, kiek
yra budy iStraukti pirmajj, antrajj, tre¢iajj rutulius. Gausime:

Q= (2n)-(2n—1)-(2n —2).
Savo ruoztu priesingajam jvykiui A palankiy jvykiy skai¢ius yra

[Al=n-(n—1)-(n-2),



taigi
(n—1)-(n—2 1 n-2
pA)=1- =D =2 _, 1 n=2
(2n)-(2n—1)-(2n —2) 4 2n—1
Beje, kiek patyrinéje reiskinj galite jsitikinti, kad P(A) > 7/8.
O kokj atsakyma gautume tare, kad visi trys rutuliai traukiami i§ karto?
Tuomet baigtimi reikty laikyti trijy skai¢iy aibe {si,s2,ss}, t.y., derinj i8
trijy elementy. Tada

(2n)-(2n—1)-(2n —2)

n-(n—1)-(n—2)

|Q’ - C%n = 31 ’ |Z| = Cg = 31 >
ir gautume ta pacia tikimybés reiksme
_ cs 1 n-—2
PA)=1-PA)=1—-—2=1—-"- .
(4) (4) cs. 4 2n—1

Deriniy skaiciy teks skai¢iuoti sprendziant Sios uzduoties uzdavinius. Taigi
prisiminkite:
Cm:n-(n—l)--‘(n—m—i—l): n!

" m! m!(n —m)!

Ivykiy sajungos tikimybé
Tarkime, A1, Ao yra du su tuo paciu bandymu susije atsitiktiniai jvykiai.
Pavaizduokime juos diagrama. Norédami surasti jvykiy sajungos A; U As
tikimyhés israiska, galvokime apie jvykius kaip plokStumos figuras, o apie
tikimybes kaip apie ju plotus.
Tuomet i§ karto galésime uzra8yti

P(Al U Ag) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N Ag)

‘ O kaip iSreiksti trijy jvykiy Aj, As, As sajungos
. tikimybe P(A; U Ay U A3)? Ir vél pasitelkime dia-

grama. Jeigu sudésime jvykiy tikimybes, gausime

per daug:
S; = P(A1)+P(A2)+P(As), S1 > P(A1UAUA3),

nes sankirty A;NA; tikimybés prisideda du kartus. Sudékime Sias tikimybes:
Sy = P(A1 mA2)+P(A1 ﬂAg) +P(A2ﬂA3)

Dabar gausime
S1— Sy < P(A1 U Ay U A3),

nes skirtume S7 — So sankirtos A; N Ao N Az tikimybé i§ viso nejskaic¢iuota.
Taigi, reikia ja pridéti:
P(A1 UAQUA;),) =57 — Sy + 55.



O dabar bendra formulé jvykiy Ay, Ao, ..., A, sajungos tikimybei reiksti:
P(AJUAyU---UA,) =8 — S+ 83—+ (=1)""185,,

¢ia Sp yra visy tikimybiy P(A4;) suma (i$ viso n démeny), Se — visy tikimybiy
P(A; N A;j) suma (i§ viso C2 démeny), S,, — visy sankirty po m jvykiy
tikimybiy suma (i viso C)* démeny), 1 < m < n.

3 pavyzdys. Urnoje yra n kamuoliuky, suZyméty skaiciais nuo 1 iki n.
Pries losimg Zaidéjas uzpildo 3 x 3 gardelés kvadratélius jraSydamas ] juos
skirtingus aibés {1,2,...,n} skai¢ius. I$ urnos vienas po kito atsitiktinai
traukiami kamuoliukai ir skelbiami ant jy uzrasSyti skaiciai. Jeigu kamuoliuko
skai¢ius yra jrasytas gardelés langelyje, Zaidéjas jj uzbraukia. Jeigu paskelbus
Sesis skaicius zaidéjo gardeléje bus uzbraukta kuri nors eiluté, Zaidéjas laimi
priza. Kokia tikimybé laiméti?

Sprendimas. Pazymékime A jvykj, kad Zaidéjas laimés, Aq, As, A3 —
ivykius, kad bus uzbrauktos atitinkamai pirmoji, antroji ir trecioji eilutés.
Tada jvykis A yra jvykiy A; sgjunga, taigi A tikimybei skai¢iuoti galime
naudoti sgjungos tikimybés formule. Pastebékime, kad trys jvykiai A; negali
kartu jvykti, taigi

P(A) = P(A1UA2UA3)251—52,
S; = P(A1)+---+ P(4g),
Sy = P(A1ﬂA2)+P(A1ﬁA3)+P(A2ﬂA3).

Bandymas prasideda, kai zaidéjas uzpildo lentele skaiCiais. Pazymékime
pirmosios eiluteés skaiius a11, a1, a3, antrosios ir tre¢iosios atitinkamai asq,
a22,023 ir as1, asz, ass. Kadangi laimeéjimo tikimybé nepriklauso nuo skaiciy
paskelbimo tvarkos, galime manyti, kad visi Sedi skaiciai paskelbiami i karto.
Tada bandymo baigtis yra Sesiy skaiciy i§ aibés {1,2,...,n} derinys. Taigi
i§ viso yra C9 skirtingy baig¢iy. Kad jvykty jvykis A; turi buti butinai
paskelbti skaiciai a1, a12,a13 ir dar trys papildomai. Siam ivykiui A; yra
0273 palankiy baigéiy,

P(A)) = 0253.
Aigku, kad kity jvykiy tikimybés yra tos pacios, taigi
. Cis
S1=3- e

Kad jvykty jvykis A1NAs turi buti paskelbti skai¢iai aq1, a12, a13, as1, ass, ass.
Taigi Siam jvykiui téra viena palanki baigtis. Kitoms sankirtoms — taip pat.

Todél 1
2 Cg?



ir
C3 ,—1
P(A)=3- ce

Salyginé tikimybé

Urna su rutuliais yra puikus jrankis studijuojant tikimybiy teorija. Pa-
sitelkime ja dar karta. Tarkime, urnoje yra du balti ir trys juodi rutu-
liai. Ketiname traukti du rutulius. Pazymékime A; jvykj, kad pirmas
rutulys bus baltas, As — kad bus baltas antrasis. Nors i§ karto aisku,
kad P(A;1) = 2/5, panagrinékime, kaip §is atsakymas gaunamas ,teoriskai“.
Kadangi bandyma sudaro du atsitiktiniy rutuliy traukimai, tai tare, kad
balti rutuliai pazymeéti skaiciais 1,2, o juodieji — skaiciais 3,4,5 bandymo
baigtj galime vaizduoti skirtingy skai¢iy pora (ni,ng). Tokiy pory yra 5 - 4.
Ivykiui A; palankios tos poros, kuriose n; = 1 arba ny = 2. Tokiy pory yra
24, taigi P(A1) =2-4/(5-4) = 2/5. Panasiai skai¢iuodami gautume, kad
P(Ay) =2/5.

O dabar tarkime, kad bandymas prasidéjo, ir suZzinota, kad jvykis A
jivyko. Tada i§ naujo galime suskaiGiuoti jvykio tikimybe, ji lygi 1/4. Kad
atskirtume $ig tikimybe, kurig suradome suZinoje, kad jvykis Ay jvyko,
vadinsime jg salygine A, tikimybe su salyga A ir Zymésime P(Az|A;). Taigi

2 1
P(As) = =, P(AsAr) = 7.
5 4
,Teoriskai“ skai¢iuodami tikimybe P(A3|A1) Zinojome, kad galimos tik tos
baigtys, kurios palankios A, o As palankios tik tos baigtys, kurios sudaro
A1 N As. Taigi

AN As|  [AiNAl/|Q]  P(ALN Ap)
(Aald) =] A/ P(A,)

Sitaip salygine tikimybé apibréziama ir bendruoju atveju.

Tequ A1, As yra du su tuo paciu bandymu susieti atsitiktinias
svykiai, P(A1) > 0. Jvykio As sglygine tikimybe su sqlyga, kad
wyko A1, vadinsime skaiciy

P(A; N A
P(As)Ay) = (P(Al))
Padaugine apibrézimo lygybe i§ P(A;) perraSysime ja taip:
P(A;1 N Ag) = P(A1)P(As)Ay).
Formulé duoda metoda jvykiy sankirtos tikimybei skaiciuoti. Ja galime

apibendrinti. Tarkime, Aj, As, A3 yra trys su tuo pac¢iu bandymu susije
jvykiai. Tada

P(A1NA3NA3) = P(A1NAg)P(A3|A1NAg) = P(A1)P(A2|A1)P(As|AiNAs).



Bendru atveju, jeigu A1, Ao ..., A, yra su tuo paciu bandymu susije jvykiai,
P(Al N Ao ﬂ-“ﬁAn,Q > 0, tai

P(AlﬂAgﬂ---ﬂAn) :P(Al)P(A2|A1)--'P(An|A1ﬁAQﬂ‘--ﬂAn_l).

3 pavyzdys. Urnoje yra 2 balti ir 3 juodi rutuliai. IS urnos atsitiktinai
vienas po kito traukiami trys rutuliai. Pries traukiant antrajj ir trecigjj
rutulius j urng vietoje anksteniame Zingsnyje istrauktojo jdedami 3 tos pacios
spalvos rutuliai. Kokia tikimybeé, kad visi trys iStrauktieji rutuliai bus balti?

Sprendimas. Pazymékime By, Bs, B3 jvykius, kad pirmas, antras, trecias
iStrauktieji rutuliai bus balti. Reikia surasti ju sankirtos tikimybe:

P(B1 N ByN Bsg) = P(By)P(By|B1)P(Bs|BiNBy) = -+ =+ = = —.

Jei P(A2|A1) = P(A2), ty. P(A1 N Ag) = P(A1)P(Ag), tai
wykiat vadinams nepriklausomais.

Jeigu Aj, Aa, A3 yra trys su tuo paciu bandymu susije jvykiai, tai jie vadi-
nami nepriklausomais, jeigu

P(Al N Ag) = P(Al)P(AQ), P(Al N Ag) = P(Al)P(Ag),
P(A2 N Ag) = P(AQ)P(Ag), P(Al NAsN Ag) = P(Al)P(AQ)P(Ag)

Analogiskai apibréziame ir didesnio skai¢iaus jvykiy nepriklausomumo sa-
lyga.

4 pavyzdys. Kad buty priimtas j Sachmaty kluba Tomas turi suZaisti
tris partijas su klubo nariais A, B ir nepralaiméti dviejy partijy i§ eilés.
Ivykiy, kad Tomas laimés pries A, B tikimybés yra pa,pp,1 > pa > pp > 0.
Partijos negali baigtis lygiosiomis, o jy baigtys yra nepriklausomos viena nuo
kitos. Tomas gali pasirinkti viena i§ varzovy eiliy: ABA arba BAB. Kurio
pasirinkimo atveju tikimybé jstoti j klubg yra didesné?

Sprendimas. Pazymékime jvykj, kad Tomas laimés i-taja partija L;, kad
pralaimés — N;, o U — jvykj, kad bus priimtas j kluba. Siek tiek paprasciau
skaic¢iuoti priesingo jvykio tikimybe:

P(U):P(NlﬂNgﬂNg)—FP(NlﬂNgﬂLg,)—l-P(LlﬁNgﬂNg).

Tarkime, Tomas pasirinko varzovy eile ABA. Tada zymédami pralaiméjimo
tikimybes ga =1 —pa,qp = 1 —pp, 0 jvykj, kad Tomas bus priimtas j kluba
Uapa, gausime
P(Uapa) = qAqBQA + qAqBPA +PAGBIA = G44B + 2PAGAGB
= qaqB(qa +2pa) = qaqB(qa +pa +pa) = qaqs(l +pa).
Jeigu Tomas pasirinkty eile B,A,B, tai jvykio Upap, kad jis bus priimtas,
priesingojo jvykio tikimybeé buty

P(UpaB) = qaqr(1 + pB).



Kuri i8 iy tikimybiy didesné? Panagrinékime santykj

PUapa) _ qaqs(l+pa) _1+pa
P(Upag) qaqs(1 +pB) 1+psB

Kadangi pa > pp, tai P(Uapa) > P(Upap), taigi pasirodo, kad Tomui
geriau du kartus zaisti su stipresniuoju varzovu B, negu su silpnesniuoju A.

Galima ta patj atsakyma gauti ir kitaip. Tarkime buvo pasirinkta eilé
ABA. Jeigu Tomas laimés prie§ B, bus tikrai priimtas. Jeigu pralaimés —
butina nei karto nepralaiméti A. Taigi

P(Uapa) = P(Ly) + P(L1 N Ny N Ly) = pp + ph4p-
Analogiskai
P(Upap) = P(L2) + P(L1 N N2 N Lz) = pa + ppaa.
Dabar galima jrodyti, kad
P(Upap) — P(Uapa) > 0.

Pilnosios tikimybés formulé

Jeigu visa baigéiy aibé Q) padalyta j dvi nesikertancias dalis Hy, Hs (du
nesutaikomus jvykius), tai Sios dalys bet kurj kita jvykj A irgi dalija j dvi
nesutaikomas dalis AN Hy ir AN Hs. Taigi

P(A) = P(ANH)+ P(AN Hy).
Pritaike sankirty tikimybéms skaiciuoti tikimybiy sandaugos formule, gausime
P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|Hy).

Tai yra jzymioji pilnosios tikimybés formule. Ja galime apibendrinti
taip: jei visa baig€iy aibé (butinais jvykis) iSskaidyta j nesikertancias dalis
Hy, Ho, ..., H, (nesutaikomus jvykius), kad P(H;) > 0 su visais i, tai bet
kokio kito jvykio tikimybei teisinga lygybé

P(A) = P(H,)P(A|Hy) + P(H)P(A|H) + -+ -+ P(H,)P(A|H,).

4 pavyzdys. Dviejose urnose yra po 2 baltus ir po 4 juodus rutulius. I§
pirmos urnos du atsitiktinai iStraukti rutuliai perkeliami j antraja urng. Po
to i$ jos atsitiktinai traukiamas rutulys. Kokia tikimybé, kad jis bus baltas?

Sprendimas. Bandyma sudaro du zingsniai: rutuliy perkélimas ir at-
sitiktinio rutulio traukimas i§ antrosios urnos. Pirmasis Zingsnis nusako
baigéiy aibés isskaidyma. Pazymékime Hy, H1, Ho, kad tarp perkeltyjy buvo
atitinkamai 0, 1,2 balti rutuliai. Nesunku suskaiciuoti jy tikimybes:

2 6 cicl 8 2o

cZ 15
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Tegu B reiskia jvykj, kad i§ antrosios urnos buvo iStrauktas baltas rutulys.

Kadangi

2 3 4
P(B|Hy) = ]’ P(B|H,) = 3’ P(B|H3) = 3’

tai

6 2 8 3 1 4 40

P(B) = P(Ho)P(B|Ho)+ P(H1)P(B|H1) + P(Hs)P(B|Hy)
1

58 158 158 120
Siy tikimybiy teorijos ziniy uzteks uzduociai iSspresti. Jeigu norite suzinoti
daugiau, atsiverskite:
V.Stakenas. Tikimybiy mokslo pagrindai. Vilniaus universitetas, 2017.

Astuntoji uzduotis
1 uzdavinys. LoSiama metant tris simetriskus SeSiasienius kauliukus,
kuriy sienelés suzymétos skaiciais 1,2,3,4,5,6. Laiméjimas lygus skai¢iy ant
atvirtusiy sieneliy sumai. Apskaiciuokite tikimybes, kad laiméjimas bus ly-
gus 9 ir 10.

2 uzdavinys. Urnoje yra 5 balti ir 5 juodi rutuliai, koordinaciy plokstu-
moje pazyméti taskai su sveikaskaitémis koordinatémis. Taske O(0;0) stovi
kareivelis. IS urnos Zaidéjas atsitiktinai traukia vieng rutulj: jeigu jis bal-
tas — kareivélis zengia zingsnj j deSine, t.y., pereina j taska A(1;0); jeigu
juodas — pereina j taska B(0;1). Po to i§ urnos traukiamas antras, trecias
rutulys, kol urna istustéja. Po kiekvieno istraukto rutulio kareivélis pere-
ina j gretima desinjji paZyméta taska, jeigu iStrauktas rutulys baltas, ir j
gretimg virsutinjjj, jeigu rutulys juodas. Kokia tikimybé, kad Sitaip keli-
audamas 1§ tasko O(0;0) j N(5;5) kareivélis aplankys bent vieng i$ tasky
Tl (27 2)? TZ(S; 2)7 T3(2; 3)7 T4(3; 3) ?

3 uzdavinys. Urna su rutuliais ta pati kaip 2 uzdavinyje, tas pats
kareivélis stovi taske O(0;0). Jo kelionés taisyklé — ta pati, tac¢iau atsitikti-
nal iStraukus rutulj jis sugrazinamas j urna. Kokia tikimybé, kad deSimties
zingsniy kelionéje kareivélis nors karta uzsuks j bent vieng bent vieng is tasky
T1(2;2),T2(3;2), T5(2;3), Tu(3;3)?

4 uzdavinys. Urnoje yran rutuliy, suZyméty skaiciais nuo 1 ikin,n = 9.
Pries losimag zaidéjas uZpildo 3 x 3 gardelés kvadratélius jrasSydamas j juos at-
sitiktinai parinktus skirtingus aibés {1,2,...,n} skai¢ius. IS urnos vienas po
kito atsitiktinai traukiami rutuliai ir skelbiami ant jy uzraSyti skaiciai. Jeigu
rutulio skaicius yra jraSytas gardelés langelyje, 7aidéjas jj uzbraukia. Jeigu
paskelbus penkis skaicius zaidéjo gardeléje bus uzbraukta kuri nors eiluté ar


http://www.mif.vu.lt/katedros/matinf/asm/vs/pask/ttinf/tt_vadovelis.pdf

stulpelis, zaidéjas laimi priza. Kokia tikimybé laiméti? Kokia buty tikimybé
laiméti, jeigu buty traukiami Sesi skai¢iai? Apskaic¢iuokite Sias tikimybes, kai
n = 10.

5 uZzdavinys. Urnoje yra 3 balti ir 3 juodi rutuliai. Zaidéjai AirB
pakaitomis atsitiktinai be graZinimo traukia iS urnos po rutulj. Zaidimas
pasibaigia, kai antra karta iStraukiamas baltas rutulys. Kokia tikimybé, kad
laimés A? Kokia buty A laiméjimo tikimybé, jeigu urnoje buty 2 balti ir 4
juodi? Jeigu buty 4 balti ir 2 juodi?

6 uzdavinys. Yra trys urnos, kiekvienoje jy — Sesi dviejy spalvy ru-
tuliai. Pirmoje urnoje yra 3 juodi ir 3 balti rutuliai, antroje — 2 balti ir 4
juodi, trecioje balty rutuliy skaicius nezinomas. IS pirmos urnos atsitiktinai
parinktas rutulys perkeliamas j antra urna, po to — atsitiktinai parinktas
antros urnos rutulys perkeliamas j trecigja, is jos — atsitiktinis rutulys grazi-
namas J pirmgja urna. Kokia tikimybé, kad pirmoje urnoje vél bus 3 juodi
ir 3 balti rutuliai?

7 uzdavinys. Kad buty priimtas j Sachmaty klubg Tomas turi suzaisti
po vieng partija su klubo nariais A, B, C ir nepralaiméti dviejy partijy is eilés.
Partijos negali baigtis lygiosiomis. Ivykiai, kad Tomas laimés pries A, B, C
yra nepriklausomi, o jy tikimybés lygios pa,pp,pc,1 > pa > pp > pc > 0.
Tomas gali pasirinkti vieng is SeSiy partijy su varzovais eile.

1. Jrodykite, kad tikimybé jstoti j klubg pasirinkus varzovy eile ABC yra
lygi tikimybei jstoti j kluba pasirinkus varzovy eile CBA.

2. Kokig varzovy eile turéty pasirinkti Tomas, kad tikimybé jstoti j kluba
buty didziausia?

8 uzdavinys. Urnoje yra N > 3 rutuliy, i§ jy u balti, kiti juodi. I3
urnos atsitiktinai iStraukiami trys rutuliai, nustatoma daugumos iStrauktyjuy
rutuliy spalva ir visi trys rutuliai perkeliami j antra urna. IS jos zaidéjas
atsitiktinai traukia viena rutulj. Jeigu iStraukia daugumos spalvos rutulj —
laimi priza.

1. Raskite tikimybe P,, kad Zaidéjas nelaimeés.

2. Panagrinékite tikimybiy santykj P,/P,—1 ir jrodykite, kad tikimybés
P, didéja, kai u prabéga intervalo [0; (N + 1)/2] sveikuosius skaicius, ir
mazéja, kai prabéga intervalo ((N + 1)/2; N] skaicius.

10



9 uzdavinys. Mesta moneta atvirsta herbu su tikimybe p ir skai¢iumi
su tikimybe q, p + q = 1. Moneta metama keturis kartus, vienody rezultaty
eile pavadinkime bloku, o bloko rezultaty skaiciy — jo ilgiu. PavyzdZiui, jeigu
metimy rezultatai yra HHSH, tai pirmojo bloko ilgis lygus 2, antrojo — 1.
Raskite jvykiy

Ay = {pirmojo bloko ilgis lygus 1},
Ay = {antrojo bloko ilgis lygus 1},
B = {pirmojo bloko ilgis lygus 2},
By = {antrojo bloko ilgis lygus 2}

tikimybes. Kurio i3 jvykiy Ay, Ao tikimybé didesné? Kurio i$ jvykiy By, By
tikimybé didesné?

10 uzdavinys. Ant stalo — penki gaubteliai, po vienu i$ jy — moneta.
Zaidéjas pasirenka du gaubtelius, bet jy neatidengia. Zaidimo vedéjas siulo
zaidéjui pasirinkti vieng is Zaidimo pabaigos budy:

1. Zaidéjas atidengia savo gaubtelius ir pasiima moneta, jeigu ja randa.

2. Zaidimo vedéjas atidengia vieng iS savo dangteliy, po kuriuo néra
monetos, o Zaidéjas kei¢ia abu savo dangtelius j vedéjo dangtelius ir juos
atidengia.

3. Zaidimo vedéjas atidengia du savo dangtelius, po kuriais néra monetos,
o zaidéjas keicia viena savo dangteliy j vedéjo dangtelj ir atidengia turimus
dangtelius.

Kam lygios tikimybés zaidéjui gauti moneta Siais pasirinkimo atvejais?
Kuriuo atveju tikimybé didziausia?

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2020 m. kovo 7 d. mokyk-
los adresu: Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla, Matematikos metodikos
centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-
03225 Vilnius. Musy interneto svetainés adresas http://www.mif.vu.lt /ljmm/

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLOS TARYBA
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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2018-2020)

1. Knygynas gavo fizikos ir matematikos vadovéliy. Pardavus 50 % matematikos ir 20 % fizikos
vadovéliy, i§ viso 390 knygy, matematikos vadovéliy liko 3 kartus daugiau negu fizikos. Kiek
matematikos ir kiek fizikos vadovéliy gavo knygynas?

Sorendimas. Tegu x yra matematikos, o y — fizikos vadovéliy skaicius.
Pagal pirmg salygos dalj galima sudaryti lygti 0,5x+ 0,2y =390, o pagal antrg salygos dalj — lygti
0,5x=3-08y.
Dydziy X ir y reikSméms rasti reikia i$spresti lygéiy sistema
0,5x+ 0,2y = 390,
{O,Sx =24y.
Spresdami gauname:

2,4y+0,2y:390,:> 2,6y:390,:> y =190,
x=4_8y x=48y X="720.

Ats.: 720ir 150.

2. Isspreskite lygtj (X2 + X+1)(X2 +X+2)=12.
Sprendimas. Zymime X2+ X+1=y. Tuomet lygtis yratokia y(y+1)=12. Sios lygties sprendiniai

=3 Y,=-4. Ka X% +x+1=3, gauname sprendinius x =1, x, =-2. Kai X2+ X+1=—4, spren-
diniy néra.
Ats.: 1ir-2.

3. Lentoje yra parasyti keli skaiciai. Lygiai du i$ jy dalijasi i§ 2 ir lygiai trisdesimt trys i$ jy dalijasi i§ 33.
Tegu M yra didZiausias i85 jy. Kokia galéty buti maziausias M reik§me?
Sorendimas. Du skaiciaus 33 kartotiniai galéty buti lyginiai skaiciai (pavyzdziui, 66 ir 132), o kiti
31— nelyginiai:
33-1,33-3,33:5,...,33-61,
33-61=2013.
Ats.: 2013.

X=6,/X+Y,
y=2/X+Y.

Sorendimas. Akivaizdu, kad x=0, y=0 yra sistemos sprendinys. Jei x=0, y=0, tai padalije

4. I8spreskite lygciy sistema {

pirmaja lygtj i§ antrosios, turime, kad §= 3, t.y. x=3y. Iras¢ | antrgja lygtj, turime y=2,/3y+Yy, t.y.

Y=4\/§. Kadangi y =0, tai \/§:4, todel y=16, x=48.
Ats.: (O, 0) ir (48, 16).

L {xy+2=2017, o .
5. Raskite lygciy sistemos sveikuosius sprendinius.
X+ yz= 2018
Sorendimas. I$ antrosios lygybés atéme pirmaja, gauname, kad X+yz—xy—z=1 t.y.
X—2z+Yy(z—x)=1, arba (z—x)(y—1D =1. Kadangi z—x ir y—1 yra sveikieji skaiciai, tai $i lygybé yra
teisinga tik kai z—x=1, y-1=1 aba kai z—x=-1, y-1=-1. Pirmuoju atveju turime y=2,
z=X+1, todél i§ pirmosios sistemos lygties turime 2X+ X+1=2017. I§ ¢ia gauname, kad X=672,
z=673. Antruojo atveju y =0, tod¢l z=2017, x=2018.
Ats.: (672, 2, 673), (2018, 0, 2017).

6. Raskite visas sveikyjy skaiciy X ir y poras (Xx; y), kurioms esant galioja lygybé
X3 +3x%y — 4y> =100,
1



Sorendimas. Kairigjg lygybés puse galima pertvarkyti taip:
3 a2y Au3 (w3 \3 2, aBy (v 2 2 2 2y
X7 +3X7y—4y” = (X7 = y7) + (BxTy —3y”) = (X= Y)(X" + Xy + y*) +3y(X" - y°) =
= (X= V) +xy+ y2) +By(x+ ¥)) = (x= y)(X* + dxy+4y?) = (x= y)(x+ 2y)°.
Vadinasi, lygybé x> +3x%y — 4y° =100 yraekvivalenti lygybei (x— y)(y—2y)? =100.
Galimi 4 atvejai: 1) (x+2y)? =1; 2) (x+2y)? =100; 3) (x+2y)2 =4; 4) (x+2y)? =25,
Jei (x+2y)? =1, tai bitinai x—y=100. Tada x=100+y ir (100+3y)? =1. I§ ¢ia gauname:
100 + 3y =+1,
3y=-100+1,
y=-33.
Taigi x=67, y=-33.
Jel (x+ 2y)2 =100, tai butinai x—y=1. Sprgsdami lyg¢iy sistema, gauname:
Xx—y=1 x=1+Yy, X=1+Y, x=1+vy, Xx=1+Yy,
5 = 5 = = = =>x=4,y=3.
(Xx+2y)“ =100 (x+3y)“ =100 X+ 3y=+10 3y=-1+10 y=3
Jei (Xx+ 2y)2 =4, tai bitinai x—y=25. Tada gauname:
X—y=25, X=25+Y, X=25+Y, X=25+Y, X=25+Y,
, = , = = =
(x+2y)*=4  |(Bx+3y)°=4 (D+3y=12 [3y=-25+2 y=-9
Jei (x+ 2y)2 = 25, tai biitinai X—y =4. Siuo atveju gauname:
X—-y=4, X=4+Yy, X=4+Yy, X=4+Yy, X=4+Yy,
2 = 5 = = = =>x=1Ly=-3.
(x+2y)c=25 (x+3y)*=25 4+3y=45 3y=-4+£5 y=-3
Ats.: (67; -33), (4; 3), (16; -9), (1; -3).

= x=16, y=-9.

7. Sugalvotas teigiamas sveikasis skaicius. Prie jo i§ deSinés pusés priraSomas skaitmuo 5 ir i§ gauto naujo
skai¢iaus atimamas sugalvoto skaiCiaus kvadratas. Skirtumas padalijamas i§ sugalvoto skaiCiaus ir
gaunamas skaicius, vienetu didesnis uz sugalvotg skaiciy. Koks skai¢ius sugalvotas?

Srendimas. Jei a yra sugalvotas skaiCius, tai 10a+5 yra skaiCius, gautas prirasius i§ desinés
skaitmenj 5. Remdamiesi tolesne salygos dalimi, galétume sudaryti Sig lygtj:

(10a+5) - a’ B
a

a+1.

Padauging i§ a, gauname lygtj
100 +5— a2 =a2+a,
0 18§ jos — kvadrating lygtj
2a?-9a-5=0,
turin¢ia du sprendinius: & =5 ir a = —%.
Aisku, kad uzdavinio sglyga atitinka tik skaicius 5. Taigi sugalvotas skaicius 5.
Ats.: 5.

8. Kvadrato ABCD krastinése AD ir DC pazyméti taskai M ir N (M — krastinéje AD, N — krastinéje DC)
taip, kad ~BMA=_~/NMD=60". Raskite kampo MBN diduma.

Sprendimas, MK:MD:a(l—ij, MK _a(/3-1) D N o
J3 J3 3 1 -
I— o_—30
a J3) |60
BM =273 ML 60°
60°
a
BK:BM_MK:@_""(‘E"D23(3—*/5):6‘(@—1)_ N K
NERNE! NE 3 3 P
Taigi BK =KN. Vadinasi, £ MBN =45°. A 3 B
Ats.: 45°,



9.

10.

Trapecijos ABCD $oninés krastinés CD ilgis lygus 10, o Soninés krastinés AB vidurio taskas nuo tiesés
CD nutoles atstumu lygiu 6. Raskite trapecijos plota.

Sorendimas. Sakykime, kad taskas M yra krastinés AB vidurio taskas, MH L CD, H CD, taigi

MH =6. Irodysime, kad trikampio MCD plotas lygus trapecijos ABCD ploto pusei. Tikrai, jei taskas N
yra krastinés CD vidurio taskas, tai trikampiy MNC ir MND aukstinés, nuleistos atitinkamai i§ virStiniy
Cir D j jy bendra krasting MN, yra lygios trapecijos aukstinés pusei. Taigi trikampio MCD plotas, kuris
lygus trikampiy MNC ir NMD ploty sumai, lygus trapecijos vidurinés linijos MN ir jos aukstinés
sandaugos pusei, t.y., lygus trapecijos ABCD ploto pusei. Kadangi trikampio MCD plotas lygus
krastinés CD ir | ja nubréztos aukstinés MH sandaugos pusei, tai Sio trikampio plotas lygus 30. Taigi
trapecijos ABCD plotas lygus 60.
Ats.: 60.

Taskas H yrasmailiojo trikampio ABC aukstiniy susikirtimo taskas, o taskas O — apibrézto apie trikampj
ABC apskritimo centras. Raskite kampg OAB, jei £ AHB =110°.
Sorendimas. Kadangi taskas O yra apibrézto apie trikampj apskritimo centras, o taskas C yra to

apskritimo taskas, taa ZAOB=2/ACB, ZOAB= %(180O - /AOB) = 90° — Z/ACB. Kita vertus

110° = ~AHB) =180° — ZHAB— /HBA=180" — (90° — ZABC) — (90° ZBAC) = Z ABC + /BAC =
=180° — ZACB, taigi £ ACB =70°. I ¢ia seka, kad £ OAB = 20°.
Ats.: 20°.

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKYU MOKYKLOS TARYBA



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2018-2020)

Teigiamy skaiciy A ir B procentinis santykis lygus 80 %. Raskite A+ B, jei A-B = 180.
Sorendimas. Pagal salyga, A=0,8B. Todél

AB=180= 0,882 =180—= B2 = 225— B =15,
Vadinasi, A+ B=08-15+15=12+15=27.
Ats.: 27.

Prekiy kainos buvo mazinamos tris kartus atitinkamai 10 %, 20 %, 25 %. Keliais procentais atpigo prekés?
Sorendimas. Prading prekés kaing pazyméjus p, kainos mazéjimo sekg galima uzraSyti taip:
p—>09p—>08-(09p)=0,72p—0,75-(0,72p) =0,54p.
Vadinasi, preké atpigo 46 %.
Ats.: 46 %.

Vienoje fermoje karviy 12,5 % maziau negu kitoje, bet i8milZis i§ vienos karvés 8 % didesnis. Kurioje fermoje
pieno primelZiama maziau ir keliais procentais?

Sorendimas. Tegu n yra pirmos fermos karviy skaiius, o | yra i§ kiekvienos karvés primelziamo pieno
kiekis (litrais). Tada antros fermos (kurioje karviy yra 12,5 % maziau) karviy skai¢ius yra 0,875n, 0 iSmilzis i$
kiekvienos karvés — 1,08 1.

Matome, kad pirmoje fermoje i§ viso primelziama nl litry pieno, o antroje — 0,875n-1,08 =0,945n! litry.

Taigi antroje fermoje primelziama (1—0,945)-100 =5,5 procento maziau pieno negu pirmoje.

Ats.: antroje maziau; 5,5 %.

I$ 5 % riebumo pieno pagaminus varske, kurios riebumas 15,5 %, lieka 0,5 % riebumo isriigy. Kiek kg varskés
gaunama i§ 1000 kg pieno?

Sorendimas. Tegu X yra ieskomas varskés kiekis (kilogramais), gaunamas i§ 1000 kg pieno. Tada 1000 — x
yra iSruigy kiekis (kilogramais).

Pagal salyga, varskéje yra 0155x kg riebaly, o isrtigose — 0,005(1000 —x) kg riebaly. Bendras riebaly
kiekis piene yra 0,05-1000=50 (kg). I8 lygties 0,155x+ 0,005(1000 — x) =50 gauname, kad x=300 (kg).

Ats.: 300 kg.

Pirmame lydinyje vario yra 6 kg, o antrame — 12 kg. SulydZius juos biity gaunamas lydinys, turintis 36 % vario.
Kiek procenty vario yra pirmame lydinyje ir kiek antrame lydinyje, jei $iy procenty santykisyral: 3 ?
Sorendimas. Vario, esancio pirmame lydinyje, procenty skai¢iy pazymékime p. Tada 3p yra vario, esancio
antrame lydinyje, procenty skaicius.
Gauto lydinio masé
6 N 12 1000
001p 0,01-3p

Gautame lydinyje vario yra 0,36 - 1000 = 30 (kg), arba 6+12 =18 (kg). Todél 30 =18, p=20.
p p p

(kg).

Pirmame lydinyje yra 20 % vario, antrame — 60 % vario.
Ats.: 20 %, 60 %.



Dviejuose bankuose mety pabaigoje kiekvienai saskaitai buvo priskai¢iuojamos paliikkanos: pirmame banke —
60 % saskaitoje buvusios sumos, antrame — 40 % sgskaitoje buvusios sumos. Mety pradzioje zmogus dalj turéty
pinigy padéjo i pirma banka, o likusig dalj — j antrg banka, pries tai apskaiciaves, kad po dvejy mety abiejuose
bankuose laikomy pinigy kiekis padvigubés. Kurig turéty pinigy dalj zmogus padéjo  pirma banka?

Sorendimas. Tegu zmogaus turéta pinigy suma yra a. Jei j pirmg banka padéty pinigy suma biity X, tai po
dvejy mety Siame banke Zmogus turéty pinigy sumg 1,6X+0,6-1,6x=256%, 0 antrame banke — pinigy suma
14(a—x)+0,4-14(a—x) =1,96(a— Xx).

Kad po dvejy mety bendras pinigy kiekis biity dvigubai didesnis, turi galioti lygybé

2,56x+1,96(a—x) = 2a.

. 1
IS jos gauname, kad x= 5 a.
C . . L1 . .. L2
Taigi | pirmg bankg zmogus padéjo E turéty pinigy dalj (65 %).

Ats. i, arba 6Z %.
15 3

Dviejy produkty kaina i§ pradziy buvo vienoda. Pirmo produkto kaina buvo mazinama du kartus po 15 %, o
antro produkto kaina buvo sumazinta X %. Raskite tokia X reikSme, kad ir po apraSyto kainy sumazinimo abu
produktai vél kainuoty vienodai.

Sorendimas. Prading produkty kaing pazymékime p. Pirmo produkto kaina po pirmo sumazinimo 15 % buvo
0,85p, 0 po antro — 085-085p=0,725p. Antro produkto kaina po jos sumazinimo X% buvo
p—0,01x- p=(1—0,01x) p.

Kad abiejy produkty kainos vél buty lygios, turi galioti lygybé 1—0,01x=0,7225, i$ kurios gauname, kad
xX=27,75.

Ats.: 27,75.

Uoste yra dvi kroviky brigados, kraunancios prekes i§ laivo. Jei $ios brigados dirbty atskirai, tai prie pirmos
brigados sugaiSto laiko prid¢j¢ antros brigados sugaista laika, gautume 12 valandy, o abiejy brigady darbo
trukmés skirtumas sudaryty 45 % laiko, per kurj abi brigados, dirbdamos kartu, iSkrauty laiva. Apskaiciuokite,
per kiek laiko kiekviena brigada, dirbdama atskirai, iSkrauty visa laiva.

Sorendimas. Tegu t; ir t, yralaikas (valandomis), per kurj laiva iSkrauty atitinkamai pirma ir antra brigada,
jei dirbty atskirai, o t — laikas (valandomis), per kurj laivg iSkrauty abi brigados, jei dirbty kartu. Darbo apimtj
pazymékime a. Nagrinékime atvejj t; >t,. Pirmos brigados darbo sparta (darbo apimties a dalis, atliekama per
valandg) yra tE’ 0 antros brigados — ti' Vadinasi, per valandg abi brigados kartu atlikty tg+tE = w Viso

1 2 1 2 1'2

darbo dalj. Dydis alty+1p) yra abiejy brigady bendro darbo sparta, todél laikas, per kurj abi brigados, dirbdamos

1t
kartu, iSkrauty laiva, yra t = a __hf
’ Y ati+t)) oty
itz
Pagal salyga, t; +t, =12, {; —t, = 0,45t. IS ¢ia gauname:
t1+t2212, t1=12—t2, t1:12_t21
it = — = =
tl—t2=0,45'1—2 12—2]:2=0,45.M 12_21:2:3(12_‘:2)1:2
t1+t2 80
t =12—t,, t =12-t,, h=12-1p, th=12-1p,
= = = |+ = 16 . =
960 —160t, = 36t, —3t5 |35 -196t, +960=0 |tp= 2 tp = arbaty = 60 (netinka)
16 20
Sty=—,=—.
273173

Taigi pirma brigada laivg iSkrauty per 6 h 40 min, o antra— per 5 h 20 min.
Aisku, kad atveju t, > t; gautume, jog t; =5h 20 minir t, =6 h 40 min.
Ats.: Vienabrigada per 5 h 20 min, o kita— per 6 h 40 min.

2



10.

Stotyje A traukinys uztruko 1 h 42 min, todél gaves signalg vaziavo | punkta B tokiu grafiku: kelio atkarpoje,
sudarancioje 90 % viso kelio, jis vaziavo 20 % didesniu greiciu, o likusioje kelio atkarpoje — 25 % didesniu
greiCiu negu turé¢jo vaziuoti pagal tvarkarastj. | punkta B traukinys atvyko laiku. Kiek laiko Sis traukinys turi
vaziuoti tarp A ir B pagal tvarkarastj?

Sorendimas. Tegu t yra ieSkomas laikas, s — atstumas tarp A ir B, 0 v — traukinio greitis, vaZiuojant pagal
tvarkarastj. Pagal salyga,
0’93+ 01s {17,
12v 125v

... S .
Jrase t vieto] —, gausime:
v

09, 01
12 125
§t + Et =t-17,
4 25
t=10 (h).
Taigi pagal tvarkarastj traukinys i§ A j B turi vaziuoti 10 h.
Ats.: 10 h.

Stebint dviejy kristaly augima nustatyta, kad pirmojo kristalo masé per pirmus 3 ménesius padidejo tiek pat, kiek
antrojo per pirmus 7 ménesius. Po 12 ménesiy paaiskéjo, kad pirmojo kristalo masé padidéjo 4 %, o antrojo —
5 %. Raskite pirmojo ir antrojo kristalo pradiniy masiy santykj.

Sporendimas. Tegu my ir mp yraatitinkamai pirmo ir antro kristalo pradiné masé. Jei pirmo kristalo masé per
meénesj padidéjo dydziu a;, 0 antro — dydziu a,, tai (pagal salyga)

Lo _o04 ir L2 _qs.
m m

m _30g _ 125. 24

I$ ¢ia gauname, kad my =300q, mp =240a, ir

24032 > .
Dydzius &g ir a, sieja sarysis 3g = 7ay, i$ kurio iSplaukia, kad A g Todéel
a
M7 B
mp 3 12

Vadinasi, m :m, =35:12.
Ats.: 35:12.

Sprendimus parengé mokytoja eksperté Regina Rudaleviciené ir docentas Antanas Apynis



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

1. Raskite a(x) + b(x), a(x) — b(x), a(x) - b(x) ir kampu padalykite a(x) i§ b(x) (nurodykite dalmenj

ir liekang), kai

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2018-2020)

a(x) = 2x°% —3x% + x* + x3 — 2x? + 3,
Sprendimas. Daugindami atskliau¢iame ir suprastiname
(2x® —3x5 + x* + x3 —2x2 +3) - (x3 + 2x% — x + 4).

b(x) = x3 + 2x% — x + 4.

Dalyba kampu:

_2x® — 3x° + x* + x3 - 2x? + 3| x3+2x?>—x+4
2x% 4+ 4x5 —  2x* + 8x3 2x3 —7x% +17x — 48
= 7x5 4+ 3xt = 7x® - 2x? + 3

— 7x5 — 14x* + 7x3 — 28x?
o 17x* — 14x% +  26x? + 3
17x* + 34x3 — 17x? + 68x
_ — 48x%® + 43x? — 68x + 3
— 48x3 — 96x* + 48x — 192
139x? — 116x + 195

Ats.c a(x) + b(x) = 2x® —3x> + x* + 2x3 —x + 7,
a(x) —b(x) = 2x® —3x> + x* —4x%2 + x — 1,

a(x)-b(x) = 2x° + x8 — 7x7 + 14x® — 13x° — x* + 9x3 — 2x% — 3x + 12,
dalmuo q(x) = 2x3 — 7x% + 17x — 48, lickana r(x) = 139x2? — 116x + 195.

2. a) Padalykite kampu a(x) i§ b(x) ir nurodykite dalmenj bei liekana, kai

a(x) = 3x® + 4x% — 5x° + 4x* + 3x3 + 2x + 1,

b(x) = x% + 2x + 2.

2
b) Koks bus a) dalies atsakymas, jei vietoj b(x) imsime b, (x) = % + x + 1?7 Atsakyma gaukite ne
dalydami kampu, bet remdamiesi a) dalies rezultatais.
Sprendimas. a)

_ 3x8 + 4x5 — 5x°5 + 4x* + 3x° + 2x + 1| x2+2x+2
3x + 6x7 + 6x° 3x% — 6x° + 10x* — 13x3 + 10x% + 9x — 38
— 6x7 — 2x® — 5x5 + 4x* + 3x8 + 2x + 1
- e — 12x5 — 12x°
_ 10x% + 7x5 4+ 4x* +  3x8 + 2x + 1
10x® + 20x° + 20x*
_ = 13x° - 16x* + 3x8 + 2x + 1
— 13x° — 26x* — 26x3
_10x* + 29x3 + 2x + 1
10x* + 20x3 + 20x2
o 9x® — 20x% + 2x + 1
9x3 + 18x% + 18x
. — 38x? — 16x + 1
— 38x%2 — 76x — 76
60x + 77

b) Jei a(x) = b(x) - q(x) + r(x), tai i§ b(x) = 2b;(x) gauname a(x) = b, (x) - q; (x) + r(x), kur
q1(x) = 2q(x) ir kur degr(x) < deg b, (x). Vadinasi, g, (x) ir r(x) yra dalmuo bei liekana.

Ats.: a) q(x) = 3x® — 6x° + 10x* — 13x3 + 10x% + 9x — 38 irr(x) = 60x + 77;
b) g;(x) = 6x° — 12x° + 20x* — 26x3 + 20x? + 18x — 76 ir r(x) = 60x + 77.

3. Padalykite a(x) i§ b(x) ir kampu, ir pagal Hornerio schemg, nurodykite dalmenj bei lickana, kai
a(x) =2x3+x%2—x+4,

b(x) =x + 6.

Sprendimas. Zinoma, sprendziant abiem biidais gaunamas tas pats atsakymas:

2

1

-1

4

—6

2

(=6)-2+1=-11

(=6)-(-11) -1 =65

(=6) - 65+ 4 = —386

2x3 4+ x - x
2x3 4+ 12x?

= 11x* - x

— 11x?> — 66x

65x

65x

Ats.:q(x) = 2x? — 11x + 65, r(x) = —386.

1

+ 4
+ 4
+ 4

+ 390
- 386

| x+6
2x% —11x + 65




4. Duotas daugianaris a(x) = 2x'° + 3x8 + 4x7 — 5x° + 4x* + 3x3 + 2x? + 1. Pagal Hornerio schema:
a) padalykite a(x) i§ b(x) = x — 1, nurodykite dalmenj ir lickang; b) apskai¢iuokite a(—3).
Sprendimas. Tereikia sudaryti tokias lenteles:

2 0 3 4 0 =5 4 3 2 0 1
1 2 2 5 9 9 4 8 11 13 13 14
2 0 3 4 0 -5 4 3 2 0 1
-3 2 -6 21 | =59 177 —536 | 1612 —4833 14501 —43503 130510

Ats.: a) q(x) = 2x° +2x8 4+ 5x7 + 9x° + 9x> + 4x* + 8x3 + 11x2 + 13x + 13, r(x) = 14;
b) a(~3) = 130510.

5. Pagal Hornerio schemg sudarydami vieng keliy eiluciy lentele, raskite
a(x) =3x8+ 14x7 + 27x°% + 31x° + 30x* + 28x3 + 19x%2 + 7x + 1
Saknies ¢ = —1 kartotinuma.
Sprendimas. Atlikime dalyba i§ x — ¢ = x + 1 kelis kartus, kol gausime nenuling liekana:

3 14 27 31 30 28 19 7 1
-1 3 11 16 15 15 13 6 1 0
-1 3 8 8 7 8 5 1 0
-1 3 5 3 4 4 1 0
-1 3 2 1 3 1 0
-1 3 -1 2 1 0
-1 3 —4 6 =5

Matome, kad a(x) = (x + 1)° - (3x3 —x%2 + 2x + 1), kur 3x3 —x2 + 2x + 1 i§ x + 1 jau nesidalija
(liekana —5).
Ats.: Saknies kartotinumas lygus 5.

6. Daugianaris a(x) = x° — x8 + 2x7 + x® + 3x* — 4x3 + 2x? + 3x — 1 uzrasytas pavidalu
a(@)=(x—-4) - -(x+3)-qx)+a;-(x—4) +ao
kur q(x) yra daugianaris, o a, ir a, — konstantos.
a) Pagal Hornerio schemg raskite daugianarj g, (x) = (x + 3) - q(x) + a4 (kaip dalmenj) ir a, (kaip
lickang). b) Papildydami a) dalies Hornerio schemos lentelg dar viena eilute, raskite q(x) ir a;.

Sprendimas.
1 -1 2 1 0 3 —4 2 3 -1
4 1 3 14 57 228 915 3656 | 14626 | 58507 | 234027
-3 1 0 14 15 183 366 2558 6952 | 37651

Ats.: a) q1(x) = x8 + 3x7 + 14x° + 57x> + 228x* + 915x3 + 3656x2 + 14626x + 58507,
ag = 234027;b) q(x) = x7 + 14x> + 15x* + 183x3 + 366x2 + 2558x + 6952, a; = 37651.

7. Daugianaris a(x) = 2x7 + 2x° — 2x° + 3x* + x3 — x? + 5x + 2 uzrasytas pavidalu
a(x) =a,(x —2) +ag(x—2)° + -+ a,(x —2)2 +a,(x —2) + a,,

t. y. iSreikstas ne x, bet y = x — 2 laipsniais.
a) Pagal Hornerio schemg padalykite a(x) i§ x — 2 ir taip raskite q; (x) = a,;(x — 2)® + ag(x — 2)° +
+ -+ a,(x — 2) + a, (kaip dalmenj) ir a, (kaip liekana). b) Papildydami a) dalies Hornerio schemos
lentele dar viena eilute (dalydami g, (x) i§ x — 2), raskite g, (x) = a;(x — 2)°> + ag(x — 2)* + -+ +
+az(x — 2) + a, ir a4. ¢) Tgsdami §j procesg (kiekvieng naujg dalmenj dalydami i§ x — 2 ir prie
lentelés priraSydami po eilute), i eilés raskite a,, as, a4, as, ag, a;.

Sprendimas. Uzpildome lentelg:
2 2 -2 3 1 -1 5 2
2 2 6 10 23 47 93 191 384
2 2 10 30 83 213 519 1229
2 2 14 58 199 611 1741
2 2 18 94 387 1385
2 2 22 138 663
2 2 26 190
2 2 30
2 2

Ats.: ag = 384, a; = 1229, a, = 1741, a; = 1385, a, = 663, ag = 190, ag = 30, a; = 2,
q1(x) = 2x® + 6x° + 10x* + 23x3 + 47x% + 93x + 191, q,(x) = 2x° + 10x* + 30x3 + 83x2 +
+213x + 519.



8. Isspreskite lygtj x® — 7x° + 7x* + 42x3 — 81x2 — 27x + 81 = 0 (t. y. raskite jos visus realiuosius

10.

sprendinius), jei Zinoma, kad daugianaris kair¢je lygybes pus¢je turi Saknj 3, kurios kartotinumas
didesnis uz 1.
Sprendimas. Kadangi daugianaris turi kartotine Saknj 3, tai galime kelis kartus dalyti i§ x — 3:

1 =7 7 42 —81 =27 81
3 1 —4 =5 27 0 =27 0
3 1 -1 -8 3 9 0
3 1 2 =2 -3 0
3 1 5 13 36

Matome, kad pradinis daugianaris a(x) lygus (x — 3)3 - (x® + 2x? — 2x — 3). Tikrinant nedideles
sveikgsias x reik§mes, galima pastebéti, kad x3 + 2x? — 2x — 3 turi $aknj —1. Dalijame i8 x + 1:
1 2 -2 -3 0 |

-1 1 1 -3 0
Taigi a(x) = (x —=3)® - (x + 1) - (x* + x — 3). Tada a(x) = 0, kai x — 3 = 0, x + 1 = 0 arba kai
x% 4+ x — 3 = 0. Atsakymg gauname, i§sprende visas tris lygtis.

-1+v13

—

Ats.: X1 = 3, Xy = _1, x3’4 =

. Taikydami Euklido algoritma, raskite daugianariy

a(x) =x°—2x*—2x3+2x>-3x+1, b(x)=x*-7x*>+1
didZiausig bendrg daliklj ir du tokius realiuosius skaicius c, kad a(c) = b(c) = 0.
Sprendimas. Pradedame nuo poros a(x) ir b(x), ir dalydami kampu randame tolimesnes poras:

1) b(x) ir Ry(x) = 5x3 — 12x2 — 4x + 3 (dalmuo x — 2); 2) 5b(x) ir Ry(x) (dél patogumo);
3)Ry(x)ir Ry (x) = —%xz + ?x - % (dalmuo x + %);
4) Ry(x) ir —%Rl (x) = x? — 3x + 1 (dél patogumo); 5) —1—51R1 (x) ir 0 (dalmuo 5x + 3).

Taigi didziausias bendras daliklis yra — %Rl (x) (arba bet koks daugianaris aR; (x), kur a # 0).
Ieskomos ¢ reikSmés yra §io daugianario Saknys.

Ats.:x2—3x+1;c=%§.

Taikydami Euklido algoritma, jrodykite, kad lygciy sistema
{2x4+x3 —x?—-3x—-2=0,
x*—x3-3x2—-4x-2=0
neturi realiyjy sprendiniy, ir tada raskite visus realiuosius x, tenkinancius lygiai vieng i dviejy lygciy.

Sprendimas. Raskime a(x) = 2x* + x® — x? — 3x — 2ir b(x) = x* — x® — 3x%2 — 4x — 2 DBD.
Pradedame nuo poros a(x) ir b(x), ir dalydami kampu randame tolimesnes poras:

1) b(x) ir Ry(x) = 3x3 + 5x2 + 5x + 2 (dalmuo 2); 2) 3b(x) ir Ry(x) (dél patogumo);
3) Ro(x) ir Ry (x) = —=x% = Zx — = (dalmuo x — 3);
4) Ry(x) ir — ;Rl (x) = x? + x + 1 (dél patogumo); 5) — %Rl (x) ir 0 (dalmuo 3x + 2).

Jei duotoji lyg¢iy sistema turéty sprendinj c, tai a(x) ir b(x) turéty bendra daliklj x — c. Bet tada i§
jo dalytysi ir $iy daugianariy DBD R(x) = — %Rl (x). Skaicius ¢ biity R(x) = x? + x + 1 Saknis, tatiau
lygtis x2 + x + 1 = 0 neturi realiyjy sprendiniy. Tai jrodo, kad jy neturi ir duotoji sistema.

a(x) ir b(x) kampu padalykime i§ jy DBD R(x), kurj jau nustatéme. Taip gauname a(x): R(x) =
=2x2 —x—21ir b(x):R(x) = x? — 2x — 2. Spreskime pirmaja duotosios sistemos lygtj, kurig dabar
galime uzrasyti taip: (x%2 +x + 1) - (2x%2 — x — 2) = 0. Kadangi x? + x + 1 # 0, tai belieka iSspresti
2x% — x — 2 = 0. Analogiskai, antrosios pradinés lygties sprendiniai yra x2 — 2x — 2 = 0 sprendiniai.

Ats.: 1i;/1_7 ir1 ++/3.

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLOS TARYBA



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2018-2020)

1. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai AC = 15, BC = 20. Trikampio krastinése AB, AC ir CB
pazyméti taskai F,E ir D, beto AE = 3,CD = 4, BF = 5. Raskite trikampio DEF plota.

Sorendimas. IS uzdavinio salygos turime, kad AB = 25, DB =
16, AF =20, CE =12. Nubrézkime FH 1L BC, FG 1L AC

(1 pav.). IS trikampiy FHB ir ACB panasumo gauname, kad % =

2 todél FH = 3, otrikampio DBF plotas S, = > BD - FH = 24. 13
: . , . oy . GF _ CB .
trikampiy AGF iIr ACB panasumo iSplaukia, kadlﬁ = todel E.

GF =16, o trikampio AEF plotas lygus S, = EAE -FG = 24.

A

G F

Trikampio CED plotas S; = %CE -ED = 24, trikampio ABC C VI B
plotas S = >CA - CB = 150, todél trikampio DEF plotas s = § — 1 pav.
51_52_53 = 78

Ats.:: 78.

2. Lygiakras¢io trikampio ABC Krastinés ilgis lygus 2, krastinés BC tesinyje uz tasko C atidéta
atkarpa CD = BC, taskas E yra krastinés AC vidurio

taskas. Raskite trikampio CDE plota. A
Sorendimas. Kadangi €D = BC = 2,CE = E
%AC =1, 02ECD = 120° (2 pav.), tai trikampio
CDE plotaslygusszg-z-l-‘/z—g:?. B D
Ats: 2 c
"2t 2 pav.

3. Taskas E yra simetriskas trikampio ABC virStnei C virSunés A atzvilgiu, taskas D yra simetriskas
taskui B taSko C atzvilgiu, o taSkas F yra simetriSkas taskui A vir§tinés B atzvilgiu. Raskite
trikampio DEF plota, jei trikampio ABC plotas lygus 6.

Sorendimas. Ieskomasis plotas S lygus trikampiy ABC, CED, EAF ir BFD ploty sumai (3
pav.). Kadangi trikampio ABC plotas lygus %AB - ACsin2CAB = %BC * BAsinZABC = %CA :
CBsintzACB, o0 CE =2CB,AF =2AB, BD= D
2BC,CB =CD, ta Scpp =5CE - CDsinsECD =

~2CA - CBsin(180° — LACB) = CA-
CBsinzACB = 2S,pc = 12, Spap = %AE : ‘ F

%BF - BDsin(180° — ZABC) = 2S,5. = 12,  tai

S=6+3-12 =42.
Ats.: 42.



4. TaSkas D yra trikampio ABC krastinés BC vidurio taSkas, taSkas E yra pusiaukraStinés AD
vidurio taskas, taskas F yra atkarpos BE vidurio taskas, o taskas G yra atkarpos CF vidurio
taskas. Raskite trikampio EFG plota, jei trikampio ABC plotaslygus S.

Sorendimas. Kadangi atkarpa AD yra trikampio pusiaukrastiné (4 pav.), tai trikampiy ABD
ir ACD plotai lygts 2 Kadangi atkarpos BE ir CE yra trikampiy ABD ir CAD pusiaukrastinés, tai
trikampiy BED ir CED plotai lygts trikampiy ABD ir CAD A
ploty pusei %%S = iS. Tuomet trikampio BEC plotas lygus
Siy trikampiy ploty sumai, t. y. jis lygus “25 Kadangi atkarpaCF
yra trikampio EBC pusiaukrasting, tai trikampio EFC plotas

lygus trikampio BEC ploto pusel i. Atkarpa EG yratrikampio ’

EFC pusiaukrasting, todél ieSkomasis plotas lygus trikampio B ) C
. S

EFC ploto pusei, t. y. - 4 pav.

Als.: 5.
8

5. Trikampio ABC krastinés BC ilgis lygus 20, o pusiaukrastiniy BD ir CE ilgial atitinkamai lygtis
18 ir 24. Raskite trikampio plota.

Sorendimas. Sakykime, kad trikampio ABC pusiaukrastinés BD ir CE susikerta taske O (5
pav.). Pagal pusiaukampiniy savybes BO : OD =CO : OE =2:1, ta BO =12, CO = 16.
Pagal Herono formule apskai¢iuokimetrikampio BOC A
plota. Jo pusperimetris p = %(20 +12+16) = 24,0
plotas

Spoc = /24 - (24 —20) - (24— 12) - (24 — 16)
=06. E
Nubrézkime trecigjg trikampio ABC pusiaukrasting
AF ir trikampiy ABC ir OBC aukstines AH ir 0G. 1§
trikampiy AFH ir OFG panaSumo i$plaukia, kad ir B C
AH : OG = AF : OF = 3. Kadangi trikampiy ABC H GF
ir OBC krastiné BC bendra, tai jy ploty santykis S pav.
lygus j ta krasting nubrézty aukstiniy santykiui. Taigi
trikampio. Taigi trikampio ABC plotas yra 3 kartus didesnis uz trikampio OBC plota, todél
ieSkomasis plotas lygus 288.

Ats.: 288.

6. Trikampio krasStiniy ilgiai lygis 13, 14 ir 15. | ilgiausig krasting nubréztos aukstiné ir
pusiaukraStin¢. Raskite tarp jy esancio trikampio plota.

Sorendimas. Sakykime, kad BC = 15,AC = 14,AB = 13, o atkarpos AD ir AH yra
trikampio ABC pusiaukrastiné ir aukstiné, nubréztos i§ virSinés A (6 pav.). Paga Herono

formulg skaic¢iuojame trikampio ABC plota. Jo pusperimetris A

p =%(15+14+13) = 21, oplotas /

Sapc = /21 (21 —15)- (21— 14) - (21 — 13) = 84. / \

I$ Gia isplaukia, kad aukstine AH = Z42€ = 2. Zymekime

BH = x, tuomet CH =15 —x, ir i§ Pitagoro teoremos /

trikampiams AHC ir BHC gauname lygybes AH? = AB? —

BH? ir AH? = AC% — CH?. 1§ lygties 132 —x2 =142 - B H D C
6 pav.



(15— x)? randame x =2 Todél HD = BD — HB =——2 =2 Taigi trikampio AHD

5
plotas S =~ HD - AH = ==

50
Ats.: 22,
50
. Taskai M, N, P,R yralygiagretainio ABCD krastiniy AB, BC, CD, DA vidurio taskai, taskas S yra
atkarpos PR vidurio taskas. Raskite trikampio MNS plota, jei lygiagretainio ABCD plotas lygus
24,

Srendimas. Nubrézkime lygiagretainio jstrizaines BDir AC (7 pav.). Atkarpos
MR,MN,NP,PR  yra trikampiy ABD, BAC,CBD,ACD
vidurinés linijos, todél MR || BD || NP, MN || AC || PR, taigi
keturkampis MNPR yra lygiagretainis. Kadangi atkarpa MR
yra trikampio ABD viduriné linija, tai trikampio AMR plotas
lygus ketvirtadaliui trikampio ABD ploto. Kadangi trikampio
ABD plotas lygus pusei lygiagretainio ABCD ploto, tai
trikampio AMR plotas lygus i% 24 = 3. Analogiskai
trikampiy BMN,ONP,DPR plotai irgi lygis 3, taigi
lygiagretainio MNPR plotas lygus 24 — 4 - 3 = 12. Nubrézkime trikampio MNS auksting SH,
ji yrair lygiagretainio MN PR aukstiné. Kadangi trikampio MNS ir lygiagretainio MN PR krastiné
MN yra bendra, o aukstiné SH irgi bendra, tai trikampio plotas lygus pusei lygiagretainio ploto.
Taigi trikampio MNS plotas lygus 6.

Ats.: 6.

. Trapecijos pagrindy ilgiai lygtis 44 ir 16, o Soniniy krastiniy ilgiai 17 ir 25. Raskite trapecijos
plota.

Sorendimas.  Sakykime, kad trapecijos B C
ABCD AD = 44,BC = 16,AB =17,CD =
25, o atkarpa BH yra jos aukstiné (8 pav.).
Nubrézkime ties¢ BE || CD, tai keturkampis
BCDE yra lygiagretainis, taigi ED = BC =
16,BE =CD =25, o AE=AD —-BC =128. A .
Trikampio ABE plotui s rasti taikome Herono H 8 pav. E
formulg: jo pusperimetris

1
p=5017+25+28)=35  s=./35-(35-17) (35-25) (35-28) =210,

tai Sio trikampio ir trapecijos aukstine BH = 2 — 15. Tai gi trapecijosplotas S = %(AD + BC) -

AE
BH = 450.
Ats.: 450.

. Trikampio ABC plotas lygus 10. Taskai D, E, F yra atitinkamai krastinése AB, BC, AC, beto,
AD = 2,BD = 3. Raskitetrikampio ABE plota, jei jis yra lygus keturkampio DBEF plotui.

Sorendimas. Sakykime, kad tiesés AE ir DF susikerta taske A

M. 18 lygybiy Sagp = Samp + Spmes, Spser = Sgrm + Spmes ¥
Sape = Spprpr 1Splaukia, kad trikampiy AMD ir EFM plota yra /
lygiis, todél pagal 5 pavyzdzio rezultata tiesés AF ir DE yra D,‘_, M F
lygiagrecios. Todél % = % = % Trikampiy ABC ir EAB auksting, / \
nubrézta i§ vir§tinés A yra ta pati, todél jy ploty santykis lygus B/ \E C

9 pav.




10.

kratiniy BC ir BE santykiui, t.y. 5 : 3, todel trikampio AEB plotaslygus=- 10 = 6.

Ats.: 6.
Taskai P, P,, P3, P,, Ps daijatrikampio ABC krasting AB i 6 lygias dalis AP; = P{P, = P,P; =
P;P, = P,Ps = P;B, o taskai Q4,Q,, Q3, Q4, Qs irgi dalija krasting BC | 6 lygias dalis BQ; =
Q:0, = Q,0Q0;5 = Q304 = Q4Q5 = Q5C. Raskite keturkampio PsQ,Q.P; plota, jei trikampio
ABC plotas lygus 96.

Sorendimas. Trikampiy ABC ir BP;Q, kampas B
bendras (10 pav.), tod¢l jy ploty santykis Sgp g, : Sapc =

(BPs - BQ,): (BA- BC) = (%BA-%BC) . (BA - BC) =
118, taigi trikampio BP;Q, plotas lygus %-96=13—6.
Analogiskai trikampiy ABC ir BP;Q, kampas B yra

bendras, todél jy ploty santykis lygus Sgp o, : Sapc = P,
5 4 5 ~
(BP, - BQ,): (BA- BC) = (EBA-EBC):(BA BO=Z g/
Todél trikampio BP;Q, plotas lygus =-96 = ~=- Q Q Q3 Q, Q
Keturkampio PsQ,Q.P; plotas yra trikampiy BP;Q, ir 10 pav.
BP5Q; ploty skirtumui, taigi jis lygus == — = = 48.

Ats.: 48.

Sprendimus parenge doc. Edmundas Mazétis



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

(2018-2020)
1. Skirtumag Sl_nim) — ctg(2a) isreiksti kurio nors argumento tangentu.

. 2 _ 2 _cos(2a) _ 1-cos?(2a) sin?(2a) _
SJI'endl mas. sin(4a) - Ctg(za) - 2sin(2a) cos(2a) sin(2a) - sin(2a) cos(2a) - sin(2a) cos(2a) -
_ sin(2a) _

T cos(za) tg (20{).
Ats.: tg 2a).

2. Nustatyti, ar sandaugos tg G + g) 1S eiksme priklauso nuo o.

2 cosa

. T a\ 1-sina tg %+tg% (coszg+sin 2%)—2 sin% cosg
Sorendlmas.tg (—+—)' = T T . o0 =
4 2 cosa 1-tg—tg— cos?=—sin2—
4 92 2 2
sin%
G (cosg—sing)2 (cosg+sing) (cosg—sing)
— %% 2 2 — 2 2) . 2 2) — 1

sing (cosz—sing)-(cosg+sing) (cosg—sing) (cosg+sing)
Z 2 2 2 2 2 2 2 2

COS;

Ats.: Nepriklauso.
3. Apskaiciuoti cos?(a + B) + cos?(a — ) — cos(2a) - cos(2p).

Sprendimas. cos2(a + B) + cos2(a — B) — cos(2a) - cos(2B) =

= 2 (1 + cos(2(a+ B))) +5 (1 + cos(2(a — §))) — cos(2a) - cos(26) =

=1+ % (cos(z(a + ﬁ)) + cos(Z(a — ﬁ’))) — cos(2a) - cos(2B) =

=1+ % - 2 cos 2@+ p) _; 2@-p) cos 2@+ p) ; 2@-p) — cos(2a) - cos(2B) =
=1+ cos(2a) - cos(2B) — cos(2a) - cos(2B) = 1.
Ats.: 1.

4. Trodyti, kad reiskinio sin47° +sin61° —sin11° —sin 25° reikSmé lygi cos 7°.

Sorendimas. sin 47° + sin 61° — sin 11° — sin 25° = (sin47° + sin 61°) — (sin 11° + sin 25°) =



47° 4+ 61° 47° — 61° - 11° 4 25° 11° — 25°
= 2sin > coS > —2sin > cos > =

=25in54°cos 7° — 2sin 18°cos 7° = 2 cos 7°(sin 54° — sin 18°) =

25in 18°cos 18° 25in36°cos36°

=2c0s7°-2sin18°cos36°=2cos7°—— - cos 36° =cos 7°
cos 18° cos 18°

sin72° sin(90°—18°) cos 18°
=cos7°" =coS7°———=cos 7°- =cos7°-1=cos7°.
cos 18° cos 18° cos 18°

N . . 3a . . 3
5. Apskaiciuoti 16 Sln%-sm;,]elgu cosa =-.

a 3a

Sprendimas. 16 sin% - sin%a =16 -%(cos (E — 3—“) —cos (g + —)) = 8(cos a — cos(2a)) =

2 2 2

= 8(cos a — (2cos?a — 1)) = 8(cos a — 2cos?a + 1).
2
Jeicos a = 3, tai 8(cos a — 2cos?a + 1) = 8<§— 2 (3) + 1) = 5.
4 4 4

Ats.: 5.
6. Isprestilygti cos(3x) — sinx = /3 - (cos x — sin(3x)).

Sorendimas. cos(3x) — sinx = V3 - (cos x — sin(3x)),
cos(3x) 4+ /3sin(3x) = sinx + V3 - cos x.

Padalije i$ 2 abiejose lygybés Zenklo pusése esancius reiskinius, gauname:
% cos(3x) + ? sin(3x) = % sinx + \/Z_g CoS X,

sin % cos(3x) + cos % sin(3x) = cos g sinx + sin g cos x,

sin (% + Sx) = sin (x + g),

sin (% + 3x) — sin (x + g) =0,

o) (o)

sin (x — %) cos (Zx + %) = 0.

Si lygybé galioja tik kai

. T T
sin (x — E) = 0 arbacos (Zx + Z) = 0.
I§ pirmos lygties gauname, kad

x=—+mrkkE€Z,
12

0i§antros—x=g+§l,lEZ.



Aisku, kad bendry elementy abi sprendiniy aibés neturi.

Ats: x = =+ mk, k € Z; arbax =§+§l,l €.
v . . . . T . T
7. I8spresti lygtj sinx - cos(2x) + cos x - cos(4x) = sin (Z + Zx) - sin (Z — Bx).

Sorendimas. sin x - cos(2x) + cos x - cos(4x) = sin G + Zx) - sin (% — Sx),

%(sin (—x) + sin(3x)) + %(cos(—Sx) + cos(5x)) = %(cos(Sx) — cos (g — x))
—sinx + sin(3x) + cos(3x) + cos(5x) = cos(5x) — sinx,
sin(3x) + cos(3x) = 0,
Padalije 1§ cos(3x) abiejose lygybés zenklo pusése esancius reiSkinius, gauname:
tg B3x)+1=0,
tg 3x) = —1,
3x = —Z+ 7k k €2,
x=-—+-kkez
Ats:x=——+kke€Z.

8. I8spresti lygti sinx - sin(3x) + sin(4x) - sin(8x) = 0.

Sorendimas. sin x - sin(3x) + sin(4x) - sin(8x) = 0,

%(cos(Zx) —cos(4x)) + % (cos(4x) — cos(12x)) = 0,

cos(2x) — cos(12x) = 0,

—2 sin(7x) sin(—5x) = 0.

Si lygybeé galioja tik kai

sin(7x) = 0 arbasin(5x) = 0.

IS pirmos lygties gauname, kad x = gk, kezZ,

0 1S antros — x = %l,l € Z.

Antroslygties sprendiniai x = %l,l € Z, priklauso ir pirmos lygties sprendiniy aibei, kai [ = 5m,
m € Z. Todél pradinés lygties sprendiniy aibg galima uZrasyti taip:
x="kk€Zx=-Ll#5ml€ZmeZ

N&x=§kke&x=%H¢SmJEZmEZ

9. Apie lygiakrastj trikampj apibrézto apskritimo spindulys lygus R. Per apskritimo centrg



nubrézta tiesé. Trikampio vir§tniy atstumy dz, d2 ir dziki Sios tiesés kvadraty sumg iSreiksti apskritimo

spinduliu R.

Sorendimas. Tegul | — nubrézta ties¢, 0A = OB = OC = R (¢ia R — apie trikampj ABC apibrézto

apskritimo spindulys, a — kampas tarp OAir |, AA, =d,, BBy =d,, CC; =ds ir AAiL l, BB, 1,
Ccc, L1

Jei LAOA, = a, tai
£BOB; = 180° — £A,0B = 180° — (120° — a) = 60° + «,
£C00C; = 180°— 2£A,0A — £LAOC = 180° — a — 120° = 60° — a.

I$ staciyjy trikampiy AA10, BB1O ir CC,0 gauname, kad
AA; =d; =Rsina, BB; =d, = Rsin(60°+ a), CC; = d; = Rsin(60° — ).

Todél trikampio virStniy atstumy dz, do ir dziki tiesés | kvadraty sumos iSraiska apskritimo
spinduliu R yratokia:
d? + d? + d% = R%(sin%a + sin?(60° + @) + sin?(60° — @)) =
= R? (% (1 —cos(2a)) + %(1 — cos(120° + 2a)) + % (1 — cos(120° — 2a))> =
2

R
== (3 —cos(2a) — cos(120° + 2a) — cos(120° — 2a)) =

= RTZ (3 — cos(2a) — (cos(120° + 2a) + cos(120° — 2a))) =

2

R
== (3 —cos(2a) — 2 cos

(120° 4+ 2a) + (120° — 2a) (120° + 2a) — (120° — 2a)>
> cos > =

R? o _ R (-1 _R g _ 3R
= 7(3 —cos(2a) — 2cos 120° cos(2a)) = 7(3 —cos(2a) — 2 ( 2) cos(Za)) = 3=—

2 2 2 _ 3R?
AtS..’dl + dz + d3 = T.



10. Trikampio ABC krastiniy BC, CAir AB ilgiai yraatitinkamai a, b ir c. Nustatyti, kokiu

kampu susikerta jo pusiaukrastinés AAq ir BBy, jéi a? + b? = 5¢2.

Sorendimas. Tarkime, kad trikampio ABC pusiaukrastinés sudaro kampa, kurio didumas X (0<x< 7).

[
FAY
F bR
_r'. ""-\.
/ A
/ \
/ e
/ P
B,/ ,
14 '
J T8 x
I " --\-_ o
i ~ R S m"'..,
ri .-"'-’-. o "\-:_'\-_ B
# g o
L g
LAy —
5 j':.'":':"'_}

Pritaike kosinusy teorema trikampiui ACAy ir trikampiui BCB1, gauname, kad

_ e 2 a _ | 2
AA; = T+b —Z-E-bcosC— T+b —abcosC,

_ |5, b2 b _ |5, b2
BB, = |a +T—2-a-5-cosC— a +T—abcosC.

O pritaike kosinusy teoremga trikampiui ABC, gauname lygybe

c? =a?+ b? —2abcosC.

Kadangi (pagal salyga)
a? + b? = 5¢?, gauname, kad ab cos C = 2c2.
Todél
a? a? a? + 4b? — 8c? a? + b2 + 3b%2 — 8¢?
AA;, = Z+b2—abcosC= Z+b2—202= 2 = 2 =

3b2—3c2 3
= —=_.,/b2_cz

4 2
ir

b2 b2 4a2+b2%-8c? a2+b2+3a2-8c? 3a2-3c¢2
BBl=\/a2+7—abcosC=\/a2+T—202=\/ =\/ =J =

4 4 4

W
Taikydami trikampio pusiaukrastiniy susikirtimo tasko savybe, gauname, kad
04, =144, =2 V7 =7, 008 =2BB, =2 Va7~ .

3
Todél



IS

0A1= 6

OB = ? vVa? — c?
Kampo x kosinusui rasti taikykime trikampiui A; OB kosinusy teorema:
A1B? = 0A? + 0B* -2 0A, - 0B - cos x.

I§ pradziy apskai¢iuokime OA; ir OB kvadraty suma:
0A? + OB? = %(b2 —c?) +§(a2 —c?) = %(b2 —c?+4a? —4c?) = 1—12(a2 + b% —5¢? +

2
3¢2) =L

T
Tesdami gausime:

2
azza__z.ﬁ.,/bz_cz.ﬁ. aZ —c? - cos x,

Vb% —c?2-vVa?—c?-cosx =0.

IS ¢ia cosx = 0.
Kadangi 0<x<7, tai x = %

Ats.: =,
2

Sprendimus parengé docentas Antanas Apynis ir mokytoja eksperté Regina Rudalevi¢iené.



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKUY MOKYKLA

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2018-2020)

1. Staciojo trikampio vienas smailusis kampas lygus 60°, jbrézto j trikampj apskritimo centras nuo §io
kampo virstinés nutolgs atstumu lygiu 10. Raskite trikampio krastiniy ilgius.

Sorendimas. Sakykime, kad staciajame trikampyje ABC, £C = 90°, 2A =
60°, taskas I yra jbrézto apskritimo centras, AI =10 (1 pav.). I§ tasko I
nuleidziame statmenj ID L AC, Sio statmens ilgis lygus jbrézto j trikampj
apskritimo spinduliui. Kadangi taske I susikerta trikampio pusiaukampinés, tai
2IAC = %AA =30° todél ID =IAsin30° =5,DA =+VAI%2—ID? =+/75.
Kadangi atkarpa CD irgi lygi jbrézto i trikampj apskritimo spinduliui, tai AC =

AD 4+ DC =+75+5 = 5(\/§ + 1). Tuomet trikampio jzambiné AB = % = ¢
10(V3 + 1), ostatinis BC = ACtg60° = 5v3(v3 + 1). D A
Ats: 10(V3+1), 5(vV3+1), 5vV3(V3+1). 1 pav.

2. Trikampio ABC pusiaukrastinés, nubréztos i§ vir$iinés A, tesinys kerta apibrézta apie §j trikampj apskri-
tima taske D taip, kad AC = CD. Raskite krastinés AC ilgj, jei BC = 2.

Sorendimas. Sakykime, kad taskas M yra trikampio krastinés BC vidurio
taskas (2 pav.), o ieSkomosios krastinés ilgis AC = x. Kadangi AC = CD, tai A
trikampis ACD lygiaSonis, lankai AC ir CD yra lygis, tai pagal jbréztiniy
kampy, besiremianciy j ta patj lanka ir j lygius lankus savybes gauname, kad
£DAC = £ADC = £ABC = £DBC, 0 £ADB = £ACB. I8 ¢ia isplaukia, kad

trikampiai ABM ir CDM yra panasieji, todél MM y. MD = BMDC C M B
4B ep P ac BDMC
Trikampiai BDM ir ACM taip pat panasieji, todél — = —1t.y. MD =
DM~ MC AC

Kadangi BM = MC =1, o AC = CD, tai sulygine gautasias atkarpos MD

israiskas, turime lygybe AB - BD = AC - CD = x?. Kadangi trikampiai ABC D
ir MBD irgi panaicji, tai - == . todél BC-MB = AB-BD = x*. Bet 2 pav.
MB =1, todél 2-1 == x2, taigi x = AC = /2.

Ats.: V2.

3. Trikampyje ABC 2A = 60°, 4B = 50°, taskas I yra jbrézto apskritimo centras, o taskas H yra jo
aukstiniy susikirtimo taskas (ortocentras). Raskite kampa AHI.

Sorendimas. Pagal 2 pavyzdzio rezultata 2BIC = 90° +%LA = A
120°. Kadangi £BHC =180° — £HBC — £HCB = 180° — (90° —
£ACB) — (90° — LABC) = £B + £C = 180° — 2A = 120°, tai

£BIC = £BHC, tod¢l keturkampis BIHC yra jbréztas | apskritimg
(3 pav.). Tuomet £AHI = 360° — LAHC — £IHC = 360° — (180° —

LB) — (1800 —143) =3,B =750,
2 2
Ats.: 759,

C B
3 pav.
4. Keturkampis ABCD jbréztas j apskritima, krastinés AB tesinys uz tasko B ir krastinés CD tesinys uz tasko
C susikerta taske E. Zinoma, kad EC = 6,CD = 2, AC = 6V3, AB: BE = 2 : 1. Raskite keturkampio
ABCD perimetrg.

Sorendimas. Kadangi taskai 4, B, C, D yra apskritime, o tiesés AB ir CD susikerta taske E, ta paga
3 teoremg teisinga lygybé AE - BE = DE - CE (4 pav.). Jei AB = 2x, BE = x, tai i$ Sios lygybés seka,
kad 3x-x =6-8,todél x =4, 0 AB = 8,BE = 4. Taikydami kosinusy teorema trikampiui AEC



gauname, kad cosZAEC = % = % Krastiniy AD ir BC ilgius B E
rasime taikydami kosinusy teoremga trikampiams AED ir BEC: AD? = %
AE? + ED? — 2AE - ED - costAED =112, BC? = BE? + CE? — A C
2BE - CE - cos¢BEC = 28. Taigi AD =47, BC =27, todél
ieskomasis perimetras lygus 10 + 6+/7.

Ats:: 10 + 6V7.

D
Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima, jo jstrizainés susikerta taske 4 pav.
E, istrizainé BD, kurios ilgis lygus 25, yra kampo ABC pusiaukampiné, atkarpos CD ilgis lygus 15.
Raskite j kokio ilgio atkarpas taSkas E dalija jstrizaing BD.

A
Srendimas. Kadangi jbréztiniai kampai ACD ir ABD remiasi j ta patj lanka D
AD (5 pav.), tai jie lygus. Bet ties¢ BD yra kampo ABC pusiaukamping, taigi
2ECD = £ACD = £ABD = £DBC. I8 ¢ia i$plaukia, kad trikampiai BCD ir CED
yra panasieji (jy kampas BDC yrabendrasir ZDBC = £ECD). Todél % = %. Is B C

2
Sia gauname, kad ED = - = 9. Todél BE = BD — ED = 16.

> =
Ats.: BE = 16, ED = 9. S pav.

LygiaSonés trapecijos mazesnysis pagrindas lygusl, i trapecija jbréztas apskritimas, kurio spindulys
lygus 1. Raskite trapecijos plota.

Sorendimas. Sakykime, kad atkarpa BC yra lygiasonés trapecijos ABCD mazesnysis pagrindas
(6 pav.). Nubrézkime statmenis BH ir CG j pagrindg AD ir pazymékime Soninés krastinés ilgj AB = CD =
x. Kadangi | trapecija jbrézto apskritimo spindulys lygus 1, tai trapecijos aukstiné lygi jo skersmeniui, t.
y. BH =2. Kadangi trapecija lygiasoné, tai AH = DG =

x? — 4. Tuomet trapecijos ilgesnysis pagrindas AD =1 + B C
2Vx?2 — 4. I trapecija jbréziamas apskritimas, todél pagal 4
teoremg AB+CD =AD +BC, t.y. 2x =1+2Vx2 —4 +1.
Sprendziame §ig lygtj ir gauname, kad x — 1 = Vx2 — 4, x% —
2x+1=x? — 4,todél x =2, trapedijos pagrindas AD =4, 0 A D
josplotas S =2 (AD + BC) - BH = 5. H6pavG
Ats: S =5.

Apskritimo spindulys lygus 1, apie ji apibrézta lygiasoné trapecija, kurios vienas pagrindas du kartus
ilgesnis uz kitg. Raskite trapecijos vidurinés linijos ilgj.

Sorendimas. Sakykime, kad i lygiaSone trapecija ABCD jbréztas apskritimas (7 pav.), 0 BC = x,
AD = 2x. Nuleiskime statmenis BH ir CG i8 virStuniy B ir C j pagrindg AD. Kadangi trapecija lygiaSoné,
0 HG =BC =a, ta AH =DG = g Apie trapecijg apibréztas apskritimas, B C
todél AB + CD = AD + BC, i§ ¢ia gauname, kad AB = CD = %x. Staciojo
trikampio ABH statinis BH lygus jbrézto j trapecija apskritimo skersmeniui,
todél BH = 2. I tia gauname, kad AB? = AH? + BH?, t.y. Gx)% = G)? +
22, Tagi x?=2, x=+/2, o kadangi trapecijos, | kurig jbréZiamas
apskritimas, Soniné krastiné lygi vidurinei linijai, tai trapecijos viduriné linija A G D
lygi 2v/2. H

20 7 pav.

Ats.: E\/i

Trapecijos pagrindai lygis 2 ir 10, apie ja galima apibrézti apskritimg ir j ja galima jbrézti apskritima.
Nustatykite, ar apibrézto apskritimo centras yra trapecijos viduje, trapecijos pagrinde, ar trapecijos iSor¢je.

Sorendimas. Sakykime, kad ABCD — duotoji trapecija, AD = 10, BC = 2 — jos pagrindai (8a pav.).
Kadangi apie trapecijg galima apibrézti apskritima, tai ji lygiasoné, o kadangi | ja galima jbrézti
apskritima, tai jos Soniné kraStiné lygi vidurinei linijai, taigi AB = CD = %(AD + B(C) = 6. Kadangi



10.

trapecija lygiaSoné, tai apibrézto apie ja apskritimo centras ir jbrézto i ja apskritimo centras yra tieséje
MN, jungiancioje trapecijos pagrindy vidurio taskus. IS virStinés B nuleidziame statmenj BH L
AD, tuomet AH = %(AD —BC) =4. I8 staciojo trikampio ABH surandame BH = MN =
VABZ — AH? =+/20 = 2+/5. Jei apibréZto apie trapecija apskritimo spindulys R, 0 jo centras — taskas
0, tai priklausomai nuo tasko O padéties galimi trys atvejai: 1) taskas O yratrapecijos viduje (8b pav.),
tuomet OM + ON = MN, 2) taskas O yrapagrindo AD vidurio taskas, tuomet R = 5, 3) taskas O yra

BN C BN C BN C
\ AO M
A A D A D
H M I

8a pav. 8b pav. 8¢ pav.

trapecijos iSoréje (8¢ pav.), tuomet ON — OM = MN. Zymékime ON = x, tuomet OM = 2+/5 — x
pirmuoju atveju ir OM = x — 2+/5 tre¢iuoju atveju. Taigi abiem atvejais OM = |x - 2\/§| I stadiyjy
trikampiy AOM ir BON randame 0A% = AM? + OM? = 25 + |x — 2V5|, OB? = BN? + ON? =1 +
x2. Kadangi 0OA = OB, tai turime lygti 25 + |x — 2\/_|2 = 1+ x?, kurig i$sprend¢ gauname x = %
Kadangl —2V5= Nk 0, tai atkarposON ilgis yra didesnis, negu trapecijos aukstinés MN ilgis. Taigi

aplbrezto apskr1t1mo centras yra trapecijos iSoréje.
Ats.: apibrézto apskritimo centras yra trapecijos iSoréje.

Penkiakampis ABCDE yra jbréztas j apskritima, jo kraStinés AB ir BC yra

E
lygios, tiesés AD ir EB susikerta taske P, tiesés BD ir EC — taske Q. Raskite %\
- — 400 — £40
kampa EPQ, jeéi LACE = 40°, 2LADB = 54°. AP D
Q

Sorendimas. Kadangi atkarpos AB ir BC yralygios, tai lankai AB ir BC irgi
lygiis (9 pav.), todél ZADB = £BEC, o tai reiskia, kad ZPDQ = £PEQ. I§ ¢ia
iSplaukia, kad keturkampis EDQP yra jbréztas j apskritima, todél £EPQ =

B

1800 — 2EDQ. Kadangi £EDQ = £EDP + +4PDQ = £tEDA + £ADB = C
2ACE + £ADB = 40° + 549 = 940 tai 2EPQ = 1809 — 949 = 869, 9 pav
Ats.: 86°. )

Penkiakampis ABCDE yra jbréztas i apskritima, jo krastinés AB ir AE yra lygios, krastinés BC ir CD taip

pat lygios, kampas ABE lygus 45°, kampas EBD lygus 30°, 0 AB = +/2. Raskite penkiakampio plota.
Sorendimas. Kadangi AB = AE, o £ABE = 45°, tai ir LAEB = 45°, todél kampas BAE yra

statusis, taigi atkarpaBE = VBA? + AE? = 2 yraapskritimo skersmuo (10 pav.), B C

o trikampio ABE plotaslygus S; = %AB2 = 1. Kadangi atkarpa BE - apskritimo

skersmuo, tai kampas BDE yra statusis, todél ZBED = 60°, BD = BEcos30° =

V3, DE = BEsin30° = 1, o trikampio BDE plotas lygus S, = —BD DE = \F D
Kadangi BC = CD, tai lankai BC ir CD yra lygis. [bréztinis kampas BED remIaSI A

1 lanka BD, o jbréztinis kampas BDC remiasi j lankg BC, kuris yra pusé¢ lanko E
BD. Todél «BDC = %ABED = 30°. LygiaSonio trikampio BCD auksting, 10 pav.

nubrézta i§ virstnés C, lygi h = lBDtg 300 = %, o Sio trikampio plotas S3 = %BD “h= \/;. Akivaizdu,

kad penkiakampio plotas S lygus ploty Sy, S, ir S3 sumai,tai S =1+ i

Ats.: 1+i—

Sprendimus parengé dr. doc. Edmundas Mazétis



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

6 tema. RODIKLINE FUNKCIJA IR JOS TATIKYMAS
(2018-2020)
SESTOJI UZDUOTIS

Sprendimai

X
1. Raskite funkcijos f(x)\/{(%} —1}-\/1—x apibrézimo sritj.

Sorendimas.
1-x>0, x<1, X<1,

1| " x x<1
{(lj _l} bz GJ ~120(nesE=x20) [%) le{xsojxgo'

2
Atskiral patikrinkime reikSme x =1. Tuomet f(1)=0 — vadinasi, x=1 taip pat priklauso
apibrézimo sriciai.
Ats.: (—o0;0] U{T .

2. Nustatykite funkcijos f (x) = 24SM+3%5% reiksmiy sritj.

Sorendimas. Pirmiausia surasime, kokiame intervale kinta rodiklio reiskinio 4sinx+ 3cosx
reikSmés. Tegu a-cosa =4 ir a-sina =3. Tuomet

4sinx+3cosx=a-(Cosa-SNX+Sna-cosx) =a-sin(a + X) .

Parametro a reikSme nustatysime lygybes a-cosa =4ir a-sina =3 pakélg kvadratu ir sudéje.

Gausime: a?(cos” o +sin®a)=25=a’ =25=a=15. Tagi
f(x) = 229N (@) e (—o0; +00), X € (—o0; +0) .
Kadangi —1<sin(a + x) <1, tai abiem atvejais turésime: 27° < f(x)<2° = 3—12 <f(x)<32.
Ats.: [i; 32].
32
2

X“—2X
3. Kokia yra didziausia funkcijos f(x) = (si n%j reikSmé?

_1 12 s .
Sprendimas. Kadangi snZ =22, tai f (<=2 2% & rodikliné funkcija jgis didziausia

reik§me taske, kuriame jgyjama didziausia rodiklio g(x) = —%(x2 —2x) reikSmé. IS kvadratinio

trinario savybiy g(x)>0, ka xe[0; 2], ir didZiausia reik§mé g(1) =% igyjama, kai x=1. Taigi

1
didZiausia funkcijos f(x) reik§mé yra f(1) =29 =22 =/2.

Ats: f1)=+2.



33

4. Isspreskite lygti 2 33
Sorendimas.
31,3

2 =3V o 3V 12x 3 4.3 o 3V I2x g 3¢5 +3=o©(3m)2—4-3m +3=0

Pazymeje 33 a, gauname lygtj a®>—4a+3=0, kurios sprendiniai yra a, =3, a, =1.Taigi
3V 35 Bx=1= - 3x=1= x=—%,

33 1= C3x = 0= —3x=0= x=0.
1

Ats.. -=,0.
3
~X X
5. ISspreskite nelygybe 212X—21+1 <0.
2ote1 t2—t-2
Sorendimas. Pazyméje 2° =t,t >0, gauname nelygybe: tt I <0 D >
t+DH(t-2)

- >0. Sia nelygybe patogu spresti intervaly metodu (turékime omenyje, kad t > 0):

I$ schemos matome, kad nelygybes sprendinial yra t e (U;1) U[2+w) . Taigi: 0<2¥<1=>x<0
arba 2¥>2=x>1.

AtS.: X e (—0;0) U[1;+0) .

X

6. ISspreskite nelygybe

<4,

4X _3X

rendimas. Kairiosios ne ¢s pusés trupmenos skaitiklj ir vardi adalije 1§ 4" =0,
Sorendi Kairiosi lygybés pusé p kaitiklj 1 diklj padalije i§ 4" =0

X
gauname nelygybe 1 — <4. Pazymeje (%) =t, t>0, turésime:
3

4

1-

3
1 hd

t_
L oan 403 00 40t 0;§ U (L +00) .
1-t 1-t 1-t t-1 4

3\ 3 3\
Tuomet 2 <Z:>x>1arba 2 >1 = x<0.

Ats.: X e (—0;0) U (1;+00) .



7. Turime tirpalg, kuriame nuosédos sudaro 20% viso kiekio. Kiekvienas filtras sugeria 80%
nuosédy. Kiek maziausiai reikia filtry, kad perfiltravus tirpalg gautume tirpala, turintj ne daugiau
kaip 0,01% nuosédy. (Zinoma, kad 1g2~0,30).

Forendimas. Pagal salyga nuosédos sudaro %ti rpalo. Po pirmojo perfiltravimo nuosédos tirpale

2 3 k+l

sudarys (éj dalj, po antrojo — (éj ir t. t., po k-tojo — [%j dalj tirpalo. Pagal sglyga nuosédos

turi sudaryti ne didesne kaip 10°* dalj tirpalo, todél filtravimy skai¢iui surasti turime iSspresti
1 k+1 1 k+1

nelygybe (gj <10™*. Tuo tikslu logaritmuojame abi nelygybés puses: Igﬂgj <lg10* =

~(k+1)Ig5< 4= (k+1)Ig5> 4= kz%—l: kzio—l —k>

~1. Cia jrase 1g2~0,30,
I 1 1-1g2 jrase 19
2

gauname, kad k >4,7. Taigi maziausiai reikia 5 filtry.
Ats.: 5 filtry.

8. Mieste 131071 gyventojas. Vienas gyventojas 9 val. ryto pasaké naujieng dviem savo
pazjstamiems. Po pusvalandzio Sie du gyventojai perdavé $ig naujieng kiekvienas kitiems dviem
savo pazjstamiems, dar nezinojusiems jos. Pastarieji keturi vél po pusvalandzio perpasakojo
naujieng kiekvienas dviem savo pazjstamiems ir t. t. Tokiu biudu kas pusvalandj naujieng
suzinodavo vis kiti nezinojusieji naujienos miesto gyventojai. Kelinta valanda naujieng suzinojo
visi miesto gyventojai ?

Sorendimas. Pagal salyga:

9 val. ryto naujieng Zinojo 1+ 2= 2% —1=_3gyventojai,
po pusés valandos, t. y. 9:30, ja jau Zinojo 1+ 2+ 2% =2 —1=7 gyventojai,
dar po pusés valandos, t. y. 10:00, ja jau Zinojo 1+ 2+ 2% +2° =2* —1=15 gyventojuy,
dar po valandos, t. y. 11:00, naujieng Zinojo 1+ 2+2%+2°+ 2% +2° =26 —1=63ir ..
dar po 6 valandy, t. y. 17:00, naujiena Zinojo 1+2+2° + 22 +2%+2° + .+ 2P+ 216 =27 _1-131071
(217 =131072).
Ats.: 17 valanda.

9. Radioaktyvioji anglis kartais naudojama organiniy liekany (tokiy kaip kaulai, medzio anglis,
séklos) amziui nustatyti. Si radioaktyvioji anglis skyla pagal désnj y(t)=y,- 2Kt &ia y(t) — anglies
kiekis lailko momentu t (metai), y,— radioaktyviosios anglies kiekis pradiniu latko momentu.

1) Radioaktyviosios anglies skilimo pusamzis (laikas, per kurj suskyla pusé pradinio
radioaktyviosios anglies kiekio y, ) yra 5700 mety. Apskaiéiuokite konstantos K reikSmeg.

2) Kiek procenty radioaktyviosios anglies liks medzio anglyje po 1500 mety?

Sprendimas.

1) Pagal salyga sudarome lygtj: % =y - 270K = 271 = 5700k — _1_ 5700k = k = —?100 .

2) JraS¢ apskaiCiuotaja konstantos k reikSme, gauname tokj radioaktyviosios anglies skilimo
t
désni: y(t)=y,-2 570, Po 1500 mety i§ pradinio kiekio vy, radioaktyviosios anglies liks



1500 15
1500) =y -2 5700 =y, .2 57 ~y,- 27028 5y .0,833. Uzradius tai procentais — radioaktyviosios
y 0 0 0 0 P

anglies liks 83,3%.
Ats.: 83,3%.

10. | banko, kurio metin¢ palikany norma 1,3%, saskaita padétas 3000 eury indélis.
Apskaiciuokite kokia pinigy suma bus saskaitoje po dvejy mety, kai paliikanos prie indélio
priskaic¢iuojamos nenutriikstamai.

Sorendimas.  Pagal nenutriikstamy paliikany formule P’ =B, -(eP —1) apskaiiuosime pinigy
sumga saskaitoje po vieneriy mety: P, =3000- (>3 - 1) ~ 3000-1,013= 3039. Analogiskai po antryjy
mety saskaitoje bus P, = 3039- (e%% —1) ~ 3039-1,013~ 3078,51 eury.

Ats.: 3078,51 eury.

Sprendimus parengé M. Skakauskiené ir E. Stankus



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2018-2020)

1. Aritmetinés progresijos pirmyjy N nariy suma apskai¢iuojama pagal formule S,, = 2n? — 27n.
Raskite maziausigjj n, kuriam esant, a,, > 0.
Sorendimas. Remdamiesi formule S,, = 2n? — 27n randame narj a,,
ap =Sp—Sp—1 = (2n? =27n) — (2(n — 1) = 27(n — 1)) = (2n? — 27n) — (2n? — 31n + 29) = 4n — 29.
Kad galioty salyga a,, > 0, turi bati 4n — 29 > 0. I§ ¢ia gauname, kad n > 7,25.
Taigi ieSkoma maziausia n reikSmeé yra 8.

Ats.: 8.

2. Aritmetinés progresijos a;, a,, ds, ... pirmyjy 7 nariy suma lygi 2555. Raskite geometrinés progresijos
bl’ bz, b3, ketVirtq l’lari b4, Je' bl =a = 1 II’ b7 = ay.

(1+a7)-7
2

Sorendimas. Pagal salyga, = 2555.

IS ¢ia gauname, kad a, = 729.

Tegu q — geometrinés progresijos by, by, bs, ... vardiklis. Kadangi b; = a; = 1, ta

b, = by -q° = q°® = 729.

I8 ¢ia gauname, kad g3 = +27.

Vadinasi, b, = b, - q° = q3 = +27.

Ats.: +27.

3. Dvi aritmetinés progresijos 17, 21, ... ir 16, 21, ... turi vienody nariy. Raskite pirmy 100 skaiciy, kurie
yra abiejy progresijy nariai, suma.

Sorendimas. Aritmetinés progresijos 17, 21, ... narius zymékime a,, n = 1, 2, 3, ..., 0 aritmetinés
progresijos 16, 21, ... narius Zymékime b,, n = 1, 2, 3, .... Pirmos progresijos skirtumg Zymékime d,, O
antros progresijos skirtuma — d,.

Tadaa, =17,d; =4, ap,=a;,+(n—1)d, =17+ (n—1)-4=4n+13

b, =16,d, =5,b,=b;+(n—1)d, =16+ (n—1)+-5=5n+ 11.

Tarkime, kad pirmosios progresijos narys a,, sutampa su antrosios progresijos nariu b,,,,

t.y. a, = by,. Gauname lygyb¢ 4n + 13 = 5m + 11, i8 kurios iSplaukia, kad 4n + 2 = 5m.

Skaicius 5m dalijasi i§ 5, todél ir skai¢ius 4n + 2 turi dalytisis 5. Taigi galimos n reikSmés yra
n=2,7,12,17, ..., o d@itinkamos m reik§més yram = 2, 6, 10, 14, ... . Vadinas, tarpusavyje lygis yra $ie
abiejy progresijy nariai:

a, = b2 = 21, a, = b6 = 4‘1, a1, = b10 = 61, a7 = b14 = 81, ver s



Matome, kad skaiciai 21, 41, 61, 81, ... sudaro aritmeting progresija, kurios pirmas narys 21, 0
skirtumas 20. Belieka apskai¢iuoti jos pirmyjy 100 nariy suma:

S100 = 222100 = 101100.

Ats.: 101100.

4. Skai¢iai a, b, ¢, d sudaro geometrine progresija. Raskite (a —c)?+ (b —c)?+ (b—d)? —
— (a—d)>.

Sorendimas. Tegu g yra geometrinés progresijos vardiklis. Tada b = aq, ¢ = aq? ir d = aq3. Tuomet
(a=c)?+ (-0 +Ob-d)?-(a—d)?=(a—aq®)’+ (aq — aq*®)* + (aq — aq®)* — (a — aq®)? =
=a’(1-¢?+(@-q)*+(@- > -1 -3¢ =a*((1-2¢° +q) + (¢° - 2¢> + ¢*) + (¢* -
—2q*+q%) —(1-2¢°+q%))=a%-0=0.

Ats.:0.

5. Trys skai€iai sudaro geometring progresija. IS tre¢io nario atémus 64, gaunama aritmetiné progresija.
Po to 1§ antro nario atémus 8, gaunama nauja geometriné progresija. Kokie yra tie trys skaiciai?
Sorendimas. Tegu a, b ir ¢ yra ieSkomi skaiciai, o g yra geometrinés progresijos a, b, ¢ vardiklis.
Tadab = aq, ¢ = aq?.
Kadangi skai¢iy seka a, aq, aq® — 64 yra aritmetiné progresija, tai turi biiti tenkinama sglyga
aq —a = (aq® — 64 ) — aq, kuri ekvivalenti lygybei aq? — 2aq + a — 64 = 0.
Skai¢iy a, aq — 8, aq® — 64 seka yra geometriné progresija, todél

aq-8 _ aq’-64

a aq-8 '
I§ ¢ia gauname:
(aq — 8)?=a(aq”® — 64),
a’q? — 16aq + 64 = a%q? — 64a,
ag—4a—-—4=0.

aq® —2aq +a—64 =0,

Skai¢iams a ir g rasti belieka i8spresti lygciy sistema ﬁ{ aq —4a—4 = 0,

Gauname:
(g-1)? 64
{a(q —1)% = 64, Tuqq—@ =7 [(‘1 - 1)?=16(q—4), {qz — 189 + 65 =0,
= 4 = 4
a(q_4‘)=4, CL:i' a—;, _E

q-4’

Lygties g2 — 18q + 65 = 0 sprendiniai yraq = 5 ir ¢ = 13. Skai¢iy a randame i3 lygties a = q;:}.

Jeg=>5taa=4,b=20,c=100.

Jeiq=13,taia=3,b=5—2,c=
9 9

Ats.: 4,20, 100: 2 22 &7¢
9 9 9

676
5 "



6. Uzdaviniai buvo sprendziami vienas po kito. Kiekvienam uzdaviniui, pradedant antruoju, i$spresti
prireikdavo po tiek pat karty maziau laiko negu pries tai sprestam. Kiek uzdaviniy buvo iSspresta, jei
visy uzdaviniy, i§skyrus pirmaji, sprendimas uztruko 63,5 minutés; visy uzdaviniy, i§skyrus paskutinj,
sprendimas — 127 minutes, o visy uzdaviniy, iSskyrus pirmuosius du, sprendimas uztruko 31,5
minutés?

Sorendimas. Tegu n — iSspresty uzdaviniy skaicius, o b,— n-tajam uzdaviniui iSspresti reikalingas
laikas (minutémis), n € N. Skaiciy seka (b,,) yra geometriné mazéjanti progresija, kurios vardiklis g tenkina
salyga 0 < q < 1.

Pagal salyga,

S, — by = 63,5, (D

S, — b, =127, (2)

Sn_bl _bz = 31,5 (3)
I$ (1) ir (3) lygybés gauname, kad

32qn—1
q

63,5—b, =315 b, =32,0b, = % = 3q—2irbn = b, q"!

I8 (1) ir (2) lygybés gauname, kad

S, =635+b,irS,, =127 + b,,.
Tuomet

63,5+ by, = 127 + by,

b, — b, = 63,5,

32 32q™1

q
32(1—q¢™ 1) = 63,59. (4)

= 63,5,

I$ (1) lygybés gauname, kad

bi(q"-1) _
nD b =635,

bi((@" -1 - (q—1)=635(q— D),

biq(q"* - 1) = 63,5(q — 1),

Zq(@" " -1 =635(¢ - D),

32(q"t*—1) =63,5(g — 1),

32(1—q™ 1) =63,5(1 — q). (5)
I$ (4) ir (5) lygybés gauname, kadq =1—qirq = 0,5.

Iras¢ q reikSme 0,5 = % i (4) lygybe gauname lygtj

1\ 1 1
32(1-(3)" ) =635-2
Sios lygties sprendinys yra n = 8. Tai reigkia, kad buvo i§spresta 8 uzdaviniai.

Ats.: 8 uzdaviniai.



7. | apskritimg, kurio spindulys R, jbréztas taisyklingas trikampis; ] trikampj jbréztas apskritimas; |
apskritimg vél jbréztas taisyklingasis trikampis ir t. t. Raskite apskritimy ilgiy sumg ir skrituliy ploty
sumag.

Sorendimas. Tegu r;, yran-tojo apskritimo spindulioilgis,n € N. Tuomet r;, = R.
Nesunku jsitikinti, kad j pirmaji apskritima, kurio spindulys R, jbrézto taisyklingo trikampio krastinés

ilgis lygus Rv/3,  ta trikampj jbrézto apskritimo (antro) spindulio ilgis 7, yralygusg.

I antrg apskritima, kurio spindulys r, = §= jbrézto taisyklingo trikampio krastinés ilgis lygus %ﬁ, 01
ta trikampj jbrézto apskritimo (trecio) spindulio ilgis 73 Iygusg .

Pastebime, kad apskritimy spinduliy ilgiai 7y, 75, 73, ... sudaro begaling geometring progresija, kurios

r, = R, ovardiklisq = % Sios progresijos nariy sumar; + 7, +... lygi 1%1 = 2R.

2
Randame apskritimy ilgiy suma:

2nry + 2nry, + 2nry +..= 2n(ry + 1+ ...) = 2w - 2R = 4nR.

2 2
Apskritimy spinduliy ilgiy kvadratai R?, RT, %, ... irgi sudaro begaling mazéjancCia geometring

progresija, kurios pirmas narys R? , o vardiklis lygus %. Sios progresijos nariy sumar? + 12 +... lygi

R? _ 4R?

-1 3
4

Randame skrituliy ploty suma:

4R? 4
2 +nrf +.=n(@f +ri+..) = m-—— =_-mR%.

Ats.: 4tR; gnRZ.

8. Geometrings progresijos by, by, bz, ... pirmas narys lygus 1. Kuriai Sios progresijos vardiklio reikSmei
esant reiskinio 4b, + 5b; reikSmé yra maziausia?
Sorendimas. Tegu (b,,) — geometriné progresija, kurios pirmas narys b; = 1, o vardiklis g. Tuomet
b, = q, b; = q2. IraSe b, ir b; reikSmes j reiskinj 4b, + 5b;, gauname;
4b, + 5b; = 4q + 5¢% = 5(q® + 0,8q) = 5((q* + 2¢ - 0,4 + 0,4%) — 0,4%) =
=5((q +0,4)? - 0,16) = 5(q + 0,4)> — 0,8.
Reiskinio 5(q + 0,4)? — 0,8 reik§mé yra maZiausia esant maziausiai rei$kinio (q + 0,4)? reik§mei,
t.y,kag+04=0irq=-04.
Ats.. —0,4.
9. Aritmetinés progresijos skirtumas nelygus nuliui. Seka, kurig sudaro §ios progresijos pirmo ir antro,
antro ir tre€io bei trecio ir pirmo nario sandauga, yra geometriné progresija. Raskite jos vardikl;.
Sorendimas. Tegu a,, a, ir a; yra aritmetinés progresijos nariai, o d (d # 0) — jos skirtumas.

Pagal salyga, skaiCiai



by = a,-a; = a,(a; +d),
b, =a; a; = (a; + d)(a; + 24d),
b; = a3 a; = (a; + 2d)a,
sudaro geometring progresija. Jos vardiklj g galimarasti dvejopai — pagal formule

b (ai+d)(a,+2d) a,+2d
g=2=———T"—=—""—0a, #0,
b1 al(a1+d) aq

arba pagal formule

_ b3 _ (a1+2d)a1 _ aq

b @rd(atzd)  ara’ N +d # 0.
~ . a1+2d _ a;
I$ lygybés o = aq JaUname, kad

(a; + 2d)(a; + d) = a?, 0 i3 &ia —lygybe d(3a, + 2d) = 0.

3a1

Kadangi d # 0, tai 3a; + 2d = 0. Vadinasi, d = -

Sia aritmetinés progresijos skirtumo d israiska jrasykime, pavyzdziui, j pirma vardiklio q skai¢iavimo
formulg ir gausime, kad

q — a1—3a1 — _2.

a

Ats.: —2.

10. Raskite trizenklj skaiciy, jei jo skaitmenys sudaro geometring progresija, o trizenklio skaiciaus, 400
vienety mazesnio uz ieSkomg skaiciy, skaitmenys sudaro aritmeting progresija.

Sorendimas. Tegu abc yra ieSkomas trizenklis skai¢ius. Pagal salyga,

(a—4)+c

a€{5;6;7;8;9},b> =acirb =

I ¢ia gauname, kad
a—4+c
= +ac,

2

a—2Vac+c =4,
(Va—ve)’ =4,
Va =+/c + 2.

Aisku, kad galimos ¢ reiksmés yra 0, 1, 4 ir 9.

Skai¢iuodami jsitikiname, kad tinka tik c = 1. Tadaa =9 ir b = 3.
Taigi ieSkomas trizenklis skai¢ius yra 931.

Ats.: 931.

Sprendimus parengé docentas Antanas Apynis ir mokytoja eksperté Regina Rudaleviciene.



Losimai, laiméjimai, tikimybeés ...
Parengé Vilius Stakénas

Sprendimai
1 uzdavinys. LoSiama metant tris simetriSkus SeSiasienius kauliukus,
kuriy sienelés suzymeétos skaiciais 1,2,3,4,5,6. Laiméjimas lygus skaicCiy ant
atvirtusiy sieneliy sumai. Apskaiciuokite tikimybes, kad laiméjimas bus ly-
gus 9 ir 10.

Sprendimas. Galime jsivaizduoti, kad kauliukai skirtingy spalvy, todél
juos galime atskirti ir pavadinti pirmuoju, antruoju, treiuoju kauliukais.
Bandymo baigtis — akuc¢iy atvirtusiy ant pirmojo, antrojo, treciojo kauliuko
trejetas (ay,as,as). I§ viso yra 6 skirtingy baig¢iy. Skaicius 9 ir 10 galime
iSreiksti suma trijy skaiciy, nedidesniy uz 6 ir iSdéstyty nemazéjimo tvarka
SeSiais budais:

9 = 14+24+6=14+3+5=14+44+4=24+2+5=2+3+4=3+3+3,
10 = 1434+6=14+44+5=2+24+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4.

Jeigu visi sumos démenys skirtingi, iSraiska atitinka 6 bandymo baigtys; jeigu
du démenys vienodi, yra 3 bandymo baigtys, jeigu visi démenys vienodi, téra
viena bandymo baigtis. Taigi pazyméje akuciy suma S gausime:

1 25

P = = 1) = —
(S=9) 63(6+6+3+3+6+ ) 516’

1 27

(S =10) 63(6+6+3+6+3+3) 516

2 uzdavinys. Urnoje yra 5 balti ir 5 juodi rutuliai, koordinaciy plokstu-
moje pazyméti taskai su sveikaskaitémis koordinatémis. Taske O(0;0) stovi
kareivélis. IS urnos zaidéjas atsitiktinai traukia vieng rutulj: jeigu jis bal-
tas — kareivélis Zengia Zingsnj j deSine, t.y., pereina j taska A(1;0); jeigu
juodas — pereina j taska B(0;1). Po to i§ urnos traukiamas antras, trecias
rutulys, kol urna iStustéja. Po kiekvieno istraukto rutulio kareivélis pere-
ina j gretima desinjji paZymeéta taska, jeigu iStrauktas rutulys baltas, ir j
gretima virsutinjji, jeigu rutulys juodas. Kokia tikimybe, kad Sitaip keli-
audamas i§ tasko O(0;0) j N(5;5) kareivélis aplankys bent vieng i§ tasky
T1(2;2),T2(3;2), T5(2; 3), T4(3; 3) 7

Sprendimas. Kareivélio kelia vienareikdmiskai nusako istraukty rutuliy
eile. Sios eilés ir yra bandymo baigtys. Kiek skirtingy eiliy galima sudaryti
i§ 5 balty ir 5 juody rutuliy? Isivaizduokime, kad pagaminome dézute su 10
skyreliy istrauktiems rutuliams sudéti. Kiek yra galimybiy isdéstyti penkis
baltus rutulius Sioje dézutéje? Tiek, kiek yra galimybiy parinkti 5 skyrelius
baltiems rutuliams, t.y., 0150. Tai ir yra visy galimy baig¢iy skaicius.



Pazymékime Aq, Aa, Az, A4 jvykius, kad kareivélis aplankys taskus 77,
Ty, T3, Ty. Aisku, kad mus domina jvykiy sajunga A = A1 U As U A3 U Ay4.
Pasinaudoje jvykiy sajungos tikimybés formule gausime:

P(A) = S;1—S2+ 534 Sy,

S1 = P(A1)+ P(As) + P(A3) + P(Ay),

Sy = P(A1NAy)+ P(A;NA3)+ P(A; N Ay)
(A2 N Ag) + P(Aa N Ay) + P(A3 N Ay),
S3 = P(A1NAaNAs)+ P(AiNAyNAy)
( )
(

+
eI

+ P(AINA3N Ay +P(A20A3QA4),
Sy = PAlﬂAgﬂA3OA4).

Pries pradédami skaiciuoti pastebékime, kad kareivélis negali aplankyti abiejy
tasky 75 ir Ts; taip pat negali aplankyti visy trijy tagky 71, Ts, T3 bei 15, T3, Ty.
Taip pat negali aplankyti visy keturiy tasky. Taigi is tiesy

P(A) = 51— 5+ 83,

Sy = P(AIQAQ) -f-P(Al ﬂA3)+P(A1ﬁA4>

+ P(A2 ﬂA4) +P(A3 ﬂA4),

S3 = P(AlﬂAgﬂA4)+P(A1ﬁA3ﬂA4).
Baigtis, palankias jvykiams skai¢iuosime naudodamiesi daugybos taisykle.
Pavyzdziui, baig¢iy, palankiy jvykiui A; N A4 yra tiek, kiek yra kareivélio
keliy i O(0;0) i N(5;5), einan¢iy per T ir Ty. Pirmiausia turime patekti j
taska T7. Tam prireiks 4 Zingsniy, i§ kuriy du turi buti nukreipti j desine, i3
viso tokiy keliy yra C%. Po to dviem Zingsniais (vienu j deine, kitu j virsy)
turime patekti j tagka Ty. Ta galime padaryti C4 = 2 budais. Galop i§ tagko
Ty i tagka (5;5) galime patekti C? budais. Taigi

c3.Ci.C?
2 A2 4 Lo by
‘AlﬁA4|:C4‘CQ‘C4, P<A1QA4)2075

10
Pastebékime, kad visy jvykiy tikimybes galime uZraSyti trupmenomis su
tuo paciu vardikliu. Taigi dalyba i§ 8o vardiklio galime atlikti pacioje
skai¢iavimy pabaigoje. Jeigu nesuklysime, gausime tokig tikimybés reik§me:

200

P(4) = 5.

3 uZdavinys. Urna su rutuliais ta pati kaip 2 uZdavinyje, tas pats
kareivélis stovi taske O(0;0). Jo kelionés taisyklé — ta pati, taciau atsitikti-
nai iStraukus rutulj jis sugrazinamas j urna. Kokia tikimybé, kad deSimties
zingsniy kelionéje kareivélis nors kartg uzsuks j bent vieng bent vieng i$ tasky



T1(2;2),T2(3;2), T5(2;3), Tu(3;3)?

Sprendimas. Jeigu Zingsnj j deSine Zymésime raide D, o i vir§y — raide
V, tai bandymo baigtj galésime uzraSyti deSimties raidziy seka, pavyzdziui,
DVVDDDDVVD. Aigku, kad tokiy seky i§ viso yra 2'9. Naudosime tuos
padius jvykiy Zymenis kaip ankstesniame uzdavinyje. Kad kareivélis uzsukty
i taska T4 jis i§ pradziy turi keliauti vienu i§ C? keliy, o likusieji 6 Zingsniai
gali buti bet kokie, taigi |A1| = C%-20 ir P(A;) = C%-26/210 = C2 /2. Taip
pat skaic¢iuojame ir kity jvykiy bei ju sankirty tikimybes:

02 . Cl . 24
A1 N Ay =C3-C3-2, P(AINAy) = %
Apskaidiave gausime:
84
S1 = P(A1) + P(A2) + P(As) + P(A4) = o,

Sy = P(A1 ﬁAg) —l—P(Al ﬂAg) —|—P(A1 ﬁA4)
+ P(AyNAy)+ P(A3N Ay)
2 2 C? 56
B IR R R T
c? 12
S3 = P(AlﬂAgﬂA4)—|—P(A1ﬂA3ﬂA4) :2'276 = 6747
84 46 12 25
64 64 64 32
4 uzdavinys. Urnoje yran rutuliy, suZyméty skaiciais nuo 1 ikin,n = 9.
Pries losima zaidéjas uzpildo 3 x 3 gardelés kvadratélius jrasSydamas j juos at-
sitiktinai parinktus skirtingus aibés {1,2,...,n} skai¢ius. IS urnos vienas po
kito atsitiktinai traukiami rutuliai ir skelbiami ant jy uzraSyti skaiciai. Jeigu
rutulio skaicius yra jraSytas gardelés langelyje, 7aidéjas jj uzbraukia. Jeigu
paskelbus penkis skaicius Zaidéjo gardeléje bus uzbraukta kuri nors eiluté ar
stulpelis, zaidéjas laimi priza. Kokia tikimybé laiméti? Kokia buty tikimybé
laiméti, jeigu buty traukiami Sesi skaiCiai? Apskaic¢iuokite Sias tikimybes, kai
n = 10.

P(A) = S -5 +55=

Sprendimas. PaZzymékime A jvykj, kad Zaidéjas laimés, Aq, As, A3 —
ivykius, kad bus uzbrauktos atitinkamai pirmoji, antroji ir trecioji eilutés,
Ay, As, Ag — kad bus uZzbraukti pirmasis, antrasis, treciasis stulpeliai. Tada
ivykis A yra jvykiy A; sajunga, taigi A tikimybei skai¢iuoti galime naudoti
sgjungos tikimybeés formule. Pastebékime, kad tiek traukiant penkis, tiek
Sesis rutulius trys jvykiai A; negali kartu jvykti, taigi

P(A) = P(AlUAQUA3UA4UA5UA6U) =51 — 5o,
S1 = P(A1)+---+ P(4e),
Sy = P(AlﬂAg)—f—-"—{—P(Ag,ﬂAG).



Sumoje S7 yra 8eSi démenys, o sumoje So — 15. Nagrinékime atvejj, kai
traukiami 5 rutuliai. Tada dvi eilutés negali buti uzbrauktos, du stulpeliai —
taip pat. Taigi P(A4; N Ay) = P(A;NAs) = P(A; N Ag) =0, kai i = 1,2,3.
Taigi tik $esi sumos Sy démenys yra nelygus nuliui.

Bandymas prasideda, kai zaidéjas uzpildo lentele skaiciais. Pazymékime
pirmosios eiluteés skaiius aj1, a1, a3, antrosios ir trefiosios atitinkamai asq,
a2, az3 ir asy, ase, azs. Kadangi laiméjimo tikimybé nepriklauso nuo skaiciy
paskelbimo tvarkos, galime manyti, kad visi penki skai¢iai paskelbiami i§
karto. Tada bandymo baigtis yra penkiy skaiciy i§ aibés {1,2,...,n} derinys.
Taigi i§ viso yra C skirtingy baig¢iy. Kad jvykty jvykis A turi buti butinai
paskelbti skai¢iai a11, a12, a13 ir dar du papildomai. Taigi jvykiui A; yra 6’273
palankiy baigéiy,

Cr s
&
Aigku, kad kity jvykiy tikimybés yra tos pacios, taigi

P(A1) =

Kad jvykty jvykis Ay N Ay turi buti paskelbti skai¢iai a11, a12,a13, a1, asi.
Siam jvykiui téra viena palanki baigtis. Kitoms sankirtoms — taip pat. Todél

1

52:6'07’27

ir )
Crs—1
P(A) =6 —*—.

Kai n = 10, tai P(A) = 10/21.

Kai traukiami Sesi rutuliai, tai P(A;) = C3_5/CS ir S; = 6C3_5/CS.
Taciau 8iuo atveju visos tikimybés P(A; N A;) yra teigiamos. Tikimybes,
kad dvi eilutés (du stulpeliai) bus uzbraukti lygios

1
P(A1NAy) = —,
(A1 N A) ce
tikimybés, kad viena eiluté ir vienas stulpelis bus uzpildyti, lygios

Cl
P(A1 N A4) = n75.

ch
Taigi
Ch_s 1 Chs _ 6Ch_3—6C,_5—9
P(A):Sl—sgzb‘cg 95 0 = o :

Kai n = 10, P(A) = 171/210.



5 uZzdavinys. Urnoje yra 3 balti ir 3 juodi rutuliai. Zajdéjai Air B
pakaitomis atsitiktinai be grazinimo traukia i§ urnos po rutulj. Zaidimas
pasibaigia, kai antra karta iStraukiamas baltas rutulys. Kokia tikimybé, kad
laimés A? Kokia buty A laiméjimo tikimybé, jeigu urnoje buty 2 balti ir 4
juodi? Jeigu buty 4 balti ir 2 juodi?

Sprendimas. Bus papras¢iau skai¢iuoti, jeigu tarsime, kad ir paaiskéjus
laimétojui, rutuliai traukiami toliau, kol urna istustéja. Tada bandymo
baigtis — rutuliy eilé. Jeigu baltus rutulius pakeisime raidémis B, o juo-
dus raidémis J, kiekviena baigtj galésime pavaizduoti SeSiy raidziy seka:
trys raidés ioje sekoje yra A, trys raidés — B. I8 viso tokiy seky yra Cp.
A laiméjimui yra palankios sekos, kuriose antroji raidé B yra Sioje sekoje
trecioji arba penktoji. Tokiy seky atitinkamai yra C3 - C1 ir C}. Jei La
reigkia jvyki, kad laimés A, tai

Cy-C3+Cp 1

Jeigu urnoje buty 2 balti ir 4 juodi rutulia, tai

ci+cl 2
6

Analogigkai urnos su 4 baltais ir 2 juodais rutuliais atveju gautume

6 uzdavinys. Yra trys urnos, kiekvienoje jy — 6 dviejy spalvy rutu-
liai. Pirmoje urnoje yra 3 juodi ir 3 balti rutuliai, antroje — 2 balti ir 4
juodi, trecioje balty rutuliy skaic¢ius nezinomas. IS pirmos urnos atsitiktinai
parinktas rutulys perkeliamas j antra urnag, po to — atsitiktinai parinktas
antros urnos rutulys perkeliamas j treciaja, is jos — atsitiktinis rutulys grazi-
namas j pirmajg urna. Kokia tikimybé, kad pirmoje urnoje vél bus 3 juodi
ir 3 balti rutuliai?

Sprendimas. Pazymeékime treciosios urnos balty rutuliy skaiciy u, o
juody — v, taigi v + v = 6. Tegu A yra jvykis, kad bandymo pabaigoje
pirmos urnos balty ir juody rutuliy skaiciai liko tie patys, o B, J;, kad i8
i-osios urnos perkeliamas atitinkamai baltas, juodas rutuliai. Taigi jvykis A
yra jvykiy By N Bs N B3, B1 N JyN By, J1 N By N Js, J1 N Ja N J3 sajunga.



Naudodamiesi tikimybiy sandaugos formule skai¢iuojame:

3 3 u+l1
P(BiNB2NB3) = P(B1)P(Be|B1)P(Bs|BiNB2) = ¢ o ——,
3 4 u
P(BiNJaNBs) = P(BYP(L|B)P(Bs|Bin ) = o= o,
3 2 v
P(ROB ;) = PUR)PBl PN By) = =2
3 5 v+1
P(hnJands) = POR)P(LIBOP(Jsl N J) =2 o —
Sudéje sias tikimybes gausime
3 3 u+l1l 4 uw 2 v 5 v+1
PA) = - (5 B T )
6 ‘7 7 TT T T T 7
_ 3 3u+D+4du+20+5w+1)
-6 49
_ 3 Twtv)+8 _3 50 _ 2%
G 49 6 49 49

7 uzdavinys. Kad buty priimtas j Sachmaty kluba Tomas turi suzaisti
po vieng partija su klubo nariais A, B, C ir nepralaiméti dviejy partijy is eilés.
Partijos negali baigtis lygiosiomis. [vykiai, kad Tomas laimés pries A, B, C
vra nepriklausomi, o jy tikimybés lygios pa,ps,pc,1 > pa > p > po > 0.
Tomas gali pasirinkti vieng i$ SeSiy partijy su varzovais eile.

1. Irodykite, kad tikimybé jstoti j kluba pasirinkus varzovy eile ABC yra
lygi tikimybei jstoti j kluba pasirinkus varzovy eile CBA.

2. Kokia varzovy eile turéty pasirinkti Tomas, kad tikimybé jstoti j kluba
buty didziausia?

Sprendimas. 1. Pazymékime Ua,Up,Uc jvykius, kad Tomas laimés
pries A, B, C, 0 Uapc, Ucpa jvykius, kad bus priimtas j klubg, jeigu pasirinks
varzovy eiles ABC ir CBA.

Tarkime, kad pasirinkta varzovy eilé ABC'. Jeigu Tomas laimés pries B,
t.y., ivyks ivykis Up, jis tikrai bus priimtas. Jeigu pralaimés, taigi, jvyks
jivykis Ug, jis bus priimtas tik tada, kai laimés ir pries A, ir pries C, todél
turi kartu jvykti jvykiai Ua, Ug. Gauname

Uapc =UpUUpNUsNUc, PUapc)=PUp)+PUpnUanUc).
Kadangi jvykiai Ug, U4, Uc yra nepriklausomi, tai
P(Uapc) = pB +pa(l —pp)pc.
Jeigu Tomas pasirinkty varzovy eile CBA, analogiskai gautume, kad

P(Uc,p,a) =pB +pa(l —pB)pC,



taigi tikimybés lygios.

2. Tomas gali pasirinkti varZovus SeSiais budais, ta¢iau jau matéme, kad
tikimybé buti priimtam j kluba priklauso tik nuo to, su kuo bus zaidziama
antra partija. Taigi

P(Upac) = P(Ucas)=pa+ps(l—pa)pc,
P(Uapc) = PUcpa)=pB+pa(l —pB)DC,
P(Uac) = P(Uacg) =pc+pa(l —pc)pB.

Nuojauta turbut sako, kad geriausia rinktis vieng i§ dviejy eiliy, kurios
viduryje yra varzovas, pries kurj tikimybé laiméti yra didziausia. Isitikinkime,
pavyzdziui, kad P(Upac) > P(Uapc). I8 tikryjy:

P(Upac) — P(Uapc) = pa — pp + pepc — papc = (pa — pp)(1 —pc) > 0.
Lygiai taip pat gautume P(Uapc) — P(Uacp) > 0, ir
P(Upac) > P(Uapc) > P(Uacg) > 0.

8 uzdavinys. Urnoje yra N > 3 rutuliy, i§ jy w balti, kiti juodi. I§
urnos atsitiktinai iStraukiami trys rutuliai, nustatoma daugumos iStrauktyjuy
rutuliy spalva ir visi trys rutuliai perkeliami j antra urna. IS jos zaidéjas
atsitiktinai traukia viena rutulj. Jeigu iStraukia daugumos spalvos rutulj —
laimi priza.

1. Raskite tikimybe P,, kad Zaidéjas nelaimeés.

2. Panagrinékite tikimybiy santykj P,/P,—1 ir jrodykite, kad tikimybés
P, didéja, kai u prabéga intervalo [0;(N + 1)/2] sveikuosius skaicius, ir
mazéja, kai prabéga intervalo ((N + 1)/2; N] skaicius.

Sprendimas. IStraukus tris rutulius i§ pirmosios urnos, gali nebuti nei
vieno balto rutulio, gali buti lygiai vienas, lygiai du arba visi trys balti
rutuliai. Pazymékime §iuos jvykius Ho, Hi, Ho, Hs. Aigku, kad kai kurie i8
ju gali ir nejvykti. Pavyzdziui, jei u = 2, tai Hs yra negalimas jvykis. Tegu A
yra jvykis, kad zaidéjas nelaimés. Naudodamiesi pilnosios tikimybés formule
gauname:

P, = P(A)= P(Hy)P(A|Hy) + P(H,)P(A|H))
+ P(H2)P(A|Hs) + P(H3)P(A|Hz).

Aigku, kad P(A|Hy) = P(A|Hs) = 0, P(A|H,) = P(A|H,) = 1/3. Taigi

1 1 1Clcy, 1CiCN
Pu = P(Hy)- P(Hz)- = — r— : —
(Hi)g + P(H)3 =3 a3 T3 %
_ u(N—u)(N—u—1)3+u(u—1)(N—U) _ N—32 cu(N —u).
6C%; 6C%




Matome, kad Py = Py = 0. Kai 2 < u < N — 1, gauname

P, u(N —u) . o u— —u
Pu,l_(u—l)(N—u—f—l)}l’ kai w(N —u) > (u—1)(N +1),

t.y., kai u < (N +1)/2.

9 uzdavinys. Mesta moneta atvirsta herbu su tikimybe p ir skai¢iumi
su tikimybe q, p + q = 1. Moneta metama keturis kartus, vienody rezultaty
eile pavadinkime bloku, o bloko rezultaty skaiciy — jo ilgiu. Pavyzdziui, jeigu
metimy rezultatai yra HHSH, tai pirmojo bloko ilgis lygus 2, antrojo — 1.
Raskite jvykiy

A1 = = {pirmojo bloko ilgis lygus 1},
As = = {antrojo bloko ilgis lygus 1},
By = = {pirmojo bloko ilgis lygus 2},
By, = = {antrojo bloko ilgis lygus 2}

tikimybes. Kurio i§ jvykiy Ay, Ay tikimybé didesné? Kurio i§ jvykiy By, B
tikimybé didesné?

Sprendimas. Bandymo baigtys uzraomos keturiy raidziy sekomis, H
reiskia, kad moneta atvirto herbu, S — skai¢iumi. Jvykiui A; palankios Sios
baigtys: HSSS, HSSH, HSHS,HSHH, SHHH, SHHS, SHSH,SHSS. Taigi

P(A1) = 2pg® + 2qp° + 4p°¢* = 2pq(p® + 2pq + ¢°) = 2pq.

Savo ruoztu jvykiui Ay palankios baigtys HSHH, HSHS, HHSH, HHHS,
SHSS, SHSH, SSHS,SSSH. Taigi

P(4;) = 3pg® +3p°q+2p°¢* = pa(3¢® + 3p” + 2pq)
= pq(3(¢° + p* + 2pq) — 4pq)) = pq(3 — 4pq).

Taciau pg = p(1 — p) < 1/4, taigi P(A2) > pq(3 —4- 1) = 2pq. Taigi P(Ay)
yra didesné uz P(A;).
Ivykiui B; yra palankios Sios baigtys: HHSH, HHSS, SSHS, SSHH. Taigi

P(By) = p’q+ pg® +2p°¢* = pa(p* + 2pq + ¢°) = pa.
Ivykiui Bs yra palankios 8ios baigtys: SHHS, SSHH, HSSH, HHSS. Todél
P(Bs) = 4p*¢*.

Kadangi
P(By) = 4p*¢* = (pq) - (4pq) < pq - 1,
tai P(BQ) < P(Bl)



10 uzdavinys. Ant stalo — penki gaubteliai, po vienu i§ jy — moneta.
Za1dejas pasirenka du gaubtelius, bet jy neatidengia. Zaidimo vedéjas siulo
zaidéjul pasirinkti vieng i§ Zaidimo pabaigos budy:

1. Zaidéjas atidengia savo gaubtelius ir pasiima moneta, jeigu jg randa.

2. Zaidimo vedéjas atidengia vieng iS savo dangteliy, po kuriuo néra
monetos, o Zaidéjas kei¢ia abu savo dangtelius j vedéjo dangtelius ir juos
atidengia.

3. Zaidimo vedéjas atidengia du savo dangtelius, po kuriais néra monetos,
o zaidéjas keicia vieng savo dangteliy j vedéjo dangtelj ir atidengia turimus
dangtelius.

Kam lygios tikimybés zaidéjui gauti moneta Siais pasirinkimo atvejais?
Kuriuo atveju tikimybé didziausia?

Sprendimas. Zaidim@ sudaro du zingsniai: pirmajame pasirenkami
dangteliai, antrajame pagal pasirinktg taisykle jie atidengiami. Pirmajame
Zingsnyje gali jvykti du jvykiai;

Hy = {po pasirinktais dangteliais néra monetos},

H, = {po vienu i§ pasirinkty dangteliy yra moneta}.

Nesunku surasti 8iy jvykiy tikimybes:

Cc? 6 ci 4
P(Hy) = —%=—, PH)=—3=—.
(Ho) = C 10 (H) = CZ 10
Pazymékime A jvykj, kad Zaidéjas gaus monety. Akivaizdu, kad 1)
taisyklés atveju P(A) = P(H;p) = 4/10. Kitais atvejais jvykio tikimybe
skaic¢iuosime naudodamiesi pilnosios tikimybés formule

6 4

P(A) = P(Ho)P(A|Hy) + P(H\)P(AHL) = 1o P(A|Ho) + == - P(A|Hy).

Jeigu zaidéjas pasirinks 2) taisykle, t.y., keis visus pirmajame Zingsnyje
pasirinktus dangtelius, tai P(A|Hy) = 1, P(A|Hy) = 0, taigi

Tretiosios taisyklés atveju P(A|Hp) = 1, P(A|H1) = 1/2, taigi

6 4 1 8
P(A A4+ = —=—.
(4) = 10 + 10 2 10

Trecioji taisyklé yra naudingiausia zaidéjui.



