LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

Jaunajam
matematikui

22

2019-2021 mety
Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos
uzduotys ir ju sprendimai

UZduotys

A. Apynis, E. Mazétis, E. Stankus. STOJAMOJI UZDUOTIS
L K. Pulmonas. KELIONIU UZDAVINIAI
II.  A. Apynis. TIESINIU LYGCIU SISTEMOS
III. E. Mazétis. TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI
IV. A. Apynis. NETIESINIU LYGCIU SISTEMOS
V.  E.Mazétis. STEREOMETRIJOS UZDAVINIAI
VI. E. Stankus. LOGARITMAI
VII. E. Stankus. KOMBINATORIKA IR TIKIMYBES

VIII. R. Kauba. SKAICIAL, LYGTYS, LANGELIAI BEI LENTELES

© Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla (LIMM) skelbia klausytoju priémima 2019-2021 mokso
metams.

Mokykla yra dvimeté. | ja priimami vienuoliktos klasés, o rekomendavus matematikos mokytojui, ir
Zzemesniy klasiy mokiniai, iSsprend¢ stojamajg uzduotj. IS viso numatoma iSnagrinéti aStuonias temas:
keturias Siais mokslo metais, o likusias keturias — kitais. Moksla planuojame uzbaigti 2021 mety balandZio
ménesj baigiamuoju uzdaviniy sprendimo konkursu Vilniaus universitete. Sékmingai jvykdg visa programa,
mokiniai gauna Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos baigimo pazyméjimus.

Mokestis uz visag mokymosi LIMM laikg yra 10 Eury (jj moka tik priimtieji j LIMM). Metodiné
medziaga ir uzduotys skelbiamos LIMM interneto svetainés http://uosis.mif.vu.lt/[jmm/ puslapiuose.

Stojamosios uzduoties sprendimus prasome rasyti j plong sgsiuvinj. Ant sasiuvinio virSelio ir ant
atskiro lapelio spausdintomis raidémis uzrasykite savo varda, pavarde, mokykla ir klase, kurioje mokotés,
bei namy adresa.

Kartu su sprendimais prasome atsiysti tusc¢ia voka su uZraSytu savo adresu ir priklijuotu pasto
Zenklu. Tada mes praneSime, ar Jis jstojote | LIMM, o jstojusius informuosime apie mokes¢io mokéjimo
tvarkg ir patj mokymasi. Istojusieji tame paciame laiSke ras suteikta informacinés sistemos ,,Mano LIMM*
vartotojo vardg ir slaptazodj, su kuriais galés matyti kiekvienos savo uzduoties sprendimy jvertinimus.

Stojamosios uzduoties sprendimus i$siyskite iki 2019 m. spalio 21 dienos §iuo adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko 24, LT-03225 Vilnius.

Mokiniy atsiysti darbai negrazinami.

LIMM 2019-2021 mokslo mety programa: kelionés uzdaviniai; tiesiniy lygciy sistemos; netiesiniy
lygéiy sistemos; taisyklingigi daugiakampiai; logaritmai; erdvés tiesiy ir plokStumy geometrija; skaiciai
langeliuose; kombinatorika ir tikimybés.

STOJAMOJI UZDUOTIS

1. Raskite visas natiiraliyjy skai¢iy X ir y poras (X; y), kurios tenkina lygybe X? + y2 =74

2. ISspreskite lygti % +x2+x=3.
X“+x+1
: o X2 + Xy+3=0
3. ISspreskite lygciy sistema '
y—-3x-7=0.

4. Dyviratininkas 96 km atstumg nuvaziavo 2 h grei¢iau negu buvo numates, nes kas valandg nuvaziavo
1 km daugiau negu planavo nuvaziuoti per 1 h 15 min. Kokiu grei¢iu vaziavo dviratininkas?

5. Vagomosios druskos tirpalas gautas sumaisius tris skirtingos koncentracijos 20 kg, 50 kg ir 80 kg
valgomosios druskos tirpalus. Pirmojo tirpalo druskos koncentracija yra 10 %, antrojo 2 %, tre¢iojo
15 %. Kokia gautojo tirpal o druskos koncentracija?

6. ISspreskite nelygybe |x—2|-(x—1)>0.
N . . 11 ...
7. Skaiciai X iry yrateigiami, beto x+ y=10. Kokia maziausia SUmos — + — reikS§mé?
Xy
8. Skaicius n+1 dalijasi i$ 3. Nustatykite, ar skai¢ius 4+ 7n dalijasi is 3.

9. Apskritimo centras yra taskas O, kvadrato OABC krastinés OA ir OC yrato apskritimo spinduliai. Kitas
kvadratas MNPQ yra nubréZtas taip, kad taSkas M yra atkarpoje OA, taskas O yra krastinés MN vidurio
taskas, 0 P ir Q yra apskritimo taskai. Raskite kvadraty ploty santykj.

10. Trikampis ABC yra lygiasonis, AB=BC, aukstiné BF yra du kartus ilgesné uz auksting AE. Raskite
kampo prie pagrindo kosinusa.

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKYU MOKYKLOS TARYBA
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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKUY MOKYKLA

1 tema. KELIONIU UZDAVINIAI
(2019-2021)

Teorine medZiaga parengé bei pirmaja uZduotj sudaré Kazimieras Pulmonas

Kelioniy uzdaviniai — vieni i§ daugelio tekstiniy uzdaviniy, su kuriais susiduriame mus supanciame
gyvenime. Jy sprendimas sigjas su fizikoje nagrinéjamomis kelio, laiko ir grei¢io tarpusavio sarySingumo
(sasajy) savokomis. Pagal siuzeta Sie uzdaviniai apima jvairius tiesiaeigio judéjimo, judéjimo ratu ir
eskalatoriumi atvejus, plaukimo upe, vidutinio grei¢io radimo uzdavinius. Daznai pasitaiko tokiuose
uzdaviniuose dviejy ar daugiau objekty artéjimo vienas prie kito (priartéjimo) atvejai Siems judant vienas
paskui/priesais kitg arba nutolstant vienam nuo kito.

Visi judéjimo uzdaviniai sprendziami arba aritmetiniu metodu, t.y. papraséiausiai nuosekliu loginio
samprotavimo grandinés biidu jungiant sglygos (zodinio teksto) duomenis ir darant atitinkamas iSvadas. Arba
algebriniu biidy — uzdavinio sglygos duomenis pakei¢iant matematiniais simboliais ir reiskiniais ir i$ jy
sudarant ir parasant matematinius modelius: lygtis, nelygybes, jy sistemas ir panasiai, bei juos iSsprendziant.
Arba ypac kelioniy uzdavinius kartais patogu spresti ir grafiniu metodu. Bet kaip sprendziant daznai tenka
gerokai papluseti.

Sprendimo apipavidalinimui pasirenkami paprastai tokie orientaciniai biidai: aiSkinamasis, aprasomasis
(komentuojamasis), lentelé, grafinis, miSrusis. Visi jie lygiaverciai. Nei vienam jy neteikiama pirmenybé.

Apskritai uzdavinio sprendéjo reikalas ir valia pasirinkti sprendimo vieng i§ metody ir buidy. Nors kartais
i$ visy jy yra ir pats paprasCiausias (racionaliausias). Bet tai matematikos mokymo metodikos specialisty
reikalas.

1 pavyzdys. Ratu, kurio ilgis 100 m, slenka du kiinai. Slinkdami ta pacia kryptimi, jie susitinka kas 20
sekundziy, o slinkdami prieSinga kryptimi susitinka kas 4 sekundés. Raskite kiekvieno kiino slinkimo greitj
per sekundg.

Spreskime §j uzdavinj aritmetiSkai. Kadangi rato ilgis 100 m, o slinkdami vienas prieSais kita kiinai
susitinka kas 4 sekundés, kiiny greiciy suma (priartéjimas) yra 100 : 4 = 25 (m/s). Kadangi judédami ta pacia
kryptimi kiinai susitinka kas 20 sekundziy, tai kiiny grei¢iy skirtumas (priartéjimas) yra 100 : 20 =5 (m/s).
Vadinasi, grei¢iau judancio kiino dvigubas greitis yra25 + 5 = 30 (m/s), o greitis 15 m/s. Léciau judancio kiino
greitis 25 - 15 =10 (n/s).

Ats.: 15 nv/s, 10 nv/s.

2 pavyzdys. Du skautai eina vienas priesais kitg i§ miesty A ir B, tarp kuriy yra 30 km. Jei pirmasis iSeity
2 h anksciau uz antrajj, tai jie susitikty po 2,5 h nuo antrojo skauto i§¢jimo. Jei antrasis iSeity 2 h anks¢iau uz
pirmajj, tai jie susitikty po 3 h nuo pirmojo skauto i§é¢jimo Koks yra kiekvieno skauto greitis?

Sj uzdavinj spreskime algebriskai.

Tegu I skauto (i§ miesto A) greitisyrax km/h, o II (i§ miesto B) -y km/h.

Pirmuoju atveju iki susitikimo I skautas ¢jo 4,5 h, o1l —2,5h.

Pagal salyga: 4,5x +2,5y = 30.

Antruoju atveju iki susitikimo I skautas ¢jo 3h, 01l —5h.

Pagal salyga: 3x +5y = 30.

ISsprendg lygciy sistema

{4,5X +2,5y =30,

3x+5y =30
gauname x=5k—m, y=3k—m.
h h
Ats: 5KM | gKM
h h

3 pavyzdys. Dvi skauty grupés eina viena priesais kitg i§ vietoviy A ir B, tarp kuriy yra 30 km. Grupés i$
Agreitisyra 5kTm, 0§ B— 3kTm. Grupé i B idjo 12 val., o i§ miesto A— 14 val. Kuria valanda Sios grupés

susitiko, jeigu Zinoma, kad jos éjo pastoviais greiciais.
Spreskime §j uzdavinj grafiskai, i§ pradziy issiaiskine, kiek laiko truko grupiy kelioné iki susitikimo nuo
grupés i§ vietoves B i§¢jimo.



Skauty grupés i$ vietovés B keliong vaizduoja tiesés BC dalis, o grupés i§ A — tiesés 4, C dalis.
2 S (km)
30 +B
25
20 -
15
10 -
5-
A

t (h)

Kadangi tiesés BC dalis (spindulys) eina, pavyzdziui, per taskus (0; 30) ir (2; 24), tai jos lygtis yra
Sg =—3I+30.

Kadangi tiesés AiC dalis (spindulys) eina, pavyzdziui, per taskus (2; 0) ir (3;5), tai jos lygtis yra
Sa =5t —10.

Vietovéje C abi grupés susitiko, tai kartu nuéjo visg atstumg AB: sg +Sp =30, todél

-3 +30+5-10=30, 2t =10 ir t=5h.
Vadinasi, iki susitikimo grupé i§ B ¢jo 5 h, o grupiy susitikimas jvyko 17 val. (12 + 5 =17).
Ats.: 17 val.

Kartais sprendziant uzdavinius algebriSkai nereikia vengti kintamaisiais pasizyméti ne tik vieng ar du
nezinomuosius, bet ir daugiau: tris, keturis. Ne visada biitina, o kartais ir nejmanoma rasti visy jy reikSmes.
Kintamieji reikalingi siekiant aiSkiau matematiSkai aprasyti nagrinéjamg situacijg.

4 pavyzdys. I8 skirtingy vietoviy A ir B tuo paciu metu vienas priesais kitg iSvaziavo du dviratininkai.
Vienas jy atvaziavo j vietove B po 32 minuciy po prasilenkimo, o kitas atvaziavo j vietove A po 50 minuciy
nuo jy prasilenkimo. Kiek laiko vaziavo dviratininkai iki susitikimo?

Pavaizduokime dviratininky keliong schema (joje taskas C Zymi susitikimo vietg).

A ¢ .5

m _m
X min Y min

Sakykime, kad:
dviratininko, vaziavusio i§ Aj B greitisyrax m/min,
dviratininko, vaziavusio i§ B j A greitisyray m/min,
iki susitikimo dviratininkai vaziavo t min.
Tada atstumas AC = xt metry, o atstumas BC = yt metry. Toliau galime spresti taip:
1 budas

Dviratininkas, vaziaves i§ A j B, atstumg CB nuvaziavo per n min, o dviratininkas i§ B j A atstumg CA
X
" Xt .
nuvaziavo per — min.
xt
Pagal salyea: % —32,. X 5
y

Sudauging Sias lygtis turime: E-K[=32-50, t2=16-25-4, t=4-5.2 (t>0), t=40 min.

Xy
11 biidas
Vaziuojant tam tikrg atstuma, laikas yra atvirks§ciai proporcingas greiciui, todél, vaziuojant atstumag CA:
. m
tmn — XxX——,
mn



50 min — y—r_n
min
I§ ¢ia iSplaukia, kad

t_y
—=2 1
50 X @)
o0 vaziuojant atstuma CB:
. m
tmin - y—,
min
32min — x—m
mn
IS ¢ia iSplaukia, kad
t X 32
— =2 Y_»¢ )
32 vy X t

Sulyging (1) ir (2) lygybes, turime

Lﬁ, t>=32.50, t=4-5-2 (t>0), t=40 min.
50 t
Taigi dviratininkai susitiko po 40 min nuo jy iSvaziavimo.

Ats.: 40 min.

Nejprasti ir netradiciniai yra kelionés eskalatoriumi uzdaviniai.

5 pavyzdys. Eidamas eskalatoriumi jo judéjimo kryptimi Vaidotas suskai¢iavo 60 laipteliy, o eidamas
priesinga jud¢jimo kryptimi — 90 laipteliy. Kiek laipteliy suskaiciuoty Vaidotas, eidamas nejudanciu
eskalatoriumi, jei tiek zemyn, tiek Zemyn jis €jo pastoviu grei¢iu?

Sakykime, kad eskalatoriaus

e ilgisyraslaipteliy,
e judéjimo greitis — U laipteliy per laiko vieneta,
e Vaidoto ¢jimo greitis — V laipteliy per laiko vieneta (v > u).
Vaidotas eina eskalatoriumi Zemyn (vV+u) greiciu, todél s laipteliy atstuma nueina per tiek pat laiko, per

kiek nueina 60 laipteliy, eidamas Vv grei¢iu. Vadinasi,
s 60
=== (M
vV+u \Y
Aukstyn Vaidotas eina (v—u) grei¢iu, todél S laipteliy atstumg nueina per tiek pat laiko, per kiek nueina

90 laipteliy, eidamas Vv greic¢iu. Vadinasi,

==, 2

Padalije (1) lygti i$ (2) gauname:

v—_uz@’ ﬂ=Z, 3(v—u)=2(v+u), v=>5u.

v+u 90 v+u 3
Gautg iSraiska jrase, pavyzdziui, i (2) lygybe turime

3 90 o 4u-90
5u-u 54’ 54

Taigi, eidamas nejudanciu eskalatoriumi Vaidotas suskai¢iuoty 72 laiptelius.
Ats.: 72 laiptdiai.

, S=T2.

Pasitaiko uzdaviniy ne tik su tradicinémis uzduotimis: raskite, apskaiciuokite, kiek... ir panasiai, bet ir su
netradicinémis: jrodykite, jsitikinkite ir kt.

6 pavyzdys. I§ Kauno j Vilniy ir atgal skrenda maltinsparnis. Jrodykite, kad maliinsparnio skrydis, esant
tykiam orui, trunka trumpiau negu puciant pastoviam véjui Vilniaus — Kauno kryptimi.
Paprastumo dé¢lei sakykime, kad maltinsparnio skrydis viena kryptimi yra Skm, maltinsparnio greitis

km .. .. km
VT’ 0 véjo greitis Vy Y (V>v).



Maltnsparnio skrydis i§ Kauno j Vilniy ir atgal, esant tykiam orui, trunka —h, o puciant véjui
Vv

S S 2sv
—+ =
V-V, V+v o (V=) (V)

(h).

Palyginkime Siuos laikus:

2s 2sv _2s(VV -wHw - -vE) 2sv2
v (V=) (V) (V=v)(v+w) V(V=Vvp)(V+Vy)
2sv

Kadangi laiky skirtumas yra neigiamas, tai — <—————.
(V=v)(V+Ww)

Vadinasi, maltinsparnio skrydis j Vilniy ir atgal trumpiau trunka esant tykiam orui negu véjuotam.
Egzistuoja jvairiis galimi vieno ir to paties uzdavinio sprendiniai.

7 pavyzdys. I$ vietovés A | vietove B upe zemyn iSplauké plaustas. Po 2,4 valandos paskui jj iSplauké
motoriné valtis, kurios savasis greitis 20 km/h. Motoriné valtis pavijo plaustg ir tuoj pat apsisukusi pasuko
atgal j vietove A. Po 3,6 valandy nuo iSplaukimo motoriné valtis grjzo j A, 0 plaustas atplauké j vietove B.
Apskaiciuokite upés tékmés greit].

.. km . A : -
1. Tegu upés tékmés greitis XT’ atstumas tarp vietovés A ir plausto pavijimo vietos y km. Motoriné

valtis §j atstuma upe pasroviui plauké Y h, o plaustas — Y h. sudarome pirmg lygt;: y__Y¥ _ 2,4.
20+ X X X 20+X
Plaustas nuo susitikimo su motorine valtimi  vietos iki vietovés B plauké dar (3,6x—y) km. Kadangi plausto
ir valties po susitikimo plaukimo laikai vienodi, tai sudarome antrg lygtj: 20y = 36x- y.
—X X
Turime lyg€iy sistema:
y__y _12
X 20+x 5 { 3x% + 60x = 25y,
18 arba 5
y _5 y. —9x“ +180x = 50y.
20-x X
3x+60 1 km

Padalij¢ vieng lygtj i$ kitos gauname:

=— arba 5x=20. Tod¢l x=4 —.
180-9x 2 h

2. Atkreipkime démesj, kad galima buvo sulyginti ne laikus, o atstumus.
Pagal salyga:
e atstumas, kurj nuplauké plaustas iki susitikimo su valtimi,
e atstumas, kurj nuplauke valtis iki plausto pavijimo ir
e atstumas, kurj nuplauké valtis, po plausto pavijimo iki grjzimo j vietove A.
yravienasir tas pats.
Pazymékime raide z laikg nuo valties iSplaukimo iki plausto pavijimo momenty. Todél:
(24+2)x=2(20+x)=(36—-2,4-2)-(20—-X).
I§ ¢ia:
24X+ 2x=20z+ 2x = 24—1,2x— 202+ zX.
IS lygybés 2,4x + zx = 20z + zx iSplaukia, kad 2,4x = 20z.
Todeél
km

12x=24-40z2=24—-48%, 6x=24, X= 4(?) .

Spresdami taip iSvengéme kvadratiniy lygciy.
3. Spreskime §j uzdavinj analizuodami situacijg upés pozitriu.
Pagal sglyga iki motorinés valties iSplaukimo plaustas plauké pasroviui 2,4 valandos X kTm greiciu, todél

valties i$plaukimo momentu atstumas tarp jy (valties ir plausto) buvo 2,4xkm. Valtis ir plaustas yra
priklausomi nuo upés tékmés: plausto greitis upés vandens atzvilgiu — nulis, valties greitis— 20 km/h, vadinasi,

4



valties ir plausto priartéjimo (prisivijimo) greitis 20 km/h, nepriklausomai nuo upés tékmes greicio. Todél
valtis pavijo plaustg per z=2,4x:20=012x (h).
Taigi plaukimo situacijos analizé atveda mus prie priklausomybés, kurig tradiciskai nusako sukonstruoty
lygciy ir jy sistemy sprendimas. Turime:
e motoriné valtis pasroviui nuplauké (20+ x)z km;
e motoriné valtis pries srove nuplauké (20— x)(3,6—2,4—2) km.

Vadinas, (20+X)z=(20—-X)(1,2— 2), todél 40z=24-12x arba 48x=24-12x, t.y. x=4 kTm

4. Paieskome grynai aritmetinio Sio uzdavinio sprendimo.
Plaustas plauké i§ viso 3,6 valandos, i$ jy iki valties iSplaukimo momento 2,4 h. Tod¢l darome iSvada,

kad valties kelias nuo vietovés A iki pavyto plausto (upés tekmés atzvilgiu) lygus 2,4:3,6 =§ atstumo AB.

Jeigu nebiity buve upés tekmés, tai valties kelias atgal (upés atzvilgiu) biity buves tas pats. Bet upés tékmé
plukd¢ ir plausta, ir valtj kryptimi i§ A j B. Kadangi upés t¢kmé plukde valtj lygiai tokj pat laikg kaip ir plausta,

valties iSplaukimo momento atzvilgiu, tai per §j laikg plaustas nuplaukeé atstuma, lygy % AB. Tuo paciu ir valtj

nuplukde %AB.

Vadinasi, valtis upés atzvilgiu nuplauké pirmyn gAB ir atgal %AB+%AB, t.y. i§ viso gAB. Per §j

laikg, kaip jau i$siaiSkinome upés vanduo nuplauké plaustg atstumg lygy :—13 AB. Taigi motorinés valties savasis

greitis g% =5 kartus didesnis uz upés tékmés greitj.

k
Todél upés tekmes greitis 20:5=4 [—mj :

h
Ats.: 4 (k_mj .
h

Jvairiai spresdami §j uzdavinj gavome vieng ir tg patj atsakymag. Todél neabejojame jo teisingumu.
I$sprendus vienu i$ budu, tikslinga kritiSkai vertinti gautg atsakymg ir atlikti jo patikrinimg. Paprasta
patikrinimas neturéty pakartoti visg sprendimo eigg. Apsiriboti situacijos nagrinéjimu, panaudojant rasty
duomeny reikSmes.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Paveiksle pateiktas mieste esanciy laipty skersinis pjiivis. Apskaiciuokite laipty vienos pakopos aukstj ir
ploti (gyl}).
2310 mm

1320 mm

2. Per tam tikrg laika motociklininkas nuvaziavo i§ kaimo j miestg. Jei jis vaziuoty 4 km/h 1éCiau, tai
nuvaziuoty j miestg 1 h véliau. Jei motociklininkas vaziuoty 6 km/h greiciau, tai kelioné trukty tik 80 %
to laiko, kurj jis vaziavo. Raskite pradinj motociklininko greitj ir atstumg tarp kaimo ir miesto.



3. Raitelis ir péstysisisvyko i§ tos pacios vietovés A j vietove B. Raitelis nuvykes | B 50 minuciy anks¢iau
uz péstyji, tuojau pat grjzo atgal ir susitiko su péséiuoju uz 2 km nuo B. Visg kelig i$ Aj Bir atgal raitelis
nujojo per 1 h 40 min. Raskite atstuma tarp A ir B, raitelio ir péséiojo greicius.

4. Senovinis uzdavinys: ,,Du Zzmonés i$¢jo i$ vienos vietos, aplink miesta, ir vienas jy ¢jo po 4 varstus per
valandg, kitas po 3§ varsto; o aplink tg miesta yra 15 varsty. Reikia suZinoti: po kiek valandy tie du

zmonés susitiko ir kiek karty kiekvienas jy apéjo miestg?*

5. Ratu, kurio ilgis 999 m, ta pacia kryptimi slenka du kiinai ir susitinka kas 37 minutés. Kas kiek laiko
susitikty Sie kiinai, judédami tuo paciu ratu vienas priesais kita, jeigu Zinoma, kad vienas kiinas slenka 4
kartus greiciau uz kita.

6. Ketvirtadalj kelio automobilis vaziavo 60 km/h greiciu, trecdalj kelio — 80 km/h grei¢iu. Kokiu greiciu
vaziavo automobilis likusig kelio dalj, jeigu zinoma, kad visg kelig jis vaziavo vidutiniu 77% km/h
greiciu?

7. Vyksta trijy skauty grupiy 30 km turistinés varzybos. Kai finiSavo pirmoji grupe, antroji buvo atsilikusi
3 km, o kai finiSavo §i — tre¢ioji grupé nuo jos buvo atsilikusi irgi 3 km. Kokiu atstumu nuo pirmos grupés,
kai $i finiSavo, buvo atsilikusi tre¢ia grupé? Zinoma, kad grupés keliavo pastoviais greiciais.

8. Akvile, eidama Zzemyn eskalatoriumi, kuris irgi juda Zemyn, suskai¢iavo 40 laipteliy. Kiek laipteliy
suskaiCiuoty mergaité eidama Siuo eskalatoriumi aukStyn, jeigu eidama nejudanciu suskaiciuoty 60
laipteliy?

9. Mama Siandien vienu i$¢jimu i$ namy nori apsilankyti penkeriose vietose: parduotuvéje, vaistingje,
bibliotekoje, banke ir teatro kasoje. Kiek i viso mamai yra galimy $iy objekty aplankymo marsruty
varianty, jeigu zinoma, kad parduotuvé ir vaistiné yra viename pastate?

10. IS Seredziaus Nemunu, kurio tekmes greitis 3 km/h Jurbarko link pasroviui i§plauke kateris, kurio savasis
greitisb km/h. Tuo paciu metu i§ A. panemuniy miestelio pasitikti katerio i§plauké motoriné valtis, kurios
savasis greitis ckm/h (c>5). Susitikimas jvyko B vietovéje, nutolusioje nuo Seredziaus akm.

Isitikinkite, kad katerio ir valties plaukimo laikas iki susitikimo biity tas pats, jeigu Nemuno tékmés greitis
Siame ruoze buty 4 km/h.

Uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2019 m. gruodZio 20 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy

matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas: http://uosis.mif.vu.lt/ljmm/
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2 tema. TIESINIU LYGCIU SISTEMOS
(2019-2021)

Teorine medZiaga parengé bei antr aja uzduotj sudaré dr. Antanas Apynis

1. Tiesiniy lyg¢iy su trimis neZinomaisiais sistemos

Turédami mintyje, kad esame gerai iSmoke spresti tiesiniy lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistemas,
keliaukime prie tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistemy. O kad biity paprasCiau, pradékime nuo
konkrecios trijy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais X, y ir Z Sistemos

2X+y—2z=5,
x—3y+2z=4, )
3x+2y—-5z=1.

Ieskokime tokiy nezinomyjy X, Y ir z reikSmiy trejety (X; Y; z), kuriems esant galioty ir pirma, ir antra, ir
trecia lygybé.

I$ pirmos lygties 2x+ y—z=>5 iSreikskime z (aiSku, nezinomaisiais X ir y):

z=2X+y-5. (2
Sig zisraiska jrasykime j kitas dvi sistemos lygtis. Gausime tiesiniy lygéiy su neZinomaisiais X ir y sistemg
X—3y+2(2x+y-5) =4,
3x+2y-5(2x+y-5) =1,
kuri ekvivalenti sistemai
Sx—-y=14,
_ )
—7x-3y=-24.

Sakydami, kad viena tiesiniy lyg¢iy sistema yra ekvivalenti kitai tiesiniy lygCiy sistemai, turésime
mintyje, jog jy sprendiniai sutampa arba abi sistemos neturi sprendiniy. Kitaip sakant, dvi tiesiniy lyg€iy (su
dviem ar daugiau nezinomyjy) Sistemos vadinamos ekvivalenc¢iomis, jeigu jy sprendiniy aibés sutampa.

Matome, kad i$spresti (1) sistema gana paprasta. ISsprendus (3) sistema (gautume x=3, y=1), terelkia
pagal (2) formulg apskaiCiuoti z reik§me (gautume z=2) ir padaryti i8vada, kad treetas (3;1; 2) yra
vienintelis (1) sistemos sprendinys.

Tesdami pazintj, iSnagrinékime kitg pavyzdj — trijy tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemg

X+3y-7z=1,
3X—y+2z=5 4
2x+y—-3z=3.

Kadangi nezinomojo z koeficientas antroje lygtyje lygus 1, tai z iSraiskai nezinomaisiais X ir y gauti
pasirinkime biitent antrg lygti. Gausime, kad

z=-3X+Yy+5. (5

Sia zisraiska jrase j kitas sistemos lygtis, gausime sistema

X+3y—-7(-3x+y+5) =1
2X+y—3(-3x+ y+5) =3,
o atlike veiksmus — ekvivalencig sistemag
2x—4y =36,
_ (6)
11x-2y =18.

Aisku, kad $i dviejy tiesiniy lyg€iy sistema su nezinomaisiais X ir Yy turi be galo daug sprendiniy, kuriuos
galima uZraSyti pavidalu (t; %(llt -18)), teR. Tada z=-3t+ %(ﬂt -18)+5= gt -4, teR, o kiekvienas
realiyjy skaiciy trejetas

(t;%(llt—lS);gt—4), teR, ©)

yra (4) sistemos sprendinys. Pasirinke, pavyzdziui, t=0, gautume sprendinj (0; —9; —4), o pasirinkg t=2—
sprendinj (2; 2; 1).



Apibendrinant galima pasakyti, kad (4) tiesiniy lyg¢iy sistema turi be galo daug sprendiniy. Juos galima
uzrasyti (7) pavidalu.
O kad buty dar aiSkiau, ko galima tikétis i$ tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemy, i§spreskime
Sig trijy tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema:
2X+5y+2z2=38,
X—3y+4z=2, (8)
3X+2y+5z=7.
I§ pirmos lygties iSplaukia, kad
z=-2x-5y+8.
Tada i8 kity dviejy lyg¢iy gauname tiesiniy lygéiy su nezinomaisiais X ir y sistemag
X—3y+4(-2x-5y+8) =2,
3X+2y+5(-2x-5y+8) =7,
o atlik¢ veiksmus — sistema
—7x—-23y=-30,
—7x—-23y=-33.
AiSku, kad $i sistema neturi sprendiniy (nes néra né vienos realiyjy skaiéiy X ir y poros (x; y), kuriai
esant galioty ir pirma, ir antra lygybé).
Vadinasi, (8) sistema neturi sprendiniy. Kitaip sakant, jos sprendiniy aibé yra tuscioji aibé (Zzym. ).
Ka tik iSnagrinéty trijy pavyzdziy pakanka, kad turétume teis¢ pasakyti, jog:
e yra tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistemy, kurios turi tik vieng sprendinj;
e yra tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemy, kurios turi be galo daug sprendiniy;
e yra tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemy, kurios neturi né vieno sprendinio.
Dviejy tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistema
yxX+by+cz=dy,
aX+byy+coz=d,
arba turi be galo daug sprendiniy, arba — né vieno.
Pavyzdziui, sistema

(9)

X+ y+ z =7,
) (10)
2X+2y+2z=9
neturi sprendiniy, nes negali buti, kad galioty ir lygybé X+ y+2z=7, ir lygybé x+y+2z=45.
O lygciy sistema
X+2y+32=6,
) (11)
3X+2y+z=6

turi be galo daug sprendiniy. Tuo jsitikinkime sprgsdami j3:
X+ 2y +3z=6, Z=6-3x-2y, Z=6-3x-2y, Z=6-3x-2y,
= = = =
3X+2y+z2=6 X+2y+3(6—3x—2y)=6 —8x—-4y=-12 2x+y=3

y=3-2x, y=3-2x,
= =
Z=6-3Xx—2(3-2X) Z=X

Jei x=t, teR,ta y=3-2t, z=t, otrgetas (t; 3—2t; t) yra(11) sistemos sprendinys.
Vadinasi, (11) sistematuri be galo daug sprendiniy; juos galim uzrasyti pavidalu
(t;3-21;1), teR.

Atkreipkime démesj | tai, kad nepakanka konkreciy pavyzdziy analizés, kuri pagristy teiginj, jog
nejmanoma, kad (9) sistema turéty tik vieng sprendinj. Na, o teorinj jrodymga §j kartg praleisime.

Tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemos, kurias sudaro keturios, penkios ar daugiau lyg¢iy, yra
sprendziamos analogiskai. Ir gana lengvai galétume jsitikinti, kad tokia Sistema gali turéti tik vieng sprendinj
arba be galo daug sprendiniy, arba né vieno sprendinio.



2. Tiesiniy lygciu sistemos sprendimas Gauso metodu

Bet kuri tiesiné lygtis su n nezinomyjy uzraSoma pavidalu
X + X + agXg + ...+ AnXn =D; (12
¢ia Xq, Xo, X3,..., X, yra nezinomieji, &, a, a3, ..., ay — atitinkamy nezinomyjy koeficientai, o b — laisvasis
narys.
Tiesinés lygties su N nezinomyjy sprendiniu vadinamas kiekvienas realiyjy skaiciy Iy, 1o, I3, ...,
rinkinys (rq; ro; r3; ...; I'n), kuriam esant galioja lygybé
agf +agry +agry +...+ayry =h.
Tiesiniy lygciy su N nezinomyjy Sistema paprastai uzraSoma taip:
X+ Ao X + y3Xg3 +...+ Y Xy = b_]_,

Ax1X) + Ao Xg +Apz Xz + ...+ Ao Xy = b2, (13)

A X + ampXo + aaX3 + ...+ & Xn = by
Lygciy skaicius m gali bti bet kuris uz 1 didesnis natiiralusis skaicius.

Atkreipkime démesj | nezinomyjy Xj, =123, ...,n, koeficienty ajj, i=1,23..m j=123..,n,
skaityma. Pavyzdziui, simbolis a;1 skaitomas ,,a vienas vienas®, simbolis ay; skaitomas ,,a du vienas®“, o
simbolis ag; —,,atrys septyni®.

Esant reikalui (13) sistemg sudarancias lygtis Zymésime simboliais Ly, Lo, L3, ..., Ly, 0 ju sprendiniy
aibes atitinkamai X1, X5, X3,..., X1pp.

Isspresti (13) tiesiniy lygCiy sistemg reiSkia rasti visus realiyjy skaiCiy [rq,rp,I3,...,I rinkinius
(ry; ro; r3; .. 1), kurie tenkina kiekvieng sistemos lygtj, arba jrodyti, kad néra né vieno tokio realiyjy
skaiciy rinkinio.

Sistemos sprendiniy aibe zymésime X. Pagal apibrézima, X = X7 X5 X3N...N Xyy. Sis uzrasas
reiskia, kad X yra visy lygCiy sprendiniy aibiy Xq, X2, X3, ..., X,y bendroji dalis (ji vadinama aibiy
sankirta).

UzraSas X = reiskia, kad lygcCiy sistema sprendiniy neturi.

Aisku, kad bet kurig tiesiniy lyg¢iy su n nezinomyjy sistemg galima spresti panaSiai kaip pirmame
skyrelyje buvo aiSkinamas tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais Sistemos sprendimas. Taciau esant
didesniam uz 3 nezinomyjy skaiciui tas sprendimo biidas pasidaro gana nepatogus.

Susipazinkime su tiesiniy lygéiy sistemos sprendimo metodu, kurj pasiiilé vokie¢iy matematikas Gausas
(Carl Friedrich Gauss, 1777-1855).

I§ pradziy apibréSime kelis veiksmus, kurie atliekami su (13) sistemg sudaranciomis lygtimis:

e Tiesiniy lyg¢iy su n  nezinomyjy Lj: &X +aoXp +@3X3+...+ 8 Xy =y ir
Ly © 81X +ayoXo + 83Xz +...+ 8gnXn = bk suma (zym. Lj + L) vadinama tiesing lygtis su n
nezinomyjy (8j1 +ak1)X + (82 +ak2) X2 + (B3 +8k3) X3 +...+ (8in + 8kn) Xy =By +Dy

e Tiesinés lygtiessu n nezinomyjy Lj @ &% + 82Xy + &3X3 +...+ & Xp = by ir skaitiaus o
sandauga (zym. ol;) vadinama tiesiné lygtis su N neZzinomyjy

081X + 08joXo + 0@j3Xg + ...+ 0@ Xy = oby.

e Tiesiniy lygéiy L; ir Lk su n nezinomyjy skirtumu (zym. L; —Ly) vadinama lyg¢iy L; ir
(-D-Lg suma L; +(-1)- L.

e Tiesiniy lygéiy su N nezinomyjy L; ir Ly (i #k) tiesiniu dariniu vadinama lyg¢iy al; ir BLy
suma ol +BLy. Skaiciai o ir B vadinami tiesinio darinio koeficientais.



1 pavyzdys. Nagrinédami tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistemg

X1 +4Xo — X3 =4,
2% —3Xo +5X3 =4,
3% + Xp + 2X3 =6,
X1+ Xo + X3 =3,
sudarykime $iuos jos lygéiy tiesinius darinius: 1) 214 +3L,; 2) 2L3+L3; 3) L1 —-4L4.

Sorendimas. 1) Kad biity lengviau, i§ pradziy sudarykime lygtis 2L ir 3L,, o tada abi naujas lygtis

sudékime stulpeliu. Gausime:

N 2Lq: 2% +8Xp—2%X3=8
3Ly 6% —9%p +15x3 =12

211 +3Ly : 8% — Xy +13%3 = 20.

2) Kadangi 2L, yra tiesiné lygtis 2% +8Xy —2X3 =8, 0 L3 yra tiesiné lygtis 3% + Xo + 2X3 =06, tal
tiesinisdarinys 2L; + L3 yra tiesiné lygtis su trimis neZinomaisiais
(2+ 3% +(8+D xp +(—2+ 2)x3 =14,
t.y. lygtis 5% +9x, +0- X3 =14.
Tredias démuo O-X3 paprastai nerasomas. Todél galima sakyti, kad tiesinis darinys2l, +L; yra
5% +9X, =14, bet sprendziant sistemag reikia turéti mintyje, kad gautoji tiesiné lygtis yra
5:-% +9- %X +0-x3 =14.

3) Tiesinisdarinys Ly —4L4 yra tiesiniy lyg€iy L. X +4Xo —X3=4 ir 4L, 4X +4% +4x3=12
skirtumas —3%; —3X3 =-8. Atskirai zitrint tai lygtis su dviem nezinomaisiais X, ir X3, bet sprendZiant
sistemg (dar karta primename) ji turi biti suvokiama kaip tiesiné¢ lygtis su trimis neZinomaisiais
(—3)~Xl+0- X2 +(—3)' X3 =-8.

Dabar suformuluosime (nepateikdami jrodymo) labai svarbig tiesiniy lyg¢iy sistemos savybe.

Bet kuriq tiesiniy lygciy su n nezinomyjy sistemos
1% + oXo + 813X3 + ...+ A X, =Dy,
a.Zle + a22X2 + a23X3 +...+ a2n Xn = b2, (13)

QX1 + 8o Xo + 8pgXg + .o+ A Xp =Dy
Iygti Lj: a1Xq+a2X0+8i3X3+...+8inX, =bj, pakeitus jos ir bet kurios kitos lygties
Ly @ ay1Xq +8goXp +ag3Xg +...+ agnXp =0k tiesiniu dariniu olj +PLk, o =0, gaunama ekvivalenti
tiesiniy lygciy su n nezinomyjy sistema.
Taikant $ig savybe galima eliminuoti (pasalinti) dalj nezinomyjy pasirinktose lygtyse. Kitaip sakant,
pasiekti, kad pasirinktose lygtyse dalies nezinomyjy koeficientai biity lygis nuliui.
2 pavyzdys. Eliminuodami nezinomuosius i$sprgskime tiesiniy lygéiy su trimis nezinomaisiais sistema
2% + Xp + X3 =5,
X — Xp + 2X3 =2, (14)
2% — %o + 3%z =9.

Sorendimas. 1§ pradziy antrg sistemos lygti L, pakeiskime tiesiniu dariniu Ly +L,, o trecig lygti
pakeiskime tiesiniu dariniu Lj +L3. Atidziau jsizitréjg, lengvai suprasime, kad $iais veiksmais siekiama



eliminuoti nezinomajj X, 1§ antros ir trecios lygties, nes tiesinis darinys Lj+L, yra tiesiné lygtis
3% +0-Xo+3-X3=7, otiesinisdarinys L; + L3 yra tiesiné lygtis 4-X +0- Xy +4- X3 =14.
Taigi gauname tiesiniy lyg¢iy sistemag
2% + Xy + X3 =5,
3, +3X3=7, (15)
4xq + 4x3 =14,
ekvivalencia (14) sistemai.

O dabar tre¢ig lygti L3: 4x; +4X3=14 pakeiskime tiesiniu dariniu 4L, —3L3, t.y. tiesine lygtimi
0-X% +0- Xy +0- X3 =—-14. Gausime ekvivalencig (15) sistemai (taigi ir (14) sistemai) tiesiniy lyg¢iy sistemag
2X) + Xo + X3 =5,
3x +3X3=7, (16)

0=-14,
kurig suvokiame kaip sistemg
2:-% +1- X +1-X3=5
3% +0:-X+3-%X3=7,
0-X% +0- Xy +0-x3 =-14.

Aisku, kad trecia lygtis neturi sprendiniy. Vadinasi, sprendiniy neturi ne tik (16), bet ir jai ekvivalencios
(15) bei (14) lygciy sistemos.
Ats.: Sistema sprendiniy neturi.

Gauso metodas yra toks nezinomyjy eliminavimo budas, kuriuo siekiama sprendZiama tiesiniy lyg¢iy
Su N nezinomyjy sistema pakeisti ekvivalencia trikampe tiesiniy lygciy sistema
Ci1Xq + CioXo + ...+ Cpp X, =dy,

arba ekvivalencia trapecine tiesiniy lygciy sistema
C11%q + CipXp + .ot Oy Xy + Ciy1 X1 + oo F Cin X =0y,

C22X2 +...+ CZka + C2k+1Xk+1 +...+ CZan = dz, (18)

Ckak + Ckk+1Xk+1 +...+ Cann = dk .
Tiek trikampe, tiek trapecing tiesiniy lyg€iy sistema gana lengva iSspresti.

3 pavyzdys. Isspreskime trikampe tiesiniy lyg€iy su 4 nezinomaisiais sistemg
2% + X +3X4 =8,
3 Xp 4+ 2X3 — X4 =4,
SX3 + 2X4 =19,
6Xx4 =12.
Sorendimas. 1§ ketvirtos lygties gauname, kad X4 = 2. Sig X4 reikime jrasykime j kitas sistemos lygtis

(19)

ir (atlike veiksmus) gausime tiesiniy lygciy sistema
2% + Xo =2,
3 Xy + 2X3 =6,
SXg =15.
I trecios lygties gauname, kad X3=3, o tada i$ antros lygties iSplaukia, jog Xo =0. Ir pagaliau i$
pirmos lygties gauname, kad X =1. Vadinas, (1; 0; 3; 2) yravienintelis (19) sistemos sprendinys.
Ats.: (1, 0; 3; 2).



4 pavyzdys. I§spreskime trapecing tiesiniy lyg¢iy su 4 neZinomaisiais sistema.
X1+ 2Xo +5%3 — X4 =7,
3 Xp + X3 +2X%4 =6, (20)
4xz3 —3X4 =1.
Sorendimas. Laisvai pasirinkime realyjj skaiciy t kaip nezinomojo X4 reikSme, jrasykime jj j (20)
sistemg ir pertvarkykime pacig sistema taip:
X1 + 2Xp +5X3 =7 +1,
3 Xy + X3 =6-21,
4xz =1+3t.
Nezinomyjy X1, Xp ir Xg atzvilgiu $ig sistema galima traktuoti kaip trikampe tiesiniy lyg¢iy sistema. I3

L3 gauname, kad X3 = % Irase Sig i8raiska j Ly ir Ly, gausime sistema
2311t

4 )
23-11t

X+ 2X2 =

3X2 =

23-11t . 23-11t
Ir Xq = .
12
Taigi, (20) sistema turi be galo daug sprendiniy — realiyjy skaiciy ketverty
23-11t 23-11t 1+ 3.
; ; 1], teR.
12 12 4
Ats.: (23_]'“ ; 2 -1t ; 13 ;tj, teR.

11§ kurios iSplaukia, jog X, =

12 4
5 pavyzdys. Taikydami Gauso metoda i$spreskime tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistema
2X1 + 5X2 - 4X3 =17,
3X1 + 7Xo +2%Xq =7,
1 2 3 (21)
X+ 2X2 + 6X3 = —24,
4xXq + 3Xo + X3 =-33.
Sporendimas. 1§ pradziy eliminuokime nezinomajj X i§ Lo, Lz ir Ly. Tuo tikslu L, pakeiskime

lygtimi 3L;—2L,, lygti L3 pakeiskime lygtimi

L1 —2L3, o lygti Ly — lygtimi 2L4-L4. Gausime
ekvivalencig sistema

2X1 + 5X2 - 4X3 = 17,

X2 —16)(3 = 65,
X2 —16)(3 = 65,

Dabar eliminuokime X, i§ L3 ir Ly. Tuotikslu L3 pakeiskime lygtimi L, — L3, o lygti Ly — lygtimi
—7L, + L, Gausime ekvivalencia sistemg

2X1 + 5X2 - 4X3 =17,

X2 —16X3 = 65, (22)
0=0,
97X3 =-388.



Sios sistemos tre¢ia lygtis yra Lg: 0-% +0- Xy +0- X3 =0. Ji yra tapatybé, nes ja tenkina kiekvienas
realiyjy skaiéiy ry, ry ir r3 trejetas (rq; ro; rg). Aisku, kad $i lygtis neturi jtakos (22) sistemos sprendiniy
aibei. Todél jg pasaliname i$ sistemos, o toliau sprendziame ekvivalencig trijy lygciy sistema

2% + 5% —4x3 =17,
Xp —16X3 = 65,
97 x3 = —388.
I$ L3 gauname, kad X3 =—4. Tada i§ L, apskaiCiuojame Xy =1, 0i§ Ly randame x| =-2.

Taigi (—-2; 1; —4) yravienintelis (21) sistemos sprendinys.
Ats.: (-2; 1, -4).

6 pavyzdys. Taikydami Gauso metoda i$spreskime tiesiniy lyg¢iy su 4 nezinomaisiais sistemg

X1 +4Xo + X3 — Xg =4,

X1 + 59Xy — 2X3 + 2X4 =21,

3x%1 +10X5 + 4Xg — 7X4 =6, (23)
X1 + Xo +5X3 —8x4 =-31,

X1 + Xp 4+ 2X3 +3X4 =8.
Sorendimas. I8 pradziy lygti Lo pakeiskimelygtimi — L + Lo, lygti Ly pakeiskimelygtimi —3L; + Lg,
lygti Ly —lygtimi Ly — Ly, olygti Lg —lygtimi L —Ls. Gausime ekvivalencia sistema
X| +4Xo + Xz — Xg4 =4,
Xp —3X3 +3X4 =17,
—2X9 + X3 — 4%y =-18,
3Xp — 4X3 + TX4 =35,

3Xo — Xz —4Xy4 =4
Nezinomajj Xp eliminuokime i$ trecios, ketvirtos ir penktos lygties. Tuo tikslu L3 pakeiskime lygtimi
2L, + L3, lygti Ly pakeiskime lygtimi —3L, + L4, o lygtj Lg —lygtimi —3L, + Ls. Gausime ekvivalencia
lygciy sistema
X1 +4Xo + Xz — X4 =4,
Xp —3X3 +3%X4 =17,
—5X3 + 2X4 =16,
S5X3 — 2X4 =-16,
8x3 —13x4 =-55.
Siekdami eliminuoti nezinomaji X3 1§ ketvirtos ir penktos lygties, lygti L pakeiskime lygtimi

L3+ L4, olygti Lg —lygtimi 8L3 +5L5. Gausime ekvivalencia lyg¢iy sistema
X1 +4Xo + X3 — X4 =4,
X9 — 3X3 + 3X4 =17,

—5X3 + 2X4 =16,
0=0,
—49x,4 =-147,

Pasaling tapatybe L : 0-X% +0-Xy +0-%3+0-X4 =0, gauname trikampg tiesiniy lyg¢iy sistema
X +4Xo + Xg— X4 =4,
Xp —3X3 +3X4 =17,
—-5X3+2%4 =16,
—49x, =-147,

i$ kurios apskai¢iuojame visas sprendinio komponentes: X4 =3, X3=-2, X =2, ¥ =1.



Taigi (23) sistema turi vienintelj sprendinj — realiyjy skaiéiy ketverta (1; 2; —2; 3).
Ats.: (1; 2;-2; 3).

7 pavyzdys. Taikydami Gauso metoda i$spreskime tiesiniy lyg¢iy su 4 neZinomaisiais sistema
X1+ 2Xp —=3Xz+ X4 =1,
2% — Xp +5%3—3%, =3, (24)
3%+ Xo+2X3—2X4 =T7.
Srendimas. Lygti L, pakeiskime lygtimi 2L, -L,, o lygti Lz — lygtimi 3L;-Lz. Gausime
ekvivalencig lygcCiy sistema
X1 +2Xo —=3Xg + X4 =1,
S5Xy —11X3 +5X4 =1,
SXy —11X3 + 5x4 =—4.
Aisku, kad Si lygéiy sistema neturi sprendiniy, nes reiSkinys 5SXp —11X3+5X, gali jgyti tik viena
reik§me esant bet kuriam Xy, X3 ir X4 reik§miy rinkiniui.
Na, o tgsdami nezinomyjy eliminavimo procesa lygti L3 galétume pakeisti lygtimi Ly —Lg:
0-%; +0-Xp +0-X3+0- X4 =3, kuri tikrai neturi né vieno sprendinio.

v s

Ats.: Sistema neturi sprendiniy.

ANTROJI UZDUOTIS

1. ISspreskite tiesiniy lygciy sistema
X1+ Xp +2X3 =3,
2%+ Xo— Xgz=1],
33X+ 2% + X3 =4.

2. [I8spreskite tiesiniy lygcCiy sistemag

X1 +2X9 — X3 =2,
3Xq +4Xy +2X3 =9,
2% +2Xo +3X3 =71,
4xq +6Xy + X3 =11.

3. ISspreskite tiesiniy lygciy sistemag
X1 — Xo— Xg3=2,
2% —3Xo + X3 =6,

X1 —2Xo 4+ 2X3 =3,

3% —5Xp +3x3 =7.

4. I8spreskite tiesiniy lygéiy sistemag
X+ X+ X3 =0,
Xo + X3+ Xy = 1
2X1—X2 +X3—Xy =-1,
3X1 + X7 + 2X4 =7.



5. [ISspreskite tiesiniy lygCiy sistemag

2%+ 4Xp — X3 —2X4 =3,
4Xq + 5Xo + 2%3 — X4 =10,
X1— Xo+ X3+3Xq =4,
X1+ 2Xp + 2X3 — 2X4 = 3.

6. ISspreskite tiesiniy lygciy sistema

X1 + X3 +2X4 =4,

Xo + X3 +3X4 =5,
2X1 — X —2X3 + X4 =0,
— X+ Xo +3X3+ X4 =4

7. I8spreskite tiesiniy lygciy sistema
2X1 + Xo + X3 — Xz =3,
X1+ 2Xo + 3%z + X4 =7,
3% + 33Xy + 4X3 =9,
S5Xq + 4Xy +5%X3 — X4 =8,

8. Isspreskite tiesiniy lygciy sistema
X1 + 2Xo =5,
Xo + 2X3 =4,
X3 + 2X4 =5,
2X1 + X4 =4,

Xp+ Xo + X3+ X4=6.

9. ISspreskite lygciy sistema

X1+ Xo + X3 = 6,
Xo + X3+ Xy = 9,

X1 + X3 + Xq =8,

X1+ Xo +Xgq = 7,

X1+ Xo + X3+ Xy =10.

10. I8spreskite lygciy sistema
X|— Xo =2,
Xo — X3 =1,
X3— Xg =2,
X4 — X5 =-9,

X+ 2X2 +3X3 + 4X4 + 5X5 =2.

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2020 m. vasario 10 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugardukog. 24, LT-03225  Vilnius. Misy mokyklos interneto  svetainés  adresas:
http://uosis.mif.vu.lt/ljmm/
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3. TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI
(2019-2021)

Teoringe medZziagg parengé ir treciaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas
Edmundas Mazétis

Daugiakampis vadinamas taisyklinguoju, jei visy jo kraStiniy ilgiai yra vienodi ir visy vidaus kampy
didumai yra vienodi. PradZioje parodysime, kad kieckvienam natiraliajam n egzistuoja taisyklingasis
daugiakampis A4, ... Ay, turintis n krastiniy. Tuo tikslu imame apskritimg su centru O ir spinduliu R ir
padalijame pilnutinj kampa | n lygiy daliy, t. y. nubréziame n centriniy kampy A;04,,A,045;, ...,

0
A,_104,,A,0A,, kuriy visy didumai lygis %; 1 pav. parodytas atvejis n=19. Trikampiai
A,04,, A,045, .., A,_104,, A,0A; yra lygis lygiaSoniai trikampiai, nes krastinés 0OAq, OA,, ... ,
0

0Ay, yralygios apskritimo spinduliui, o kampai tarp jy lygis = Taigi gautojo daugiskampio A4, ... Ay
visos krastinés yra lygios. Nesunkiai patikrinama, kad Sio daugiakampio kampai taip pat lygis: 24,4,45 =
L0A,A; + L0A,A; = LOA3A, + LOA3A, = £A,A3A, ir  taip analogiSkai  visiems daugiakampio
A A, ... A, kampams. Taigi $is daugiakampis yra taisyklingasis n — kampis. Atvirks¢iai, jei duotas
taisyklingasis n — kampis 4,4, ... A,, taske O susikerta krastiniy 4,4, ir A,A; vidurio statmenys (2 pav.),
ta 0A; = OA, = OA;. Trikampia A,;0A4, ir A,0A; yra lygis lygiaSoniai trikampiai, todél kampai
0A.4,, 0A,A;, 0A,A; ir 0A3A, yra lygis - jie lygis taisyklingojo n — kampio kampo pusei. I§ ¢ia
i$plaukia, kad jiems lygus ir kampas OA3A, , taigi trikampiai OA,A; ir 0A3A, yra lygis, o tai reiskia, kad
0A; = OA,. Tesdami §j samprotavimg toliau gauname, kad taskas O yra vienodai nutolgs nuo n — kampio
virSuniy. Taigi taSkas O yra apie taisyklingajj n — kampj 4,4, ... A, apibrézto apskritimo centras.

A, A
H, 3
Hy
A A
I ————
2 pav. 3 pav.
IS tasSko O nubrézkime trikampiy A,;04,, A,043, .., A,_104,, A,0A, aukstines OH,;, OH,,

..., OHy, kurios yra lygios kaip lygiy trikampiy aukstinés, nubréztos ] atitinkamai lygias kraStines. Taigi
daugiakampio A4, ... A, krastinés yra vienodu atstumu nutolg nuo tasko O. Tai reiskia, kad j kiekvieng
taisyklingajj daugiakampj yra jbréziamas apskritimas, ir apie kiekvieng taisyklingajj daugiakampj yra
apibréziamas apskritimas, be to, jbrézto ir apibrézto apskritimy centrai sutampa.

Sakykime, kad a,, = A4, yrataisyklingojo n — kampio krastiné, OH — lygiaSonio trikampio OA;A4,
aukstine (3 pav.). Aisku, kad atkarpa OA; = R yra apibrézto apie daugiakampj apskritimo spindulys, o

0
OH =r — jbrézto | daugiakampj apskritimo spindulys. Kadangi 44,04, = %, ta 2HOA, =
0
%LA10A2 = %. IS staciojo trikampio OHA; gaunamos tokios lygybés, siejanCios taisyklingojo
n —kampio krastinés ilgj ir apibrézto bei jbrézto apskritimy spinduliy ilgius:
. 180° 180° 180°
an=2RsmT, an=2rth, r = Rcos—. (1)

0
Taisyklingojo n — kampio plotg galima skai¢iuoti pagal formule S = %Rz sin %.

Ka n = 3, gaunamas taisyklingasis, arba lygiakrastis trikampis ABC, kurio visos krastinés lygios, visi
kampai lygiis 60°, jbrézto j taisyklingajj trikampj apskritimo ir apibréZto apie jj apskritimo centras O yra
taskas, kuriame susikerta trikampio pusiaukampinés (ir pusiaukrastinés, ir aukstinés), o ZAOB = £BOC =



£AO0C = 120° (4 pav.). Pagal (1) formules apibrézto apie taisyklingajj trikampj apskritimo spindulys lygus

R = \/3—§ a, o jbrézto i ji apskritimo spindulys r = g a, Cia a — taisyklingojo trikampio krastinés ilgis.

A
B
o
O
B C
A C E
D
4 pav. 5 pav.

1 pavyzdys. Parodysime vieng paprasta buda, kaip j duotajj apskritimg jbréziamas taisyklingasis
trikampis. Nubrézkime bet kurj duotojo apskritimo, kurio centras — taskas O, skersmenj AD, taSkas E yra
atkarpos OD vidurio taskas, per taska E bréziame tiese¢, statmeng skersmeniui AD, §i tiesé kerta apskritima
taskuose B ir C, trikampis ABC yra lygiakrastis (5 pav.). Tikrai, staciojo trikampio EOB jzambiné lygi
apskritimo spinduliui R, statinis OF = g, todél OBE = 30°, tai £EOB = 60°,0 2BOC = 120°. Kadangi
lankai AB ir AC yra lygis (jie simetriski skersmens AD atzvilgiu), tai jy didumai irgi lygiis 120°. Kadangi
lygiems lankams atitinka lygios stygos, tai i§ ¢ia gauname, kad AB = AC = BC, taigi trikampis ABC yra

lygiakrastis. A D
2 pavyzdys. Rombo ABCD krastines ilgis lygus a, 2BAD = 120°, taske O V
susikerta rombo jstrizainés, krastinéje BC yra tasSkas E, dalijantis Sig kraSting

santykiu BE : EC = 1 : 2. Rasme atkarpos OE ilgj (6 pav.). /A
Sorendimas. Kadangi 2BAD = 120°, tai 2ABC = 180° — zBAD = 60°. B <

LygiaSonis trikampis ABC, kurio vienas kampas lygus 60°, yra lygiakrastis,

C
6 pav.

AC=a, OC =% I sglygos BE : EC =1: 2 isplaukia, kad CE == A

Ieskomajg atkarpg OF rasime trikampiui OEC pritaike kosinusy teorema:

OE? = 0C? + EC? = 20C - EC cos 60° = .~ a?. Todél OF = ?a'

Ka n = 4, turime taisyklingajj keturkampj — kvadrata ABCD, kurio

visos krastinés lygios, o kampai statieji. Kvadrato jstrizainiy AC ir BD D< () B

susikirtimo taskas O yra apie jj apibrézto ir j ji jbrézto apskritimy centras.
Jei kvadrato krastinés ilgis lygus a, tai apibrézto apie kvadratg apskritimo

spindulyslygus R = \/75 a, o j kvadratg jbrézto apskritimo spindulys lygus

%. Norédami j duotajj apskritimg jbrézti kvadratg, bréziame du statmenus C

skersmenis AC ir BD, keturkampis ABCD yrakvadratas (7 pav.). 7 pav.

3 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastinéje CD pazymétas taSkas M,
kampo BAM pusiaukampiné kerta krasting BC taske K. [rodysime, kad AM = BK + DM.

Sorendimas. Pratgskime krasting CD uz tasko D ir jos tesinyje atidékime atkarpa K
DF = BK (8 pav.). Statigji trikampiai ABK ir ADF yra lygts, nes AB=ADirBK = C B
DF,todél £BAK = £DAF. Pazymékime £BAK = £KAM = £DAF = a, tuomet
LMAF = £MAD + £DAF = (90° — 2a) + a = 90° — a. Bet i$ staciojo trikampio
DAF gauname, kad 2AFD =90° — @, todél LMAF = £AFD, trikampis AMF
lygiaSonis, AM = MF = MD + DF = MD + BK, ka ir reik¢jo jrodyti.

Ka n=5,6,.., turime atitinkamai taisyklingaji penkiakampj, taisyklingajj D A
SeSiakampij ir t. t. Taisyklingojo penkiakampio ABCDE (9 pav.) kampas AOB lygus
360°:5=172° todél <OAB = %(1800 — £AOB) = 549 taigi  taisyklingojo
penkiakampio vidaus kampas ZABC = 2£0BA = 108°. Tada pagal (1) formule apie F.
taisyklingaji penkiakampj apibrézto ir i jj jbrézto apskritimy spinduliai yra lygts 8 pav.




_ a _ a

" 2sin360 T 2tg36’
kampo sinusg ir kosinusg nesunkiai galima apskaiciuoti. Tam reikia Zinoti A
trigubo kampo kosinuso formule, kuri lengvai iSvedama, taikant sumos
kosinuso ir dvigubo kampo sinuso bei kosinuso formules. cos3a =
cos(2a + a) = cos 2a cos a — sin 2a sina = (cos?a — sina) cosa —

irr ¢ia a — taisyklingojo penkiakampio krastinés ilgis. Pastebékime, kad 36° laipsniy

2sina cosa = 4cos®a —3cosa. Tare, kad a =18°, i§ akivaizdzios FE B
lygybés sin36° = cos 54° gauname trigonometrine lygtj sin2a = cos 3a,
kurig spresdami turime: 2sinacosa = 4cos3a —3cosa,0 kadangi
cosa =cos18° # 0,ta  2sina = 4cos?a — 3. Pakeite cos?a=1-—
sin®a, gauname kvadratine lygtj 4sina + 2sina — 1 = 0, kurios teigiamas
. . —1+/5 P o _ Vv5-1 0 _ DC
sprendinys yra sina = . Taigi sin18° = —,— luomet cos 18° =
VI—sinZ18% = 2/10 + 2V5, o sin36° = 25in18° cos 18° = 9 pav.
i 10 — 2+/5, cos36° = cos?18° —sin?18° = i(l +/5). Taigi

~—

B

aisyklingojo penkiakampio krastinés ir apie jj apibrézto spindulio rySys
yraas = /%(5 —V5)R = %\/ 10 — 2v/5R.

4 pavyzdys. Taisyklingojo penkiakampio ABCD krastinés ilgis lygus A C
2, istrizainés AD ir BE susikerta taSke M (10 pav.). Rasime atstumg AM.

Sorendimas. Kadangi trikampis ABE yra lygiasonis, ta £AEB =
%(1800 — LEAB) = %(1800 —108°) = 36°. Trikampiai ABE ir AED
yra lygiis lygiaSoniai trikampiai, todél £AEM = £AEB = £DAE = E

D

LMAE = 36°, taigi trikampis AEM yra lygiasonis, jo kampas prie
pagrindo lygus 36°, todél jo Soninés krastines AM ilgis AM =~ AE :
cos36° =+/5—1.

5 pavyzdys. Pateiksime vieng i§ taisyklingojo penkiakampio
braizymo budy. Sakykime, kad AB ir CD — du statmeni apskritimo,
kurio centras taskas O o spindulio ilgis lygus R, skersmenys, taskas
M yra atkarpos AO vidurio taskas. Apskritimas, kurio centras yra taskas M

M, o spindulys — atkarpa MC, kerta skersmenj AB taske X (11 pav.). s
Atkarpa CX yra j duotajj apskritimag jbrézto taisyklingojo penkiakampio D O% c

krastiné.
I$ tikryjy, atkarpos OM ilgis lygus g, todél nubréztojo apskritimo

spindulys MX = MC = YOMZ + 0CZ = /(2)2 +R2= \/;R. K adangi X

0X =MX —0M =""R, tai i§ staciojo trikampio OXC randame

cX =vJ0CZ + 0XZ = \/RZ + (%R)Z =-V10-2V5 =as, kg ir
reikéjo jrodyti.
Ka n = 6,turime taisyklingaji SeSiakampj ABCDEF (12 pav.), B C
kuriame visi kampai 2AOB = £BOC = £C0OD = £DOE = £EOF =
£FOA = 60° visi vidaus kampai lyglis po 120°, taigi trikampiai
AOB,BOC,COD,DOE,EOF,FOA yra lygiakrasciai. Pagal (1) lygybes
yra teisingi tokie ryS$iai tarp taisyklingojo SeSiakampio kraStinés ag, A D
apibrézto apie taisyklingajj SeSiakampj apskritimo spindulio R ir j jj
ibrézto apskritimo spindulio 7: ag = R, ag = %g r.
6 pavyzdys. Apie taisyklingaji SeSiakampi ABCDEF apibrézto
apskritimo spindulys lygus R. Rasime | trikampj ACD jbrézto apskritimo F E
spindulj (13 pav.). 12 pav.
Sprendimas. Lygiagoniame trikampyje ABC 2ABC = 1200, todél

£BAC = £ACB = (180° — £ABC) = 30°,taigi 2ACD = 120° — 30° = 90°,t. y. trikampis ACD yra




statusis. I§ trikampio ABC randame, kad AC = 2ABcos30° =
V3R.Kadangi CD = R,tai i§ stadiojo trikampio ACD gauname AD =
VAC? + CD? = 2R. Sakykime, kad trikampio ACD krastines AC,CD ir
AD jbréztas | ji apskritimas lieia atitinkamai taskuose M, N, ir K. Pagal
apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko, savybe CM = CN =,
AM = AK =+3R—r, DN =DK =R —r, &a r —jbrézto | trikampj
ACD apskritimo spindulys. Kadangi AD = AK + DK, ta 2R =
(\/§R — r) + (R — r). I§ ¢ia gauname, kad r = %(\/37 — 1)R.

7 pavyzdys. Taisyklingasis n — kampis A;4, ... A, yra jbréztas j
apskritima, o taisyklingasis n — kampis B; B, ... B, apibréZtas apie tg patj
apskritimg (14 pav.). Nustatysime, ar gali vieno jy plotas biiti ne maziau nei 4 kartus didesnis nei kito.

Sorendimas. Sakykime, kad taskas O yra apskritimo centras, 0 jo spindulys lygus R. Tuomet pagal (1)
formules daugiakampio A;A4, ... A, krastinés ilgis a, = 2R sin 15;00,0
kadangi apskritimas yra jbréztas j daugiakampj B, B, ... B,, tai jo krastiné

13 pav.

0
b, =2R tg %. Daugiakampiy ploty santykis yra lygus trikampiy
0A;A, ir OB;B, ploty santykiui. Sie trikampiai yra lygiaSoniai (0A; =
0OA,, OBy = 0B,), o jy kampai prie virSinés O lygis (24,04, =

0
£B,0B, = %), taigi jie yra panasieji. PanaSiyjy trikampiy plotai sutinka

2
kaip jy atitinkamy krastiniy kvadratai, todél pagal salyga turime, kad Z—’; >

1 . e . -
4, t.vy. Z—: <. Irade krastiniy a, ir b, reikSmes gauname, kad

14 pav.

0
daugiakampiy krastiniy skaic¢ius n > 3 turi tenkinti nelygybe cos% < %
1800

n

\/—E>%.Kai n >4,

< 459
2

Kai n = 3, gauname lygybe, nes cos 60° = % Ka n =4, ta cos45° =

todeél COS%OO > cos 45° > % Taigi tik ka n = 3, apibréztojo trikampio plotas du kartus didesnis uz
jbréztojo trikampio plota, o su visais kitais n daugiakampiy, tenkinan¢iy uzdavinio salyga, negali buti.

Jei plokStuma yra padengiama vienodais taisyklingaisiais daugiakampiais taip, kad kiekvienas
plokstumos taSkas biity arba uzdengiamas vieninteliu daugiakampiu, arba yra tik dviejy daugiakampiy
bendros krastinés taSkas, arba yra keleto daugiakampiy bendra vir§iing, tai sakoma, kad turime parketa. Ne i§
bet kuriy taisyklingyjy daugiakampiy gaunamas parketas. Sakykime, kad turime parketg i$ taisyklingyjy n-
kampiy, o kiekvienoje jy bendroje vir§inéje A; sueinak daugiakampiy. Kadangi bet kurio n- kampio vidaus
kampy suma s skai¢iuojama pagal formule s = 180°(n — 2), tai taisyklingojo n- kampio vidaus kampo

0(n— 0(n—
didumas yra lygus M. Tuomet kampy, kuriy vir$iiné yra taskas A4;, suma lygi Mk. Kadangi

daugiakampiai padengia plokStuma be tarpy ir vienas su kitu neturi bendry vidaus tasky, tai §i suma yra lygi
O(n—
360°. Taigi reikia rasti tokius sveikuosius skaiCius n ir k, kuriems biity teisinga lygybé Wk =

3600, t.y. lygybé (n—2)k = 2n. I§ jos gauname, kad k = % =2+ ﬁ. Skaicius % sun=3yra
sveikasis tik ka n=3,n=4 ir n=6. Taigi plokStuma galima padengti vienodais taisyklingais
daugiakampiais tik tada, kai tie daugiakampiai yra lygiakras¢iai trikampiai, kvadratai ir taisyklingieji
SeSiakampiai. Tuomet vieng bendrg virSine turi 6 trikampiai, 4 kvadratai ir 3 SeSiakampiai. 15 pav.
pavaizduoti visi Sie trys parketai.

Galima nagrinéti ir plokStumos padengimus nebitinai vienodais taisyklingaisiais daugiakampiais.
Sakykime, kad plokstuma padengiama dviejy rusiy taisyklingaisiais daugiakampiais - n — kampiais ir m —
kampiais, kuriy krastinés ilgis yra vienodas, o kiekvienas taskas, kuris yra bendra daugiakampiy vir$iing,

(XXX
XXX X

15a pav. 15b pav. 15c pav. 16 pav.




yra k n —kampiy ir | m —kampiy bendra virsiiné. Kadangi visy daugiakampiy kampy, turinciy ta pacia
180°(n-2) k 4+ 1800(m—2)l _

virsiine, suma lygi 360°, tai sveikieji skai¢iai m,n, k ir [ turi tenkinti lygybe

360°. Suprasting gauname, kad
k(mn —2m) + [(mn — 2n) = 2mn. (2

Pvz., jei parketas daromas i§ trikampiy (n = 3) ir SeSiakampiy (m = 6), tai (2) lygtis tampa tokia 6k +
121 = 36, t.y. k + 21 = 6. Sig lygtj tenkina skai¢iai k = 2,1 = 2. Taigi egzistuoja plok§tumos padengimas
taisyklingaisiais trikampiais ir SeSiakampiais, o kiekvienoje bendroje virSingje yra 2 SeSiakampiy ir 2
trikampiy virSinés (16 pav.). Bet taisyklingaisiais SeSiakampiais ir kvadratais negalima padengti
plokstumos, nes jei viename taske atsidurty k SeSiakampiy virStniy ir [ trikampiy virStniy, i§ (2) lygybés

gautume lygti (4-6—-2-6)k+(4-6—2-4)l=2-4-6,t y. lygti 4k + 31 = 12. Nesunku pastebéti,
kad néra tokiy natiiraliyjy skaiéiy (k, 1), kuriems buty teisinga $i lygybé. Tikrai, i$ jos seka, kad [ = 12:”‘,

todél 12 — 4k >0, k < 3, betsuk = 1,k = 2 skaiCius [ néra sveikasis.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Apskritimo styga, kurios ilgis 2, nuo apskritimo centro nutolusi atstumu 3. | apskritimg jbréztas
taisyklingasis trikampis. Raskite jo plota.

2. Rombo ABCD krastinés ilgis lygus 6, ZBAD = 600, taske O susikerta rombo jstrizainés. Krastinéje BC
yra toks taskas E, kad CE = 2. Raskite atkarpos OF ilgj.

3. Kvadrato ABCD viduje yra taSkas K ir BK = 12. Nubréztas kvadratas AKLM, kurio virsiné L yra
kvadrato ABCD viduje, o krsstiné LM kerta atkarpa AD. Raskite atkarpos MD ilgj.

4. Kvadrato krastinés ilgis lygus 6, jo viduje yra taSkas, kuris nuo gretimy kvadrato virS§tiniy nutoles
atstumais 5 ir 3. Kokiais atstumais tas taskas yra nutoles nuo kity dviejy kvadrato vir§tiniy?

5. Taskas E yrakvadrato ABCD krastinéje AD, o taSkas F — krastinéje BC, beto, BE = EF = FD = 30.
Raskite kvadrato krastinés ilgj.

6. Taisyklingojo penkiakampio ABCDE krastinés ilgis lygus 4, jstrizainés BD ir AC susikerta taske M.
raskite atkarpos AM ilgj.

7. Taisyklingojo penkiakampio ABCDE iSoréje nubréztas lygiakrastis trikampis ABF, 0 penkiakampio
viduje — kvadratas ABM N. Raskite kampg FMC.

8. Apie taisyklingaji SeSiakampj ABCDEF apibrézto apskritimo spindulys lygus 10, istrizainés AD ir EC
susikerta taske L. Raskite j trikampj ACL jbrézto apskritimo spindulj.

9. Taisyklingasisn — kampis A; A, ... A, yra jbréztas j apskritima, o taisyklingasis n — kampis BB, ... B,
apibréZtas apie tg patj apskritimg. Ar gali $iy daugiakampiy perimetry santykis biti lygus 0,517

10. Ar galima plokStuma padengti a) taisyklingaisiais trikampiais ir kvadratais? b) taisyklingaisiais
penkiakampiais ir taisyklingaisiais trikampiais? Jei atsakymas teigiamas, nubraizykite tokio parketo
fragmenta, o jei neigiamas, paaiskinkite, kodel.

UZduoties sprendimus prasome issiysti iki 2020 m. balandzio 15 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugardukog. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos  interneto  svetainés  adresas:
http://www.mif.vu.lt/l[jmm/
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V. NETIESINIU LYGCIU SISTEMOS
(2019-2021)

Teoring medZiaga parengé bei ketvirtaja uzduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Netiesiniy lygéiy sistema su n nezinomyjy (N=2,3,...) vadinsime tokia sistema, kurios bent viena
lygtis néra tiesiné.

Jau zinome, kad tiesiniy lygéiy sistemos yra iSsprendziamos gana lengvai — tereikia gerai suprasti ir
iSmokti taikyti Gauso metoda. Tuo tarpu netiesiniy lygéiy sistemy sprendimas gana daznai yra daug
sunkesnis, taigi ir jdomesnis. Sioje jauniesiems matematikams skirtoje temoje apsiribosime netiesiniy lygéiuy
su dviem ir trimis nezinomaisiais sistemomis. Kad biity paprasciau viena kita teorini teigini bei praktini
patarima pateiksime nagrinédami konkrecius uzdavinius.

1 pavyzdys. I$spreskime lygciy sistema

2x2+y2—xy+2x+3y=7, 1)
X+y=2
Srendimas. Matome, kad antra lygtis yra tiesiné. Todél viena nezinomaji (tiek X, tiek y) lengva iSreiksti
kitu neZinomuoju. Jo iSraiska iraSe { pirma lygti, turétume gauti kvadrating — taigi gerai pazistama — lygti.
Sistema spreskime taip:

y=2-X,
25X +(2=X)% = X(2-X) +2X+3(2-X) = T;

y=2-x, y=2-% y=2-% 3.5
— [49 — 48 = —=X=—,y=—abax=1y=1
{m@—7x+3:0 x:zg—é?_ﬁg x:gabax:l 4 Y 4 Ly

Taigi (1) lyg¢iy sistema turi du sprendinius — realiyjuy skai¢iu X ir y poras (%, %j ir(1; 2).

(3.5) ..
Ats: [4, 4) (L D).

2 pavyzdys. Isspreskime lyg€iu sistema
Xy+x+y=1,
x2+y2:6

Sorendimas. Atidziai pazvelge i sistema sudarancias lygtis tikrai suprasime, kad ir viena, ir kita lygtis

yrasimetriné nezinomyjy X ir y atzvilgiu. Kitaip sakant, sukeitg X ir y vietomis gauname tokia pat lygti.

Isidékime, kad simetriniy lyg€iy su dviem neZinomaisiais sistema tikslinga pradéti sprgsti neZino-

MuOoSIUS X ir y pakeiciant nezinomaisiais

U=X+Yyir v=xy, 3
nes kiekvieng simetrinj (X ir y atzvilgiu) daugianari jmanoma iSreiksti pagrindiniais simetriniais reiskiniais
X+Y ir Xxy.

)

Kadangi Xy+X+Yy=Vv+U ir X? + y2 =(x+ y)2 —2Xy = u?-2v, tai pakeite nezinomuosius
gausime lygciy sistema
u+v=1l1,
{ (4)

u?-2v=8,
kuri labai panasi i 1 pavyzdzio lyg€iy sistema.
Sig sistema spreskime taip:

v=1-u, v=1-u, v=1-u, v=1-u, v=1-u,
2 = 2 = 2 = = =
u“-21-u)=6 |(u“+2u-8=0 |(U+D)“-9=0 (u+1l=%3 |u=-4abau=2



—U=-4,v=5abau=2v=-1.
Gavome du (4) sistemos sprendinius. (—4; 5) ir (2; —1).
Nezinomyju X ir y reik§méms rasti reikia iSspresti dvi lyg€iu sistemas:

X+ = —4, X+ = 2,
1) y ir 2 y
Xy =5 xy =-1
Atkreipkime démesi i tai, kad sprendziant lygc¢iy sistema

{x+y=w

Xy =V
galimataikyti Vijeto teorema, pagal kuria X ir y yra kvadratinés lygties
t2—ut+v=0
sprendiniai.
Taigi sistemos
X+y=-4,
{ ()
Xy =95
sprendiniams rasti spreskime kvadrating lygti t2 + 4t +5=0, o Sistemos
X+y=2,
{ (6)
xy=-1

sprendiniams rasti — kvadratine lygti t2-2t-1=0.
Kvadrating lygtis t>+4t+5=0 sprendiniy neturi, nes
t24+4t+5=(t+2)°+1-0, je teR,

todél (5) sistema sprendiniy irgi neturi.
Spresdami antra kvadrating lygti gauname:

t?-2t-1=0=(t-)?=2=t-1=+/2=t=1-V2 abat =1++/2.
Vadinasi, Xx=1— \/E, y=1+ \/E arba x=1+ \/E, y=1—\/§. Darome iSvada, kad (6) sistema turi
du sprendinius: (1—+/2;1++/2) ir (1++/2;1—-/2) . Aiku, kad tik jie yra (2) sistemos sprendiniai.

Ats: (1-+/2;1+/2), (1++/2;1-4/2).

3 pavyzdys. Isspreskime lygéiuy sistema
X+y=5 .
{x4+y4:91 0
Srendimas. Matome, kad abi lygtys yra simetrinés, todél keisdami nezinomuosius taikykime formules
U=X+Yyirv=xy.
Kadangi

xP+yt = (6 +y%)? = ((x+y)? - 2xy)% - 2(xy)? =
=QF—2w2—&F=u4—mﬂv+2F,

u=>5, o
u® — 4uiv+ 2v% =97, ®)

tai i$ (7) sistemos gauname sistema

kuria iSspresti visai nesunku:
u=>5, u=>5, u=>5, u=>5,
4 2 2 Yo 2 .2 - 2 i
5"-4.5°.v+2v- =97 2v- —100v + 625 =97 v--50v+264=0 (v-25)“-361=0

u=>5, u=>5, u=>5,
= e =
(v—25)2=361 |v=25+19 |v=6abav=44.



Taigi (8) sstematuri du sprendinius: (5; 6) ir (5; 44).
Nezinomuyjy X ir y poroms (X; ), tenkinanc¢ioms (7) sistema, rasti reikia i§spresti dvi lyg¢iy sistemas:

{x+ y=5 {x+ y=5,
Ir

Xy =06 Xy =44,
Pirmoji i$ juy yra ekvivalenti (pagal Vijeto teorema) kvadratinei lygciai
t> —5t+6=0, 9)
0 antroji — kvadratinei lygciai
t2 —5t+44=0. (10)

Kadangi (9) lygties sprendinia yra 2 ir 3, tai gauname du (7) sistemos sprendinius: (2; 3) ir (3; 2).
Kvadratiné lygtis t2-5t+44=0 sprendiniy neturi, nes
t2-5t+44=(t-25)2%+37,25:0, je teR.
Vadinasi, (7) lyg€iu sistema daugiau sprendiniy neturi.
Ats.: (2; 3), (3; 2).
Dabar glaustai apzvelkime kita galimybeg iSspresti (7) lygéiy sistema
X+y=5,
xt+yt=07.
Tokia galimybé aiskiai matoma, nes pirma sistemos lygtis yra tiesiné. TaCiau pasinaudoti ja néra paprasta,
nes jra$¢ nezinomojo Yy iSraika Y =5— X { antra lygti ir atlike veiksmus gautume ketvirto laipsnio lygti
x* —10x3 + 75x% — 250X+ 264 = 0. (11)
Yra Zinoma, kad kiekviena ketvirto laipsnio daugianari imanoma i$skaidyti dvieju kvadratiniy trinariy
sandauga, bet pats skaidymas daugeliu atvejuy yra labai nelengvas darbas. Be to, reikia ir papildomy

matematikos ziniu.
Nesileisdami i konkrety aiskinima, uzraSysime tik galutini rezultata:

x4 —10x2 + 75x% — 250X + 264 = (x2 —5x+ 6)(x2 —5X+44).

Lygybés teisingumu nesunku isitikinti sudauginus kvadratinius trinarius.
O turint §j skaidinj (11) lygties sprendinius rasti visai lengva — tereikia iSspresti dvi kvadratines lygtis:

x> —Bx+6=0 ir x*—5x+44=0.
Pirmos lygties sprendiniai yra 2 ir 3, o antra lygtis sprendiniy neturi.
Vadinasi, (11) lygtis turi du sprendinius (X=2 ir X=3), pagal kuriuos gauname abu (7) sistemos
sprendinius ((2; 3) ir (3; 2)).
4 pavyzdys. I$spreskime lygciy sistema
3 3
X" =y =19(x-vy),
y"=19(x-y) 13)
X2+ y2 =7(x+Y).
Srendimas. Aisku, kad (13) lyg€iy sistema yra ekvivalenti lygéiy sistemai
x> -y ~19(x - y) =0,
XC+y2—7(x+y) =0,
0 81 — lygciy sistemai
(X= V) +xy+y?~19) =0, ”
(X+ y) (X2 = xy+y?—7) =0.
Jei biity y = X, tai (14) lyg€iy sistema bty ekvivalenti lyg¢iai
2x- (X2 =7) =0,
i§ kurios gautume, kad X=0 arba X= +7.
Jeibuty y = —X, tai (14) lygciu sistema biity ekvivalenti lygciai

2x- (x* —19) =0,



i§ kurios gautume, kad X=0 arba X= +4/19.
Vadinasi, realiyju skaiciy poros (0; 0), (—\/7; - \/7), (\/7, ﬁ), (—\/E; \/E) ir (\/E, - \/E) yra

(13) lygciy sistemos sprendiniai.
Jei y# X ir y#—X, tai (14) sistema yra ekvivalenti simetriniy lyg¢iy sistemai

{xz +xy+Yy?-19=0,

X% —xy+y?—7=0.
Ja spreskime taikydami keitinius U= X+ Y ir v = Xy.

(15)

Kadangi X2+ xy+ Y2 =(X+y)?—xy=u?—-V ir x2—xy+y?=(x+Yy)?>-3xy=u?-3v, tai i
(15) sistemos gausime lygciu sistema

u?-v-19=0,
(16)
u?-3v-7=0,
kuria galima iSspresti taip:
u?—v=19, u =v+19, u =v+19, u® =25, u=-5abau=5,
— — — —
ué-3v=7 v+19-3v=7 |v=6 v=6 V=0.

Gavome, kad (16) lygéiy sistema turi du sprendinius: (-5; 6) ir (5; 6).
Belieka iSspresti dvi lygciy sistemas:

X+y=-5_ |X+y=5
Ir
Xy =06 Xy = 6.

Pirma sistema ekvivalenti (pagal Vijeto teorema) kvadratinei lygciai t2 45t + 6= 0, o antra— kvadratinei

lyg¢iai t?2 -5t +6=0. Ju sprendiniai yra atitinkamai —2 ir =3 ir 2 ir 3. Pagal juos gauname keturis (15)
sistemos sprendinius. (-2; -3), (-3; -2), (2; 3), (3; 2).

Vadinasi, (13) lyg¢iu sistemos sprendiniy aibg sudaro $ios realiyju skaiciy poros: (0; 0), (—ﬁ ;— J7 ),

(T7:V7), (V19;V19), (V19; —19), (-2, -3), (-3: -2), (2 3) ir (3; 2).

5 pavyzdys. I$spreskime lygciu sistema

3x? + 2xy - 9x— 4y +6=0,
Xy y (17)
5X2 + 2xy—12x—-4y+4=0.
Sorendimas. Lygciy sistema pertvarkykime taip:
2xy — 4y = —3x° +9Xx— 6,
Xy —4ay (18)
2xy — 4y = —5x° + 12X — 4.

Dabar tikrai aisku, kad bitinai turi galioti lygybe —3X°+9Xx—6=—5x>+12x—4, kuri ekvivaent
kvadratinei lyg¢iai 2x% —3x—2=0.

ISsprendg ja gauname, kad X = —% arba X=2. Sias X reik§mes paeiliui jrase i (18) sistemos pirma
lygti rasime jas atitinkancias nezinomojo Y reikSmes:

2
1 1 1 1 9
) el 5 a ( ij y ( 2) + ( 2) y 4

[ [ [
L .

2) jei x=2,tai 2-2y—-4y=-3-249.2-6=0-y=0.

Pastarasis rezultatas reiSkia, kad esant X =2 nezinomojo y reik§mé gali biiti bet kuris realusis skai¢ius
(ji pazymékime r).



1 :
Taigi (17) sistemos sprendiniy aibg sudaro be galo daug realiyjy skaiciy poru: (_E; %j ir (2;r),
r=R.
Ats. —l;gj ir(2r), r=R.
2 4
6 pavyzdys. Isspreskime lygéiy sistema
{xz —4xy + y2 =3

y2 -3xy=2.
Sorendimas. Pirma lygti padauginkime i§ 2, o antra — i$ 3. Gausime ekvivalencia lyg¢iy sistema

2x2 - 8xy + 2y = 6,
3y? —9xy =6.

(19)

Aisku, kad turi galioti lygybé
2x2 = 8xy + 2y? = 3y — 9xy,
i$ kurios gauname lygybeg

2x2 + xy— y2 =0.

X
Padalije ja i$ y? (y=0) gausime kvadrating lygti (trupmenos — atzvilgiu)
y

. 2

2~|5] +X1=0. (20)
LY y

Cia pat atkreipkime démesij i tai, kad tarp (19) sistemos sprendiniy (X; y) tikrai néra né vieno, kad biity

y =0 (jraSe i antra lygti Y =0 gautume neteisingg lygybe 0= 2).

X
Tegu —=1. Tada (20) lygtis igis pavidala 242 +t-1=0. ISsprendg ja gausime dvi t reikSmes:

t:—lirt=l.
2

: . X
Jt=-1lta —=-1—y=-X

Siuo atveju i§ (19) sistemos pirmos lygties gausime kvadrating lygti 6x> =3, i§ kurios iSplaukia, jog

J2 V2

X=——— aba X=—.
2 2

Realiyju skai¢iy poros ) —%; %j ir | g; %j yra (19) sistemos sprendiniai.

Jei t = > ta Y =2X. [rase i (19) sistemos pirma lygti gauname kvadrating lygti — 3x2 =3, kuri neturi

sprendiniy.
Vadinasi, (19) lygc€iy sistema turi tik du sprendinius.
F V2 ﬁj V2, JE]
Ats.: ‘ — |, | == .

2'2 )12 2

7 pavyzdys. Isspreskime lygciy sistema

X_y_>
y x 6 (21)
X — 2y2 =1.



Sorendimas. Pazyméje t:z, gausime, kad Y %, o {ras¢ 1 pirma sistemos lygti gausime lygti
Yy X
1 5
t— { = —, kuria nesunku iSspresti:
-1 0 L2 5-6-0=t=—2abat=>.
t 3 2
_ 2
Jei t=——, ta
3
X 2 2
y 3 3

[rase 1 (21) sistemos antra lygti gausime:

2
2 » 14
Lyl —2yP 1= yP o
( 3yj y 5V

Vadinasi, $iuo atveju (21) sistema sprendiniy neturi.

Jei t=§,tai
2

[rase 1 (21) sistemos antra lygti gausime:
2
(gyj —2y?=1—=y?=4—=y=-2abay=2.
Siuo atveju gauname du (21) sistemos sprendinius: (-3; —2) ir (3; 2).
Ats.: (-3;-2), (3; 2).
8 pavyzdys. Isspreskime lygéiy sistema
2 2 _
2X°+y =3 22)
2Xy+4x=1.

Sorendimas. I8 pradziy pabandykime nezinomaji Y iSreiksti nezinomuoju X ir pereiti prie lygties su vienu
nezinomuoju sprendimo. I$ antros lygties gauname, kad

7

=— 2.
y 2X

Aisku, kad §i iSraiska yra korektiska, nes (22) sistema tikrai neturi sprendinio, kurio komponenté X lygi
nuliui.
[rase i pirma lygti gauname lygti su vienu nezinomuoju:

2
2x2 +(l—2j =3
2X

[
-

49 14

2X2+F——+4:3,

X X

2x2+l—E+4—92=0,
X 4x

o padauging i§ 4x° — ketvirtojo laipsnio lygti
8x* + 4x% — 56X+ 49 =0. (23)
Dabar turétume apsispresti — ar ieSkoti kelio { (23) lygties sprendiniy aibg, ar sugrizti | pacia pradzia.
Si karta sugrizkime { pradzia. IS pirmos lygties atimkime antrg lygt] ir gausime:
2x% + y2 — 2xy — 4x = —4,

(X2 —2xy+ y?) + (x* — 4x+ 4) = 0,



(x-y)?+(x-2)%=0.
O si lygybé galioja tik kai X—Yy =0 ir x—2=0. Vadinasi, (23) sistema gali turéti tik viena sprendinj —

realiyjy skaiciy pora (2; 2). Bet ji netenkinanei pirmos, nei antros lygties.
Belieka pasakyti, kad (23) lygciy sistema sprendiniy neturi.
Dar atkreipkime démes; | tai, kad ne tik iSsprendéme (23) sistema, bet ir jrodéme (aisku, netiesiogiai!),

jog (23) lygtis neturi (realiyjy) sprendiniy.
Ats.: &t
9 pavyzdys. Raskime paraboliy, kuriy lygtys yra X=4- y2 ir y=4-— X2, susikirtimo tasky

koordinates.
Sorendimas. I8 pradziy nubrézkime abi paraboles (zr. pav.). Kadangi susikirtimo taskai yra ir vienoje, ir

kitoje paraboléje, ju koordinatés turi tenkinti ir lygti X=4— y2, ir lygti
y=4- X2, Vadinasi, reikia i§spresti lygéiu sistema
2
X=4-y°,
! (24)
y:4—x%

kuri ekvivalenti sistemai

X+ y? =4,
y+ X2 =4,
Aisku, kad turi galioti lygybé
X+ Y2 =y+ X2
O ja pertvarkykime taip:
(X=y)+(y*=x*) =0,
(X=y)+(y=x)(y+x) =0,
(x-y)A-x-y)=0.
Vadinasi, yra tik dvi galimybés: arba y = X, arba Yy =1-X.
Jei y = X, i$ pirmos lygties gauname:

Siuo atveju gauname du (24) sprendinius — realiyjy skaiéiy X ir y poras | —1+2\/E ; _1+2\/§ i

{14417 14417
- ;= . Aisku, kad pirma pora yra tasko A (zr. pav.) koordinatés, o antra pora — tasko C

2 2
koordinatés.
Jei y=1-X, i§ pirmos ((24) sistemos) lygties gauname:

x=4-(1-x)?,
X=3+2X— x2,

1-13 1++13
> arba x = 5

X2 —X—3=0—Xx=

Atitinkamosy reikSmés yra:

, 1413 14413 . 1+413 1-13
2 2 '

2 2



D koordinatés (zr. pav.) yra

'“1—\/1_3_1+\/1_3} )
, o tasko

Taigi tasko B koordinatés yra | >

|'f1+\/1_3_1—\/ﬁ]
2 2 )

_ —1+J_ —1+J— f1-413 1+413 1- J_ 1+J_
Ats: A| B) : , | D
2 2 L2 2 2
|"1+ J13 1-13
2 2 )
10 pavyzdys. Isspreskime lygéiy sistema
XY 1-z,
X+Yy
Y2 _o (25)
y+2
A =2— y
Z+X

Sorendimas. Aisku, kad negali biiti nei X+Y=0, nei Yy+2z=0, nei z+ X=0. Vadinasi, padauging
pirma lygti i§ X+ VY, antra i§ Y+ Z, o trecia i§ Z+ X gausime ekvivalencia lygciy sistema
Xy=X+Yy-2X-2y,
yZ=2y+2Z— Xy — Xz,

X = 2Z+ 2X— yZ— yX,

kuri ekvivalenti lyg€iy sistemai
XY+ YZ+ ZX=X+Y,
XY+ YZ+ zZX = 2y + 22,
XY+ YZ+ ZX = 2X+ 2Z

Matome, kad bitinai turi galioti lygybés X+ Y =2y + 22, X+ Y =2X+ 22, o i$ jy i$plaukia lygybé
2y+2z2=2X+2z
Vadinasi, biitinai turi biiti Yy = X. Todél
X+Y=2y+2Z—%2X=2X+22—%2=0.
Irase i (25) sistemos pirma lygti gausime:

X2

—=1—x=2.
2X

Taigi (25) lyg¢iu sistema turi vienintelj sprendinj (realiyju skai¢iu X, y ir ztrejeta (X; y; 2)) (2; 2; 0).
Ats.: (2; 2; 0).

KETVIRTOJI UZDUOTIS
X—Y =6,
XS — y3 =126.

x4+x2y2+y4:91,
X2 —xy+y>=7

1. ISspreskite lygciy sistema

2. I8spreskite lyg€iy sistema



3. Isspreskite lygciy sistema
X3 + x3y3 + y3 =17,
X+Xy+y=>5.

4. ISspreskite lygciy sistema

5. [ISspreskite lygCiy sistema

IS

ISspreskite lyg€iy sistema
(x+Y)(x* - y*) =18,
(X=Y)(X° +y?) = 40.

7. I8spreskite lygcCiy sistema

X2 + 2y2 =4,
2Xy =2y -5.
8. Raskite paraboliy, kuriy lygtys yra Y = X2 -9 ir x= y2 — 9, susikirtimo tasky koordinates.
9. ISspreskite lygciy sistema
5
Xy _ 6,
X+y
4xz
27 23,
X+ Zz
Z
V2 o,
y+2

10. Raskite visus realiyjy skai¢iy X, y ir ztrejetus (X; y; z), kad kiekvienas i$ juy buty lygus kity dviejy skaiciy
sumos kvadratui.

UZduoties sprendimus praSome iSsiysti iki 2020 m. geguzés 25 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyju
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugardukog. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto  svetainés  adresas:
http://www.mif.vu.lt/l[jmm/
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5. STEREOMETRIJOS UZDAVINIAI
(2019-2021)

Teorine medziagg parengé ir penktaja uzduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas
Edmundas Mazétis

Atlikdami $ig uzduotj, nagrinésite erdvés geometrijos — Stereometrijos elementus. Planimetrijoje
plokStuma traktuojama nepriklausomai nuo jos padéties erdvéje, tuo tarpu stereometrijos uzdaviniuose
paprastai nagrin¢jama ne viena, o kelios skirtingos plok§tumos. Svarbu pazymeéti, kad kiekvienoje erdvés
plokstumoje yra teisinga plokStumos geometrija — planimetrija. Taigi stereometrijos uzdaviniuose taikomi
zinomi plokS§tumos geometrijos faktai.

Pateikiame keletg svarbiausiy stereometrijos teiginiy, kurie padés Jums seékmingai atlikti Sig uzduot;.

1 teiginys — tai plokStumos egzistavimo aksioma. Bet kurie trys skirtingi erdvés taSkai yra vienoje
plokstumoje; jei tie taskai néra vienoje ties€je, tai per juos eina vienintelé plokStuma.

1.1 isvada. Per duotgjg ties¢ ir per duotgjj jai nepriklausantj taskg eina vienintelé plokstuma.

1.2 isvada. Per dvi susikertancias tieses eina vienintelé plokStuma.

1.3 isvada. Per dvi lygiagrecias tieses eina vienintelé plokStuma.

2teiginys. Jei du tiesés a taskai yra plokStumoje «, tai bet kuris kitas tiesés a taskas yra plokStumoje «,
tuomet sakoma, kad tiesé a yra plokStumoje «, arba kad plokStuma « eina per tiese a.

3 teiginys. Jei tiesé a yra lygiagreti su kuria nors plokStumos a tiese b, tai tiesé a yra lygiagreti su
plokstuma a.

4 teiginys. Jei dvi plokS§tumos « ir f turi bent vieng bendrg taska, tai plok§tumy « ir § sankirta yra tiesé.

5 teiginys. Jei plok$tuma « eina per ties¢ a, lygiagre€ia su plokStuma S, o plokStumos « ir 8 susikerta,
tai plokStumy a ir B sankirtos tiesé yra lygiagreti su tiese a.

6teiginys. Jei plokStumos a ir 8 yra lygiagrecios, o plokStuma y kerta plokstuma a,ta ji kerta ir
plokstumg ir 8 o jy sankirtos tiesés & Ny ir § N y yra lygiagrecios.

7teiginys. Jei dvi plok§tumos a susikertanCios tiesés yra lygiagreCios su dviem plok§tumos S
susikertan¢ioms tieséms, tai plokStumos « ir 8 yra lygiagrecios.

8 teiginys. Kad ir kokia bebiity tiesé a ir jai nepriklausantis taskas A, egzistuoja vienintelé tiesé, einanti
per taska a ir lygiagreti su tiese a.

8.1 isvada. Kad ir kokia bebiity plokStuma « ir jai nepriklausantis a \
taskas A, egzistuoja vienintelé plok§tuma, einanti per taska A ir lygiagreti M
su plokstuma a. \

Tiesé a yra statmena plokStumai «, jei ji yra statmena bet kuriai tos

plokStumos tiesei.

9teiginys. Tiesé a yra statmena plok$tumai «, jé ji yrastatmena bet a’
kurioms dviem tos ploks§tumos susikertan¢ioms tieséms. N A

10 teiginys. Kokia bebiity plokStuma a ir taskas A (kuris gali bati  /,,
plokStumoje «, o gali ir joje nebiiti), egzistuoja vienintelé ties¢, einanti per
taskg A ir statmena plokstumai a.

Sakykime, kad tiesé a kerta plokStumg a taske A (1 pav.). IS bet kurio tiesés a tasko M nuleiskime
statmenj plokStumai «, kertantj plokStumg a taske N, kuris vadinamas tasko M ortogonaligja projekcija
plokstumoje a. Visy tiesés a tasky ortogonaliosios projekcijos plok§tumoje a yratieséje a’, kuri vadinama
tiesés a ortogonaligja projekcija plokStumoje a. Kampas ¢ tarp
tiesés a ir jos ortogonaliosios projekcijos plokStumoje a yra o
vadinamas kampu tarp tiesés a ir plokStumos a. Atstumas MN
nuo taSko M iki jno ortogonaliosios projekcijos plokStumoje a
yra vadinamas atstumu nuo tasko M iki plokStumos a. N c Y

Sakykime, kad plok§tumos «a ir § yra susikertancios, tiesé
¢ yra jy sankirtos tiesé. Pasirinkime bet kurj tiesés ¢ taska M ir K
nubrézkime plokStumoje a spindulj MN, statmeng tiesei ¢, O M
plokstumoje 8 — spindulj MK, statmena tiesei ¢ (2 pav.). Kampas
tarp nubréztyjy spinduliy NMK yra vadinamas dvisienio kampo

1 pav.




tarp plok$tumy « ir B tiesiniu kampu. Akivaizdu, kad jo didumas nepriklauso nuo tiesés ¢ tasko M parinkimo
ir jis vadinamas dvisienio kampo tarp plok§tumy a ir f didumu. Susikirsdamos plok$§tumos sudaro keturis
dvisienius kampus. Jei vienas jy yra statusis, tai ir visi likusieji taip pat statieji. Tuomet plokstumos « ir § yra
statmenos.

11 teiginys. Jei dvi tiesés a ir b yra statmenos plokStumai «, b
tai jos yra lygiagrecios.

12 teiginys (trijy statmeny teorema). Plok§tumos a tiesé a yra
statmena tiesei b, nesanciai plokStumoje «, tadair tik tada, kai ji
statmena tiesés b ortogonaliajai projekcijai plokStumoje a (3 pav.).

13 teiginys. Jei dvi plok$tumos yra statmenos tai paciai tiesei, o
tai jos yra lygiagrecios. / / / /

14 teiginys. Jei tiesé¢ a yra statmena plok$tumai a, tai ji a
statmena bet kuriai plokStumai, lygiagreciai su plok§tuma a. / %/ /

15 teiginys. Jei plok§tuma « yra statmena plokStumai g, tai ji
yra statmena bet kuriai plokStumai, lygiagreciai su plokStuma £. 3 pav.

16 teiginys. Jei tiesé a yra statmena plokStumai «, o plokStuma
B eina per ties¢ a, tai plokStumos « ir § yra statmenos.

Dvi erdvés tiesés, kurios néra vienoje plokStumoje, yra vadinamos prasilenkianciomis tiesémis.
Prasilenkiancios tiesés néra lygiagrecios ir neturi bendry tasky. Prasilenkianciy tiesiy savybes apibtidina Sie
teiginiai:

17 teiginys. Jei tiesé a yra plokStumoje a, o tiesé¢ b plokStumg « kerta taske, nepriklausanciame tiesei a,
tai tiesés a ir b yra prasilenkiancios.

18 teiginys. J& a ir b — dvi prasilenkiancios tiesés, tai per ties¢ a eina vienintelé plokStuma «, lygiagreti
sutiese b, o per ties¢ b eina vienintelé plokStuma S, lygiagreti su tiese a; plokStumos « ir § yra lygiagrecios,
o atstumas tarp jy yra lygus atstumui tarp prasilenkianéiy tiesy a ir b. Sis atstumas yra lygus ir atstumui nuo
tiesés a iki plokStumos S (arba atstumui nuo tiesés b iki plokstumos ).

1 pavyzdys. Plokstumos a ir B sudaro 60° laipsniy dvisienj kampa, plok§tumoje a yra tiesé
AB, plok§tumoje 8 — su tiese AB lygiagreti tiesé CD, taskai A ir C nuo plok$tumy « ir B susikirtimo tiesés
nutole atitinkamai atstumais a ir b. Rasime atstumg tarp tiesiy AB
ir CD.

Sorendimas. Visy pirma pastebésime, kad tiesés AB ir CD yra
lygiagrecios su plokstumy a ir § susikirtimo tiese c (4 pav.). Tikrai,
jei ties¢ AB kerta ties¢ ¢, tai $iy tiesiy sankirtos taskas yra
plokstumoje S ir nepriklauso tiesel CD, todél pagal 17 teiginio
rezultata tiesés AB ir CD yraprasilenkiancios — priestara uzdavinio
salygai. Nuleiskime i$ tasko A statmenj AF j ties¢ ¢, tal AF = a.I§
taSko F iSkeliame statmenj FE tiesel CD, tai FE = b. Kadangi
FA 1 c, FE 1L c,ta kampas AFE yra dvisienio kampo tarp
plok§tumy « ir B tiesinis kampas, taigi ZAFE = 60°. Tiesés AE
ortogonalioji projekcija plokStumoje [ yra ties¢ FE. Kadangi ties¢ AB yra statmenatiesel FE, tai pagal trijy
statmeny teoremg gauname, kad tiesés AE ir AB yra statmenos; analogiskai tiesés AE ir CD taip pat statmenos,
taigi atkarpa AE yra tiesiy AB ir CD bendras statmuo, o jos ilgis yra ieSkomasis atstumas tarp $iy tiesiy. Jj
rasime trikampiui AEF taikydami kosinusy teoremg: AE? = AF? + FE? — 2AF - EF - cos £AFE = a? +
b? — ab. Taigi AE = Va2 + b2 — ab. D

2 pavyzdys. Per staciojo trikampio jzambing nubrézta ploks§tuma,
sudaranti su trikampio statiniais kampus « ir 8. Rasime kampa, kurj $i
plokstuma sudaro su trikampio plokStuma.

Sorendimas. Sakykime, kad trikampis ABC, 4C = 90%ra ploks-
tumoje my, o per tiese AB nubrézta duotoji plokStuma m, (5 pav.).
Nuleiskime i$ tasko C statmenj CD | plokStuma m,, tiesés AD ir BD yra
tiesiy AC ir BC ortogonaliosios projekcijos plokStumoje m,, todél
£CAD = a, £CBD = B.Nubrézkime trikampio ABC  aukSting
CH, ties¢ HD yra tiesés CH ortogonalioji projekcija plokStumoje 5 pav.
m,. Kadangi tiesé AB yra plok$tumoje 7, ir statmenatiesel CH, tai pagal

C

K
A H\ B
4




trijy statmeny teoremgq ji statmena ir tiesel HD, taigi kampas CHD yra dvisienio kampo tarp plokstumy m; ir
T, tiesinis kampas. IS staciojo trikampio CHD iSplaukia, kad sin 2CHD = g—fl. Pazymékime CD = m, tuomet
.y ve . . . . m m .

i§ staciyjy trikampiy ACD ir BCD randame, kad AC =——, BC = g todél AB = VAC? + BC? =

2 2
R e Jsin?a + sin?B. Staliajame trikampyje ABC yra teisinga lygybé AB-CH =

sin2a = sin2B smasmﬁ
AC-BC

AB
m

Teiarsois taigi sin £CHD = — = ,/sin?a + sin?f. Todél ieskomasis kampas tarp plokStumy 1, ir ,

lygus arcsin \/sin?a + sin?p. A A,
Sakykime, kad lygiagre¢iose plok§tumose a ir § yra du lygas 2

n-kampiai A Ap... A, it B1B,...B;, (6 pav.), be to, tiesés A B;, AxBy A
A.B, yra lygiagrec¢ios. Tuomet keturkampiai AAB,By, !

PoAgBaB,, ..., AWABIB, yra lygiagretainiai, todel AAp|BB;, / / / / /

A2A3||BZB3, vy AhASL”BnBl- Briaunainis, kurj sudaro du lygts n-

kampiai AA...A, it BB,..B, ir n lygiagretainiy A AB,B;, B,

AoAgB3B,, ..., A A BB, yravadinamas n-kampe prizme. Kai n =

4, keturkampé prizmé paprastai vadinama gretasieniu. Lygiis n- B

kampiai A A...A, it BB,...B,, yravadinami prizmés pagrindais, o B n

minétieji lygiagretainiai — prizmés Soninémis sienomis. Atkarpos 6 pav.

AB;, ABy, .., ABy yra vadinamos prizmés Soninémis

briaunomis; jos yra lygios ir lygiagrecios. Atkarpos, jungiancios prizmés vir§iines, kurios néra vienoje sienoje,

vadinamas prizmés jstrizainémis. Statmuo, nuleistas i§ bet kurio vieno pagrindo tasko j kito pagrindo

plokStuma, vadinamas prizmés aukstine. Jei prizmeés pagrindai yra lygiagretainiai, turime gretasienj. Jei

prizmés Soninés briaunos statmenos pagrindy plokStumoms, tai prizmé vadinama stacigja: priesingu atveju

prizmé yra pasviroji. Staciosios prizmés aukstiné lygi Soninei briaunai. Stacioji prizmé vadinama taisyklinggja,

jei jos pagrindai yrataisyklingigji daugiakampiai. Prizmés Soninio pavirSiaus plotas yra jos Soniniy sieny ploty

suma. Jis lygus prizmés pagrindo perimetro ir prizmés Soninés sienos aukstinés sandaugai. Prizmés tuiris lygus

jos pagrindo ploto ir aukstinés sandaugai.

AC - BC, nes abi jos pusés lygios dvigubam trikampio plotui. I§ Sios lygybés randame CH =

3 pavyzdys. Gretasienio briauny ilgiai lygls a, b, c, pirmosios jy yra statmenos, o tre¢ioji su kitomis
dviem sudaro 60° kampus. Rasime gretasienio tiirj.
D, C,

Sorendimas. Sakykime, gretasienio ABCDA,B;C;D,
(7 pav.) briaunos AB = a ir AD = b yrastatmenos, o briauna
AA; = c sujomissudaro 60° laipsniy kampus, t. y. ZA,AB =
2A1AD = 60°. Nuleiskime statmenj A,H i§ vir§iinés A, |
gretasienio pagrindg ABCD, o i§ tasko H nuleiskime
statmenis pagrindo krastinems HM L AB, HN L1 AD.
Kadangi gretasienio pagrindas ABCD yra staCiakampis, tai
keturkampis AMHN irgi yra staCiakampis. Ties¢ HM yra
tiesés A;M ortogonalioji projekcija pagrindo plokstumoje, A
todél tos plokstumos tiesé AB, statmenatiesel HM, pagal trijy
statmeny teoremag yra statmena tiesei A;M. IS staciojo
trikampio AA; M gauname, kad AM = AA, cos £A,AB = g
Analogiskai jrodome, kad tiesés A, N ir AD taip pat statmenos, todél AN = % = AM. Taigi keturkampisAMHN

yra kvadratas, jo jstrizainé AH = AM~2 = %

AiH = \/A1A? — AH? = / —( \/_)2 =—= Kadang1 gretasienio pagrindas yra staciakampis, jo plotas S =

ab, tai gretasienio tiris V = —.

N7
4 pavyzdys. Stac¢iakampio gretasienio ABCDA, B, C; D, pagrindas yra kvadratas ABCD, kurio krastinés
ilgislygus 8+/2, briaunos AA, ilgis lygus 4. Per pagrindo jstrizaing BD ir briaunos C; D, vidurio taskg nubrézta

I§ staciojo trikampio AA;H randame gretasienio auksSting



plokstuma. Rasime gautojo pjuvio plotg ir dvisienj kampa, kurj sudaro nubréztoji plokStuma su gretasienio
pagrindo plokStuma.

Srendimas. Sakykime, kad taSkas M yra staCiakampio D ~ M C,
gretasienio ABCDA,B,C,D; briaunos C;D; vidurio taskas (8 pav.).
Kadangi gretasienio pagrindy plokStumos lygiagre€ios, tai kertancioji ~ p
plokstuma jas kerta lygiagreCiomis tiesémis (6 teiginys), taigi 1
plokstumag A, B; C; D, Kertancioji plokstuma kertatiese [, einancia per
taska M ir lygiagrecia su tiese BD. Jei tiesé [ kerta gretasienio briaung
B, C, taske N, tai trapecija BDNM yra ieSkomasis pjuvis. Kadangi
MN || BD || ByD,, o taskas M yra krastinés C;D; vidurio taskas, tai
atkarpa MN yra trikampio B;C;D; viduriné linija, taigi MN =
%BlD1 = % 812 -2 = 8. Gretasienio sienoje BCC,B; i§ tasko N
nuleidziame statmenj NK tiesel BC, tai taSkas K yra briaunos BC
vidurio tagkas, todél BK = 4+/2, o i§ staliojo trikampio NBK randame, kad BN = VBK? + NK? =

J (4v2)% + (8v2)% = V48. I§ sta&iojo trikampio D;DM randame, kad MD = /D, D% + D;M? = /48 =

BN, taigi gautoji pjuvyje trapecija yra lygiasoné. Pjiivio plokstumoje i§ tasko N nuleidZiame statmenj NH L

BD, atkarpa NH yra $ios trapecijos auksting, BH = %(BD — MN) =4, NH =+VNB2 — BH? = 4/2, todél
BD+MN

A

8 pav.

ieSkomasis pjivio plotas S = - NH = 48+/2. Kampg tarp kertandiosios plokitumos ir gretasienio
pagrindo plokStumos rasime i§ staciojo trikampio NHK. Kadangi ties¢ HK yra tiesés HN ortogonalioji
projekcija gretasienio pagrindo plok§tumoje ir HN L BD, tai pagal trijy statmeny teoremg KH L BD, taigi
kampas NHK yra ieSkomojo dvisienio kampo tiesinis kampas. Kadangi sinZNHK =%=\%,todél
ieSkomasis kampas tarp plokstumy lygus 45°.

5 pavyzdys. Taisyklingosios trikampés prizmés ABCA,B;C; A M C
pagrindo krastinés ilgis lygus 4+/3, taskai E ir F yra atitinkamai 1
briauny A, B; ir AC vidurio taskai (9 pav.). Rasime atstumg tarp tiesiy EN\ T~
AA, ir EF. B,

Sorendimas. Kadangi ties¢ AA; yra plokStumoje ABB; A4, o tiesé
EF kerta $ig plokStumg taske E,nepriklausanciame tiesei AA;, tai
tiesés AA, it EF yra prasilenkiancios (17 teiginys). Norint rasti atstumg - F
tarp prasilenkianciy tiesiy, galima ieskoti plokStumos, einancios per A $'“ - 7 C

vieng i$ tiesiy ir lygiagrecios su kita tiese (18 teiginys). Nubrézkime
trikampiy ABC ir A;B;C; vidurines linijas EM ir FN, lygiagreCias N
atitinkamai su briaunomis B; C; ir BC. Sios tiesés lygiagrecios, todél 9 pav.
per jas eina plokStuma, kuri lygiagreti su tiese AA; (nes §i plokStuma

lygiagreti su prizmés siena BCC; B;, Kuri lygiagreti su tiese AA;). Taigi atstumas tarp tiesiy AA; ir EF yra
lygus atstumui nuo bet kurio tiesés AA; taSko iki tos plokStumos. Nubrézkime statmenj AK L NF, §is statmuo
yra statmenas ir plokStumai, einanciai per taskus M, E, F, N, o jo ilgis lygus lygiakrascio trikampio ABC
V3

—=3.

4

aukstinés puseli, t. y. ieSkomasis atstumas tarp tiesiy AA; ir EF lygus AB -

Nagrinéjame n-kampj A Ap...A,, kurio visos virStinés
yra vienoje plokStumoje, ir taSkag S nepriklausant] tai
plokStumai. Taska Ssujunge atkarpomis su taskais A, Ay
, o Ay gauname n trikampiy A AS, AyAsS, ..., AZAS
(10 pav.). Pavirsius, sudarytas i§ n-kampio AAo...A, ir
minéty N trikampiy, vadinamas n-kampe piramide.
Daugiakampis AjA,...A, vadinamas piramidés pagrindu,
taskas S— piramidés virsine, trikampiai A AS, AyAgS,
s AWAS — piramideés Soninémis sienomis, atkarpos AS,
AoS, ..., AWS —piramidés Soninémis briaunomis. Statmuo
1§ piramidés vir§iinés S | pagrindo plokstuma, vadinamas piramidés aukstine.




Piramidé yra vadinama taisyklinggja, jei jos pagrindas — taisyklingasis daugiakampis, o atkarpa, jungianti
to daugiakampio centrg su piramidés virSiine, yra piramidés aukstiné. Taisyklingosios piramidés visos Soninés
sienos yra lygls lygiaSoniai trikampiai, jy aukstinés, nubréztos i§ vir§inés S yra lygios, jos vadinamos
piramidés apotemomis. Piramidés Soninio pavirSiaus plotas lygus visy jos Soniniy sieny ploty sumai.
Taisyklingosios piramidés Soninio pavirsiaus plotas lygus jos pagrindo perimetro ir apotem0s Sandaugos pusei .
Piramidés tiiris lygus piramidés pagrindo ploto ir aukstinés sandaugos trec¢daliui.

6 pavyzdys. Taisyklingosios trikampés piramidés SABC ploksciasis S
kampas prie virsiinés ASB lygus a < 120°. Rasime $ios piramidés
dvisienj kampa tarp Soniniy sieny. Q

Sorendimas. I8 apibrézimo iSplaukia, kad taisyklingosios piramidés
SABC pagrindas ABC yra lygiakrastis trikampis, o Soninés sienOs K
ASB,BSC ir ASC yra lygis lygiaSoniai trikampiai. Nubrézkime trikampio

ASB auksting BK (11 pav.), Trikampiai ABK ir ACK yra lygis (krastiné A C
o_
AK bendra, AB = AC, 2BAK = +CAK = 18"2 %), todél ir kampas AKC V

yrastatusis. Taigi kampas BKC yra dvisienio kampo tarp plokstumy ASB
ir ASC tiesinis kampas. Zymékime AB = AC = BC = a,i§ staciojo 11 pav.
trikampio ABK randame sieny aukstines BK = CK = AB sin £BAC =

asin (900 — g) = acos%. Trikampiui BKC taikydami kosinusy teoremg gauname, kad cosZBKC =

BK2+CK?-BC? _ 2a°cos*7—a’

2:BK-CK 2(126052% - ZCOSZ% ZCOSZ%I

20 20 . 20
__ 2cos 5 —(cos*—+sin”-) __ cosa cosa

Taigi £BKC = arccos

-
2c0s2%=

7 pavyzdys. Trikampés piramidés ABCS pagrindas yra trikampis ABC, kurio £A = 120°, BC =a, o
visy piramidés Soniniy briauny ilgiai lygiis b. Rasime piramidés
aukstinés ilgj. Nustatysime, ar su visomis a ir b reik§mémis S
uzdavinys turi prasme.

Sorendimas. I$ piramidés virstinés S nuleiskime statmenj SH

j pagrindo plokStumg (12 pav.). Statieji trikampiai SAH,SBH ir
SCH yra lygiis, nes jy statinis SH yra bendras, o jzambinés lygios,
nes pagal salyga SA =SB =SC = b.Taigi AH =BH =CH,
todél taskas H yra apie trikampj ABC apibrézto apskritimo centras,
0 atkarpos AH = BH = CH = R — to apskritimo spinduliai. I§
sinusy teoremos turime, kad —2_=2R, todél R = AH = =.
sinzA V3

Tuomet piramidés aukstine SH = VAS? — AH? = /bz - %2. I3
¢ia matome, kad briauny ilgiams a ir b turi biti teisinga nelygybé

a 12 pav.
b>\/—§. p

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Plokstumos a ir B sudaro 45° laipsniy dvisienj kampa, jy sankirtos tieséje ¢ pazymétas taskas C, is jo
plokstumose « ir B iskelti statmenys tiesei c, juose atidétos atkarpos CA plokStumoje « ir CB plok§tumoje
p taip, kad CA = 2CB. Per taskus A ir B nubréztos dvi lygiagrecios tiesés — tiesé a plokStumoje « ir tiesé
b plokstumoje B . Atstumas tarp tiesiy a ir b lygus d. Raskite atstumus nuo tiesés c iki tiesiy a ir b.

2. I8 atkarpos AB = 6 galy nubrézti du spinduliai, kurie yra statmeni tarpusavyje ir statmeni atkarpai
AB. Tuose spinduliuose atidétos atkarpos AC = 6, BD = 3. Raskite atstumg nuo atkarpos AB vidurio
tasko iki tiesés CD.

3. Duvisienio kampo tarp plokstumy 14 ir w, didumas|lygus S, iS jy sankirtos tiesés ¢ tasko A nubrézta tiese,
esanti plok§tumoje 74 ir sutiese ¢ sudaranti kampa . Kokj kampa ta tiesé sudaro su plok§tuma m,?



10.

Plok§tumos a ir f sudaro 120° kampa, jy sankirtos tieséje yra atkarpa AB = 5. I§ tasko A plokstumoje
« i8keltas statmuo tiesei AB ir jame atidéta atkarpa AC = 8, iS taSko B plokStumoje f iSkeltas statmuo
tiesal AB ir jame atidéta atkarpa BD = 6. Raskite atkarpos CD ilgj.

Staciojo gretasienio pagrindas yra lygiagretainis, kurio krastiniy ilgiai 3 ir 4, o kampas tarp jy lygus
120°. Trumpesnioji gretasienio jstrizainé yra lygi ilgesniajai pagrindo jstrizainei. Raskite gretasienio tiirj.

Per staciakampio gretasienio ABCDA;B,C; D, virSines A, C ir D; nubrézta plokStuma, kuri sudaro su
pagrindo plokstuma 60° dvisienj kampg. Gretasienio pagrindo krastinés lygios 3 ir 4. Raskite gretasienio
tarj.

Taisyklingosios trikampés prizmés ABCA;B;C; pagrindo kraStinés ilgis lygus 83£, o Soninés briaunos

ilgis lygus 2+/3. Per prizmés pagrindo krasting AC ir briaunos B, C; vidurio tagka nubrézta plokstuma.
Raskite gautojo pjiivio plota ir dvisienj kampa, kurj $i plok$tuma sudaro su prizmés pagrindo plokstuma.

Staciakampio gretasienio ABCD A, B, C; D, pagrindas yra kvadratas ABCD, kurio krastinés ilgis lygus 4.
Raskite atstuma tarp tiesiy AA; ir By D.

Taisyklingosios keturkampés piramidés visos Soninés Sienos su pagrindo plokstuma sudaro kampus a.
Raskite dvisienj kampa tarp gretimy piramidés Soniniy sieny.

Trikampés piramidés visos Soninés briaunos lygios a, vienas plokSciasis kampas prie virSiinés yra
statusis, kiti du lygiis po 60°. Raskite piramidés tiirj.

UZduoties sprendimus prasome issiysti iki 2020 m. lapkri¢io 5 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy

matematiky mokykla, Matematikos ir informatikos metodikos katedra, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugardukog. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
http://ww.mif.vu.lt/[jmm/

LIETUVOS JAUN UJU MATEMATIKU MOKYKLOS TARYBA
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6. LOGARITMAI
(2019-2021)

Teorine medZiagg parengé ir Sestaja uZduotj sudaré prof. dr. Eugenijus Stankus

Logaritma (gr. logos-santykis + arithmos-skaicius) kaip matemating sgvoka, palengvinan¢iag matematinius
skai¢iavimus, 1614 m. jvedé Skoty matematikas, fizikas ir astronomas Dz. Neperas (John Napier,1550-1617),
zinomas ir slapyvardziu Marvellous Merchiston. Siuolaikinj logaritmy zymenj XVl amziuje pasiilé §veicary
matematikas bei fizikas L. Oileris (Leonhard Euler, 1707-1783).

Prisiminkime, kad sprendziant rodikling lygtj a*=b(a>0,a=1b>0) skai¢iy b tenka uzraSyti laipsniu
pagrindu a , t. y. b=a". Tuomet i§ laipsniy savybiy: a* =a®= x=c. Ta¢iau tokiu biidu galime rasti tik kai
kuriy rodikliniy lygéiy a*=b sprendinius, nes skaidius b isreiskiamas lygybe b=a’ nenaudojant logaritmo
savokos tik kai kuriais atvejais. PavyzdZziui, nesunku iSspresti lygtj 5% =1—25 nes 12—5=5 %=5%. Taigi

NGEENG
, 125 > _ . _ - . N
5 :T:>5 =52 :X:E' Taciau $is sprendimo budas neveikia, pavyzdziui, lygciai 2" =3, nors i$

rodiklinés funkcijos y=2"grafiko (1 pav.) matome, kad §i lygtis sprendinj turi. Jis apytikriai lygus 1,59.
Nagrinéjamos lygties sprendiniui uzrasyti ir pasitarnauja logaritmo sgvoka.

" / ApibréZimas. Tegu a>0,b>0 ir a=1.
Skaiciaus b logaritmu pagrindu a (Zymime
log,b) vadiname laipsnio rodiklj, kuriuo
| pakélus skaiciy a, gaunamas skaicius b.

! Akivaizdu, kad log,b=c<>a°=b.

Pavyzdziui, kadangi 2°=8, ta
s 3=1l0g,8, 3?2= % todel Iog3% =-2,

# 2¥=3 = x=log,3~1,59.
o Ka logaritmo pagrindas yra 10,
vietoje log;yb rasoma Igb. Sis logaritmas
- vadinamas deSimtainiu logaritmu ir daznai
B taikomas inzinerijoje.

= - T ' Y Logaritmas pagrindue (=2,718) yra
vadinamas natiiriniu  logaritmu ir yra
placiai naudojamas matematikoje.

Dvegetainis logaritmas — logaritmas

pagrindu 2 naudojamas kompiuteriy moksle.

1 pav.

Atkreipkime démesj, kad logaritmo apibréZimas gali buiti uZraSytas matematine formule
a'%%P—-p (a>0a=1Lb>0),

kuri vadinama pagrindine logaritmy tapatybe (PLT).

I logaritmo apibrézimo ir laipsniy savybiy iSplaukia logaritmy savybés. Kai kurias ¢ia jrodysime.

1. Jeigu dviejy skaiciy logaritmai tuo paciu pagrindu lygis, tai ir Sie skaiciai yra lygiis.

Irodymas. Tegu log, b, =log, b, . Pasinaudokime PLT ir atitinkama laipsniy savybe (jei laipsniai tuo paciu
pagrindu lygis, tai ir jy rodikliai yra lygiis): by =a/®a? = g% =p, .

2. Teigiamy dauginamyjy sandaugos logaritmas yra lygus dauginamuyjy logaritmy sumai:

IOga(th'bz):IOQabl"'IOQabz- (1)


https://lt.wikipedia.org/wiki/Nat%C5%ABrinis_logaritmas
https://lt.wikipedia.org/wiki/Kompiuteri%C5%B3_mokslas

Irodymas. Kadangi b, >0,b,>0, ta vél i§ PLT ir atitinkamos laipsniy savybés gauname:

b =al*%f, b, =a'%P2 | .p, =a%h. 5% _ g%ttt Kita vertus by -b, =log, a®"™), todél (1)
lygybé galioja.
Pastaba. Reikalavimas b, >0,b, >0 (1) lygybéje yra esminis. Jei b <0,b, <0, tai blity neapibrézti (1)
lygybés desiniosios pusés démenys. Taciau Siuo atveju galioja lygybé log, (b, -b,) =log, |b [+log, |b, |.
Analogiskai samprotaudami gausime ir trecigjg savybe.
3. Teigiamy skaiciy santykio logaritmas yra lygus skaitiklio ir vardiklio logaritmy SKirtumui:
IOga%ZIOQabl_IOgabZ' (2

Sig formule galime apibendrinti ir atvejui, kai b <0, b, <0. Tuomet |0ga%= log, | b |-10g, b, |.
4. Teigiamo skaiciaus laipsnio logaritmas yra lygus laipsnio rodiklio ir laipsnio pagrindo logaritmo
sandaugai :

log, b* =k -log, b (3)

Irodymas vél iSplaukia i§ PLT ir laipsniy savybiy: b=a®aP (a>0,a=1b>0)=b"= a1%9aP | K adang

taip pat bX = a/®% b , tai (3) lygybé teisinga.
Operuojant logaritmais kartais naudinga logaritma kuriuo nors pagrindu pakeisti logaritmu kitu pagrindu
(trumpiau tai vadinama peréjimu prie kito pagrindo).
5. Peréjimo prie kito pagrindo formule:
log. b

log, b=
Oa log. a

;a>0,a=1,b>0,¢c>0,c=1. (4)

Irodymas. Kadangi b= a%%P (4 ir abiejy lygybés pusiy logaritmai pagrindu c lygts (toliau $j veiksmag
vadinsme logaritmavimu): log, b=log,(a/®P). Pasinaudoje¢ (3) savybe turésime: log,b=log,b-log, a.
Isreiske log, b gauname (4) lygybg.

Taikant Sias savybes galima atlikti sudétingesnius skaiciavimus bei spresti vadinamasias logaritmines lygtis
— kai lygties nezinomasis yra logaritmo pagrindo arba logaritmo reiskinyje. Panagrinésime pavyzdzius.

. log, al |

1 pavyzdys. Apskai¢iuokime: log a' = =
a log,a“ kK

1
2 pavyzdys. Su kokiu logaritmo pagrindu x teisinga lygybé log, b=a(a>0) ? Kadangi x* =b, tai x=b2.
3 pavyzdys. Apskaic¢iuokime log,;5 25, kai 1og;53=1.

Sprendimas. l0g;5125=log, s 5° = 3log,s 5= 3log; 1—3? = 3(l0g;515-100;53) =31 1) .

4 pavyzdys. Jrodykime, kad dviejy pasirinktyjy skaic¢iy U ir v logaritmy santykis yra toks pat su bet kokiu
pagrindu, t. y.
log,u log,u

(a>0,a#1Lb>0, b=, u>0,v>0,v=]). 5)
log,v logyVv
I . I I
Irodymas. Pagal (4) formulg¢ log,u= % U ir log,v= %Y . Apskaiciave santykj 90, U gauname (5)
log, a 0gp a log, v
lygybg.
5 pavyzdys. Apskaic¢iuokime log, . U, kai zinomi log, u=1,log, u=mir log.u=n.
Sorendimas.
log. ;. U= log,u 1 3 1 B 1
-b- = = = = .
" log,(a-b-c) log,a+log,b+log,c 1 1,1 111
log,u log,u log.u | m n

Iogau_logau—logbu

nariai, tuomet su bet kuriuo teigiamu skai¢iumi u =1 galioja lygybé = .
log.u logyu—log.u




Jrodymas. Kadangi a, b ir ¢ yra geometrinés progresijos nariai, tai b=+/ac . Tuomet

1 1 2 2 2log,u-log. u
IogbU: = = = = -
log,b log,+/ac log,a+log,c 1 .1 log, u+log,u
log,u log.u
Iogau_2Iogau-logcu log, _ 2log, u-log.u
log, u—log, u _ log, u+log. u _ log, u+log. u _ log, u Teiginys jrodytas
log,u—log,u 2log,u-log.u | 2log, u-log. u | log. u
—3———C__|og, —3a———=C_—log.u

log, u+log. u log, u+log.u
ISsamiau apsistodami ties logaritminémis lygtimis panagrinésime kai kuriy i§ jy sprendimus.
Logaritminiy lygc€iy sprendimas dazniausiai grindziamas kiirybisku logaritmy savybiy taikymu.
7 pavyzdys. Isspreskime lygtj 1ogz(5+ 4logs(x—1) =2.
Sorendimas.  Pagal  logaritmo  apibrézima 5+ 4logg(x—1) = . Toliau: 4logy(x—1)=4=
=logz(Xx—-D) =1=x-1=3= x=4.
Pastaba. Kadangi nenustatéme lygties apibrézimo srities, NUsakomos ,,nemalonia“ nelygybiy sistema

5+4log;(x-1)>0, . o . Lo o .
, tai gautaja reikSme privalu patikrinti. JraS¢ X =41 lygt], gauname teisingg lygybe 2=2.

x-1>0
Taigi x=4 yralygties sprendinys.
Ats.: 4.

8 pavyzdys. I$spreskime lygtj 10g,(3—X) + 109, (1—X) = 3.
Sorendimas. Dabar pirmiau nustatykime lygties apibrézimo sritj. Ji nusakoma nelygybiy sistema:
{3—x>0,

L x>0 = x<1. Sprendziame lygtj: log,(3—X)+10g,(1—x) =3=109,((3—X)(1- X)) =3=
—X>

B-X-(1-x)=8= X% —4x—5=0= % =5, X, =—1. Tik x=—1yra apibrézimo srities taskas.
Ats. —1.
Atkreipkime démesj, kad lygties apibrézimo srities nustatymas — esminis sprendimo etapas. Kartais $i sritis
yra tuscia aibe, taigi i§ karto darome iSvadg — lygtis sprendiniy neturi.
9 pavyzdys. I$spreskime lygtj 10g;(2—x) —log,(x—4) =5.
Sorendimas. Lygties apibréZimo sritis, nusakoma nelygybiy sistema { 450 = J, yra tuscia aibe.
X—4>
Taigi $i lygtis sprendiniy neturi.
10 pavyzdys. Isspreskime lygtj (x+1)'°80D =g(x+1) .
Sorendimas. Cia Xx+1>0=>x>-1. Jei reiskiniai lygiis, tai ir jy logaritmai lygiis (Sis veiksmas
vadinamas logaritmavimu). Logaritmuojame abi  lygties puses: logs((x+1)'°B3*™) =log,(9(x+1)) =

|0g§(x+l) =2+logz(x+D) = |og§(x+l) —logz(x+1)—2=0. Gavome kvadrating lygtj logs(x+1) atzvilgiu,
kurios sprendima patogiau uzrasyti pazyméjus t=log;(x+1) (Sis veiksmas vadinamas kintamojo keitimu).

2 . :
Tuomet tz—t—2=0:>t1=2, t, =—1=l0g3(x+1) =2,10g3(x+1) =-1= % =8, x2=—§. Abi  reikSmés
priklauso lygties apibrézimo sri¢iai — gavome du lygties sprendinius.

Ats. 8, _Z_
3

11 pavyzdys. Iispreskime lygtj 1g° x—Igx® +2=0. Primename, kad Ig® x=(Igx)?, Igx® =1g(x°)..

Sorendimas. Kintamojo keitimu t=Igx, x>0, gauname lygti: t2—3t+2=0:>t1=1, t,=2. IS Cia
lgx=1= x=10; lgx=2=x=100.

Ats. 10, 100.



Kdi logaritmy taikymo praktikoje pavyzdziai.
Logaritminé liniuoté buvo populiari skai¢iavimo priemoné iki atsirandant skai¢iavimo masinoms ir
kompiuteriams (zr.2 pav.).
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2 pav.

Ta mechaniné skai¢iuoklé, kurig sudaro logaritminiu principu sukalibruotos juostos. Paprastai iSorinés
juostos yra nejudamos, o skai¢iavimui naudojama judrioji (slankioji) juosta yra viduryje. Nors ir vadinama
liniuote, logaritmine liniuote nematuojamas ilgis, ar bent jau matuoti ilgj néra jos pagrindiné paskirtis.

Liniuotg apie 1614-1620 m. sukiré angly dvasininkas ir matematikas E. Giunteris (Edmund Gunter, 1581-
1626) pagal Dz. Nepero sudarytas logaritmines lenteles. Jo liniuotéje logaritminés atkarpos buvo sudedamos
skriestuvu, 0 1630 m. skriestuvas pakeistas dankikliu. E. Giunteris daug prisidéjo prie topografijos,
matematikos ir astronomijos vystymosi.

Logaritminé skalé. Naudojant logaritming skalg patogu kompaktiskai vaizduoti skaitmeninius duomenis,
kai jy reik§més uzima labal platy intervalg — didZiausios i$ jy yra Simtus ar net tikstan¢ius karty didesnés negu
maziausios. Tokia skalé yra netiesiné.

Iprastingje tiesinéje skaléje zymés iSdeéstytos tolygiai visoje skaiCiy tieséje, t. y. atstumas tarp dviejy
gretimy Zymiy visoje skal¢je yra vienodas. Pavyzdziui, atstumas tarp zymiy 1 ir 2 yra toks pats kaip ir tarp
zymiy 100 ir 101, ar 2020 ir 2021 ir t. t. Braizant jvairiy funkcijy grafikus OX ir OY aSyse dazniausiai
vartojamos tiesinés skalés.

Tuo tarpu logaritminéje skaléje minéto tolygumo néra. Konstruojant deSimtaing logaritming skale
pasirenkama baziné atkarpa (laikykime jg vienetine), su kuria nuo skai¢iaus 1 suzymimos zymés 10, 100, 1000,
10000 ir t. t., t. y. deSimties laipsniai. Tuomet tokioje skaléje kiekvienam skaiciui X priklausomai nuo jo
skaitmeny skai¢iaus priskiriamas taskas {lg>} - trupmeniné Igxdalis (ji vadinama mantise). Zr. 3 paveiksla,
kuriame pavaizduota deSimtainés logaritminés skalés atkarpa intervale [0,1; 100].). Pavyzdziui, vienaZenkliams
skai¢iams priskiriamas taSkas |gxatkarpoje [1; 10], dvizenkliams skai¢iams atkarpoje ~ [10; 100) priskiriamas
taskas lgx—1, trizenkliams skai¢iams atkarpoje [100; 1000) taskas Igx—2ir pan.

Ka 0,1<x<1, gauname taskus j kaire nuo tasko 1. X {1}
Pateikiame lentelg, kurioje surasytos apytikslés logaritmy 10 0
mantisiy reikmés, kai x=10,20,30,....,90. Pagal apskaiGiuotas 20 0,30
. ... . .. . 30 0,48
mantises atidétos atitinkamos zymés intervale [10, 90] (zr. 3 pav.). 20 0.60
Akivaizdu, kad Sioje skaléje tolygumo néra. Pavyzdziui, 50 0'70
atstumai, tarp zymiy 10 ir 20 bei 60 ir 70 néra vienodi, nors skirtumas 60 0:78
tarp $iy pory skaiciy yra tas pats 10. 70 0,85
Analogiskai galétume sudaryti logaritmine skale ir kitu logaritmo 30 0,90
pagrindu. 9 0,95
< o~ o © ooo
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Richterio skalé. Zemés drebéjimui apibiidinti yra naudojami du parametrai — stiprumas arba magnitudé
(angl., magnitude - daznai Zymima trumpiniu M) ir intensyvumas (angl., intensity - daznai Zymima trumpiniu I).
Metoda zemés drebéjimy stiprumui - magnitudei matuoti 1931 m pasitilé K. Wadati (Kyioo Wadati —
japony seismologas, 1902-1995). AmerikieCiy seismologas ir fizikas Ch. Richter (Charles Francis Richter,
1900-1985) bendradarbiaudamas su Gutenbergu (Beno Gutenberg — vokie¢iy-amerikie¢iy seismologas, 1889-
1960) 1935 m. §j metodg patobulino jvesdamas taip vadinamg Richterio skal¢ ir pirmg kartg jg panaudojo Zemés
drebéjimo stiprumui apibiidinti. Jiems priklauso formulé, siejanti seisminiy bangy energija su zemés drebé&jimo
magnitude: 1gE(s) =11,8+1,5M ; &ia E(S) - seisminiy bangy energija, idreikta ergais (1 ergas = 107" dzaulio).

Richterio magnitudé yra lygi Wood-Anderson seismografu uzfiksuotos seismogramos maksimalios
amplitudés deSimtainiam logaritmui, kai atstumas nuo seisminio jvykio zidinio iki seismografo yra 100 km.
Wood-Anderson seismografas, sukurtas 1920 m., buvo viena i§ pirmyjy praktiniy seisminiy bangy registravimo
priemoniy. (Harry Oscar Wood - amerikieciy seismologas, 1879-1958; John August Anderson — amerikieciy
astronomas, 1876-1959). Jeigu atstumas iki zidinio yrakitoks, jvedama atitinkama patai sa

Siuo metu plagiau naudojamos septynios skirtingai apibréziamos magnitudés skalés (pvz. lokalioji, tiiriniy
bangy, pavirSiniy bangy), taciau apytiksliai jos visos atitinka pacig pirmajg Richter vardu pavadintg skalg.
Kadangi $i skalé yra logaritminé, zemés drebé&jimy, kuriy magnitudés skiriasi vienu bau, issilaisvinusios
energijos kiekis skiriasi apie 30 karty. Pavyzdziui, 4 magnitudziy drebéjimo energija yra 32 kartus didesné uz 3
magnitudziy drebéjima, o 7 magnitudziy drebéjimas yra apie 900 karty stipresnis nei 5 magnitudziy drebéjimas!
Neteisinga manyti, kad magnitudés skalé prasideda 1 ir baigias 9 ar 10. Ji néra apribota. Taciau, dél Zemés
dydzio ir sandaros, vis délto negali biti virsijama tam tikra magnitudé. Ziniasklaidos pranesimuose taip pat
dazniausiai naudojami Richterio skalés balai.

Garso intensyvumo matavimas. Garso intensyvumo lygis matuojamas belais (zymima B) pagerbiant
Skoty mokslininka, telefono rysio iSradéja A. G. Bela (Alexander Graham Bell, 1847-1922). Praktikoje dazniau
vartojamas desimt karty mazesnis vienetas — decibelas (Zymima dB).

Decibely skalé, kaip ir Richterio, yra logaritminé. Todél, pavyzdziui, garso lygiui padidéjus trimis
decibelais, triuk§mo intensyvumas padvigubgja, jprasto pokalbio metu triuk§mo lygis biina mazdaug 65 dB, o
Saukiant paprastai siekia apie 80 dB. Skirtumas yratik 15 dB, nors garsas yra 30 karty intensyvesnis.

SESTOJI UZDUOTIS
1

+
logs3 100553
2. Apskaiciuokite 19325, kai 1g64=m.
3. Jrodykite teiginj: jeigu (ac)'®%P =c?, tai skaiciai log,u,log,u ir log, usu bet kuriuo teigiamu u yra
aritmetinés progresijos nariai (a>0,a=1,b>0, b#1,c>0,c=1).

1. Apskaic¢iuokite logaritminio reiskinio —logg 625—10g3 225 reiksme.

4. I3spreskite lygti IOga5 Xx—logy s X2 = |Oggy5 3-1.

2lgx
lg(5x—4)

6. Isspreskite lygtj g1+ X +3lgv1-x =1g1- X2 .

| _
7. Isspreskite lygti X 0% 2 _ 9.

5. Isspreskite lygti

3
8. Isspreskite lygtj l0gs, —+ |Og§ x=1.
X

9. Isspreskite lygtj logs X-10g;525=1.
10. Sudarykite desimtainés logaritminés skalés intervalo [100; 950] eskizg atidéje Sioje skaléje skaicius
x=100,150, 250, 350, ...., 950 atitinkancias zymes.

UZduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2020 m. gruodzio 20 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Mokyklos interneto svetainés adresas: http://www.mif.vu.lt/[jmm/
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7 tema. KOMBINATORIKA IR TIKIMYBES
(2019-2021)
Teorine medziaga parengé bei septintaja uzduotj sudaré prof. dr. Eugenijus Stankus

Kombinatorika yra matematikos sritis, pirmiausia nagrinéjanti baigtiniy aibiy elementy junginiy,
tenkinan¢iy tam tikras salygas, sudarymo principus ir ty junginiy skai¢iaus radimo metodus. Ji yra
glaudziai susijusi su daugeliu kity matematikos sri¢iy tokiy kaip logika, fizika, biologija, informatikair,
zinoma, tikimybiy teorija. Viena i§ seniausiy kombinatorikos daliy yra grafy teorija, kuri taip pat turi
daugybe natiiraliy ry$iy su kitomis sritimis. Sioje uZduotyje panagrinésime tik kombinatorikos
pradmenis bel jy taikyma skaiciuojant nesudétingy jvykiy tikimybes.

PanaSios temos jau ne karta buvo gvildentos ankstesnése LIMM uzduotyse, todél, jeigu kas nors
biity neaiSku, miisy archyve Siais klausimais galima rasti ir papildomos medziagos.

Pasirinkus bet kurios prigimties elementy baigting aibg, tarkime, A={ay; a,; ...; a,}, 1§ jos elementy
galima sudaryti jvairius naujus rinkinius— junginius. Panasiai i§ abécélés raidziy galima sudaryti jvairius
zodzius — raidZiy junginius, netgi nebutinai turin¢ius prasmg.

Taip ir 1§ aibés A elementy gali biiti sudaromi jvairiis junginiai — elementy poros, trejetai ar didesnés
apimties rinkinia — sutvarkyti (kai elementy tvarka svarbi, t. y. jeigu sukeisime bent du elementus
vietomis, gausime Kitg junginj) arba nesutvarkyti, arbakai patys elementai nesikartoja arba kartojasi.

Pavyzdziui, uzrasant nattralyjj skaiciy deSimtainéje skai¢iavimo sistemoje naudojamas sutvarkytas
skaitmeny aibés {0; 1; 2; ...; 9} elementy junginys. Tokiame junginyje kiekvienas skaitmuo turi savo
reik§me — tai arba vienety, arba deSimciy, arba Simty ir pan. skaitmenys, t. y., elementy tvarka svarbi.
Be to, ¢ia elementai gali kartotis. Plokstumos tasko (x;y) koordinatés (X, y — realieji skaiciai) taip pat
yra sutvarkyta realiyjy skaiciy pora, kaip ir bet kuris n-matés erdvés taskas, kuris uzrasomas sutvarkytu
n realiyjy skaiciy junginiu.

Kai kuriose loterijose norint laiméti reikia atspéti tam tikrg skaiciy rinkinj — §io junginio elementy
tvarka nesvarbi. Pavyzdziui, Keno Loto tirazo metu iskrenta 20 laimingy skaiciy i$ nattraliyjy skaiéiy
aibés {12 3...;60 . Jus galite rinktis, kiek skai¢iy (nuo 2 iki 10) spésite — pasirinkty skaiciy tvarka
nesvarbi, skai¢iai kartotis negali.

Daznai, ypa¢ skaiCiuojant jvykiy tikimybes, tenka nustatyti, kiek (o kartais ir kokiy) junginiy,
tenkinanciy tam tikras salygas, galima sudaryti i§ pasirinktosios aibés A ar jos poaibiy elementy. O tai —
kombinatorikos sritis.

Prissiminkime pagrindines kombinatorikos savokas, kai kuriy nesudétingy kombinatorikos
uzdaviniy sprendimo taisyklesir formules, padedancias tokius uzdavinius spresti.

Taigi, kaip matéme, turint  kuriy nors matematiniy objekty (nebutinai skaiCiy) aibe
A={a; a;...; ay}, 18 jos elementy galima sudaryti jvairius junginius.

Junginiai be pasikartojimy. Junginj, sudaryta i§ m skirtingy aibés A={a; ay; ...; a,} elementy (
me{l; 2;...;n}), vadinsime junginiu be pasikartojimy. Jeigu $is junginys nesutvarkytas, tai jisvadinamas
deriniu is n elementy po m elementy (be pasikartojimy). Ka toks junginys sutvarkytas, tai jj vadinsime
gretiniu is n elementy po m elementy (be pasikartojimy). O gretinj i§ n elementy po n elementy vadiname
kéliniu is n elementy (be pasikartojimy).

Aibés A={a,; a,;..; a,} poaibiy po melementy, kitaip tariant, deriniy be pasikartojimy, skai¢ius

zymimas C."". Gretiniy be pasikartojimy i§ n elementy po m elementy skai¢ius Zymimas A", o kéliniy
be pasikartojimy i§ melementy skaicius — P,,. IS mokyklinio matematikos kurso zinome, kad

P,=m! D
ir
Crr]n:n(n—l)-...-(n—m+1): nl (C0=1,CM=1). 2)
m-(m-1)-...-1 m(n—m)!



Cia sandauga kl=k-(k—1)-...-2-1 vadinama skai¢iaus k faktorialu. Susitarta laikyti, kad 0!'=1.

Skaiciai C;', A ir P, yrasusieti formule AT =C"'-P,,. Taigi
A'=C"-P,= n(n—l)-...-(n—m+1)=(n+!m)! , me{L;2..;n}. (3)

Dar panagrinésime sudétingesnes kombinatorines struktiiras — junginius su pasikartojimais.

Junginiai su pasikartojimais. Junginj, sudarytg i m(m=>1) aibés A={g; a; ...; a,} elementy, kurie
junginyje gali kartotis, vadinsime junginiu su pasikartojimais. Jeigu §is junginys nesutvarkytas, tai jis
vadinamas deriniu is n elementy po m elementy (SU pasikartojimais). Deriniy su pasikartojimais i$ n
elementy po m elementy skai¢ius surandamas pagal formule

Enm _cm - (n+m-1)! .
mi- (n—1)!

Pavyzdziui, kai A={a;b} ,ta Cs=C3 = 4. Sie deriniai yra tokie: (a;a;a), (b;b;b), (a:ab), (ab;b).
Sutvarkytg junginj i§ n elementy po melementy su pasikartojimais vadiname gretiniu is n

(4)

elementy po m elementy su pasikartojimais. Aisku, kad tokiy gretiniy skaicius yra An=n".

Pavyzdziui, kai A={a;b}, tai A=2B-gir gretiniai yratokie: (a;a;a), (b;b;b), (a;a;b), (a;b;a),
(bya;a), (& b;b, (b;a;b), (bjb;a) .

Apibrézdami kélinius su pasikartojimais, sudarytais i§ aibés A={g; ay;...;a,} elementy, turime
nurodyti kiek kokiy aibés A elementy kélinyje norime matyti. Todé¢l tokiy kéliniy skai¢iy patogu Zyméti
P(k,K,,--+,K,); Cla k — elemento a pasikartojimy skaicius kélinyje, k,— elemento a, pasikartojimy
skaiCius kélinyje ir t. t. Suma k +k,+...+k, yra kélinio su pasikartojimais ilgis. Kéliniy su
pasikartojimais skai¢ius surandamas pagal formule

+Ky +...+k)!
Pl ko) = He ) (5)
kol k!
!
Pavyzdziui, kai A={a;b;c, tai P(2,:Ll):ﬁ=12. Visy $iy kéliniy su pasikartojimais aibé yra:

{(@ab;c), (baac), (bicaa), (aach), (caab), (cbaa), (abac), (abca),
(byasca), (¢ ab), (acba), (caba)y.

Kombinatorinés dauginimoiir sudéties taisyklés. Sioms taisykléms suformuluoti patogiau baigtinés
aibés A={a;;a,;...;a,} elementy skaiciy Zyméti |A| (taigi| AEn).

Tarkime, turime dvi baigtines aibesA={a;; a,;..;a,} ir B={by;b,;...;b,}. Jy Dekarto sandauga
(zymima Ax B) vadiname visy galimy pory (x;y), kal xe A, yeB, aibe.

Kombinatoriné dauginimo taisyklé teigia, kad | AxBH A|-|BEn-m.

Sio teiginio teisingumu jsitikinama tiesiogiai suskai¢iavus visus Dekarto sandaugos elementus
(a;by),ka i=12,...,n, j=12,...,m. Pritaikius matemating indukcijg kombinatoriné dauginimo taisyklé
jrodoma ir su bet kuriuo dauginamuyjy skai¢iumi: [ A x Ay x..x A  EH A || A |- | Al

Tegu dabar A ir B yra baigtinés aibés, neturin¢ios bendry elementy ( A B=9).

Kombinatoriné sudéties taisykle teigia, kad

|AUBIH A|+|B]. (6)

Paprasciau $ig taisykle galima formuluoti taip: jeigu vieng elementg turime pasirinkti i§ aibés A arba
1§ aibés B, tai to elemento pasirinkimo galimybiy yra | A|+|B]|.

Kombinatorin¢ sudéties taisyklé galioja ir su bet kuriuo aibiy skai¢iumi k>2. Jeigu aibés
A, A,...,A poromis neturi bendry elementy, t. y. A A=0, i), 1,j=12..Kk tal

IAUAUUAKAT+H A+ + ] Al (7)



Jei aibés Air B turi bendry elementy, t. y. A( B = (kartais sakoma— aibés A ir B kertasi), tai
|AUBI= Al+|B|-|ANBJ. (8

Atkreipkime démesj, kad (8) formulé apibendrina (6) formulg, t. y. galima teigti, kad (8) lygybé
galioja su bet kuriomis baigtinémis aibémis A ir B.

Dar apie aibes. Objekty, nagrinéjamy konkre¢iame uzdavinyje, aibé vadinama universaligja aibe
— pazymékime ja raide E. Tegu aibé A yra universaliosios aibés poaibis: Ac E. Aibé A=E\ A (aibiy
skirtumas) vadinama aibés A papildiniu.

Tarkime, AcE ir Bc E, tuomet galioja lygybés

A~B=AUB, AUB=ANB, ©)]
performuluojamos ir matematinés logikos terminais, vadinamos De Morgano désniais (Augustus De
Morgan — angly matematikas ir logikas, 1806-1871).

Aibiy sarysiai, tarp jy ir (9), kaip zZinome, puikiai iliustruojami Veno diagramomis (John Venn —
brity filosofas ir matematikas, 1834-1923). Siose diagramose universalioji aibé vaizduojama
staciakampiu, o jo viduje — poaibiai vaizduojami skrituliais (arba ovalais), kurie arba nesikerta, arba
kertasi, arba yra vienas kitame, priklausomai nuo rysiy tarp vaizduojamy aibiy. Sitilome savarankiSkai
pasinaudojus Veno diagramomis jsitikinti de Morgano désniy teisingumu.

1 pavyzdys. Mokykloje mokosi 1000 mokiniy. I§ jy 800 slidinéja, o 550 — ¢iuozia pacitizomis. Nei
slidinéti, nei ¢iuozti paciiizomis nemoka 52 mokiniai. Apskai¢iuokime kiek mokiniy ir slidingja, ir
¢iuozia paciizomis.

Sorendimas. Cia universaliaja aibe E sudaro 1000 mokiniy: |E|=1000. Tegu A — slidingjanciy
mokiniy aibé, B — ¢iuozian¢iy pacitizomis mokiniy aibé:| AE800, |B|=550. Mumsreikiarasti | AnB].

Aibe AnBsudaro mokiniai, kurie nei slidinéja, nei Giuozia paéitZomis: |[ANBES2. I§ (8)
formulés iSplaukia, kad

|[ANB Al+|B|-|AUB|. (10)
Pagal De Morgano désnj ANB=AUB=E\(AUB). IS Cia turime:
|ANBHE\(AUB)|=|AUBI=1000-52=948. Jrase i (10) formule reikiamus skai¢ius, gauname, kad
| A B=800+ 550 — 948 = 402. Ats. 402.

Bandymai ir jvykiai. Aibiy teorija ir kombinatorika padéjo pagrindus tikimybiy teorijos
atsiradimui. Tikimybiy teorijoje jvykiai traktuojami kaip bandymo baig¢iy aibés, kurioms priskiriamas
tam tikras matas — jvykio tikimybé.

Bandymu arba eksperimentu vadiname salygy, sudaranciy galimybeg jvykti stebimajam jvykiui,
visuma. Su kiekvienu bandymu galime susieti §io bandymo baigciy aibe, t. y. i§vardinti visas galimybes,
kuriomis gali pasibaigti bandymas. Pavyzdziui, lo§imo kauliuko vieno metimo baigtys yra SeSios — gali
atsiversti bet kuri i§ SeSiy loSimo kauliuko sieneliy. Taigi su Siuo bandymu susiejame baigciy aibe
E={e;e,; e, e,;6,;6}; ¢ia ,i=12,...,6, Zzymi bandymo baigtj — galimybe losimo kauliukui
atsiversti i akutémis. Sios baigtys laikomos vienodai galimomis, nes né viena i jy neturi daugiau $ansy
pasirodyti, negu bet kuri kita.

IS aibés E elementy galime sudaryti jvairius poaibius, kaip tai daréme su universaligja aibe. Dabar
tokius poaibius vadinsme jvykiais. Pavyzdziui, jvykis A, kad losimo kauliukas atsivers lyginiu akuciy
skai¢iumi, gali buti uzrasytas taip: A={e,; e,; &}, ivykis atsiversti pirminiu akuciy skai¢iumi yra
B={e,; &;; &}, ivykis, kad atsivers Sesiuké, bus sudarytas tik i§ vienos baigties E; ={ge;}. Ivykius

E, ={e}, E, ={e,}, E; ={e3}, E, ={e,}, Es ={&;}, Es ={€;}, sudarytus i§ vienos baigties,
vadinsime elementariaisiais jvykiais. Atkreipkime démesj, kad daznai pacios baigtys taip pat vadinamos
elementariaisiais jvykiais. Jvykis E (kad lo§imo kauliukas visvien kurianors puse atsivers) yranbiitinasis,
o tusc¢ios aibés simboliu & zymimas negalimasis jvykis (ko negali nutikti, pavyzdziui, kad kauliukas
dings ar pan.). Baigtys, kurios sudaro jvykj, vadinamos palankiomis Siam jvykiui. Sudare visus galimus
su bandymu susijusius jvykius, iskaitant biitingjj ir negalimgjj, gausime §io bandymo jvykiy erdve.



Kadangi dabar jvykiai yra baig€iy aibés, tai jiems galioja jprastiniai aibiy veiksmai — sgjunga,
sankirta bei kiti sarySiai. Belieka priderinti terminologija: dabar AU B yra jvykiy sgjunga; AN B-
jvykiy sankirta; A=E\A- jvykis, priesingasis jvykiui A, kai AnNB=0, tai jvykiai A ir B yra
nesutaikomi.

Klasikinis tikimybés apibrézimas. Tegu E ={e; e,;...;e,} yra bandymo baig¢iy aibé su vienodai
galimomis baigtimis. Jvykio A, sudaryto i§ ms$iam jvykiui palankiy baig€iy, t. y.| A m, m<n, tikimybe

vadiname skai¢iy P(A) = m
n

Paminésime kelias, i$ §io apibrézimo iSplaukiancias, tikimybés savybes:

1) P()=0 (negalimojo jvykio tikimybé lygi nuliui); P(E) =1 (butinojo ivykio tikimybé lygi 1);

2) su bet kuriuo jvykiu A teisinga nelygybé 0< P(A) <1,

3) P(A) =1-P(A);

4) jei jvykiai A ir B yranesutaikomi, tai P(Au B) = P(A) + P(B);

5) su bet kuriais jvykiais A ir B teisinga lygybé P(Au B) = P(A) + P(B)— P(An B).

Apskai¢iuokime jvykio A kad vieng karta metus monetg ji atsivers herbu, tikimybe. Sio bandymo
baigCiy aibg¢ sudaro dvi vienodai galimos baigtys e, (galimybé atsiversti herbui) ir e, (galimybe
atsiversti monetai), t. y. E={e, ;e }. Palankiy jvykiui A baigéiy yra viena. Tod¢l P(A) = >

Sis rezultatas puikiai dera su visiems zinomu faktu, kad metus moneta galimybés atsiversti herbui ar
moneta yra vienodos. Tai patvirtina ir statistiniai tyrimai — skai¢ivojant herbo atsivertimo daznj po
daugelio monetos metimy, nustatyta, kad jis svyruoja apie skaiciy 0,5.

Taikydami klasikinj apibrézimg jvykiy, susijusiy su auks$¢iau paminétu vienu losimo kauliuko

. . 1 3 1 3 1
metimu, gausime: P(&) = P({e}) =, P(A) = P&y & &}) ===, P(B)=Peyeia}l) = =2 .

Klasikinis tikimybés apibrézimas — papras¢iausias ir lengviausiai suvokiamas — juo prasidéjo ir
tikimybiy teorijos istorija. Pirma tikimybiy teorijos knyga ,,Knyga apie zaidima kauliuku® parasé italy
mokslininkas Kardanas (Gerolamo Cardano, 1501-1576), publikuota 1663 m.

Skaiciuojat jvykio tikimybe pagal klasikinj apibrézima reikiasurasti kiek i§ viso yra bandymo baig¢iy
ir kiek i§ jy — palankiy nagringjamam jvykiui. Ne visuomet lengva ta padaryti. Cia jau reikia
kombinatorikos ziniy.

Kei tikimybiy skai¢iavimo pavyzdzial.

2 pavyzdys. Dézéje 9 vienodi rutulial, i$ kuriy 4 balti ir 5 juodi. I§ déZés atsitiktinai iSimami du rutuliai.
Apskaiciuokime tikimybe, kad abu istraukti rutuliai bus tos pacios spalvos.

Sorendimas. I3 viso vienodai galimy baiggiy yra CZ = % =36. Palankiy nagrinéjamam jvykiui (abu

4.3 5.4

rutuliai balti arba abu rutuliai juodi) baigéiy skaiius yra CZ+C2=——+ T, —6+10-16.
..... . e .. . e e . 16 4 4
Pagal klasikinj tikimybés apibrézimg nagrin¢jamo jvykio tikimybé p= % 9 Ats. p= s

3 pavyzdys. Devyniazenklis Tomo draugo telefono numeris sudarytas i skaitmeny 1, 6, 7, 8. Tomas
atsimena, kad Siame numeryje skaicius 1 jeina du kartus, 6 — triskartus, 7 — vieng kartg, 8 — tris kartus.
Apskaiciuokime tikimybe, kad Tomas atspés draugo telefono numer;.

Sorendimas. Bandymo baigéiy aib¢ sudaro kéliniai (ilgio 9) su pasikartojimais i$ 4 elementy. Jy

!
skai¢ius randamas i§ (5) formulés: P(2,3,13) =ﬁ =5040. Tuomet tikimybé atspéti numerj lygi
p= 1. 0,0002. Taigi Tomo galimybés paskambinti draugui labai mazos. Ats. p= 1

5040 5040



SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Is aibés A={a; b; ¢} elementy sudarykite: a) visy deriniy su pasikartojimais po 2 elementus aibg; b)
visy deriniy su pasikartojimais po 4 elementus aibg.

2. Tegu A={a;b;c; d; g . Kiek is Sios aibés elementy galima sudaryti:

a) deriniy be pasikartojimy po 3 elementus?

b) deriniy su pasikartojimais po 3 elementus?

¢) gretiniy be pasikartojimy po 3 elementus?

d) gretiniy su pasikartojimais po 3 elementus?

e) kéliniy be pasikartojimy?

f) kéliniy su pasikartojimais, kai elementas a jeina vieng karta, b — du kartus, ¢ — vieng kartg, d — du
kartus, e— triskartus?

3. Kiek skirtingy penkiazenkliy skai¢iy galima sudaryti i§ skaitmeny 0, 3, 5, 7 ?

4. Tegu A, Bir C — bet kurios aibés, turincios elementy atitinkamai | A|,|B]| ir |C|. I8veskite formule
aibés AUBUC elementy skaic¢iui |AUBUC| ((8) formulés analogg trijy aibiy sgjungai).

5. Turisty grupéje — 100 zmoniy, 70 i$ jy kalba angliskai, 45 — prancuziskai, o 23 — kalba abiem
kalbomis. Kiek turisty nekalba nei angliskai, nei pranciiziskai?

6. Vieng kartg metus loSimo tetraedra, kurio sienelés suzymétos skaiciais 1, 2, 3 ir 4, stebima ant kurios
sienelés jis nukris. Kiek elementy sudaro $io bandymo jvykiy erdve? ISvardinkite Siuos jvykius.

7. Vieng kartag metami du simetriski SeSiasieniai loSimo kauliukai, kuriy sienelés suZymétos skaiciais 1,
2, 3,4, 5, 6. Raskite tikimybe, kad ant atsivertusiy sieneliy uzrasyty skaiciy sandauga bus lygi 10 arba
12.

8. Déz¢je 15 vienody, besiskirianciy tik spalvomis, rutuliy: 4 geltoni, 5 Zali ir 6 raudoni. IS jos atsitiktinai
iSimami 3 rutuliai. Apskaiciuokite tikimybe, kad bus iStraukti: a) tos pacios spalvos rutuliai; b) skirtingy
spalvy rutuliai.

9. Detektyvy mégéjo biblioteka gavo devyniy Siuolaikinio norvegy rasytojo Jo Nesbo knygy siuntg.
Sios knygos buvo sudétos } lentyna atsitiktiniu bidu. Kokia tikimybé, kad knygos ,, TroSkulys® ir
,Policija® bus padétos greta viena kitos.

10. I8 sekos 1, 2, ..., n atsitiktinai renkamés du skaicius. Apskaiciuokite tikimybe, kad vienas i
pasirinktyjy skai¢iy bus mazesnis uz k, 0 kitas — didesnis uz k. Cia k yra bet kuris nattiralusis skaicius,
1<k<n.

Septintosios uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2021 m. vasario 5 d. mokyklos adresu:
Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir
informatikos fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés
adresas: http://www.mif.vu.lt/ljmm/
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8. SKAICIAL LYGTYS, LANGELIAI BEI LENTELES
(2019 - 2021)

Teorine medZiaga parengé bei aStuntaja uzduotj sudaré docentas Romualdas Kasuba
(Vilniaus univer sitetas)

Mes daug kuo domimés ir taip pat kai ko ir nezinome. Daug ka mes galime suskaiciuoti, daug kg mes
galime sugalvoti, taciau visada yra dalyky, kurie mums prie$ ko nors imantis btina neaiskis, ar ne iki
galo aiSkis, zodziu, kelia mums tam tikry problemy. Taciau tai miisy neggsdina, nes dazniausiai mums
biina aisku, ko gi ¢ia reikéty griebtis arba bent jau buina aisku, j kurig gi puse ¢ia mums reikéty ziréti.

Labai daznai - ypa¢ mokykloje ar kokioje nors kitoje rimtoje vietoje - mums uzraSo kokia nors lygybe ir
klausia miisy, kurie gi skaiciai ¢ia dabar tinka arba, ,,kabinant* placiau, kaipgi ¢ia reikéty elgtis, kad
suzinotume daugiau, negu kad Zinome dabar.

Kad jvadas nebiity per ilgas, paimkime ir iSnagrinékime kokij nors konkrety pavyzdj. Tarkime, kad miisy
praso surasti kokj nors skaiciy, tinkantj lygciai

X% —3x+2=0.

Tai mes suprantame, kad tai yra visai paprasta, nes juk tai yra kvadratiné lygtis, kurios Saknis galima
rasti pagal formules arba paprasciausiai atspéti. Sakysime, miisy atveju pats paprasciausias skaicius x =
0 netinka, nes

0°-3-0+2%0

(kitaip sakant, taip nutinka dél to, kad lygtyje yra vadinamasis laisvasis narys). Tuo tarpu sekantys i$
eilés einantys sveikieji skaiiai yra tinkami, nes

1-3.1+2=0.
Ir taip pat
22-3.2+2=0.

Pradedant nuo tokiy paciy papras€iausiy pavyzdziy kartais pavyksta padaryti ir kai kg sunkesnio,
sakysime iSspresti (arba atspéti) ir kai kg sudétingesnio — sakysime rasti lygties

x*-3x+2=0

sprendinj.

Pasizitir¢je, kaip mes jstatingjome, mes matome, kad vél tinka X reikSmeé lygi 1, nes
1°-3-1+2=0.

IS to, kas Cia yra pasakyta, lygiai taip pat matome, kad panasSiai surastume ir lygties
X"-3x+2=0

sprendinj ir juo bty tas pats skaicius 1.



1. Uzdavinys. Toliau mes pasiziurékime, kaip mes galétume iSspresti tokig dviejy lygciy su dviem
nezinomaisiais sistemg

1+a*=2b

1+b® =2a

Pirmiausiai pastebékime, kad i§ pirmosios sistemos lygties turime, kad b yra teigiamas, o i§ antrosios,
kad teigiamas yra ir skai¢ius a.

Dél simetriskos sistemos iSvaizdos galima pabandyti atimti vieng sistemos lygtj i§ kitos ir taip gauti
lygybe

a’-b*=2(b-a).
Dabar sukélus viska j vieng pusg ir iSskaidzius dauginamaisiais gausime
(a-b)(a+b-2)=0.
Jeigu dabar prilygintume nuliui pirmajj daugiklj
a—-b=0,
tal gautume
a=b

ir buty 2 lygybés, pirmoji i$ kuriy persirasyty kaip

1+a’=2a
arba
(a-17 =0,
kitaip tariant
a=1

Lygiai taip pat gautume, kad ir b = 1.

Jeigu prilygintume 0 kitg daugiklj, tai biity a + b = 2 ir tada spresdami susidariusig sistemag
1+a*=2b
a+b=2

1+a®*=2(2-a),

gautume

1S kur seka, kad

a’+2a-3=0.



Si lygtis turi dvi $aknis 1 ir -3 . Kadangi -3 netinka, nes jau buvo pastebéta, kad kintamieji a ir b yra
teigiami, tai lieka, kad a = 1. Panasiai ir b bus lygus 1, Taigi gauname, kad musy sistema turi vienintelj
sprendinj

(& b) =(1; 1).
Pastaba. Taciau tg lygé¢iy sistemag galima i$spresti ir kitaip. Jeigu mes sudétume abi sistemos lygtis, tai
gautume a° +1—2a+b*+1-2b=0. O ja dabar galima perrasyti kaip
(a-1)*+(b-17>=0.
O 1S ¢ia 18 karto matome vienintelj sprendinj arba miisy jau turéta pora (1; 1).
2. Uzdavinys. Skaiciuje 628110 galima tarp jo skaitmeny taip sudéti skliaustus bei aritmetikos veiksmy
zenklus, kad gautume 100, pavyzdziui, elgiantis kad ir taip:
(6:2+8-1)x10.
Padarykite ta patj su skaiciais 682121, 247637, 344348, 642542 ir 722344.
Sprendimas. Truputj paeksperimentave pirmuoju atveju randame
6:82+1+2+1=100.
Antrasis atvejis gal kiek sunkesnis, bet irgi baigiasi gerai, jis tik pasizitirekite:
(24 + (7-6))(-3 +7) = 100.

TrecCiasis atvejis gali buti padarytas kad ir taip: (-3 + 4)(4 + 348 = 100, ketvirtasis
6-4-2+(54 — 2) = 100, 0 pats paskutinysis— (72 — 2) + (34— 4) = 100.

3. Uzdavinys. Negeras berniukas Apolinaras iSplésé 1§ knygos keleta is eilés einanciy puslapiy. Pasirodé¢,
kad pirmasis iSpléStas puslapis buvo 47, o paskutinis puslapis yra uzraSomas panaudojant tik tokius
skaitmenis, kuriais uzraSomas pirmasis iSpléstasis puslapis. Kiek puslapiy i§ knygos iSplés¢ Apolinaras?
O kita karta Apolinaras padaré vel ta patj, tik dabar jau pirmasis iSpléstasis puslapis buvo 587, o
paskutinysis vél buvo uzraSomas panaudojant tuos pacius tris skaitmenis kaip buvo ir pirmaame
iSpléstame puslapyje. Kiek dabar puslapiy bus dabar ispléSes Apolinaras.

Tai visiskai nesunkus uzdavinys, reikia tik pastebéti, kad paskutinysis i$pléstasis puslapis tegali buti
lyginis ir todeél jis tegali buti tik 44 arba 74. Atvejis 44 atkrenta, nes jis maZesnis uz 47, todél lieka tik
atvejis 74 ir tada Apolinaras bus ispléses

74-47+1-28

puslapius. Antruoju atveju gauname, kad paskutinis iSpléstasis puslapis vél turi biiti lyginis skaicius ir
todeél jis tegali biiti lygus 758, tai yra Apolinaras bus iSpléses

758 -587+1=172
puslapius.

4. Uzdavinys. Ar galimaj kvadrato 3x3 langelius jrasyti paporiui skirtingus skaitmenis tokiu biidu, kad
buty iSpildyta tokia sglyga: kiekvienas i§ 6 trizenkliy skai¢iy gaunamy jeigu bet kurios eilutés skaitmenis



perskaitytume i$ kairés j deSine (pavyzdziu galéty buti 3-Zenklis skaicius def ) ir jeigu bet kurio stulpelio
skaitmenis perskaitytume i$ virSaus j apacia (pavyzdziu galéty buti trizenklis skaiCius adg) buty visi
pirminiai skaiciai?

a|bjc
d |e|f
g |h|l

Sprendimas. Pastebékime kad penki skaiciai, kuriais baigiasi miisy 6 pirminiai skaiciai g, h, |, cir f
negali biiti lyginiai skaiciai bei taip pat negali lygts 5-ui. Todél tie penki skaiciai tegali buti lygas 1, 3,
7 ir 9, todél jie tikrai pasikartos, o tai prieStaraujatam, jog jie vis yra paporiui skirtingi.

Atsakymas. Ne, negalima.

5. Uzdavinys. Devyniuose kvadratinés lentelés 3x3 langeliuose, po vieng skai¢iy kiekviename langelyje
uzrasyti visi sveikieji skai¢iai nuo 1 iki 9 tokiu biidu, kad skai¢iy sumos, esancios kiekvienoje eilutéje,
kiekviename stulpelyje ir abiejose ilgosiose jstrizainése yra tarpusavyjelygios. Ar galimanustatyti, koks
skaiius yra paraSytas centriniame tokios lentelés langelyje.

Skaitytojas gali be vargo pastebéti, kad mes kalbame apie magiskus 3 x 3 kvadratus, uzpildomus
pirmaisiais devyniais natiiraliaisiais skaiciais nuo 1 iki 9.

Taigi pirmiausiai pastebékime, kad visy 9 skai¢iy nuo 1 iki 9 suma be jokios abejonés yra
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

Todél kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio elementy suma yra lygiai 3 kartus mazesné ir tod¢l yra
lygi 15. Beje, tada 15 turi biiti lygi ir abiejy jistrizainiy skai¢iy suma.

Jeigu dabar pasizitirésime j centrinj magiSkojo kvadrato skai¢iy c, tai jis priklauso antrgjam stulpeliui,
antrgjai eilutei bel abejoms jstrizainéms — Kitaip sakant, jis dalyvauja 4 sumose, kurios visos yralygios
po 15. Visi kiti magiSkojo kvadrato elementai, i§skyrus ta centrinj elementg € taip sumuojant yra
iskai¢iuojami po vienintelj karta.

Todél yra teisinga tokia lygybé
3c + (visy skaic¢iy nuo 1 iki 9 suma) =4 - 15 = 60.
Kitaip sakant 3c+45=60, arba 3c =15 ir ¢ =5.

Belikty tik jsitikinti, kad toks magiskas kvadratas, uZpildomas pirmaisiais devyniais natiiraliaisiais
skaiciais, tikrai egzistuoja. Tai nesunku padaryti, galima gauti pavyzdj

2 |76
9 |5]1
4 3|8

Nesunkiai matome, kad tai tikrai yra vadinamasis magiskasis kvadratas.

6. UZdavinys. Devyniuose kvadratinés lentelés 3 x 3 langeliuose paraSyti devyni paporiui skirtingi
skaic€iai taip, kad sumos skaiciy, paraSyty kiekvienoje i$ trijy eiluciy, kiekviename i$ trijy stulpeliy bei
abiejose jstrizainése yra lygios tarpusavyje. Visy devyniy skai¢iy suma yra lygi 99. Koks skaicius gali
stoveti centriniame lentelés langelyje?



Sprendimas. Mes panaudosime kg tik turétg magiska kvadrata, kurio visy skai¢iy suma, kaip pamename,
yra 45. Mums reikia padaryti, kad toji suma biity 99, arba 99 — 45 = 54 didesn¢. Tam pakanka kiekvieng
ankstesnio magisko kvadrato skaitmenj padidinti po 54 : 9 = 6 arba vietoje ankstesnio magisko kvadrato

2 716 8 | 13|12
9 51| 15117
4 [3|g| 'mt 109 |14
Dabar matome, kad centriniame langelyje gali stovéti skai¢ius 11. Atsakymas: 11.

Pastaba. T3 patj batume galéje gauti ir vél pasinaudoje tuo, kad centrinis elementas dalyvauja 4 sumose,
kurios dabar yra lygios po 33. Visi kiti magiskojo kvadrato elementai j tas keturias sumas patenka po
vienintelj kartg. Todé¢l visy magiskojo kvadrato skai¢iy ir trigubo centrinio skai¢iaus suma bty lygi

4 -33 =132. Vadinasi, 3c +99=132. Toliau seka, kad

3c=33

c=11.

7. Uzdavinys. Ar galima j kiekvieng kvadratinés lentelés 5 x 5 langelj jraSyti vieng kurj 18 skaiciy -1, 0, 1
taip, kad visos sumos skaiciy, esanc¢iy kiekvienoje eilutéje, taip pat ir kiekviename stulpelyje bei abiejose
istrizainése buty visos skirtingos?

Sprendimas. Penkiy sveikyjy skaiciy, kuriy kiekvienas yra -1, 0, arba 1, suma yra skaicius, kuris kinta
tarp -5 ir +5imtinai. Tarp -5 ir +5 yra 11 sveikyjy skaiciy, o skai¢iuojamy sumy yra 12 (penkios sumos
eilutémis, penkios sumos stulpeliais ir dar dvi jstrizainiy sumos), tod¢l kurios nors dvi sumos turés
sutapti. Atsakymas. Ne, negalima.

8. Uzdavinys. Ar skai¢ius 4° +6'° +3% yra pirminis ar sudétinis?

Sprendimas. Kadangi 4°yra skai¢iaus 2°kvadratas, o 3%° yra 3" kvadratas, tai pakakty, kad 6" bity
lygi dvigubai jy sandaugai. Ir taip tikrai ir yra, nes 2.2°.3°=2.3°=(2-3)"* =6".

Atsakymas. Kadangi mes ka tik nustatéme, kad 4° +6' + 3% = (2° +3'°)?, todél jis tikrai yra sudétinis
skaicius.

9. Uzdavinys. Dvizenklj skai¢iy padaliname i§ jo skaitmeny sandaugos ir gauname, kad dalmuo yra
lygus 2, o liekanos turime 5. Jeigu mes perstatytume to dvizenklio skai¢iaus skaitmenis ir padarytume tg
patj, tai dabar dalmuo biity lygus 5, o liekana bty lygi 2. Raskite tg dvizenkl; skaiciy.

Sprendimas. Nuosekliai uzraSome tai, kas pasakyta salygoje ir gauname
10a+b = 2ab+5 bel 10b +a= 5ab + 2.

Belieka i$spresti $ig lygciy sistema. Paméginkime eliminuoti ab. Tuo tikslu pirmajg lygtj padauginsime
i§ 5, o antraja — i$ 2 ir atimsime antrajg lygt] i$ pirmosios. Taip mes gausime

50a +5b—20b—2a=25-4=21 arba 48a— 15b = 21.

Padaling 18 3 turésime 16a—5b=7.



Parase, kad
5b=16a-7
tuos 5b jrasysime j antrgjg sistemos lygtj
10b +a=2(16a-7) + a=(16a-7)a+ 2.
Tal yratas pats kaip
32a-14+a=16a?- 7a+ 2,
arba
162’ - 40a+ 16 = 0.
Padaling i$ 8 gausime
282 -5a+2=0.

Si kvadratiné lygtis turi 2 $aknis, viena i3 kuriy tik viena yrasveikoji ir ji yra lygi 2. Kita $aknis, kuri yra
lygi %2, mums netinka. Ir taip mes gauname, kad

5b=16-2-7=32-7=25
ir todél b =5 arba atsakymas yra 25. Jis akivaizdZiai tenkina uzdavinio salygas.

10. UZdavinys. Palyginkite skaiciy X su skai¢iumi 4, jeigu i$ sekanciy trijy teiginiy lygiai 2 yra teisingi,
o vienas klaidingas:

1) x<3; 2) /(x=3)(x—22) =/3—x-4/22—x; 3) x>22.
(A) x<4 (B) x>4 (C) x>4 (D) x=4 (E) nejmanoma nustatyti

Sprendimas. Kadangi 1) ir 3) teiginiai prieStarauja vienas kitam, tai jie abu teisingi biiti negali. Taciau
nesuderinami yra taip pat ir 2) bei 3) teiginiai, nes jei x > 22, tai antrosios lygybés deSinioji pusé yra
neapibréZta. Vadinasi, vienu metu teisingi gali biiti tik pirmasis ir antrasis teiginiai. O jie yra teisingi tik
kai x < 3. Todél teisingas atsakymas yra A.

11. Uzdavinys. Faktiskai neaprépiami Jono gabumai galutinai paaiskéjo visiems, kai jis nusprendé tapti
duomeny analitiku ir greitai pradéjo galéti sékmingai uzpildyti kone kiekvieng 3 x 3 lentele. Stai
uzdavinys, kuriam Jonui uzteko pusvalandzio, o jo kaimynas technologas TamoSius Bekepuris
prieSokiais tebesprendZia jj iki Siol pradéjes spresti dar prieSkarantininiais laikus. Taigi | tuos 9 lentelés
3 x 3 langelius reikéty jrasyti sveikuosius teigiamus — nebiitinai skirtingus — skaicius taip, kad visy trijy
eiluciy ir visy trijy stulpeliy skai¢iy sumos duoty 6 skirtingus pirminius skai¢ius. Negana to, i karto yra
keliamas globalus klausimas apie tai, kokia yra pati maziausia jmanoma visy 9 tokios lentelés skaiciy
suma. Taigi kokia ji gali biiti?

Sprendimas. Pirmiausiai pastebékime, jog pats maziausias pirminis skaicius, kuris tokiu btidu gali bati
gautas yra maziausiai 3. Todél pati maziausia jmanoma tokios lentelés skai¢iy suma yra lygi arba
nemazesné uz pus¢ Sesiy paciy maziausiy pirminiy skaiciy, didesniy uz 2, sumos. Taciau 6 patys
maziausi pirminiai skaiciai, kurie yra didesni uz 2, yra 3, 5, 7, 11, 13 ir 17. Jy suma yra lygi
3+5+7+11+13+17=15+11+30=56. Kadangi kiekvienas lentelés skai¢ius yra sumuojamas du kartus — ir



horizontaliai, ir vertikaliai — todél tie Sesi nelyginiai skaiciai turi pasidalinti j dvi lygias sumas po tris
skaiCius. Taciau to negali buti, nes pusé nuo 56 yra 28, o 28 kaip lyginis skai¢ius negali biiti lygus trijy
nelyginiy skai¢iy sumai. Todé¢l tokie 6 patys maziausi pirminiai skai€iai ¢ia atsakymu biiti negali, nes
suma 28 yranegalima. O suma 29 yragalimair ji yragaunamaimant 6 pirminius skaic¢ius 3, 5, 7, 11,
13ir 19. O pati lentelé gali bati uzpildyta kad ir taip:

1 1|3
1 (4|6
1 (2|10

1 1 1
+ + =0,7. Raskite sumg

12. Uzdavinys. Yra zinoma, kad a+b+c=7,0 =
a+b b+c c+a

a b c
+ + )
b+c c+a a+b

a b C

Sprendimas. Pazymékime S= + + . TadaS+3=

b+c c+a a+b
a 1. b 14 C +1:a+b+c+b+c+a+c+a+b:7( 1 N 1 N 1 )=7.07=49.
b+c c+a a+b b+c c+a a+b a+b c+a a+b

Todel S=4,9-3=19.

13. Uzdavinys. | lentelés 3 x 3 langelius jraS¢éme natiraliuosius (nebiitinai skirtingus) skaicius tokiu
btidu, kad visos 6 sumos — trijy tos lentelés eiluciy ir trijy tos lentelés stulpeliy skaiciy sumos — yra
skirtingos. Raskite maziausig jmanoma visy tokios lentelés skai¢iy suma. Atsakymas 17.

Pirmiausiai pastebékime, kad skai¢iy suma kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje yra nemazesné
kaip 1+1+1 = 3. Sakykime, kad Syra visy lentelés skaiCiy suma, tada S+ Syra visy eilué¢iy sumy suma
plius visy stulpeliy sumy suma. Todél

S+S>3+4+5+6+7+8=33.

Kadangi 2S yra lyginis skaicius, tai 2S> 34, arba S>17. Reik§mé S=17 tikra yra pasiekiama, kas yra
matoma i§ Zemiau pateikiamos lentelges:

1 ]1]1
1 11/3
2 4|3
Pastaba. Tokia lentelé yra ne viena, nes dar tinka, pavyzdziui, ir tokia lentelé
5 [3 |1
1 (2 |2
1 1|1

14. Uzdavinys. Raskite pat] maziausig skaiciy, kurio deSimtainiame uzraSe dalyvauja tik skaitmenys 2 ir
3 (kiekvienas 18 ty skaitmeny bent po vieng karta) ir kuris dalijasi ir 1§ 2, ir 1§ 3.

Sprendimas. Skai¢ius dalijasi i§ 2 iSimtinai tiktai tada, kai paskutinysis jo skaitmuo yra lyginis.
Vadinasi, miisy darybos skaicius baigiasi 2. Toliau skaiCius dalijasi 1§ 3 iSimtinai tik tada, kai jo



skaitmeny suma dalijasi be liekanos i$ 3. Todél jeigu mes turésime tokj skaiCiy, kuris dalijasi be lickanos
ir 1§ 2, ir 1§ 3 ir i§ jo iSbrauksime visus 3-tus, tai gautojo skaiCiaus dalumas i§ 2, ir i§ 3 nebus pazeistas.
Tik, suprantama, buty pazeista salyga, kad jame turi biiti bent vienas 3. Bet jeigu skaiiuje néra trejety,
o tik dvejetai, tai jis dalijasi i$ 3, jeigu ty dvejety skai¢ius dalijasi i$ 3. Todél pats maZziausias toks skaicius
biity 222. Beliko grazinti vieng trejetg véliausiai | deSimciy skiltj ir gauti uzdavinio atsakyma arba skaiciy
2232 kaip pat] maziausig i$ visy tokiy skaiciy.

15. Uzdavinys. Raskite patj maziausig skaiciy, kuris dalijasi i§ 8 ir kurio deSimtainiame déstinyje po tris
kartus dalyvauja isimtinai tik skaitmenys 1, 2, 3ir 4.

Sprendimas. Apskritai pats maziausias skaiCius, kuriame yra 3 vienetai, 3 dvejetai, 3 trejetai ir 3
ketvertai — tai skaicius

111222333444.

Taciau jis nesidalija i§ 8, nes skaiCius, kurj sudaro trys paskutinieji jo skaitmenys ir kuris yra 444,
nesidalija be liekanos 1§ 8 — o tai yra butina ir pakankama skaiciaus dalumo i$ 8 salyga. Tod¢l vienas i§
4-ty turi buti bent jau tikstanciy skiltyje. Taip pakeitus gauname tris naujas kandidatiiras  pat] maziausia
skaiCiy — tai yra skaiciai 111222334344, 111222334434 ir 111222334443, Pats maziausias i§ jy yra
pirmasis skai€ius ir jis mums tinka, nes tikrai dalijasi i§ 8, nes i§ 8 dalijasi skaiCius 344.

Atsakymas. 111222334344

16. Uzdavinys. Su kokiu paciu didZiausiu ni lentele 5 x n, turin€ig 5 eilutes ir n stulpeliy, galima jrasyti
skaiCius 0,1 ir 2 (jrasant po vieng skaiciy kiekviename langelyje) taip, kad kiekvieno stulpelio skaiciy
sumos biity visos paporiui skirtingos, o kiekvienos eilutés skaiciy sumos bty visos vienodos.

Sprendimas. n = 11. Pirmiausiai pazitrékime, kokias reikSmes gali jgyti penkiy kiekvieno stulpelio
skai¢iy suma. Pati maziausia jos reikSmeé yra 0 + 0+ 0 + 0 + 0 = 0, o pati didziausia reikSme yra 2 + 2 +
2+ 2+ 2=10. Skirtingy sveikyjy skaic¢iy nuo 0 iki 10 yra lygiai 11. Kadangi pagal salyga visos stulpeliy
skai¢iy sumos turi biiti skirtingos, tai jy gali biiti daugiausiai 11. Antra vertus, Zemiau pateiktas pavyzdys
rodo, kad taip tikrai gali bati, tai yra kad lentelé 5 x11, tenkinanti uzdavinio salygas, tikrai egzistuoja

11 |1 ]1 )1 |1 |1 |1 |2
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17. Uzdavinys. KrepSyje buvo ne daugiau kaip 55 grybai, o be to, dar buvo zinoma, kad baravyky
santykis su ne baravykais buvo kaip 3 : 2. Po to, kai i§ krepSio buvo iSimti 4 patys maziausi grybai,
baravyky santykis su ne baravykais pasidaré lygus 4 : 3. Kiek gryby buvo pintingje 1§ pradziy?

Sprendimas. Jeigu baravyky santykis su ne baravykais yra kaip 3:2, tai tada bendras gryby skaicius
dalijasi 18 5, taigi baigiasi arba 0, arba 5, todé¢l lieka tokios kandidatiiros 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45,
50 ir 55. Atmetus 4 sumazintas gryby skaicius turi dalintis i§ 7. Tai yra vienas kuris 1§ skaiciy 1, 6, 11,
16, 21, 26, 31, 36, 41, 46 ir 51 turi dalintis i§ 7. Matome, kad toks skaiCius yra vienintelis ir jis yra 21.
Todél pintinéje i§ pradziy buvo 25 grybai. Atsakymas. Buvo 25 grybai.



18. Uzdavinys. Ratuku tam tikra tvarka suraSyti skaiciai 1, 2, ...., 100. Bet kuriems dviem gretimiems
skai¢iams yra suskai¢iuojamas jy skirtumas (i§ didesniojo skaiciaus atimant mazesnj). Paaiskéjo, kad visi
rastieji skirtumai nevirSija tam tikro nattiraliojo skai¢iaus n. Kokig pacig maziausig reikSme gali jgyti n?

Sprendimas. Isdéstymas ratuku 1, 3, 5, 7,..., 99, 100, 98, 96....., 2 parodo, kad tas skirtumas yra ne
didesnis uz 2. Belieka jsitikinti, kad jis negali bati lygus 1. Tai seka i$ to, kad skaicius 1 bidamas ratuke
turéty turéti du kaimynus, kurie abu negali nuo jo skirtis per 1.

Atsakymas. Pati maziausia N reikSmé yra 2.

19. Uzdavinys. Andrius ir Jonas nudazo tvorg per 3 valandas. Jonas ir Justas nudazyty tg pacia tvorg per
6 valandas, o Justas ir Andrius — per 4 valandas. Per kiek laiko (skai¢iuojant valandomis) tg tvora
nudazyty visi trys berniukai, dirbdami kartu?

Sprendimas. Paskai¢iuokime, kiek tvory jie visi nudazyty per 12 valandy. Taigi Andrius su Jonu per 12
valandy nudazyty 4 tvoras, Jonas su Justu — 2 tvoras, 0 Justas su Andriumi — 3. Todé¢l jie visi trys per 24
valandas nudazyty 4 + 2 + 3 = 9 tvoras. Taigi vieng tvorg jie dazyty 24/9 valandos. O 24/9 yra tiek pat
kiek 8/3 arba, kitaip sakant, tai yra2 val. ir 40 min. Atsakymas. Per 2 val. 40 min.

20. Uzdavinys. Petras noréty jrasyti sveikuosius skaicius | lentelés 4 x 4 langelius (jraSydamas po vieng
skaiCiy 1 kiekvieng langelj tokiu biidu, kad suma skaiciy, esanciy trijuose i$ eilés einanciuose vienos
eilutés arba vieno stulpelio langeliuose yra visada vienoda. Tris skaiius jis jau jrasé, kaip tai yraparodyta
Salia esancioje lenteléje.

2

4

?
Kokj skaiCiy Petras turéty jrasyti j klaustuku pazymeta langel;?

Sprendimas. Tarkime, kad Petras turi jrasyti | vieng eilute, arba j vieng kurj stulpelj jrasyti keturis
skaiius a, b, cir d (tokia tvarka kaip ¢ia kad iSvardinta). Tada pagal salyga a + b + ¢ =b + ¢ + d, i§ kur
seka, kad a = d. Kitaip sakant, du skaiCiai, esantys skirtinguose vienos eilutés arba vieno stulpelio
krastuose (arba galuose) yra lygiis. Tod¢l, pavyzdziui, pirmas skaiius antroje eilutéje yra lygus 3, o
antras skaicius ketvirtoje eilutéje yra lygus 2.

2
3 3
4
X |2 |7
Dabar tegul pirmas skaicius ketvirtoje eilutéje yra X, tadax+2+?=3+4+x 0i§¢ila?= 7+X—X—-2
= 5. Atsakymas. 5.

21. Uzdavinys. Skai¢iy 96 uzraSykite kuo didesnio skaiciaus paporiui skirtingy pirminiy skai¢iy suma.

Sprendimas. Pastebékime, kad 9 ir daugiau pirminiy démeny dabar ¢ia negali biti, nes dabar devyniy
paciy maziausiy pirminiy skai¢iy suma jau duoda skai¢iy2 +3 +5+7+ 11 +13 + 17 + 19 + 23 = 100.
Bus per daug ir pirmieji astuoni pirminiai skaiciai, nes jy (paciy maziausiy) suma jaubus 2 +3 +5+7
+ 11+ 13+ 17+ 19 =77 ir iki reikiamos sumos triksta 96 — 77 = 19 ir tokiu atveju démen;j 2 biity galima
pakeisti tik 121,3-122,5-124,7-126,11-130,13—-132,17—136, 19 — 38. Visais tais atvejais



gaunami nepirminiai skaiciai, tai reiskia, kad toks keitinys nepraeina. O suma visokiy kitokiy 8 pirminiy
skaiCiy yra arba didesné kaip 96, arba mazesné, tai yra ji tikrai nelygi 96. O §tai nurodytoji suma su
septyniais pirminiais skai¢iais egzistuoja: 2 +5+7+ 11 +13+17+41=96. Atsakymas. 7 démenys.

22. Uzdavinys. FEilute uzrasykite 10 skirtingy natiiraliyjy skai¢iy tokiu buidu, kad bet kuriy dviejy
gretimy skaiciy suma dalijasi 1§ 2, o bet kuriy trijy greta esanciy skaiciy suma dalijasi i§ 3. Kokig pacia
maziausig reikSme gali jgyti tokiy 10 skaic¢iy suma?

Sprendimas. Kadangi bet kuriy dviejy gretimy skai¢iy suma yra lyginé, tai tie skaiCiai yra to paties
lyginumo ir tod¢l tada visi skaiciai yra vienodo lyginumo. Jeigu jie visi yra nelyginiai, tai tada jy suma
yranemazesné kaip 1 +3+5+7+9+11+13+15+17+19=100. Ojeigujievis yralyginiai, tai tada
Jjy suma yra nemazesn¢ kaip2+4+6+8+ 10+ 12+ 14+ 18 +20 =110 > 100.

Kita vertus skaiéiai 1, 3, 5, 7, ...., 19, uzrasyti nurodyta eile, tikrai tenkina uzdavinio salygas.
Atsakymas. 100.

23. Uzdavinys. Prie dvizenklio skai¢iaus i§ deSinés buvo prirasytas tam tikras skaitmuo. Taip buvo
gautas trizenklis skaicius, kuris pasirodé esas du kartus didesnis uz trizenklj skai¢iy, kuris bty buves
gautas prie pradinio dvizenklio skai¢iaus i§ kairés priraSius 3. Raskite visus tokius dvizenklius skaiius.

Sprendimas. Jeigu a yra duotasis dvizenklis skaiéius, o X yratas i§ desinés prirasytas skaitmuo. Tada
trizenklis skaicius, kuris yra taip gaunamas, yra uzrasomas pavidalu 10a + X. O jeigu prie dvizenklio
skaiciaus i$ kairés prirasytume skaitmenj 3, tai gauname skaiciy 300 + a. Pagal saglyga 10a+ x=2(300
+ a), 18 kur a =75 — x/8. Kadangi skaiCius a yra sveikasis, tai skaitmuo X tegali buti lygus tik 0 arba 8.
Pirmuoju atveju a = 75, 0 antruoju atveju a = 74. Atsakymas. 74 ir 75 .

24. Uzdavinys. Surasykite | eilute 10 sveikyjy skai¢iy tokiu budu, kad bet kuriy penkiy i§ eilés einanciy
skaiCiy suma biity teigiama, o bet kuriy septyniy i$ eilés einanciy skai¢iy suma biity neigiama.
Atsakymas. 5,-7,5,-7,5,5,-7,5,-7,5

25. Uzdavinys. Grupe vaiky pasidalijo tarp saves po lygiai kriivg obuoliy. Jeigu vaiky toje grupéje bty
buve vos dviem maziau, tai kiekvienam i$ jy jau bty i$¢j¢ vienu obuoliu daugiau, o jeigu vaiky biity
buve net trimis maziau, tai kiekvienam i$ jy bty i$¢j¢ jau dviem obuoliais daugiau. Kiek vaiky buvo toje
grupéje?

Sprendimas. Sakykime, kad vaiky skai¢ius yra X ir kad jiems iSeina po y obuoliy (kitaip tariant, vaikai
dalijosi x-y obuoliy. I$ ¢ia iSeina, kad jeigu vaiky skaicius bty buves X — 2, tai jiems biity iS¢je poy + 1
obuolj, o jeigu vaiky skaicius biity buves X — 3, tai tada kiekvienam iS jy biity i$¢j¢ po Yy + 2 obuoliy.

Kitaip sakant, turime, kad
xy=(X=2)(y+1)=(x=-3)y+2).
Tode¢l
Xy=Xy—2y +Xx—-2=xy—3y+2x—6.
arba

—2y+X-2=-3y+2x-6=0.



Padaugine pirmaja lygti i$ -3, o antraja - i$ 2 ir jas sudéje gautume
-3X+6+4x-12=0
arbakad
X=6.

Tada i$ bet kurios lygties gauname, kad y = 2, arbakad tie 6 vaikai dalijosi 6 - 2 = 12 obuoliy. Tada tikrai,
jeigu vaiky biity buve dviem maziau, arba 4, tai jiemstikrai biity teke po 3 obuolius, o jeigu vaiky biity
buve 3 maziau, arba 3, tai tada jiems buty teke po 4 obuolius.

26. Uzdavinys. Raskite pat] maziausig skaiciy, kurio deSimtainiame uZzraSe yra tik skaitmenys 4 ir 9
(kiekvienas i8 jy pasitaiko bent po vieng kartg) ir kuris dalijasi ir i§ 4, ir i$ 9.

Sprendimas. Kad nurodytosios konstrukcijos skai¢ius dalintysi i§ 4, jis turi baigtis dviem ketvertais (nes
skaiCius dalijasi i§ 4 tada ir tiktai tada, kai skaicius, kurj sudaro du paskutinieji jo skaitmenys, dalijasi i$
4. Miisy darybos skaiciy paskutinieji du skaitmenys sudaro skaicius 44, 94, 49 ir 99. Aisku, kad tik
pirmasis skai¢ius dalijasi i$ 4. Toliau skai€ius dalijasi 1§ 9 tada ir tik tada, kai jo skaitmeny suma dalijasi
be liekanos 1§ 9. Todé¢l jeigu mes visus skaitmenis lygius 9 iSbrauktume, tai toks skaicius ir toliau dalintysi
be liekanos i§ 4 ir 1§ 9 (tik buty pazeista salyga, kad jame turi buti bent vienas 9). Taciau skaicius, kuriame
néra 9-ty, o yra tik 4-tai dalijasi i§ 9 tik tada, kai 4-ty skaicius jame dalijasi i§ 9. Taigi pats maziausias
toks skaicius yra 444 444 444, Dabar reikia | jj grazinti bent vieng 9-tg véliausiai i Simty skiltj. Taip mes
ir gausime patj maziausig skaiciy 4 444 444 944,

27. Uzdavinys. Raskite pat] maziausig nelyginj nattiralyjj skaiciy, kuris dalijasi be liekanos i§ 9 ir kurio
desimtainiame uzrase dalyvauja tik skaiciai 0, 1, 2, 3 ir 4. (Kiekvienas i$ ty skaitmeny pasitaiko bent po
vieng kartg, kitokiy skaitmeny néra, be to, skaicius tikrai neprasideda nuliu).

Sprendimas. Kadangi visi nurodytieji skaitmenys dalyvauja bent po vieng karta, tai miisy paieSkomojo
skaiCiaus skaitmeny suma yra tikrai ne mazesne kaip 0 +1 +2 + 3 + 4 = 10, todé¢l dalumui 18 9 reikés, kad

skaitmeny suma buty maziausiai 18. Todél teks pridéti dar du ketvertus ir paskutinj skaiCiy imti
nelyginiu. Taip gausime skaiciy

1024 443. Atsakymas. 1 024 443.
28. Uzdavinys. Ar egzistuoja toks skai¢ius n, kad suma 2° + 2" + 2" biity pilnas kvadratas?

Sprendimas. Iskélus 2°pries skliaustus (o tai yra skaitiaus 2*kvadratas) skliaustuose turésime reiskinj
1+2°+2"® kuris tada taip pat turéty biiti kvadratas. O jis galéty biti pilnas kvadratas, jeigu

1+22+2"8=1+2-2°+2*. Tam pakakty, kad 2"® = 2% Tai reiskia, kad n—8=4, kitaip sakant, kad
n=12

Atsakymas. Kai  n=12, tai skai¢ius 22+2"+2%yra pilnas  kvadratas, nes
20 LMy 22 - (24)2 4224 25 4 (2)2 = (20 + 2°)2 = (16+ 64)% =82

29. Uzdavinys. Lentele 5 x 5 reikia uZpildyti skaitmenimis 1, 2, 3, 4 ir 5 taip, kad kiekvienas i$ ty skaiciy
po karta pasirodyty kiekvienoje eilutéje, kiekviename stulpelyje ir kiekvienoje jstrizaingje. Keletas
skai¢iy jau yra jrasyti. Nustatykite, koks skai¢ius bus jrasytas centriniame laukelyje, kuriame dabar yra
? Zenklas.



4

Sprendimas. Pastebékime, kad kairiajame apatiniame lentelés langelyje negali buti jrasytas nei 2, nei
3, nei 4, nei 5, nes kiekvienas skaiCius kiekvienoje eilutéje, kiekviename stulpelyje ir kiekvienoje
istrizainéje tegali pasirodyti tik po vieng karta. Vadinasi, tame langelyje tegali biiti jrasytas 1. Tada
centriniame langelyje negali stovéti nei skaiCius 1, nei 3, nei 4, nei 5. Tode¢l jame turi buti jraSytas 2.
Atsakymas. Centriniame langelyje turi biti jrasytas 2.

Pastaba. Nors uzdavinys to ir nereikalauja, bet neblogai bty jsitikinti, kad tokialentelé tikrai uzsipildo.
Tai padaryti miisy atveju nesunku ir galima pratesti pildyma kad ir taip:

31412 |5
2 5|3 ]4 |1
4 |1 |2 |53
5 |3 4 |1 |2
12 |5 |3 |4

30. Uzdavinys. Petriukas sugalvojo tam tikra nattiralyjj skaiciy. Po to jis padaugino jj i§ 13 ir uZbrauke
paskutinj] gautosios sandaugos skaitmenj. Po to jis t3 naujaji skai¢iy padaugino i§ 5 ir vél uzbraukes
paskutinj gautosios sandaugos skaitmenj gavo skaiciy 23. Kokj skaic¢iy buvo sugalvojes Petriukas?

Sprendimas. Jeigu Petriukas, padaugings kazka i§ 5 ir uzbraukes paskutinj skaitmenj, buvo gaves 23, tai
pries paskutinio skaitmens uzbraukima jis galé¢jo buti gaves arba 230, arba 235. Todél pries paskutinj
dauginima i8 5 jis galéjo turéti 46 arba 47. Tode¢l pries§ pirmajj uzbraukima jis galéjo turéti arba trizenklj
skaiciy 46X, arba trizenklj skai¢iy 47Y. Taciau pastebékime, kad neegzistuoja jokio pavidalo 47Y
skaicCiaus, kuris dalintysi 1§ 13, nes vienintelis 46X pavidalo skaiCius, kuris dalijasi 1§ 13, yra 468 (ir todel
sekantis tada jau biity skaicius 468 + 13 = 481). Taigi Petriukas i§ pradziy bus sugalvojes skaiciy 468 :
13=36. Atsakymas. 36

31. Uzdavinys. Vilniaus miesto olimpiadoje dalyvavo 120 dalyviy, kuriems buvo pasiiilyta spresti po 5
uzdavinius. Patikrinus darbus paaiskéjo, kad 1/3 visy dalyviy iSsprendé lygiai po 1 uzdavinj, % - lygiai
po 2 ir 1/5 — lygiai po 3 uzdavinius. Bendras i$spresty uzdaviniy skaiéius pasirodé esgs lygus 277.
Nustatykite, ar radosi toks olimpiados dalyvis, kuris buvo i§sprendes visus 5 uzdavinius.

Sprendimas. IS salygos seka, kad 40 dalyviy iSsprendé lygiai po 1 uzdavinj, 30 dalyviy — lygiai po 2 ir
24 dalyviai — lygia po 3 uzdavinius. Tokiu btidu tie 40 + 30 + 24 = 94 dalyviai i$sprendé 40-1 + 30-2 +
24-3 = 172 uzdavinius. Jeigu kiekvienas i§ likusiyjy 120 — 94 = 26 mokiniy biity i§sprendes ne daugiau
kaip po 4 uzdavinius, tai bendras i$sprestyjy uzdaviniy skaicius bty buves nedidesnis kaip 172 + 4:26 =
276. O kadangi bendras iSsprestyjy uzdaviniy skaiCius yra 277, tai tuomet maZziausiai 1 dalyvis bus
iSsprendgs visus 5 uzdavinius.

Atsakymas. Taip, toksdalyvistikrai radosi.

32. Uzdavinys. Lygybéje MAMA - TE = 10 - TETE skirtingoms raidéms atitinka skirtingi, o vienodoms
raidéms atitinka vienodi skaitmenys. Nustatykite, kam tada yralygi sumaM + A.



Atsakymas. 1. Padaline ,stulpeliu“ skai¢iy TETE i§ skai¢iaus TE mes gautume, kad
TETE=TE - 101. Todéel MAMA =10 - TETE: TE=10-101 = 1010, vadinasi, M+A=1+0=1.

33. Uzdavinys. Ar galima j kvadratinés lentelés 3 x 3 langelius surasyti visus skaic¢ius nuo 1 iki 9 jrasant
po vieng skaiciy j kiekvieng langel; taip, kad visy eiluciy ir visy stulpeliy skaiciy sumos biity

A) Nelyginés B) Lyginés

Sprendimas. A) Uztenka pateikti pavyzdj — juo gali bati kad ir tokia lentelé:

5 |7 19
3 14 |6
112 |8

Antruoju atveju tenka truputj pasamprotauti — pirmiausial pastebéti, kad visy visos lentelés skai¢iy suma
yral+2+3+4+5+6+7+8+9=45, o tai yra nelyginis skai¢ius. Todél jeigu visy trijy eilu¢iy arba
visy trijy stulpeliy skai¢iy sumos galéty buti lyginés, tai 45 bity trijy lyginiy skai¢iy suma, o taip tikrai
negali biiti (nes lyginiy skai¢iy suma yra lyginé).

Atsakymas. A) Gali; B) Negali.

34. Uzdavinys. Uzbraukus vieng keturzenklio skai¢iaus skaitmenj ir pridéjus ji prie to skaiciaus gavome
,mety skai¢iy“ 2021. Nuo kokio keturzenklio skai¢iaus mes gal¢jome pradéti?

Sprendimas. Pirmiausiai pastebékime, kad mes uZbraukéme patj paskutinj to keturzenklio skaiciaus
skaitmenj, nes kitu atveju mes negalétume gauti 2021, nes tas skaifius yra nelyginis. Toliau mes
parinkinédami skaitmenis gautume, kad tas keturzenklis skaicius tai yra skaicius 1838. Tikrai uzbrauke
paskutinj jo skaitmenj gauname skaiciy 183 ir 1838 + 183 =2021. Atsakymas. 1838.

35. Uzdavinys. Yra zinoma, kad tam tikra skai¢iy seka a,a,,...,a,,... SU bet kuriuo n tenkina salyga
a +a,+..+a, =n’. Raskite a,,,

Sprendimas. Uzrasome dvi ,,gretimas® lygybes @ +a, +...+ 8y = 2020° it @ + @, +...+ 8y, = 202F
ir atéme pirma lygybe i3 antros gauname, kad a,,, = 202F — 2020° = 4041 Atsakymas. 4041.

36. Uzdavinys. Petras sudaugino keletg pirminiy (nebitinai skirtingy) skaiciy ir gavo skaiciy X. Paulius

dviem sumazino visus Petro paraSytuosius skaitmenis ir sudaugings juos gavo skaiciy Y. Pasirodé, kad
X:Y=707. Koks galéjo bti skai¢ius X?

Sprendimas. Kadangi X =707 - Yir 707 = 101-7 ir 7 ir 101 yra pirminiai skaiciai, tai ir 7, ir 101 yraPetro
skaiCiaus daugikliai ir, vadinasi, skai¢iai 99 = 101 — 2 ir 5= 7 — 2 yra Pauliaus skai¢iaus daugikliai. Tada
_ X _101L7-x

707=2= =
Y 995y

, kur x — likusiyjy Petro skaiciaus, o y — likusiyjy Pauliaus daugikliy sandauga .

X
Dabar reikia, kad prastinant trupmeng v skai¢iai 99 ir 5 susiprastinty, Tai yra,

x=99-5-a=11.5-3-3-airtadaatitinkamai y=9-3-1-1-b, kur air b— tam tikri sveikieji skai¢iai. Tada
turime



707:52 101'7'11‘5'3'3'8‘. Kadangi X yra sveikasis skaiius, tai naujai atsirad¢ skaiciaus Y
Y 99.5.9-3:-1-1-b Y

dalikliai, tai yra skaiiai 9 ir 3, turi susiprastinti su skai¢iaus a daugikliais. Vadinas,

a=9-3.¢=3-3-3-c irtadaatitinkamai b=1-1-1-d, kur cir d — tam tikri nattralieji skai¢iai. Vadinasi,

gauname

707= X 101 711:5-3-3:3-3-3-¢ suprastinimo gauname707=§:@, taigi ¢ = d. Jeigu c
Y 99.-5.9-3-1-1-1-1-1.d Y d

turéty pirminiy daugikliy, tai d turéty atitinkamai lygiai tiek pat dviem vienetais mazesniy daugikliy ir

tada lygybé c = d biity nejmanoma. Todél ¢ = 1ir, vadinasi, X =101-11-7-5-3° = 9449055

Atsakymas. 9449055.

37. Uzdavinys. IS skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 panaudojus kiekvieng skaitmenj po vieng karta
buvo sudaryti penki dvizenkliai skaitmenys, kurie véliau buvo sudéti. Ar ty penkiy skai¢iy suma gali biiti
lygi A) 250; B) 2707

Sprendimas. [sivaizduokime, kad mes tuos penkis skai¢ius sudedame stulpeliu. Jeigu jy suma baigiasi
0, tai tas reiSkia, kad skaitmeny vienety skiltyje suma baigiasi skaitmeniu 0. Toji vienety skilCiy
skaitmeny suma gali biiti lygi arba 10, arba 20 arba 30 (nes penkiy skaitmeny suma negali biiti didesné
kaip 9+8+7+6+5 = 35. O kadangi visy deSimties skaitmeny sumaQ+ 1 +2+3+4+5+6+7+8+9 =
45, tai tada skaitmeny deSimciy skiltyje suma bus atitinkamai lygi 45 — 10 = 35, 45— 20 = 25 arba 45 —
30 = 15. Ir, vadinasi, duotyjy penkiy skai¢iy suma bus atitinkamai lygi 350 + 10 = 360, 250 + 20 = 270,
arba 150 + 30 = 180. Tokiu biidu rezultatas A) 250 yra negalimas. O suma 270 gali biiti gauta. Tai rodyty
kad ir toks pavyzdys: 30 +41 + 52 + 68 + 79 = 270.

Atsakymas: A) negali; B) gali.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Karabaso-Barabaso barzda sudaro 40 procenty jo bendrosios masés. Po to kai Buratinas nukirpo jam
gera tos barzdos dalj, likusioji lyrinio herojaus barzdos dalis tesudaré jau tik 10 procenty jo bendrosios
masés. Kokig Karabaso-Barabaso barzdos dalj nukirpo Buratinas?

2. Isspreskite lygciy sistema

1+ x° = 2x,
1+ %,” = 2x,
1+ x,° = 2x,
1+%,°=2x%

3. Raskite pati maziausig natiiralyjj skaic¢iy N tokij, kad skai¢ius N + 15 dalijasi be liekanos i§ 22, o
skaicius N + 22 dalijasi be liekanos i§ 15.



4. Raskite nattiraliuosius skai¢ius mir n, jeigu yra zinoma, kad is trijy sekanciy lygybiy lygiai dvi lygybés
yra teisingos, o trecioji yra klaidinga:

1) 4m+9n=135; 2) 9m+ 4n = 135; 3) 6m + 11n= 240.
Atsakyme uzraSykite jy sumag m+ n.

5. KeturZenkliai skaiciai abcd ir dcba susideda i$ ty paciy skaitmeny a, b, ¢ ir d, tik parasyty atvirkscia
eile. Jeigu mes juos abu sudétume, tai gautume 13552. Kam yra lygi ty skai¢iy skaitmeny suma a+ b +
c+d?

6. Programuotojai Jonas, Andrius ir Justas uz programos suraSyma gavo honorarg ir pasidalino ji
atitinkamai santykiu 4:5:7. Jeigu jie buty pasidaling jj santykiu 3 : 4 : 6, tai vienas i§ jy buty gaves
pusantro tiikstan¢io eury daugiau negu kad jis i$ tikryjy kad gavo. Kokia yra toji honoraro suma?

7. Duoti 7 skirtingi natiralieji skai¢iai. Yra zinoma, kad lygiai penki i$ jy dalijasi 18 2, lygiai 5 —i8 3 ir
taip pat lygiai penki i§ jy dalijasi be liekanos 1§ 5. Kokig paciag maziausig reikSme¢ gali jgyti pats
didziausias i$ ty 7 skaiciy?

8. I§ skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 buvo sudaryti trys trizenkliai skaiciai tokiu budu, kad kiekvienas
skaitmuo buvo panaudotas po vieng kartg. Ar gali biiti taip, kad ty trijy trizenkliy skai¢iy suma yra lygi:
A) 1500; B) 1800.

9. Petriukas uzrasé naturalyjj skaiciy A. Tada jis nutryné vieng jo skaitmenj ir gavo skai¢iy B. Pasirode,
kad A+ B=627701. Koks galéjo biiti skai¢ius A? Nurodykite visas galimas jo reikSmes.

10. Raskite pat] maziausig i§ 8 besidalijant] nattralyjj skai¢iy, kurio deSimtainiame uzrase lygiai po du
kartus dalyvaujatik skaitmenys1, 2, 3,4, 5ir 6.

Uzduoties sprendimus prasome i8siysti iki 2021 m. kovo 5 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy matematiky
mokykla, Matematikos metodikos centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-
03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas: http://www.mif.vu.lt/ljmm/
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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2019-2021)

1. Raskite visas natiiraliyjy skaidiy X ir y poras (X; y), kurios tenkina lygybe x2+y? =74.
Srendimas. Aisku, jei pora (X, y) yra lygties sprendinys, tai ir pora (y, X) taip pat jos sprendinys.
Taigi uZtenka nagrinéti atvejj x>y, Tuomet X°<74<2x? taigi 6<x<9. Ka x=7, ta
y2 =74-x? =25, todél pora (7, 5) yra lygties sprendinys. Kai x=8, ta y2 =10, bet 10 néra jokio

natiiraliojo skaiiaus kvadratas. Taigi lygtis turi du sprendinius (7, 5) ir (5, 7).
Ats.: (7,5)ir(5,7)

2. Isspreskite lygti % +X2+x=3.
X+ x+1

Sprendimas. t=x°+x+1. Tada %+t=4:>t2+4t+3=0:>(t—2)2=1:>t=2i1:>te{]; 3.

Toliau:
1) x°+x+1=1= xe{-10}.
2) X2 +x+1=3=x2+x-2=0= xe{-21.
Ats.: xe{-2,-1,0;1}.

x2 +xy+3=0,
y—-3x-7=0.
Sorendimas. I$ antrosios lygties turime, kad y=3x+7. [rase¢ j pirmgjg sistemos lygtj gauname, kad

3. ISspreskite lygc€iy sistemag {

X + X(3x+7)+3=0, t.y. 4x% +7x+3=0. Si lygtis turi du sprendinius X =-1, Xo = —%. Tuomet

3 19
—3.(-D+7=4, y,=3]-2|+7==2.
y1=3-(-D)+ Y2 3( 4)+ 4
3 19
Ats.: (-1 4),| ——,— |.
s: (-1 ),( 2 4)

4. Dviratininkas 96 km atstumg nuvaziavo 2 h grei¢iau negu buvo numatgs, nes kas valandg nuvaziavo
1 km daugiau negu planavo nuvaziuoti per 1 h 15 min. Kokiu grei¢iu vaziavo dviratininkas?

Sporendimas. Tegu v yra planuotas greitis (km/h). Pagal salyga,
9% 9%

—_——=2.
v 125v+1

Gauname lygtj 1,25v2 —11v—48=0, o i§ jos planuotg greitj v=12 km/h.
Ieskomas greitisyra 1,25v+1=16 (knv/h).
Ats.: 16 knvh.

5. Valgomosios druskos tirpalas gautas sumaiSius tris skirtingos koncentracijos 20 kg, 50 kg ir 80 kg
valgomosios druskos tirpalus. Pirmojo tirpalo druskos koncentracija yra 10 %, antrojo 2 %, treciojo
15 %. Kokia gautojo tirpal o druskos koncentracija?

Sorendimas. 20-01=2, 50-0,2=1, 80-0,15=12. Tuomet gautojo tirpalo koncentracija
15-100 ~10 %.
150

Ats.: 10 %



10.

ISspreskite nelygybe | X — 2 |-(x—1) > 0.

Srendimas. Kadangi |x—2[>0, tai duotoji nelygybé yra ekvivalenti sistemai X—2=0, x—1>0.
I ¢ia gauname, kad nelygybés sprendiniy aibé yra (1, 2) U (2, + o).
Ats.: xe (L 2) U (2 x).

e L . L 11 ..
. Skaiciai X ir y yrateigiami, beto x+ y=10. Kokia maziausia sumos —+ — reik§meé?
X

Sprendimas. il xy I 10 10 10 2%
X

y Xy X10-X) —x2110x 25— (x2—10x+25) 25— (x—5)2
Akivaizdu, kad $i reikSmé jgyjama, kai Xx=y=>5.

Ats.: E
5

2
.

Skaicius n +1 dalijasi i§ 3. Nustatykite, ar skaicius 4 + 7n dalijasi is 3.

Sorendimas. 4+7n=(6n+3)+(N+1) =3(2n+1)+(n+1); abu démenys dalijasi i§ 3, todél ir jy
suma dalijasi i§ 3.
Ats.: Taip.

Apskritimo centras yra taskas O, kvadrato OABC krastinés OA ir OC yra to
apskritimo spinduliai. Kitas kvadratas MNPQ yra nubréztas taip, kad taskas C B

M yra atkarpoje OA, taskas O yra krastinés MN vidurio taskas, o P ir Q yra

apskritimo taskai. Raskite kvadraty ploty santyk].
M/
Q

Sprendimas. Tarkime, kad (1 pav.) OA=r, MN=x.Pagal salyga N

oM =§, todél i§ Pitagoro teoremos trikampiui OMQ turime

2
2 (X 2 2 4 2 . . .
—| = taiga =—r“. Kadang kvadraty plot tinka k
X +£2j re, ga X 5 g uy plotar sutinka kaip ju 1 pav.

krastiniy kvadratai, tai ieSkomasis santykis lygus 4:5.
Ats.: 4:5.

Trikampis ABC yra lygiaSonis, AB=BC, aukstiné BF yra du kartus ilgesné uz
auksting AE. Raskite kampo prie pagrindo kosinusa.
Sorendimas. Statigi trikampiai ACE ir BCF turi bendra kampa C, todél jie yra
AE AC
Sieji 2 av.). I8 ¢ , kad —=——. Todél
panaSieji  ( pav.) § ¢ia  gauname a BF " BC e

E

COSLC=E=%:0,5.1:1_
BC BC 2 4 A = C
Ats.: %. 2 pav.

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLOS TARYBA



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2019-2021)

1. Paveiksle pateiktas mieste esanciy laipty skersinis pjiivis. Apskaiciuokite laipty vienos pakopos aukst;j ir

plotj (gylp).
2310 mm

1320 mm

Sorendimas. Tai — ,,uzdavinys pastabumui ir démesiui“. Paveiksle pateiktas vertikalusis matmuo
apima vienuolika laipty pakopy, o horizontalusis matmuo — desimt laipteliy plociy (gyliy).

Todél laipty vienos pakopos aukstis yra 1320 :11=120 (mm), o plotis (gylis) — 2310:10=231
(mm).

Ats.: Laipteliy aukstis 120 mm, plotis (gylis) 231 mm.

2. Per tam tikra laikg motociklininkas nuvaziavo i$ kaimo ] miesta. Jei jis vaziuoty 4 km/h 1éCiau, tai
nuvaziuoty j miestg 1 h véliau. Jei motociklininkas vaziuoty 6 km/h greiciau, tai kelioné trukty tik 80 %
to laiko, kurj jis vaziavo. Raskite pradinj motociklininko greitj ir atstumg tarp kaimo ir miesto.

Sprendimas. I biidas. Tegu motociklininkas i§ kaimo j miesta vaziavo X km/h greiciu ir uZztruko
kelionéje t h. Tal atstumas tarp kaimo ir miesto yra tx km.
Pagal salygos pirmaja dalj sudarome lygti:

(Xx=4)(t+1) =tx. Q)
Pagal salygos antraja dalj sudarome lygt;:
(x+6)-08t =tx. 2

Issprende (2) lygtj turime X=24 km/h. Tai jras¢ j (1) lygti gauname t=5 h. Vadinas, atstumas tarp
kaimo ir miesto yra 24-5=120 (km).
11 biidas. Sakykime, kad atstumas tarp kaimo ir miesto yra S km, motociklininko greitis — v knv/h,

. e .. ) S
tai motociklininko vaziuotas laikas — — h.

Vv
Pagal salygos pirmaja dalj,
S S
——=—+1 (1)
v-4 v
Pagal salygos antraja dalj,
S S
> -08>. (2)
V+6 %

Sprendziame (2) lygtj jos abi puses padalije i§ S (S#0):
v=08v+48 02v=48 v=24kmh.

Tai jrase j (1) lygti gauname S=120 km.
Ats.: 24 knmv/h, 120 km.

3. Raitelis ir péstysisiSvyko i§ tos pacios vietovés A ] vietove B. Raitelis nuvykes 1 B 50 minuciy anks¢iau
uz péstyji, tuojau pat grizo atgal ir susitiko su pés¢iuoju uz 2 km nuo B. Visg kelig i§ A j B ir atgal
raitelis nujojo per 1 h 40 min. Raskite atstumg tarp A ir B, raitelio ir pésciojo greicius.



Sprendimas. I biidas (algebrinis metodas). Tegu x km/h — raitelio greitis, y km/h — pésciojo greitis,
Skm — atstumas tarp vietoviy A ir B.
Pagal salyga sudarome lyg€iy sistema:

s_2
X 3
S_S_5

y x 6
S-2 S+2
= T

IS sistemos pirmosios lygties akivaizdu, kad Szgx, o i§ antrosios lygties gauname, kad

55—5:§ arba 5—1:1, t.y. x=2y. Vadinas, S=§y.
6y 6 6 y 3
Atsizvelgg | tai turime, kad
§y—2 §y+2
3° .3 aba 2-222.1 Toqer 223 5y_18 y—36kmih, 0 x=7.2kmih ir
y 2y 3y 6y y 6
S=6km.

11 biidas (aritmetinis metodas). Kadangi kol péstysis pasieké vietove B, raitelis per tg laika spéjo
sugrjzti | vietove A, tai reiskia, kad raitelio judéjimo greitis yra dvigubai didesnis uz pésc€iojo greiti.
Vadinasi, kai raitelis pasieké vietove B, o péstysis buvo nuéjes tik atstumo AB pusg, todél, kal raitelis

pasuko atgal, tarp jo ir pésciojo buvo atstumas lygus %AB.

Kai raitelis susitiko su pés¢iuoju, §is buvo nuéjes trecdalj atstumo %AB, t.y. %AB, o ratelis

nujojes % atstumo %AB, t.y. %AB, o raitelis nujojgs % atstumo %AB, t.y. % atstumo

21 AB= % AB. Kadangi tai pagal salyga 2 km, vadinasi, atstumas AB lygus 2: :—]; =6(km).

32
Raitelio greitislygus 6 km : 50 min = 7,2 km/h, o pés¢iojo — 7,2 : 2 = 3,6 (km/h).
Ats.: 6 km, 7,2 km/h, 3,6 km/h.

Senovinis uzdavinys: ,,Du Zzmonés i§éjo i$ vienos vietos, aplink miesta, ir vienas jy éjo po 4 varstus per

. 1 . . e . .
valanda, kitas po 3§ varsto; o aplink ta miestg yra 15 varsty. Reikia suZinoti: po kiek valandy tie du
zmonés susitiko ir kiek karty kiekvienas jy apéjo miestg?*

Srendimas. Einanciy Zmoniy nutolimas/priartéjimas 4—3%:2 varsto per valands. Kadangi

aplink miestg yra 15 varsty, tai zmonés susitiks pirma karta po 15: % =15. g =225(h). Vienasjy (1é¢iau
3 1 225
. . C . 937777 10-225 . . . 4.225
einantis) per ta patj laika apeis = = =5 Kkartus, o kitas (greitesnysis) — — =6
) per ta patj laikg ap 5 315 (9 ysis) =

kartus.
Ats.: Po 22,5 h; 6 kartus, 5 kartus.

Ratu, kurio ilgis 999 m, ta pacia kryptimi slenka du kiinai ir susitinka kas 37 minutés. Kas kiek laiko
susitikty Sie kiinai, judédami tuo paciu ratu vienas priesais kita, jeigu Zinoma, kad vienas kiinas slenka 4
kartus greiciau uz kita.



Sorendimas. 1 bidas (algebrinis metodas). Tegu vieno kiino slinkimo greitis yra X m/min, tai kito —

4x m/min. Kiony atsilikimo/nutolimo greitis 4X— X=3x (m/min). Pagal salyga:
999:3x=37;, 333:x=37; x=9 (m/min).
Vadinasi, léCiau slenkantis kiinas juda 9 m/min greiciu, o grei¢iau — 9-4 =36 (m/min) greiciu.

Judédami vienas priesais kitg kiinai per minute priartéja 36+9=45 ir susitinka kas 999: 45=22,2
(min).

1 bitdas (aritmetinis metodas). Kadangi vienas kiinas uz kitg slenka 4 kartus greiciau, trigubai
léCiau slenkancio kiino greitis 999:37 =27 (m/min), tai jo greitis 27:3=9(m/min), o greiiau
slenkan¢io kiino greitis 9-4 =36 (m/min).

Judédami vienas prieSais kita kiinai per minute priartéja 36+9=45(m) ir susitinka kas
999:45=22,2(min).

Ats.: 22,2 min.

Ketvirtadalj kelio automobilis vaziavo 60 km/h greiciu, trec¢dalj kelio — 80 km/h greiciu. Kokiu grei¢iu
vaziavo automobilis likusig kelio dalj, jeigu zinoma, kad visa kelig jis vaziavo vidutiniu 77% km/h
greiciu?

Sorendimas. Sakykime, kad likusig kelio dalj automobilis vaziavo X km/h grei¢iu. Kadangi

vidutinis greitis yra nuvaziuoto kelio ir laiko, per kurj Sis kelias nuvaziuotas, santykis, tai jeigu kelio
ilgisyraskm, tai automobilis:

o ketvirtadalj kelio nuvaziavo per > :60=—— (h),
4" 240

e trecdalj kelio nuvaziavo per 3:80= S (h),

240
e likusig kelio dalj s— S_S_5 nuvaziavo per Ss IX= S (h).
4 3 72 12 12x
Vadinasi, automobilio kelioné truko S + _S_ + 5s = $(2x+100) = S(x+50) h.
240 240 72 240x 120x
Pagal salyga:
S:—s(x+50) :77l arba 120x :@.
120x 7 x+50 7
IS ¢ia 840x=540x+540-50 ir x=90 km/h.
Ats.: 90 km/h.

Vyksta trijy skauty grupiy 30 km turistinés varzybos. Kai finiSavo pirmoji grup€, antroji buvo atsilikusi

3 km, o kai finiSavo §i — trecioji grupé nuo jos buvo atsilikusi irgi 3 km. Kokiu atstumu nuo pirmos

grupés, kai §i finidavo, buvo atsilikusi tre¢ia grupé? Zinoma, kad grupés keliavo pastoviais greiéiais.
Sorendimas. Kai finisavo pirmoji skauty grupé, antroji buvo nukeliavusi 27 km. Vadinasi, antrosios

P o 27 9 . . . -
grupés judéjimo greitis buvo 20" 10 pirmosios grupés judéjimo greicio.

AnalogiSkai, treCiosios grupés judéjimo greitis sudaré % = % antrosios grupés judéjimo greicio.

Todél per tg laika, kai finiSavo pirmoji grupé, trecioji buvo jveikusi 30'% % =243 (km).

Vadinasi, treCioji skauty grupé nuo pirmosios grupés, kai $i finiSavo, buvo atsilikusi
30-24,3=5,7 (km).

Ats.: 5,7 km.

Akvilé, eidama zemyn eskalatoriumi, kuris irgi juda zemyn, suskai¢iavo 40 laipteliy. Kiek laipteliy
suskaiCiuoty mergaité eidama Siuo eskalatoriumi auks$tyn, jeigu eidama nejudanciu suskaiciuoty 60
laipteliy?
Sorendimas. Tegu eskalatoriaus
e ilgisyra s=60 laipteliy (pagal salyga),
¢ judéjimo greitis — U laipteliy per laiko vieneta.



9.

10.

Akvilés éjimo greitis — Vv laipteliy per laiko vieneta (v>u), o laipteliy, kuriuos suskaidiuoty
mergaité, eidama judanciu eskalatoriumi, skaicius yra X.

Akvilé eina eskalatoriumi Zemyn (vV+U) greiciu, todél s laipteliy atstumg nueina per tiek pat laiko,
per kiek nueina 40 laipteliy, eidama Vv grei¢iu. Vadinasi,

s 40
viu v 0

Aukstyn Akvilé eina (v—u) greiCiu, todél s laipteliy atstumg nueina per tiek pat laiko, per kiek

nueinax laipteliy, eidama v greic¢iu. Vadinasi,

S X
= 2 )
v—-u Vv
Padalije (1) lygybe i§ (2), gauname:
v—u 40
a2 ©)
V+u X

Kadangi s=60 laipteliy, tai i§ (1) lygybés turime:
60 _ 40, 3 42

=—; —=— VvV=2u
V+U V  V+U V
Gautg iSraiska jras¢ j (3) lygybe turime:
2u-u 40 u 40
=—; —=—17; x=120.

’

2u+u  x 3 X
Taigi eidama aukStyn Zzemyn judanciu eskalatoriumi, Akvilé suskaiciuoty 120 laipteliy.
Ats.: 120 laipteliy.

Mama Siandien vienu i$¢jimu i§ namy nori apsilankyti penkeriose vietose: parduotuvéje, vaistingje,
bibliotekoje, banke ir teatro kasoje. Kiek i§ viso mamai yra galimy $iy objekty aplankymo marSruty
varianty, jeigu zinoma, kad parduotuve ir vaistin¢ yra viename pastate?

Srendimas. Pagal salyga akivaizdu, kad mamos norimi vienu i$éjimu aplankyti penkeri objektai
yra keturiuose pastatuose. Apsilankyti pirmame i$ jy yra 4 galimybés, antrame — 3 galimybés, tre¢iame
— dvi , o ketvirtame lieka viena. Taigi i§ viso apsilankyti pastatuose yra 4-3-2-1=24 galimybés.
Kadangi kiekvienoje i$ jy yra dar du atvejai: viename i$ pastaty pirmiau uzeiti j parduotuve, o tik po to —
1 vaisting ir atvirk$c¢iai. Vadinasi, mamai galimy penkiuose objektuose apsilankymo marsSruty yra
24.2=48 variantal.

Ats.: 48 marSruty variantai.

I$ Seredziaus Nemunu, kurio tékmés greitis 3 km/h Jurbarko link pasroviui iSplauké kateris, kurio
savasis greitis b km/h. Tuo paciu metu i§ A. panemuniy miestelio pasitikti katerio iSplauké motoriné
valtis, kurios savasis greitis c km/h (c>5). Susitikimas jvyko B vietovéje, nutolusioje nuo Seredziaus
akm. Isitikinkite, kad katerio ir valties plaukimo laikas iki susitikimo biity tas pats, jeigu Nemuno
tekmés greitis Siame ruoze buty 4 km/h.

Srendimas. Kai Nemuno tékmés greitis 3 km/h, tai kateris ir valtis iki susitikimo plauké

a h,
3
o tarp Seredziaus ir panemuniy miestelio A yra

ay 2 _(0_3):{“c—3j=a(b+3+c—3j=a(b+c) (km).
b+3 b+3 b+3 b+3

Jeigu Nemuno tekmeés greitis baty 4 km/h, o katerio ir valties plaukimo laikas x h, tai iki susitikimo
kateris nuplaukty (b+4)x km, ovaltis (c—4)x km. Pagal salyga:

b+ A)x+ (c—2)x=2C*9D el x(b+a+c—a)= 2L
b+3 b+3
Vadinas, x= 2P+ (4 ¢ ir x=—2_ h
b+3 b+3

Taigi katerio ir motorinés valties plaukimo iki susitikimo, iS§plaukus vienu laiku i§ SeredZiaus ir
panemuniy miestelio A, laikai yra vienodi esant Nemuno tékmés greiciui tiek 3 km/h, tiek ir 4 km/h.

Sprendimus parengé Kazimieras Pulmonas
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LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2019-2021)

ISspreskite tiesiniy lygciu sistema
X1+ Xo+2X3 =3,
2%+ Xo— Xg=1, 1)
X1 + 2Xp + Xz =4.
Sprendimas. 1§ antros lygties gauname, kad X3 =2X% + %o —1. IraSe Sig israiSka { Lj ir L3, toliau
spreskime dvieju lyg€iy su dviem nezinomaisiais (X ir X, ) Sistema:
X+ Xo+2(2%+ X -1)=3,
{3x1 + 2%+ (2% + X -1) =4
5% + 3%y =5,
{5x1 + 3%y =5.
Aisku, kad 8i sistema yra ekvivalenti tiesinei lyg¢iai 5x +3X, =5.
Pasirinkg xo =t, teR, gauname, kad X =1-0,6t ir x3=2(1-0,6t) +t-1=1-0,2t.
Taigi kiekvienastrgetas (1-0,6t;t;1-0,2t), t e R, yra(1) sistemos sprendinys.
Ats.: (1-0,6t;t;1-0,2t), teR.

ISspreskite tiesiniy lygciu sistema
X +2X9 — X3 =2,
33X +4Xo +2%3 =9, @
2% + 2% +3Xg =71,
4Xq +6Xy + X3 =11.
Sorendimas. 15 Ly gauname, kad xg = X + 2%, — 2. Sia Xg iSraiska jrae i Ly, Lg ir Ly, gauname
triju lyg€iy su nezinomaisiais Xq II Xp sistema
3 + 4% +2(X + 2% — 2) =9,
2% + 2% +3(x + 2% - 2) =7,
4% + 6% + (X +2% —2) =11,
0 atlike veiksmus — sistema
S5x + 8%y =13,
5X + 8xy =13,
S5xq + 8%y =13,
ekvivalencia lygciai 5% +8x, =13.
Pasirinkg xo =t, teR, gausime, kad X =2,6-16t ir X3 =(2,6-16t)+2t—2=0,6+0,4t.
Taigi (2) sistema turi be galo daug sprendiniy, kurivos galima wuzrasyti pavidalu
(26-16t;t;06+0,4t), teR.
Ats.: (2,6-16t;t;0,6+0,4t), teR.

ISspreskite tiesiniy lygciu sistema
X1 — Xp— X3 =2,
2% —3Xo + X3 =6,
©)
X — 2X2 + 2X3 = 3,
3X1 — 5X2 + 3X3 =T7.
Sprendimas. I Ly gauname neZinomojo X3 iSrais$ka nezinomaisiais X If Xp: X3 =X —Xp — 2.
Irase ja 1 kitas sistemos lygtis, gausime:



2% -3+ (q— X —2)=6,
Xq—2% +2( — X —2)=3,
3 —5% +3(X— X —-2)=7,
3% — 4%y =8,
3 —4xy =7,
6X% —8xp =13.
Aisku, kad si sistema (taigi ir (3) sistema) neturi sprendiniu, nes néra tokios realiyjy skai¢iy X ir
Xo poros, kad reiSkinio 3x —4X, reiksmé buty lygi ir 8, ir 7.
Ats.: O.

4. ISspreskite tiesiniy lygciy sistema
X+X+ X3 =0,
Xo + X3+ X4 =1,
2X —Xo + X3 — X4 =—1, )
g+ Xo  +2X%g=T.
Sorendimas. Taikykime Gauso metoda.
I§ pradziy treCia lygti L3 pakeiskime tiesiniu dariniu 2L, —Lg, 0 ketvirta lygti L, pakeiskime
tiesiniu dariniu — 3Ly + Lg. Gausime ekvivalencia sistema
X+ Xo + X3 =0,
Xo+ Xg+ Xg=1
3o + X3+ Xg =1, ®)
— 2%y —3Xg +2X4 = 1.
Dabar (5) lygéiy sistemos trecia lygti pakeiskime tiesiniu dariniu 3L, — L3z, 0 ketvirta lygti —
tiesiniu dariniu 2L, + L4. Gausime ekvivalencia sistema
X+ X0+ X3 =0,
Xo+ X3+ Xg =1
2X3+ 2%y = 2,
—Xg+4x%4 =9.

(6)

Baigdami nezinomyju eliminavimo procesa, (6) sistemos treCia lygti pakeiskime ekvivalencia
lygtimi > Lg, o ketvirta lygti — tiesiniu dariniu > L3 + L. Gausime ekvivalencia sistema

X+ Xo + X3 =0,
Xo+ Xz+ X4 =1,
X3+ Xg =1,
5x4 =10.
I8 L, iSplaukia, kad x4 =2. Tada i§ Lz gauname, kad X3 =-1, 01i$ Lz — X =0. Pagaliau i§ L4
apskaiciuojame X =1.

Taigi (4) sstematuri vienintelj sprendinj (1; 0; —1; 2).
Ats.: (1, 0; -1; 2).

5. ISspreskite tiesiniy lygciy sistema
2% +4Xy — X3 —2X4 =3,
4Xl + 5X2 + 2X3 — X4 = 10,
(7)

X — Xo+ X3+3X4:4,
X1 + 2Xo +2X3 — 2X4 = 3.



6.

Sporendimas. Taikydami Gauso metoda, eliminuokime nezinomaji X 1§ Lp, Lz ir L. Tuo tikslu
L, pakeiskime tiesiniu dariniu —2L4 + Ly, lygti Ly — tiesiniu dariniu Ly —2L3, o lygti Ly — tiesiniu
dariniu Ly —2L4. Gausime ekvivalencia sistema

2% + 4%y — X3 —2X4 =3,

—3Xy +4X3 +3X4 =4,
6Xy —3X3 —8%4 =5,
—5X3+2%4 =-3.

Dabar trecia Sios sistemos lygti pakeiskime tiesiniu dariniu 2L, + L3 ir gausime ekvivalencia

lygciy sistema
2% + 4%y — X3 —2%4 =3,
—3Xp +4X3+3X4 =4, )
SXg3 —2X4 =3,
—5X3+2%4 =-3.

Nezinomaji X3 galima eliminuoti i§ L, pakeiciant ketvirta lygti tiesiniu dariniu Lz+L,. Taciau
L3+ Ls yra tapatybé 0-% +0-X +0-X34+0-%4 =0, todél (8) sistema yra ekvivalenti trijuy lygciu
sistemai

2% + 4%y — X3—2X4 =3,
— 3%y + 4x3 + 34 = 4, )
SXg —2%4 = 3.

Tegu t, teR, yra nezinomojo X4 reik§mé (X4=t, teR). Tada nezinomuyjy X, Xp ir X3

reikSméms rasti (9) sistema perraSykime trikampes sistemos pavidalu
2% + 4%y — X3 =3+ 2,
—3X%y +4x3=4-3,

Sxg =3+ 2t.
IS jos ir gauname, kad
X3:3+2t, X2=_8+23t, X1:43—28t
5 15 15

Matome, kad (7) sistema turi be galo daug sprendiniy, kuriuos galima uzrasyti pavidalu
43—28t; —8+23t; 3+2t;t), teR.
15 15
Als.: (43—28t_ —8+23t; 3+2t;tj7 teR.

15 ' 15
ISspreskite tiesiniy lygciu sistema
X1 + X3+ 2X4 =4,
Xo + X3 4+ 3X4 =5, (10)
2X1 — Xp —2X3 + X4 =0,
— X+ Xo +3X3 + X4 =4
Sorendimas. 1§ pradziy Lz pakeiskime tiesiniu dariniu 24 — Lz, 0 Ly — tiesiniu dariniu Ly +L4.
Gausime ekvivalencia lygc€iy sistema
X + X3+2%4 =4,
Xo+ Xg+3%4 =5,
Xo +4X3+3%X4 =8,
Xo +4x3 +3%4 = 8.
Aisku, kad 8i lygciy sistema yra ekvivalenti trijy lyg€iy sistemai



X + Xg+2%4 =4,
Xo + Xg+3%4 =5,
Xo +4X3 +3X4 = 8.
Dabar L3 pakeiskimetiesiniu dariniu — Ly + Lz . Gausime ekvivalencia lyg€iy sistema
X + X3+ 2%4 =4,
Xo + Xg+3X4 =5, (11)
3x3 =3.
I§ L3 iSplaukia, kad X3 =1. Vadinasi, (11) sistema ekvivalenti dviejy lyg¢iy Sistemai
X +2X4=3,
{ Xo +3%4 = 4.
Targ, kad x4 =t, teR, gauname, kad X =3-2t ir X =4-3t.

Taigi (10) sistema turi be galo daug sprendiniy, kuriuos galima uzrasyti pavidalu
(3-2t;4-3;1t), teR.

Ats: (3-2t;4-3;1t), teR.

7. I8spreskite tiesiniy lyg€iy sistema
2%+ Xo+ Xg— X4 =3,
X+ 2% +3X3+ X4 =7, (12)
3% + 3%y +4X3 =9,
5% +4Xo +5X3— %4 =8.
Sorendimas. I8 pradziy sukeiskime vietomis pirma ir antra lygti:
X+ 2% +3Xg3+ X4 =7,
2%+ Xo+ Xg— X4 =3,
3% + 3% +4X3 =9,
9% +4Xy +5X3— X4 =8.
Dabar eliminuokime X i§ Ly, Lz ir Ly lyg€iu. Tuo tikslu antra lygti pakeiskime tiesiniu dariniu
—2L1 + Ly, trecig lygti — tiesiniu dariniu —3L4 + Lg, o ketvirta lygti — tiesiniu dariniu —5L; +L,.
Gausime ekvivalencia sistemg

X+ 2% +3Xg3+ X4 =7,
—3Xo —5X%3 — 3% =—11,
—3Xy —5%3 — 3%y =12,
—6Xy —10%3 —6%4 = —27.
Aisku, kad antra ir trecia Sios sistemos lygtys bendry sprendiniy neturi. Vadinasi, sprendiniy neturi
netik (13), bet ir (12) sistema.

(13)

Ats.: .
8. ISspreskite tiesiniy lygciy sistema
X1 + 2Xo =5,
Xo + 2X3 =4,
X3 +2%X4 =5, (14)
2% + Xq4 =4,
X1+ Xo + X3+ X4 =06.

Sorendimas. Tegu x4 =t, teR. Tada i§ Lg gauname, kad x3=5-2t; i§ L, gauname, kad
Xo=4-2(5-2t)=—6+4t, 0i§ Ly — x =5-2(-6+4t) =17-8t.
Tada i§ L4 gauname:



217-8t)+t=4 => t=2
Vadinasi, realiyjy skai¢iy rinkinys (1; 2; 1; 2) tenkina pirmasias keturias (14) sistemos lygtis.
Aisku, kad jis tenkina ir penkta sistemos lygti.
Taigi (14) sistema turi vienintelj sprendini (1; 2; 1; 2).
Ats.: (1; 2, 1; 2).
9. ISspreskite lygCiy sistema
X1 + X + X3 =6,
Xo + X3+ Xy = 9,
X1 + X3+ Xy = 8, (15)
X1+ Xo + Xy = 7,

X1 + X + X3 + X4 =10.
Sorendimas. Pirma lygti pakeiskime tiesiniu dariniu Lg — Ly, antra lygti — tiesiniu dariniu Ls— Ly,

treCia lygti — tiesiniu dariniu Ls—Lg, o ketvirta lygti pakeiskime tiesiniu dariniu Lg—L,. Gausime
ekvivalencia sistema

Xq =4,
X1 =
Xo =2,
X3 =3
X1+ Xo + Xz + X4 =10,

kuri turi vienintelj sprendinj (1; 2; 3; 4).

Ats.: (1; 2; 3; 4).
10. ISspreskite lygéiy sistema
X — X =2,
Xo — X3 =1,
X3 — X4 =2, (16)
X4 — Xg=-9,
X1 + 2Xo + 3X3 + 4X4 + 5X5 =2,

Sorendimas. Tegu x5 =t, teR. Tada
Ly = x4=t-9
L3 > x3=2+(-9)=t-7,
Ly, = X =t-6
L = x=t-4
Sias nezinomujy israidkas jrase i Ls, gausime lygti
t—4+2t-6)+3(t-7)+4(t—-9) +5t =2,
i§ kurios iSplaukia, kad t =5.

Vadinasi, skai¢iy rinkinys (1; —1; —2; —4; 5) yravienintelis (16) sistemos sprendinys.
Ats.: (1; -1, -2; —4; 5).

Sprendimus parengé dr. Antanas Apynis
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Apskritimo styga, kurios ilgis 2, nuo apskritimo centro nutolusi atstumu 3. | apskritimg jbréZtas
taisyklingasis trikampis. Raskite jo plota.

Sorendimas. Sakykime, kad apskritimo styga MN, kuriosilgis 2, nutolus A
nuo jo centro O atstumu lygiu 3 (1 pav.). Nubrézkime statmenj OH | ties¢ M N
MN, taskas H yraatkarposvidurys, MH = 1, todél i$ staciojo trikampio OMH H
isplaukia, kad apskritimo spindulys OM = VOH? + MH? = /10. Paga (1)
formules taisyklingojo trikampio ABC, ibrézto i §j apskritima, krastiné lygi 0]
AB = 20Msin60° = /30 . Taigi trikampio plotas § = %Astin600 = %g B C

Ats.: 1573

ooz 1 pav.
A

Rombo ABCD krastinés ilgis lygus 6, ZBAD = 60°, taske O susikerta rombo jstriZainés.
Krastinéje BC yra toks taskas E, kad CE = 2. Raskite atkarpos OFE 1ilgj.

lygiakrastis, trikampis BCD taip pat (2 pav.). Lygiakrascio trikampio BDC krastingje CB
yra taskas E, CE =2, EB = 4, taSkas O yra kraStinés BD vidurys, ta OB = 3.

Sprendimas. Kadangi AB = AD o <BAD = 60°, ta trikampis ABD yra BYO—D
E

Trikampiui EOB taikome kosinusy teoremg ir turime OE? = OB? + BE? — 20B - BE - C
cos 60° = 13, todél OF = /13. 2 pav.
Ats.: V13.
B C
Kvadrato ABCD viduje yra taSkas K ir BK = 12. NubréZztas kvadratas AKLM, kurio
virsiné L yra kvadrato ABCD viduje, o krsstiné LM kerta atkarpg AD.Raskite K
atkarpos MD ilg;. L
Sorendimas. Kadangi AB = AD,AK = AM, 0 +4BAK =90°—/DAK = A D
£DAM, tai trikampiai ABK ir ADM yra lygus (3 pav.), todél MD = KB = 12. M
Ats.: 12. 3 pav.

Kvadrato krastinés ilgis lygus 6, jo viduje yra taSkas, kuris nuo gretimy kvadrato vir§iiniy nutoles
atstumais 5 ir 3. Kokiais atstumais tas taSkas yra nutolgs nuo kity dviejy kvadrato vir§tniy?

Sorendimas. Sakykime, kad kvadrato ABCD viduje yra taskas P ir PA = A_M

5, PB = 3 (4 pav.). Per taskg P nubréziame atkarpas MN L AB ir KL 1 AD, B
gia M € AB,N € CD,K € AD,L € BC.Zymédami AM = x, i3 stadiujy P

trikampiy APM ir BPM turime PM? = AP?— AM? =BP%?-BM?% K L
I§sprende lygtj 5% — x? = 32 — (6 — x)? gauname, kad x = ?, taigi AM =

DN ==, BM=CN=6—1?3:E. Tuomet MP = BL = AK =

VAPZT—AMZ = 92521 [ c—pN=DK=AD-AK= P c

? 3 4 pav.
18-2¢14 . .. . . . .
. I8 sta¢iyjy trikampiy PNC ir PND randame PC = VCN? + PN? =

3
V45 — 8V14, PD = VPN? + ND? =+/61 — 8V14.
Ats: 45— 8V14 ir V61— 8V14.

Taskas E yra kvadrato ABCD krastinéje AD, o taskas F — krastinéje BC, beto, BE = EF = FD = 30.
Raskite kvadrato krastinés ilgj.




Sporendimas. Statigji trikampiai ABE ir CDF yra lygis, nes lygis jy statiniai B c
AB = CD ir jzambinés BE = DF. Todél AE = CF, taigi ir BF = ED. (5 pav.).
Nubréziame trikampio BEF auk$ting EH, kadangi keturkampis AEHB yra
staciakampis, tai AE = BH = S BF = %BC . IS Pitagoro teoremos staCiajam

trikampiui AEB gauname, kad AB? + AE? = BE?,t.y. AB? + (; AB)? = 900.

I8 ¢ia AB = 9+/10. A E D
Ats.: 9v/10. 5 pav.

Taisyklingojo penkiakampio ABCD krastinés ilgis lygus 4, istrizainés BD ir AC susikerta taske M. raskite
atkarpos AM ilgj.
Sorendimas. Kaip jrodyta 4 pavyzdyje, taisyklingojo penkiakampio kampy
didumai yra 108°, trikampis BMC yra lygiasonis (6 pav.), kampas prie jo
pagrindo lygus 36°. Todél 2ABM = 108° — 36° = 72°. Kadangi trikampis

B
A /m c
ABC taip pat lygiaSonis, o jo kampas prie pagrindo taip pat lygiis 36°, tai \ i\ /
E D

2AMB = 180° — £zMAB — £ABM = 72°. Kadangi kampai ABM ir AMB yra
lygts, trikampis ABM yra lygiaSonis, taigi AM = AB = 4.

6 pav.
Ats.: 4.

Taisyklingojo penkiakampio ABCDE iSoréje nubréztas lygiakrastis trikampis ABF, 0 penkiakampio
viduje — kvadratas ABM N. Raskite kampg FMC.

Sorendimas. Kadangi pagal sglyga visy trijy daugiakampiy krastinés

C
yra vienodo ilgio, tai trikampis FBM yra lygiasonis, FB = BM. Kadangi
LFBM = £ABF + £ABM = 60° + 90° = 150°, tai 2FMB = %(1800 - @ 5
£FBM) = 15°. Trikampis BMC taip pat lygiaSonis, nes BM = BC.
Kadangi £MBC = £ABC — 2ABM = 108° — 90° = 18°, tai 2BMC = -
%(1800 — £MBC) = 81°. Todél ZFMC = £FMB + £BMC = 96°. Y E

Ats.: 96°. 7 pav.

Apie taisyklingaji SeSiakampj ABCDEF apibrézto apskritimo spindulys lygus 10, istrizainés AD ir EC
susikerta taske M. Raskite j trikampj ACM jbrézto apskritimo spindulj

Sorendimas. Kaip matyti i§ 6 pavyzdzio, staCiojo trikampio ACD B C
jzambiné AD du kartus ilgesné uz statinj CD, todél ZACD = 30°. Kadangi
LECD = £BAC = 30° ta £ACM =90°—30° =60° todél 2AMC = L
180° — 30° — 60° = 90°. Taigi trikampis ACM yra statusis, jo jzambiné A D
- . — M
AC = /3R, statinis CM yra pries 30° laipsniy kampa, tod¢l CM = \/Z—gR, o]
kitas statinis AM = VAC? — CM? = ;R, Cia R — apibrézto apie SeSiakampj -

apskritimo spindulys. Jei r — jbrézto j trikampj ACM apskritimo spindulys, o

8 pav.
tas apskritimas taSkuose K, L ir N liec¢ia trikampio krastines AC,CM ir AM (8 P

pav), tai MN=ML=r, Ak =AN =AM -7 =R -7, KC—CL:MC—r:?R—r, tai i
lygybés AK + KC = AC randame, kad r = —R ——(3 V3)
Ats.: 5(3 —/3).

Taisyklingasisn — kampis A; 4, ... A, yra jbréztas | apskritima, o taisyklingasis n — kampis B;B; ... B,
apibréztas apie tg patj apskritimg. Ar gali Siy daugiakampiy perimetry santykis buti lygus 0,517



10.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yraapskritimo centras, 0jo spindulyslygus R (9 pav.), tuomet
0
pagal (1) formules daugiakampio A4, ... A, krastinés ilgis a,, = 2R sin& 0 kadangi apskritimas yra

jbréztas | daugiakampj B;B,...B,, tai jo krastiné b, = 2R tg &

Daugiakampiy perimetry santykis yra lygus jy krastiniy ilgiy santykiui, todel
pagal salyga turime, kad Z—" = 0,51. Iras¢ krastiniy a,, ir b, reikSmes
gauname, kad daugiakampiy krastiniy skaiius n = 3 turi tenkinti lygybe

0
cos% = 0,51. Ka n = 3, gauname cos 60° = % # 0,51. Ka n =4, ta
0
cos45% = £ > 0,51.Kai n> 4, 180° 459, todél cos— > cos45° >
0,51. Talgl daugiakampiy, tenkmancm uzdavinio salyga, negah bati. 9 pav.
Ats.: negali.

Ar galima plokStuma padengti a) taisyklingaisiais trikampiais ir kvadratais? b) taisyklingaisiais
penkiakampiais ir taisyklingaisiais trikampiais? Jei atsakymas teigiamas, nubraizykite tokio parketo
fragmenta, o jei neigiamas, paaiskinkite, kodél?

Srendimas. Kai n=3,m =4, (2) lygybé tampa tokia 4k + 6l =24,t. y. 2k + 3l =12.
Akivaizdu, kad k = 3,1 = 2 yra $ios lygties sprendinys. Taigi a) atveju parketas
egzistuoja, o kiekviena virStné yra trijy trikampiy ir dviejy kvadraty bendroji | | | | | | |
virdiing (10 pav.). Kai n = 5, m = 3,i% (2) lygybés gauname, kad 9k + 51 = /\/\/\/\/\/\/\
30.15¢ial = @. Kadangi [ — nataralusis skaicius, tai turi bati 30 — 9k > 0, | | | | | | | |

t.y. k<7. Betnd suk=1nd suk=2nd suk=3 skaicius | néra
natiiralusis. Taigi §iuo atveju parketas yra negalimas. 10 pav.

Ats.: @) galima (10 pav.); b) negalima.

Sprendimus parengé doc. Edmundas Mazétis
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X—Yy =6,
X3 —y3 =126,

X—Yy=6, X—Yy=6, X—Yy=06,
3 B aor 7 Vv (2 2y _aon 7 aru2 2y _10p
x°—y° =126 (X=y)(X“ + xy+y“) =126 6(x“ + xy+y“) =126

1. ISspreskite lygciy sistema

Sorendimas. Galime spresti taip:

y=X-6, y=X-6,
1.2 2 1.2, .2 2 =
XS+ X(X—6)+(x-6)“ =21 X%+ X5 —6x+X°-12x+36=21
y=Xx-6, y=X-6, y=X—6,
=95 =3 5 = 9 =
3x“-18x+15=0 X —6x+5=0 (x=3)“-4=0
y=X-6, y=X-6,
= = x=1y=-5abax=5y=-1
:{X—BziZ {x:larbax:S Ly Y
Taigi sistematuri du sprendinius: (1; -5) ir (5; -1).
Ats.: (1;-5), (5; -1).
2. Isspreskite lygciy sistema
x4+ x2y2 + y4 =9]
X2 - Xy+ y2 =7.
Sprendimas. Si lyggiy sistema yra simetring, todél nezinomuosius X ir y pakeiskime nezinomaisiais
u=X+Yyir v=xy. Tada
x*+32y% 4yt = 0+ y2)2 - 09)% = (x+ y)? - 29)% - () * =
= (U?-2v)% —vZ = (U2 -3v)(u?-v),
X2 —Xy+ y2 =(x+ y)2 —3v=u?-3v.
IraSe Sias iSraiSkas j sprendziamg sistema gausime:
(% -3v)(u®-v) =91,
, (1)
u--3v=7,
7(u2 -Vv) =91,
u?-3v=7,

u2—v:13,
u2—3v:7;

u?=v+13
u2 =3v+7;

=>3+7=Vv+13=2v=6=>Vv=3.

Belieka apskaiciuoti u:
u?=3+13=u==+4,
Vadinas, (1) sistematuri du sprendinius. (—4; 3) ir (4; 3).
Nezinomyjy X ir y reik§miy poroms (X; Y) rasti reikia iSspresti dvi lygéiy sistemas:



X+y=-4, ir X+y=4,
xXy=3 xy=3.

Pagal Vijeto teorema, pirmg sistema atitinka kvadratiné lygtis t?+4t+3=0 (jossprendiniai yra—1
ir —3), 0 antra — kvadratiné lygtis t?—4t+3=0 (jossprendiniai yralir 3).

Taigi skai¢iy poros (—1; —3) ir (—3; —1) yrapirmos sistemos sprendiniai, o skai¢iy poros (1; 3) ir (3; 1)
yra antros sistemos sprendiniai.

Matome, kad pradiné lygéiy sistema turi keturis sprendinius: (-1; -3), (-3; -1), (1; 3) ir (3; 1).

Ats: (-1,-3), (-3;-1), (1, 3), (3; D).

3. ISspreskite lygciy sistema

C+x3y3+y3=17, @
X+ Xy+Yy=>5.
Sorendimas. Taikydami keitinius u= x+ Yy ir v= Xy gauname, kad
XYy = (0 + V%) +(x9)° = (x4 Y)(E - xy+ y7) + (x9)° =
= (¢ Y+ Y)? =339 + (x9)° = u(u? = 3) + V7,
X+Xy+Yy=U+V,
todel vieto] (2) gausime lygciy sistemag
u(u2—3v)+v3:17, 3)
u+v=>5,
kuri ekvivalenti lyg€iy sistemai
u+ve—3uv=17,
u+v=>5.
Nezinomyjy U ir v atzvilgiu ji yra simetring, todél sprgsdami jg taikykime keitinius t=u+v ir

p=uv.
Kadangi ud+ve= (u +v)(u2 —uv+ vz) =(u+Vv)((u +v)2 -3wv) =t(t2 —3p), tai vietoj (3) gausime
lygciy sistema
2
{t(t _3p)-3p=17, @
t=5.
Irase t =5] pirma lygtj gauname:
5(25-3p)-3p=17=125-15p—-3p=17= p=~6.
Taigi porat=5, p=06 yravienintelis(4) sistemos sprendinys.
Nezinomyjy u ir v poroms (u, V), tenkinan¢ioms (3) sistema, rasti reikia iSspresti lygéiy sistema
u+v=>5,
{uv =0.
Tailkydami Vijeto teorema sudarome kvadrating lygtj t2-5t+6=0, kuri turi du sprendinius —
skaicius 2 ir 3. Vadinasi, u=2, v=3 atbau=3, v=2.
Beliekaisspresti dvi lyg€iy sistemas:
X+y=2, . [X+y=3
{xy:B " {xyz 2.
Pirmg sistemg atitinka kvadratiné lygtis t? —2t+3= 0, kuri sprendiniy neturi, o antrg — kvadratiné lygtis

t2-3t+2=0, kurios sprendiniai yralir 2.
Vadinasi, (2) lygc¢iy sistema turi du sprendinius — skaiéiy X ir y poras (1; 2) ir (2; 1).
Ats: (1; 2), (2; 1).



4. Isspreskite lygciy sistema

X“+y~ 5
xy 2 )
x2—y2:3
Sorendimas. Kadangi
2 ,..2
XAyt _x.y
Xy y X

pazymékime t = Vi spreskime pirma sistemos lygtj. Gausime:
X

2 2
XAy 5 1% o2 5i2-0t=Tabat=2
Xy 2t 2 2

Gauname du atvejus:

1 y:%x ir 2) y=2x
. 1 .
Jel y==x,ta
y 2

2

X2 —y? =3=x?

—lx2 :3:>§x2 =3=>X==%2.
4 4

Jei y=2x, ta lygtis X2 — y2 = 3 sprendiniy neturi.

Vadinasi, (5) lyg¢iy sistema turi du sprendinius; (-2; 1) ir (2; 1).

Ats.: (-2;-1), (2; ).

5. I8spreskite lygciy sistema

Sprendimas. Spreskime taip:

1 1 1 2 1
= == ==, y2—1:2x, 2X = X+ 4, X =4,
= = =

2 _q_
y?—x-5=0 y?—x-5=0 y"—l=x+4

= x=4,y=-3abax=4,y=3.

Taigi lygéiy sistema turi du sprendinius — (4; —3) ir (4; 3).
Ats.: (4;-3), (4; 3).
6. ISspreskite lygciy sistema
(x+Y)(X* - y?) =16,
{ (6)

(x— ) + y?) = 40,

Srendimas. Aisku, kad turi galioti lygybé
2 2 2 2
S(x+Y)(X* = y7) =2(x=y)(x" +y°).

Nagrinédami jg gauname:

5(x+ y)2(x— y)—2(x— y)(x2 + y2) =0= (Xx- y)(3x2 +10xy+ 3y2) =0=>

= x-y=0 arba 3x? +10xy+ 3y2 =0.

Nesunku jsitikinti, kad (6) sistema neturi sprendiniy, tenkinanciy salyga x— Yy =0. Beto, pora (0; 0)
taip pat néra jos sprendinys.

Padalije antrg lygybe i$ x? (x#0) gauname:



7.

X X
y_-10+V64 -5:4
X 6 3
Y_ 3aba¥=--=
X X
Vadinas, y=-3x arba yz—%x.
rase¢ 1 (6) pirmg lygt] gauname:
y=-3X%, y=-3X%,
1) 2 5 =1 3 =>x=1Ly=-3
(Xx=3x)(x*-9x)=16 |(x" =1
1
y:_§X’ yz_lx,
2) 1 1 = 3 = x=3y=-1
(x—éx)(x2—§x2)=16 x3 =27

Taigi (6) sstematuri du sprendinius— (1; -3) ir (3; -1).
Ats.: (1; -3), (3; -1).
ISspreskite lygciy sistema
{xz + 2y2 =4, )

2Xy=2y-5.

Sorendimas. Aisku, kad turéty galioti lygybé
(x2 + 2y2) +2xXy=4+(2y-5).
I§ jos gauname:
(x+Y)?+y?=2y-1= (x+Y)? = ~(y* -2y +D = (x+y)* =~(y-D* =
= X+y=0ir y-1=0.

Vadinas, (7) sistemagali turéti tik vieng sprendinj — skaiéiy porg (—1; 1). Bet ji netenkinanei pirmos, nei
antros (7) sistemos lygties.

Lyg¢iy sistema sprendiniy neturi.

Ats.: &.

Raskite paraboliy, kuriy lygtys yra y= X2 -9 ir x= y2 -9, susikirtimo tasky koordinates.

Sorendimas. I8 paveikslo matyti, kad reikia rasti keturiy abiejy
paraboliy susikirtimo tasky A, B, C ir D koordinates. Joms rasti
reikia iSspresti lygéiy sistema

2
y=x"-9

, (®)
X=y“-9.

IS lygybés y—X= (x2 -9 - (y2 —9) gauname:

y=x=x2=y? = (Y= +(y-x)(y+x=0=

=>(Y-X)A+y+x)=0= y=xabay=-x-1

Ja y=x ta
x=x2—9:>x2—x—9:0:>x=1i\/§.
Je y=-x-1 ta
—x—1:x2—9:>x2+x—8:0:>x:_1i—2\/§%.



Taigi (8) lygéiy sistema turi 4 sprendinius: [ > >
(—1—\@_ —1+\/£J (—1+\/£, —1—\@}
2 2 ’ 2 2 '

Belieka issiaiskinti, kuriuos taSkus atitinka Sie sprendiniai.

1+\/3_7.1+\/3_7
2 )

1-/37 1—\/3_7J (1+\/3_7_1+x/3_7j
5 , ; ,

, C koordinatés

Ats.: A koordinatés (

], B koordinatés [_1_2@ : _1+2\/§J

2
1-4/37 1-/37 (14433 13
: , D koordinatés X .
2 2 2 2
9. Isspreskite lygciy sistema
59 g
X+y
4xz
—=3 9
X+Z ( )
3yz _,
y+7

Sorendimas. Aisku, kad né viena (9) sistemos sprendinio (X; y; 2) komponeneté negali bati lygi

nuliui. Todél pirma lygtis yra ekvivalenti lygciai 5= 6(1+£j antra— lygcia 4= 3(%+%) o trecia
y X

lygtis yra ekvivalenti lyg¢iai 3= Z(E + EJ Pazyméje
zy

azl,bzl,c:l
X y z
gauname lygciy sistema
a+b :E,
6
4
a +c=—, 10
3 (10)
b+c:§.
2
Sudéje visas tris lygtis gausime, kad
11
a+b+c=—/.
6
IS ¢ia ir (10) iSplaukia, jog
a=EF®+Q=E;§=£
6 6 2 3
b=l (@arg-t_4_1
6 6 3 2
c=@ipy=2_q
6 6 6

Vadinas, x=3, y=2, z=1, otrgetas(3; 2; 1) yravienintelis (9) sistemos sprendinys.
Ats.: (3;2; 1).

10. Raskite visus realiyjy skaiCiy X, y ir ztrejetus (x; y; 2), kad kiekvienas i$ jy buty lygus kity dviejy skaiciy
sumos kvadratui.



Srendimas. Pagal salyga, x=(y+ 2)2, y=(z+ X)2 ir z=(x+ y)2. Taigi reikia i$spresti Sig lygéiy
sistema
X=(y+ z)2 :
y=(z+ x)2, (11
z=(X+ y)2.
Pirmiausia atkreipkime démes;j j tai, kad batinai x>0, y>0 ir z>0.
IS pirmos lygties atéme antra lygti gausime:
X—y=(y+ z)2 —(z+ x)2;
X=y=(y+2)-(z+x))(y+2)+(z+X)),
X=y=(y=X)(X+y+22),
(X=y)+(X=y)(x+y+22) =0,
(X—y)@A+x+y+22)=0.
IS ¢ia iSplaukia, kad y = X.
IS pirmos lygties atéme trecia lygtj analogiSkais veiksmais gausime, kad z= X.
Vadinasi, turi biiti Xx=y=2
Tadais pirmos lygties gausme:

X:(X+X)2:>4X2—X=O:>x(4x—1)=0:>x=0arbax=%f.

- - . - . (111
Taigi (10) sistema turi du sprendinius — trejetus (0; 0; 0) ir [Z; Z;Zj,
Ats: (0; 0; 0), l;i;E .

44 4

Sprendimus parengé dr. Antanas Apynis



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
(2019-2021)

1. PlokStumos «a ir B sudaro 45° laipsniy dvisienj kampg, jy sankirtos tieséje ¢ pazymétas taskas
C, 18 jo plokstumose « ir f iskelti statmenys tiesei c, juose atidétos atkarpos CA plokStumoje a
ir CB plokstumoje S taip, kad CA = 2CB. Per taSkus A ir B nubréztos dvi lygiagrecios tiesés —
tiesé a plokStumoje a ir tiesé b plokStumoje f . Atstumas tarp tiesiy a ir b lygus d. Raskite
atstumus nuo tiesés c iki tiesiy a ir b.

Sporendimas. Kaip jrodyta 1 pavyzdyje, tiesés a ir b yra
lygiagrecios su plokStumy « ir § susikirtimo tiese ¢ (1 pav.).
Kadangi CA L c, CB 1 c,ta kampas ACB yra dvisienio
kampo tarp plokStumy « ir g tiesinis kampas, taigi LACB =
459, Tiesés AB ortogonalioji projekcija plok§tumoje B yra
ties¢ CB. Kadangi ties¢ CB yra statmena tiesel b, tai pagal
trijy statmeny teorema gauname, kad ties¢ AB yrastatmena
tiesel b, taigi ji Statmenair tiesei a. Taigi atkarpa AB yra
lygiagreCiy tiesiy a ir b bendras statmuo, o jos ilgis AB =
d yra duotasis atstumas tarp $iy tiesiy. Zymédami CB =
x,CA = 2x trikampiui ABC taikome kosinusy teoremg ir
gauname: AB%? = CB? + CA? —2CB-CA-cosZACB,t. y. d* =x?+ (2x)?—2-x-2x"

cos 45° = x2(5 — 2v2). Taigi 22 = =2 — = (5 + 2v2).

T 5-2v2
Ats, 5+2\/Ed ir 2 5+2\/§d.
\} 17 \} 17

2. I atkarpos AB = 6 galy nubrézti du spinduliai, kurie yra
statmeni  tarpusavyje ir sStatmeni atkarpai  AB. Tuose
spinduliuose atidétos atkarpos AC = 6, BD = 3. Raskite
atstuma nuo atkarpos AB vidurio taSko iki tiesés CD.

Sorendimas. Sakykime, kad taskas M yra atkarpos AB
vidurio taSkas (2 pav.), AM = MB = 3, taii$ uZdavinio saglygos M
iSplaukia, kad ieSkomasis atstumas yra trikampio CMD A » B
aukstines MH, nubréztos i§ virsinés M ilgis. Taikydami H
Pitagoro teoremg statiesiems trikampiams ABD,ACD,ACM ir
DBM, gauname, kad AD =VABZ+BD? =445, (D = D
VAC?+ AD? =9, CM =AC? + AM? =45, DM = 2 pav.
VMB? + BD? =+/18. Kadangi CD yra ilgiausioji trikampio
CMD krasting, tai aukstinés pagrindo taskas H yra krastinéje CD. Todél trikampio CM D aukstinés
ilgj MH = x rasime lygybéje CH =CD —HD jra§¢ CH =+VCM? —MH? =
V45 —x2, HD =+VDM? —x2 =18 — x2. Gauname lygtj V45 —x2 =9 —+18 — x2.
Pakéle abi puses kvadratu ir suprasting, gauname, kad V18 — x? = 3, taigi x = 3.

Ats.: 3.

3. Dvisienio kampo tarp plokStumy 7, ir m, didumas lygus
B, 18 jy sankirtos tiesés ¢ tasko A nubrézta tiesé a, esanti
plokstumoje m, ir su tiese ¢ sudaranti kampg a. Kokj
kampa ta ties¢ a sudaro su plokStuma m,?

Srendimas. Ties¢je a pasirinkime taska M ir
sakykime, kad AM = m (3 pav.). I$ tasko M nuleidziame
statmenj MN tiesal c ir statmenj MK plokStumai m,. Tiesé
AK yra tiesés a ortogonalioji projekcija plokStumoje 15,
todél kampas MAK yra ieSkomasis kampas tarp tiesés a ir




plokstumos 1,. I$ staciojo trikampio AMK turime, kad sin ZMAK = % . Kadangi tiesé a yra

plokstumoje , ir statmenatiesei MN, tal pagal trijy statmeny teorema ji statmena ir tiesés MN
projekcijai plok§tumoje m,, t. Y. ji statmenatiesei NK.I$ ¢ia iSplaukia, kad kampas MNK yra
dvisienio kampo tarp plokstumy 1 ir 7, tiesiniskampas, taigi ZMNK = [. IS sta¢iojo trikampio
MNK turime, kad MK = MNsin £MNK = MN sin 5. I§ staciojo trikampio AMN gauname,
kad MN = AMsina = msina,todél MK =msinasinf. Tag  sinZMAK = ME

T AM
msinasin . -
Tﬁ = sina sin .

Ats.: arcsin(sin a sin f3).

Plokstumos « ir f sudaro 120° kampa, jy sankirtos tieséje yra atkarpa AB = 5. I§ tasko A
plokStumoje « iSkeltas statmuo tiesei AB ir jame atidéta atkarpa AC = 8, 1S taSko B plokStumoje
B iSkeltas statmuo tiesei AB ir jame atidéta atkarpa BD = 6. Raskite atkarpos CD ilgj.

Srendimas. PlokStumoje B 1§ tasko A
iSkelkime statmenj tiesei AB ir jame atidékime
atkarpa AE = BD =6 (4 pav.). Keturkampis
ABDE yra staCiakampis, DE = AB =5.
Kadangi AC L AB ir AE L AB, tai kampas CAE
yra dvisienio kampo tarp plokstumy a ir f8
tiesinis kampas, taigi ZCAE = 120°. Trikampiui
ACE taikydami kosinusy teoremg gauname, kad
CE? = AC* + AE?> — 2+ AC - AE - cos £CAE =
82+62—2-8-6-(—;)=148. Tieses CE
ortogonalioji projekcija plokStumoje [ yra tiese
AE, todél pagal trijy statmeny teorema ties¢ DE
yra statmena tiesés CE projekcijal, tai ji statmenair tiesei CE, taigi kampas CED yra statusis.
Staciajam trikampiui CED taikome Pitagoro teoremg ir gauname, kad CD = VCE? + DE? =
V148 4+ 52 =+/173.

Ats.: V173.

Staciojo gretasienio pagrindas yra lygiagretainis, kurio krastiniy ilgiai 3 ir 4, o kampas tarp jy
lygus 120°. Trumpesnioji gretasienio jstrizainé yra lygi ilgesniajai pagrindo jstrizainei. Raskite
gretasienio turj.

Sprendimas. Sakykime, kad gretasienio ABCDA,;B;C;D; B C

(5 pav.) pagrindas yra lygiagretainis ABCD, kuriame AB = 3, 1 :
AD =4, +BAD =120° todél 2ABC = 60°. Lygiagretainio |
|

istrizainiy ilgius rasime, trikampiams ABC ir ABD taikydami

kosinusy  teorema: AC? =3%2+442—-2-3-4-cos60° = A1
13, BD* =3%+4+42 —2-3-4-cos120° = 37, tagh B's<—1--f--AC
ilgesnioji jstrizainé BD = v/37. I sta¢iyjy trikampiy DBD; ir \
ACC, pastebime, kad gretasienio jstrizain¢ AC; yra trumpesné \
uz jstrizaing BD;, nes §iy trikampiy statiniai CC; ir DD, yra A D
lygiis, o statinis AC trumpesnis uz statinj BD. Taigi pagal 5 pav.
salyga AC; = BD =+/37 ,todél gretasienio aukitineé CC; =

AC,* — AC? =+/24. Kadangi pagrindoplotasS = 3 - 4 - sin 120° = 6+/3, tai gretasienio tiris

V =6V3-v24 = 36V2.
Ats.: 36V2.

Per staCiakampio gretasienio ABCDA;B,C;D, virSines A,C ir D; nubrézta plokStuma, kuri
sudaro su pagrindo plokstuma 60° dvisienj kampa. Gretasienio pagrindo krastinés lygios 3 ir 4.
Raskite gretasienio tiirj.



Sorendimas. Plokstumoje, einancioje per staciakampio gretasienio ABCDA;B,C;D;
virStines A, C ir D; nubrézkime statmenj D;H i§ virS§inés D; | tiese AC (6 pav.). Pagal trijy
statmeny teoremg tiesés D; H ortogonalioji projekcija gretasienio pagrindo plokStumoje — tiesé¢
DH yra statmena tiesel AC, taigi atkarpa DH yra staciojo D
trikampio ADC aukstiné, nubrézta j jzambing. Kadangi AC = Cl
VAB? + AD? =5, tai i§ lygybés AD - DC = AC - DH randame,

|

|

. . |
kad DH = 2225 = 22 = = Kadangi D;H L AC, ir DH 1 AC, |
|

AC 5
ta kampas D;HD yra dvisienio kampo tarp plokStumos, A1

nubréztos per virSines A,C ir Dy, ir gretasienio pagrindo Di--\-4-->C
plok§tumos tiesinis kampas, taigi 2D;HD = 60°. I3 staciojo /
trikampio DD;H randame gretasienio auksSting DD; = / H
DH tg «£D;HD = 15—2\/§ Todél gretasienio tiris V = AB - AD - A B

144
DD; = —+3. 6 pav.
Ats.: 1‘;—4\/5.

Taisyklingosios trikampés prizmés ABCA;B;C; pagrindo krastinés ilgis lygus ST‘E, o Soninés
briaunos ilgis lygus 2v/3. Per prizmés pagrindo krasting AC ir briaunos B;C; vidurio taska
nubréZta plokStuma. Raskite gautojo pjiivio plotg ir dvisienj kampa, kurj $i plok§tuma sudaro su
prizmés pagrindo plokStuma.

Sorendimas. Sakykime, kad taskas N yrabriaunos B; C; vidurio taskas (7 pav.), nubrézkime
per taska N tiese, lygiagrecia su tiese AC, kuri kerta briaung A, B; taske M, tai pagal 6 teiginio
rezultatg kertancioji plokStuma kerta prizmés pagrindg A, B, C; tiese B

MN, todél trapecija ACNM yra ieSkomasis pjivis. Atkarpa MN eina 1
per trikampio A, B; C;krastinés B;C,vidurio taska N ir lygiagreti su C

krastine A;C;, taigi ji yra Sio trikampio viduriné linija, todél MN = 1

LAc =22 0a,M =1 4B = £2 Kadeng statie trikampiai AA; M B

ir CC;N yra lygis, tai §i trapecija lygiasoné, jos Soninés krastinés

ilgis AM=\/AA12+A1M2= 53—2 Kertanc¢iojoje ploks§tumoje

nuleiskime statmenj NH L AC, atkarpa NH yra trapecijos aukstiné, H C
CH=2(AC-MN)=2E, NH=VNCZ-CH=4. Tag 7 pav.

trapecijos plotas S = @-NH = 8+/3. Prizmés sienoje BCC;B; i§ tasko N nuleiskime

statmenj NP briaunal BC, ties¢é HP yra tiesés NH ortogonalioji projekcija prizmés pagrindo
plokstumoje, todél pagal trijy statmeny teoremg PH L AC. Taigi kampas NHP yra ieskomojo

dvisienio kampo tarp kertanciosios plok§tumos ir prizmés pagrindo plokstumos tiesinis kampas.

I$ staciojo trikampio NPH randame, kad sin ZNHP =% = \/2—5, todél ieSkomojo dvisienio

kampo didumas yra 60°. D
Ats.: 8v3 ir 60°. C

Staciakampio gretasienio ABCDA;B,C;D, pagrindas yra
kvadratas ABCD, kurio krastinés ilgis lygus 4. Raskite

atstuma tarp tiesiy AA; ir B1D. Al 1
Srendimas. Nubrézkime plokStuma, einanéig per
taskus B,By,D; ir D (8 pav.). Ji eina per ties¢ B;D ir [/) _— C
lygiagreti su tiese AA,. Kadangi kvadrato ABCD jstrizainé e
AC yra statmena Siai plokStumai, tai ieSkomasis atstumas //
yra lygus pusei jstrizainés AC ilgio, t. y. 2v2. /
Ats.: 2v/72. A B



9.

10.

Taisyklingosios keturkampés piramidés visos Soninés sienos su pagrindo plokStuma sudaro
kampus a. Raskite dvisienj kampg tarp gretimy piramidés Soniniy sieny.

Sorendimas. Taisyklingosios keturkampés piramidés SABCD pagrindas yra kvadratas
ABCD, taske O susikerta jo jstrizainés, o pagal taisyklingosios piramidés apibrézimg atkarpa SO
yra jos aukstiné (9 pav.). Jei taskas M yra briauny AD vidurio
taskas, tai SM L AD (nes trikampis SAD yra lygiasonis), o
OM 1 AD, taigi kampas OMS yra dvisienio kampo tarp
Soninés sienos SAD ir pagrindo plokStumos ABCD tiesinis
kampas, taigi £0MS = a. Nubréziame trikampio ABS
auksting BH, i$ trikampiy ABH ir ADH lygumo (AH — bendra
krastiné, AB = AD, 2BAH = £DAH) isplaukia, kad atkarpa
DH yra statmena briaunai AS, taigi kampas BHD yra
dvisienio kampo tarp gretimy Soniniy sieny ABS ir ADS
tiesinis kampas. Zymékime AB = AD = a,tuomet BD =
av2, OM = %, i$ staciojo trikampio SM O randame piramidés
apotemg SM = oM —_ 2 tuomet i§ trikampio AMS

cos2OMS  2cosa’

randame piramidés Soninés briaunos ilgj AS = VAM? + SM? = \/ (%)2 +(—)2 =

2cosa

a

Vcos?a + 1. Trikampio ADS aukstinés DH ilgj rasime dvie budais skai¢iuodami jo plota:
AD-SM a
AS  cosZa+1

kosinusy teoremg rasime ieSkomojo kampo BHD kosinusa: cos ZBHD =

2cosa

2S=AD-SM = AS-DH. 1§ ¢ia DH = BH =

Trikampiui BSD taikydami

BH?+DH?-BD?

2:BH-DH
cos?atl a®>  1-cosla-1 2 P . 2
2 = 5 = —cos“a. Taigi ieSkomasis kampas ZBHD = m — arccos(cos“a).
cos?a+1

Ats.: m — arccos(cos?a).

Trikampés piramidés visos Soninés briaunos lygios a, vienas ploksciasis kampas prie virSiinés
yra statusis, kiti du lygiis po 60°. Raskite piramidés tiirj.

Sorendimas. Sakykime, kad trikampés piramidés SABC pagrindas yra trikampis
ABC, plokscéiasis kampas prie vir§tnés ASB yra statusis, £ACS = £BSC = 60°, SA=SB =
SC = a (10 pav.). Kadangi trikampiai SBC ir SAC yra lygiaSoniai,
0 jy vienas kampas lygus 60°, tai jie yra lygiakras¢iai, todél AC =
BC = a. 1§ staciojo trikampio ASB surandame AB = a+/2,0
kadangi trikampyje ABC teisinga lygybé AB? = AC? + BC?, tai
§is trikampis yra statusis, ZACB = 90°. I§ piramidés viriinés
nuleiskime statmenj SH | pagrindo plokStumg. Kadangi staCiyjy
trikampiy ASH, BSH ir CSH statinis CH yra bendras, o jZzambinés
lygios (SA = SB = SC = a), tai tie trikampiai yra lygis, todél
HA = HB = HC. Taigi taskas H yra vienodai nutolgs nuo
trikampio ABC virsiiniy, todél jis yra apie $j trikampj apibrézto 10 pav.
apskritimo centras. Bet apie statyjj trikampj apibrézto apskritimo

centras yra jzambinés vidurio taskas, taigi taskas H yrabriaunoje AB, AH = HB = aTz Tuomet

L el AT —ATZ & .o 1 Loy =1, a_ a
piramidés aukS$tiné SH = VSA* — AH =% 0 jos tiris V' = =Spapc  SH = 5 - = 7o

3

i
Ats.: - NeR

Sprendimus parengé doc. Edmundas Mazétis



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA
6. LOGARITMAI

(2019-2021)
Sprendimai
1. Apskaiciuokite logaritminio reiskinio 1 + 1 logg 625—100g3 225 reikSme.
logs3 100253
Sorendimas. Reiskinyje pereikime prie logaritmy pagrindu 5:
1 N 1  logy 625—l0g, 225 = 1 N logs125 logs625 logs 225 _
l0g53 100553 logs3  logs3 logs 9 logs 3
L, 3 4 2¢206:3_ 1 3 5 5 2logy3)= 283,
logs3 logs3 2logs3 logs 3 logs 3 logs 3
Ats. -2.

2. Apskaiciuokite 19325, kai 1g64=m.

wlN

Sprendimas. Ig64=m=1g2° =m=6lg2=m= Ig2="2" 1g¥25 = Ig5

2
=, =ZIg5=21g— =2(1-1g2
5 3'95=3107=20-192)

2 m, 6-m
=—(1-—-)=——.
3 6 9

Ats. 6—m.
9

3. Jrodykite teiginj: jeigu (ac)'®%P =c?, tai skaiGiai log,u,log,u ir log. usu bet kuriuo teigiamu u yra
aritmetinés progresijos nariai (a>0,a#1,b>0, b1, ¢c>0,c=]).

Irodymas. Tam kad skaic¢iai log,u, log, u ir log, u biity aritmetinés progresijos nariai, turi galioti lygybé
log,u _log,u

log, u+log, u=2log,u arba, peréjus prie logaritmy pagrindu a, lygybé log, u+ =2 . Abi Sios
og,c log,b
lygybés puses padalij¢ 1§ logy,u gausime, kad reikia jrodyti lygybe 1+ = arba
log,c log,b

log,b-(log,c+1) =2log,cC.
Nesunku jsitikinti, kad §i lygybé iSplaukia i§ sglygos lygybés. Logaritmuojame pagrindu a abi lygybés
(ac)'®a® = ¢? puses:
(ac)'®%2P = ¢? = log, (ac)'®2P =log, c? = log, b-log,(ac) = 2log, c=>log, b- (1+log, c) = 2log, C.
Teiginys jrodytas.

4. Tspreskite lygtj 10955 x—10ggs X* =loggs3-1.
Sprendimas. 10g5 s X—10gg 5 X = 1095 5 3—1=> 1095 5 X — 2109y 5 X — (1095 5 3—1) =0.. Pazyméje t=logys X,

gauname kvadrating lygtj:
t? =2t — (1093 53-1) = 0= ty, =1+ 1+ 1093 s3-1=>t; =1+10gy s 3, t, =1—l0gys3.

« x: " 3 3
I8 ¢ia turésime 10gps X =1+10gy53= 1095 X=10gg5 > =X = > arba

1
Iogo’5 Xx=1- Iogo’53:> Iogoy5 X= |090,562> Xo = E )

Ats. El
2



2lgx

5. Isspreskite lygtiy ———— =1.
pre ygh Ig(5x—4)

4
BX—4>0=> X> 2
X—a>P=X>g — xe (21U @),

Sorendimas. Lygties apibrézimo  sritis:
Ig5x—4)#0=>5x—-4#1= x#1

2Igx 2 2 2
—="  =1=lgx =1gx—-4) = x* =5x—4=> X" -5x+4=0=>x =1 x, =4.
Ig(5x—4) g o ) X 2
Kvadratinés lygties sprendinys X =1nepriklauso nagriné¢jamos lygties apibrézimo sriciai, todél duotosios lygties

sprendinysyra x=4.
Ats. 4.

6. Iispreskite lygti 1gv/1+ X +3lg+1— x =Igy1-x? .
1+ x>0=x>-1
1-x>0=>x<1

Ig+/1+ X +3lg1— x =IgV1—x? = Ig(/1+ X - «/(1— X)) =IgVl-x? = 1+ x- «/(1— x)3=vV1-x% =
= 1+X)1- %3 - 1= X1+ X) =0= (1+ X)A-X)(1-X)* D) =0= (1+ X)- 1— X)- X- (x—2) =0=
= 1+X)-A-x) X (Xx-2)=0=x=-1L%X=0,x=1x,=2. Tik Xx=0 yra duotosios lygties sprendinys.
Kitos reikSmés nepatenka j apibrézimo sritj.
Ats. 0.

Sprendziame lygti:

Sorendimas. Lygties apibrézimo sritis: { = Xe (-11). Sprendziame lygtj:

| —
7. Isspreskite lygti Xog*ﬁ(x 2 9.
Sorendimas. Lygties apibrézimo sritis: X>2. Po abiejy lygties pusiy logaritmavimo pagrindu 3 gausme

lygti:

log j; (x~2)-logy x=2=> 1005(x=2)1085X _ 5 _, 5|00, (x—2) = 2= logy(X—2) =1=> X— 2= 3=> x=5.
* logz \/x

Ats. 5.

: : 3
8. Isspreskite lygti 1003, % + Iog% x=1.

, . 0o .. x>0, . o . .
Sorendimas. Lygties apibrézimo sritis: {3)( l:> XE(O;%)U(%;OO). Lygtyje pereikime prie logaritmy
+

3
logs
. . . 1-log; X _ )
pagrindu 3. Gausime lygti: —X+|Og:_23X=1:>—g3+|Og§X=1 . PaZzymékime t=1log; x. Turésime
log5(3x) 1+logs X
lygti:
ERLC Stt-D(t+2)=0 =t,=0, t,=1, t;=-2;
1+t
logs x=0= x=1, logz x=1= x=3, Iog3x=—2:>x=é.
1
Ats. —; 1, 3.
9

9. ISspreskite lygti logg X-10g,625=1.

Sorendimas. Lygties apibrézimo sritis X>0. Lygtyje pereikime prie logaritmy pagrindu 5. Gausime:
logs 25 1
logs16
Ats. 4.

logg X- = logsg X- =1=logs x=l0g54= x=4.

2logs 4



10. Sudarykite desimtainés logaritminés skalés intervalo [100; 950] eskizg atidéje Sioje skaléje skaicius
x=100, 150, 250, 350, ...., 950 atitinkancias Zymes.

Sprendimas.

e : N X {lgg
Apskaiciuojame salygoje nurodyty skaiciy deSimtainiy 100 0
logaritmy mantises (Zr. lentel¢ deSingje) ir gautas reikSmes 150 0.18
atidedame skai¢iy tiesés atkarpoje (laikydami, kad 250 0’40
pasiriktosios atkarposilgis lygus 1). Gauname desimtainés 350 0’54
logaritminés skalés atkarpa (zr. pav.), kurioje pazymeti 550 0’74
skaiciai x=100,150, 250, 350, ...., 950 . 650 0,81

750 0,88
850 0,93
950 0,98
100 150 250 350 450 550 650 750 850950

Sprendimus parengé E. Stankus



LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

7tema. KOMBINATORIKA IR TIKIMYBES
(2019-2021)

Sprendimai

1. I§ aibés A={a; b; ¢} elementy sudarykite: a) visy deriniy su pasikartojimais po 2 elementus aibg; b)
visy deriniy su pasikartojimais po 4 elementus aibg.

Sorendimas.  Apskai¢iuokime, kiek deriniy su pasikartojimais turétq biiti abiem atvejais — pagal
_(n+m-1i turésime: a) 6§ =Ci= 4 ——=6;Dh) C3 =Co = 6 =15.
m!- (n—1)! 21. 2! 4.2
ISvardinkime $iuos derinius:
a) (a;a), (b;b), (c;0), (& b), (&), (B0) ;
b) (@& aa), (b;b;b;b), (c;c;c;0), (ab;b;b), (& & b;b), (& &b), (a;c;c;0), (& a;c;c), (& aa;c), (b;c;c;c),
(b;b;c;c), (b;b; b;c), (a;b; c;€), (asb; b;c), (& a; b;c) .

formule Cn =Chlmi=

2. Tegu A={a;b;c; d; & . Kiek is Sios aibés elementy galima sudaryti:

a) deriniy be pasikartojimy po 3 elementus?

b) deriniy su pasikartojimais po 3 elementus?

¢) gretiniy be pasikartojimy po 3 elementus?

d) gretiniy su pasikartojimais po 3 elementus?

e) kéliniy be pasikartojimy?

f) kéliniy su pasikartojimais, kai elementas a jeina vieng karta, b — du kartus, ¢ — vieng kartg, d —du
kartus, e— triskartus?

Sorendimas. a) 05_3'52 ~10; b) Ce=C3=—""—35; ) A°=5.4.3-60; d) Ac=5°=125;
. -
€) R, =5!=120; f) P(L2,12,3)—m_15120.

3. Kiek skirtingy penkiazenkliy skai¢iy galima sudaryti i§ skaitmeny 0, 3, 5, 7 ?

Sorendimas. Tegu $is penkiazenklis skai¢ius yra ABCDE. Raidziy B, C, D ir E pozicijas gali uzimti
bet kuris i§ duotyjy skaitmeny — tokiy galimybiy yra 4*. Pirmasis skaitmuo negali bati 0 — taigi A
pozicija gali uzimti 3 skaitmenys. Vadinasi, i§ duotyjy skaitmeny galima sudaryti 3-4%=768
penkiazenklius skaicius.

Ats.768.

4. Tegu A, Bir C — bet kurios aibés, turin¢ios elementy atitinkamai |A|,|B]| ir |C|. I8veskite formule
aibés AUBUC elementy skaic¢iui |AUBUC| ((8) formulés analogg trijy aibiy sgjungai).
Sorendimas. [rodydami naudojamés formule
|AUBKHA|+|B|-|ANB]. D
Pagal ja turésime
|AUBUC I AU(BUC) H Al+|BUC|-|An(BUC)|. 2
Kadangi pagal (1) IBUCKHB|+|C|-|BnC]| ir, beto, An(BuUC)=(AnB)U(ANC), jrase tai j (2),
gauname
|AUBUCHAI+|B|+|C|-[BAC|-|(AnB)U(ANC)|. 3
Paskutiniam Sios lygybés démeniui vél taikome tg pacig (1) formulg:
[(ANB)U(ANC)|H AnB|+|ANC|-|[(AnB)N(ANC)|[H{AnB|+|ANC|-|AnBNC)].



Irase tai j (3), turésime formule aibés AUBUC elementy skaiciui apskaiciuoti:
|AUBUC A|+|B|+|C|-]|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC].

5. Turisty grupéje — 100 zmoniy, 70 i$ jy kalba angliskai, 45 — pranciziskai, o 23 — kalba abiem
kalbomis. Kiek turisty nekalba nei angliskai, nei pranciiziSkai?

Sorendimas. Sio uzdavinio universalioji aibé E yra 100 turisty: | E|=100. Tarkime, A yra kalbanéiy
angliSkai turisty grupé, B — kalbanciy prancitiziskai. Turime, kad | A=70, |B|=45, | AnB=23. Reikia
rasti | An B (turisty, nekalbandiy nei angliskai, nei pranciiziskai, skai¢iy).

Pagal De Morgano désnj AnB=AuUB=E\(AUB). Apskai¢iuojame: | AUBH A|+|B|-|ANB=
=70+ 45-23=92. Tuomet | AnB|=|E\ (AU B) [5100—92=8.

Ats. 8 turistai nekalba nei angliSkai, nei pranciiziSkai.

6. Vieng kartg metus lo§imo tetraedra, kurio sienelés suzymeétos skaiciais 1, 2, 3ir 4, stebima ant kurios
sienelés jis nukris. Kiek elementy sudaro $io bandymo jvykiy erdve? ISvardinkite Siuos jvykius.

Sorendimas. Losimo tetraedro vieno metimo (stebint ant kurios sienelés jis nukris) baigéiy aibé yra
E={e;e:; 65 €} ; Cia g,i =123 4, Zymi bandymo baigt] — galimybe tetraedrui nukristi ant sienelés su
skai¢iumi i. Sio bandymo jvykiy erdve sudaro visi galimi aibés E poaibiai: po 1 baigtj — elementarigji
ivykiai {e},{e},{e},{e;} (4 jvykiai); po 2 baigtis (CZ =6ivykiai) — {e;e;},{e;;es} {ei;en} . {eri0}
{61}, {es6} ; PO B baigtis (CF = 4jvykiai) — {@;6,;e}, {e €€, {€; 65,6} {65} ; bitinasis jvykis
E; negalimasis jvykis & . Susumave gauname, kad $io bandymo jvykiy erdve sudaro 16 jvykiy.

7. Vieng kartg metami du simetriski SeSiasieniai loSimo kauliukai, kuriy sienelés suzymétos skaiciais 1,
2,3, 4, 5, 6. Raskite tikimybe, kad ant atsivertusiy sieneliy uzrasyty skaiciy sandauga buslygi 10 arba
12.

Srendimas. Aibé E={e;e}, i=12,...6,j=12,...6 (Sio bandymo vienodai galimy baigCiy aibé)
yra sudaryta i§ 36 elementy. Palankios nagrinéjamam jvykiui yratos baigtys, su kuriomis i- j =10arba
i-j=12. Tokiy baigéiy yra Sesios: {e,;e},{e5;6}.{e:6} {66} {65 e}.{e;e}. Vadinas, ieskomoji

. 6 1
tikimybé yra p=—==.
1Ikimybe yra p % 6
Ats.i.

6

8. Dézéje 15 vienody, besiskirianciy tik spalvomis, rutuliy: 4 geltoni, 5 zali ir 6 raudoni. IS jos atsitiktinai
iSimami 3 rutuliai. Apskaiciuokite tikimybe, kad bus istraukti: a) tos pacios spalvos rutuliai; b) skirtingy
spalvy rutuliai.

15-14.13

Sorendimas. Vienodai galimy baigéiy i§ viso yra C = o3 - 455,
a) Palankiy nagrinéjamam jvykiui (visi trys rutulial — tos pacios spalvos) baigCiy skaiCius yra
CI+C3+C3=Ci+C2+C3=4+ % + % =4+10+20=34. Taigi tikimyb¢, kad bus iStraukti tos

pacios spalvos rutuliai lygi 43—545 ~0,075.

b) Palankiy jvykiui ,,iStraukti skirtingy spalvy rutulius® baigéiy skai¢ius yra 4-5-6=120. Todél Sio
. C e 120

kio tikimybé yra —— ~ 0,264 .
vy ybeyra o

Ats. Q) p:ﬂz0,075; b) p:%z0,264.
455 455



9. Detektyvy meégéejo biblioteka gavo devyniy Siuolaikinio norvegy rasytojo Jo Nesbo knygy siunta.
Sios knygos buvo sudétos j lentyna atsitiktiniu baidu. Kokia tikimybeé, kad knygos ., Troskulys® ir
,Policija“ bus padétos greta viena kitos.

Sorendimas. Sio bandymo vienodai galimy baigéiy aibe sudaro kéliniy i§ 9 knygy aibé, kurios
elementy skaiCius yra 9!.

I$ jy palankiy nagrinéjamam jvykiui baigliy bus 2-8-7!, nes minétos dvi konkreCios knygos
buidamos greta gali biiti sukeistos vietomis, jy pora gali uzimti bet kurig i§ galimy 8 pozicijy, o kitos 7
gai bati perstatytos bet kuria tvarka. Gauname, kad nagringjamo jvykio tikimybé lygi

.8.7!
2-8 7'=gz0,222.
ol 9

Ats. ngzo,zzz.

10. I8 sekos 1, 2, ..., n atsitiktinai renkamés du skaicius. Apskaiciuokite tikimybe, kad vienas i§
pasirinktyjy skai¢iy bus mazesnis uz K, o kitas — didesnis uz k. Cia K yra bet kuris nattiralusis skaicius,
1<k<n.

Sorendimas. Paga salyga 18 sekos 1,2,...,k—-1k,k+1,...,n renkamés 2 skaiius — galimybiy
pasirinkti 2 skaigius yra C2 = y (deriniy be pasikartojimy i§ n elementy po 2 elementus skaicius).

Palankiy nagrinéjamam jvykiui baig€iy skaifius yra 2-(k-1)-(n—k) (vienas skaiCius turi buti
mazesnis negu K, 0 kitas — didesnis uz k, arba atvirks¢iai). Vadinasi, nagrinéjamo jvykio tikimybé yra
2-(k=1)-(n—K) _4k-1)(n—k)

C? n(n—1)
Ats, p:2-(k—1)2-(n—k)=4(k—1)(n—k)_
C’ n(n-1)

Sprendimus parengé E. Stankus



ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Karabaso-Barabaso barzda sudaro 40 procenty jo bendrosios masés. Po to kai Buratinas nukirpo
jam gerg tos barzdos dalj, likusioji lyrinio herojaus barzdos dalis tesudaré jau tik 10 procenty jo
bendrosios masés. Kokig Karabaso-Barabaso barzdos dalj nukirpo Buratinas?

Sprendimas. Pacioje pradzioje padétis yra tokia, kad Karabaso-Barabaso svorisyralygus S, tai jo
barzda sveria 0,4S, o likusioji dalis 0,6S yra tai, kiek jis sverty ,,nuskai¢iavus barzdos svorj*.
Nukirpus barzdos dalj, tie 0,6S sudaro jau 90 procenty Karabaso-Barabaso masés. Vadinasi

6S 6S S
o jai* barzdai licka 0,6S:9=——=—=—.
grynajai* barzdai lieka 109" 90" 15

Todél buvo nukirpta 0,4S - S = C) = 855 = 55 = S svorio.
15 5 15 15 15 3

_° _Shazdosdalies.

Vadinas, tai sudaro S
23 6

| Bl

Atsakymas: g .

2. Isspreskite lygciy sistema

1+x2=2x, |
1+ x,° = 2x,
1+ %, = 2X,
1+x,° = 2%, |

Sprendimas. Sudékime visas sistemos lygtis ir gaukime lygybe
XX, X+ XA A= 20X + Xy + Xy + X,).
Dabar sukelkime visus narius ] vieng puse ir sugrupuokime juos truputj kitaip:
X7 = 2% 414+ %7 = 2%, +1+ X, — 2%, + 1+ x,° —2x, +1=0.
Tal yratas patskaip
(% ~D%+ (%, ~ D% + (%~ + (%, ~)? =0.



O tai reiskia, kad keturiy kvadraty suma yra lygi nuliui ir tod¢l visi tie kvadratai yra lygiis nuliui
arba, kitaip sakant, kad visi tie nezinomieji yra lygiis 1. Kitais zodziais tariant,

(X0, X5, X3, X,) = (LLLD).
Atsakymas: (1; 1; 1; 1).

3. Raskite pat] maziausig nattiralyji skai¢iy N tokj, kad skaicius N + 15 dalijasi be liekanos i§ 22,
o skaicius N + 22 dalijasi be lickanos i$ 15.

Sprendimas. Uzrasykime, kad N + 15=22P, o N +22 = 15T, tada sulyginus bus
22P - 15=15T - 22.
IS ¢ia gauname
15T -22P=7.
Perrase¢ lygybe kaip
15T=22P +7

suprantame, kad 15T yra nelyginis skaicius, todél jis baigiasi 5, vadinasi skai¢ius 22P turi baigtis
8, 0 tada pats P baigiasi arba 4, arba 9. Todél bandome i§ eilés 4, 9, 14, 19 ir matome, kad tada
15T buty 95, 205, 315, 425,..... Kadangi 315 jau dalijasi i§ 15, tai T=21 ir

N=1521-22=293
ir yra pats maZiausias toks skaicius, kuris tenkina uzdavinio salygas.

Kitas sprendimas galéty biiti toksai — pastebékime, kad skai¢ius N + 15 + 22 dalijasi ir 1§ 22, ir 1§
15. Kadangi tie du skaiciai yra tarpusavyje pirminiai — tai reiSkia, jog jie neturi didesniy uz vieneta
bendry dalikliy, tai tas reiSkia, jog N + 15 + 22 = N + 37 daljjasi iS jy sandaugos 22 -15 = 330.
Pabandzius N + 37 imti lygiu 330 vél gauname, jog N =293.

Atsakymas: 293.

4. Raskite natiiraliuosius skai¢ius mir n, jeigu yra zinoma, kad is$ trijy sekanciy lygybiy lygiai dvi
lygybés yra teisingos, o trecioji yra klaidinga:

1) 4m+ 9n=135; 2) 9m+ 4n = 135; 3) 6m+ 11n = 240.
Atsakyme uZraSykite jy sumg m+ n.
Sprendimas.

Jeigu buty teisingos pirmosios dvi lygybés, tai, jas sudéje, gautume, kad 13m + 13n = 270, arba,
kad 13(m+ n)=270. Taciau tada m+ nnegaléty buti sveikasis skaicius, nors ir turéty tokiu buti,
jeigu mir n galéty buti sveikieji skai¢iai, nes juk 270 i§ 13 nesidalina.

Taip pat vienu metu negali biiti teisingos pirmoji ir treCioji lygybés, nes jas sudéjus gautume
10m + 20n = 375, kuri taip pat su jokiais natiiraliaisiais skai¢iais mir n negali biti teisinga, nes



viena lygties pusé¢ dalijasi i§ 10, o kita tikrai nesidalina. Todél teisingos vienu metu tegaléty biiti
tik antroji ir trecioji lygybés. Ir tikrai jos turi sprendinj m= 7, o n = 18. Tod¢l atsakymas bty
m+ n=7+18=25.

Atsakymas. m+n =25

5. KeturZenkliai skaiciai abcd ir dcba susideda i$ ty paciy skaitmeny a, b, c ir d, tik parasyty
atvirkscia eile. Jeigu mes juos abu sudétume, tai gautume 13552. Kam yra lygi ty skaiciy skaitmeny
sumaa+ b+ c+ d?

Sprendimas
abcd
___dcbha
13552

Pirmiausiai mes pastebime, kad vienety skiltyje jvyksta vieneto perkélimas j aukStesnigjg deSimciy
skiltj, nes kitaip, jeigu d + a biity lygus 2, tai nebiity ir vieneto pernesimo kitame skai¢iaus kraste,
kur tiikstanéiy skiltyje irgi susiduria a + d. Todél a + d = 12. Dabar deSim¢éiy skiltyje susiduria
skaitmenys c ir d ir kadangi buvo vieneto perneSimas i$ vienety skilties, tai tada arba ¢ + b = 4,
arbac + b= 14. Dabar jeigu c + b =4, tai néra vieneto perkélimo j Simty skiltj ir tuomet ten Simty
skiltyje negalime gauti skaitmens 5. Todél c+ b=14ira+ b+ c + d=12+ 14 =26.

Atsakymas.a+b+c +d=26

6. Programuotojai Jonas, Andrius ir Justas uZ programos sura§yma gavo honorarg ir pasidalino jj
atitinkamai santykiu 4:5:7. Jeigu jie buity pasidaling jj santykiu 3 : 4 : 6, tai vienas i8 jy buty gaves
pusantro tiikstancio eury daugiau negu kad jis 18 tikryjy kad gavo. Kokia yra toji honoraro suma?

Sprendimas
. . : o . . 4 5 7
Jeigu X yra honoraro didumas, tai Jonas, Andrius ir Justas gavo atitinkamai B X, 6 X, T
pinigy. Jeigu jie bty pasidaling honorarg antruoju budu, tai jie biity gave atitinkamai
3,446
13 13 13
4 3 5 4 7 6
pinigy. Kadangi — X > —X,— X >—X,0 — X <— X, tai dalijantis honorarg antruoju biidu
16 13 16 13 16 13
_ _ . e _ 6 7 5 _
bitent Justas buty gaves daugiau pinigy ir batent baty gaves — — X X =——X daugiau.

137 16" 208
Pagal salyga 2_28 X =15.107, i3 ¢ia X =208-15-10° : 5= 62400 eury.



7. Duoti 7 skirtingi natiiralieji skaiciai. Yra zinoma, kad lygiai penki i$ jy dalijasi 1§ 2, lygiai 5 — 1§
3 ir taip pat lygiai penki i$ jy dalijasi be liekanos i§ 5. Kokig pac¢ig maziausig reikSme gali jgyti
pats didziausias i$ ty 7 skaiciy?

Sprendimas. Pirmiausiai pabraukime visus i$ ty 7 skaiéiy, kurie dalijasi i§ 3 ir po to taip pat ir
tuos, kurie dalijasi i§ 5. Kadangi atlikta 10 pabraukimy, o skaiciai buvo 7, tai i$ ty 7 skaiciy
maziausiai 3 bus pabraukti du kartus. Vadinasi, bent trys i ty skai¢iy dalijasi ir i§ 3, ir 5, o tai
reiskia, kad ir i§ 15. Taigi tie trys skaifiai yra nemazesni kaip 15-1, 152 ir 15-3. Todél pats
didZiausias iS ty skai€iy yra nemazesnis kaip 15-3 = 45. Belieka dabar sukonstruoti tokj septyniy
skaiciy pavyzdj, kur pats didziausias skaicius tikrai bty 45. Tinka pavyzdys

10, 12, 15, 18, 20, 30, 45.
Atsakymas: 45.

8. I8 skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 buvo sudaryti trys trizenkliai skaiciai tokiu biidu, kad
kiekvienas skaitmuo buvo panaudotas po vieng kartg. Ar gali biti taip, kad ty trijy trizenkliy
skaiCiy suma yra lygi: A) 1500; B) 1800.

Sprendimas. Jsivaizduokime, kad mes sudéjinéjame tuos tris skai¢ius stulpeliu. Jeigu ta suma
baigias O, tai tada ir skaitmeny suma vienety skiltyje irgi baigiasi 0. Tada ta skaitmeny vienety
skiltyje suma gali biiti lygi arba 10 arba 20 (nes trijy skirtingy skaitmeny suma negali biiti didesné
kaip 9 + 8 + 7 = 24). Jeigu ir trijy skaitmeny deSimciy skiltyje suma turi biti lygi O, tai ji yra
(atsizvelgiant j skaitmens pernesima i$ vienety skilties) atitinkamai lygi 9, 19 arba 8, 18. Kadangi
visy devyniy skaitmeny sumayral +2+3+4+5+6+ 7+ 8+ 9 =45, tai tada skaitmeny Simty
skiltyje suma bus atitinkamai lygi 45 - 10-9=26,45- 10— 19=26 arba45—-20-8=17,45—
20 — 18 = 7. Ir, vadinasi, duotyjy trijy trizenkliy skaitmeny suma bus atitinkamai lygi 2600 + 100
= 2700, 1600 + 200 = 1800, arba 1700 + 100 = 1800, 700 + 200 = 900. Tokiu btidu rezultatas A)
1500 yra negalimas. O suma B) 1800 gali gautis. Tai rodyty sekantis (ne vienintelis) pavyzdys:
713 + 459 + 628 = 1800.

Atsakymas. A) negali gautis; B) gali gautis.

PASTABA Sj uzdavinj galima i§spresti ir kitaip, parodant, kad tokiu biidu sudaryty 3-jy trizenkliy
skai€iy suma visada dalijasi i§ 9. Tikrai paimkime tuos tris skaiCius ir iSnagrinékime jy suma

100a+ 10b+c+100d + 10e+ f+100h +10i +j=a+ b+ c+d+ e+ f+ h+i+ |+
99a+99d+99%h+9b+9e+9i=45+9(b+e+i)+99@a+ d+ h)

ir mes matome, kad toji suma tikrai dalijasi i§ 9. Todél mes suprantame, kad suma 1500 tikrai
negali biiti tokiu biidu gauta, o kad suma 1800 gali buti gauta (kaip ir bet kuri kita i§ 9-iy
besidalinanti suma), tam yrareikalingas pavyzdys. Ir jis, beje, visada atsirasty.

9. Petriukas uZrase¢ natiiralyjj skai¢iy A. Tada jis nutryné vieng jo skaitmenj ir gavo skai¢iy B.
Pasirode, kad A+ B=627701. Koks galéjo buti skaicius A? Nurodykite visas galimas jo reikSmes.

Sprendimas. Kadangi A+ B suma yra nelyging, tai tada Petriukas bus nutryngs paskutinj skai¢iaus
A skaitmenj. Todél jei A = abcdef, tai B = abcde ir A =10B + f ir tada pagal salyga



627701 = A+ B=11B +f. Vadinas, 627701 — f dalijasi i§ 11. Kadangi skai¢iaus 627701 dalybos
i§ 11 liekana yra 8, tai f= 8ir tada11B = 627693. I§ ¢ia B = 57063, 0 A=570638.

Atsakymas A = 570638.

10. Raskite patj maziausig i$ 8 besidalijantj nattralyjj skaiCiy, kurio deSimtainiame uzrase lygiai
po du kartus dalyvaujatik skaitmenys 1, 2, 3,4, 5ir 6.

Sprendimas. Apskritai pats maziausias skaiCius, kuriame po 2 kartus dalyvauja i$skirtinai tiktai
skaitmenys 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 yra skaiCius 112233445566. Taciau jis nesidalina net i§ 4, nes jo
paskutinieji du skaitmenys sudaro skaiciy 66, kuris nesidalija i§ 4. Vadinasi, vienas 6-tas turi
stovéti maziausiai Simty skiltyje. Toks pakeitimas gali duoti vieng i§ dviejy skaiciy 112233445656
arba 112233445665. Mazesnis i$ jy yra pirmasis skai¢ius ir, kaip lengva matyti, jis tikrai dalijasi
i§ 8 ir todél jis ir yra ieSkomasis skaiéius. Taip ir gauname skaiciy 112233445656.

Atsakymas 112233445656.



