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10.

STOJAMOJI UZDUOTIS

Du darbininkai turéjo nuSienauti pieva — po pus¢ pievos kiekvienas. Abu darbininkai Sienavo
vienodu tempu. Pirmasis darbininkas darbg pradéjo 2 h. 16 min. anksciau uz antrgjj. Iki 12 h jie
nusienavo 40 procenty pievos, tada pusantros valandos pietavo ir ils¢josi. Pirmasis darbininkas
darba baige 17 h 54 min, o antrasis — 20 h 10 min. Kokj laikg rod¢ laikrodis, kai Sienauti pieva
pradéjo pirmasis darbininkas?

Sunkvezimis su pavojingu kroviniu 40 km/h grei¢iu iSvyko i§ Kauno j Palanga. Atstumas tarp
Siy miesty yra 240 km. Tuo paciu metu i§ Palangos ; Kaung iSvyko motociklininkas.
Motociklininkas susitiko sunkvezimj, kai jam iki Kauno buvo like¢ pusvalandis kelio. Atvykes ]
Kaung motociklininkas i§ karto vel iSvyko ] Palanga. Kokiu greiCiu turéty vaZziuoti
motociklininkas, kad jis j Palangg atvykty grei¢iau negu sunkvezimis?

Sachmaty turnyre dalyvavo du desimtos klasés mokiniai ir maziau nei 10 vienuoliktoky. Abu
desSimtokai kartu surinko 8 taskus, o kiekvienas vienuoliktokas surinko po vienodg tasSky skaiciy.
Kiekvienas dalyvis suzaidé po viena partija su visais kitais dalyviais. Sachmaty turnyre uz
laiméty partijg Zaidéjas gauna 1 taska, pralaiméjes - nulj, o lygiyjy atveju abu gauna po puse
tasko. Kiek mokiniy i§ viso dalyvavo turnyre?

Iskilojo daugiakampio jstrizainiy skaicius yra 230. Kiek krastiniy turi Sis daugiakampis?

Natiiraliojo skai¢iaus a dalybos i$ 3 lickana yra lygi 2. Raskite skai¢iaus a? + 2a dalybos i$ 3
liekana.

Kokiame intervale turi buti parametro m reikSmes, kad kvadratinés lygties
x2=2mx+m?—-1=0
sprendiniai buty intervale (—2,4)?

xz—y=23,

2

ISspreskite lygciy sistema
x“y =50.

iy 1. 1 . 1
Apskai¢iuokite x° + — . kal x+—=a.
X X

Stagiakampio ABCD krastiniy santykis AD: AB = /2, taskas K yra krastinés AD vidurio taskas.
Raskite kampg tarp tiesiy AC ir BK.

Atkarpa AD yra lygiasonio trikampio ABC, AB = AC aukstiné, atkarpa DE yra trikampio ABD
pusiaukrasting, o atkarpa AF — trikampio ADE aukstine, be to ZEAF = £DAF. Raskite trikampio
ABC kampus.



I. DARBO UZDAVINIAI

Teorine medZiaga parengé bei pirmaja uzduotj sudaré mokytojas ekspertas Kazimieras Pulmonas

Darbai, darbeliai... Kiekvieno Zmogaus gyvenime svarbig vietg uzima darbas. Apskritai — darbiné veikla.
Gal todél nemaza jvairiy gyvenimisky problemy sprendimo dalj, mokantis matematikos, sudaro taip vadinami
darbo uzdaviniai. Nors neretai jy siuzetai nebiitinai susieti su fiziniu darbu, o labiau su veikla, t. y. vyksmu
laike ir to vyksmo rezultatais.

1 pavyzdys. Sodo nameliui pastatyti per 50 dieny reikia astuoniy zmoniy. Kiek reikia taip pat sparciai
dirbanc¢iy Zmoniy, kad namelis biity pastatytas per 40 dieny?

Sprendimas. 1 biidas. Tam tikram darbui padaryti zmoniy ir dieny skaiciai yra atvirk$¢iai proporcingi.
Todeél:

S0 dieny -8 zmonés, X _ 30 5 49, _50.8, x=10,

40 dieny — x Zmonegs; 8
Vadinasi, kad namelis biity pastatytas per 40 dieny, reikia 10 taip pat sparciai dirban¢iy Zmoniy.

2 biidas. Sodo namelio statybos apimtis yra 8-50 = 400 dieny. Kad $iy darby apimt; atlikty per 40 dieny,
reikia 400:40 =10 taip pat sparciai dirban¢iy zmoniy.

Kartais sprendziant darbo tipo uzdavinius naudojama formulé: 4= N-t, ¢ia A — darbas, N — darbo
naSumas (spartumas), ¢ — darbo atlikimo laikas.

Todel N =% arba ¢ = % Vadinasi, darbo nasumas (spartumas) yra darbo apimtis (kiekis) atlickamag(s)
per laiko vieneta, o laikas yra darbo apimties (kiekio) ir darbo nasumo (spartumo) santykis.

2 pavyzdys. Darbininky brigada pagal sutartj turéjo pagaminti 300 detaliy. Kasdien pagamindama po 4
detales daugiau negu buvo numatyta, brigada uzduotj atliko viena diena anksciau. Per kiek dieny brigada
jvykdé uzduotj?

Sprendimas. 1 biidas. Sakykime, kad brigada jvykdé uzduotj per x dieny, o planavo jvykdyti per (x+1)
diena.

Per 1 dieng brigada pagamino 360 detaliy, o planavo pagaminti 3601 detaliy.
X
Pagal salyga: 360 360 =4.
x  x+1
2
00+ 360-360r _, - 3004, 30T i 422 +4x-360=0 ir 22 +x-90=0;
x(x+1) x(x+1) x(x+1)

turime x; =—10 (netinka), xo =9. Patikrinimu jsitikiname, kad brigada jvykdé uzduotj per 9 dienas.
Vietoj sprendimo aprasymo ar komentavimo kartais naudojama ir lentelé

Darbo apimtis Dieny skaicius Darbo nasumas
Faktinis darbas 360 X 360
X
Darbas pagal plang 360 x+1 360
x+1
Pagal salyga sudarome lygti: 360 360 =4,
x  x+1

ISsprendg ja turime, kad brigada jvykdé uzduotj per 9 dienas.

Paprastai darbas ar veikla susije su atlyginimu. Daznai jis susijes su darbuotojo uzimamomis pareigomis,
darbo stazu, kompetencijomis ir dar daug su kuo... Nors nepriimta skaiciuoti svetimus pinigus, taciau §j karta
pasmalsaukime:



3 pavyzdys. Du darbininkai gavo kartu 557 eurus. Pirmasis dirbo 10 valandy, o antrasis — 12 valandy. Jei
pirmasis biity gaves uz valanda 1,5 euro maziau, o antrasis — 10 % maziau, tai antrasis uz 12 valandy buty
gaves 50,8 eury daugiau, negu pirmasis uz 10 valandy. Kiek gavo kiekvienas darbininkas uz darbo valanda?

Sprendimas. Pasirenkame 1§ jvairiy galimy sprendimo apipavidalinimo budy, pavyzdziui,
komentuojamajj:
x Eur — I darbininko valandinis atlygis,
v Eur — II darbininko valandinis atlygis.
Pagal salyga: 10x+12y =557.
Naujoje situacijoje
(x—1,5) Eur — I darbininko uzdarbis per valanda,
0,9y Eur — II darbininko uzdarbis per valanda,

Pagal salyga:
09y-12—(x—-1,5)-10=50,8.

IS lygciy sudarome sistema:
10x+12y =557,
{10,8y—10x =358,
Panariui sud¢je sistemos lygtis turime 22,8y =592,8 ir y =26.
Vadinasi, 10x =557 -312 ir x =24,5.
Patikrinimu jsitikiname, kad pirmojo darbininko valandinis atlygis yra 24,5 Eur, o antrojo — 26 Eur.

Paprastai jprasta darbo uzdaviniuose visa darba prilyginti 1 (vienetu). Todél kartais darbo uzdaviniai
priskiriami vieneto ir daliy uzdaviniy tipui.

4 pavyzdys. Jané savo uzduotj gali atlikti per 15 h, o Paulés uzduotj — per 30 h. Paulé savo uzduotj gali
atlikti per 25 h.

a) Kiek karty Paulé dirba nasiau (spar¢iau) uz Jang?

b) Per kiek laiko Paulé atlikty Janés uzduot;j?

c) Per kiek laiko Jané ir Paulé, dirbdamos kartu, gali atlikti abu tuos darbus?

Sprendimas. Sakykime, kad Paulés uzduoties apimtis yra 1. Tai per 1 h Jané padaro % Sios uzduoties, o
Paule — L uzduoties.
25

a) Paulé dirba nasiau (sparciau) uz Jane % : % =1,2 Kkarto.

b) Kadangi Jané savo uzduotj atlieka per 15 h, tai Paulé galéty jg atlikti per 15:1,2=12,5 valandos.
c) I biidas (aritmetinis).

Jan¢ atlieka savo uzduoties % dalj,

Per 1 h | Paulé atlicka savo uzduoties % dalj,

Jan¢ ir Paulé atlieka kartu L + 1 _10+6_16 _ 8 dalj savo uzduociy.

15 25 150 150 75

Kadangi Janés ir Paulés uzduoCiy apimtis 1+1=2, tai abi uzduotys bus atliktos per 2: % =—=
18,75 (h).
2 biidas (algebrinis).
Janés darbo nasumas % , Paulés darbo naSumas 21—5 , 0 abiejy merginy kartu (L +%)
Sakykime, kad kartu merginos dirba 7 valandy, tai:
Lot ca 2o i =222 1875 ().
75 75
Vadinasi, a) 1,2 karto; b) 12,5 h; ¢) 18,75 h.



Pastaba. Beje, skaicius 18,75 yra skaiCiy 15 ir 25 harmoninis vidurkis. (Dviejy teigiamy skaiciy a ir b

L . : " . e N | " .
harmoniniu vidurkiu vadinamas toks skaicius H, kuriam atvirkstinis skaicius I yra lygus skai¢iams a ir b

1 1

atvirkstiniy skaiciy 1 ir % aritmetiniam vidurkiui, t. y. L = (— +Zj :2. Pertvarke gauname H =
a

a

2ab
a+b

5 pavyzdys. Trim vamzdZziais baseinas pripildomas per 2 h. Vienu vamzdziu baseing biity galima

pripildyti per 5 h, antru — per 6 h. Per kiek laiko baseing biity galima pripildyti tre¢iu vamzdziu?

pirmas vamzdis pripildo % baseino,

Per1h
' antras vamzdis pripildo é baseino,
tre¢ias vamzdis pripildo 1L + 1 = 1.1 = 4 = 2 baseino.
2 \5 6) 2 30 30 15

Trecias vamzdis pripildo baseing per 1 :% =75 (h).

2 biidas (algebrinis).
Laikas, h | NaSumas
I vamzdis 5 %
. 1
II vamzdis 6 —
6
. 1
[T vamzdis X —
X
Sudarome lygt;:
l+l+l 2=, 11x+30_2=1’ 11x+30=1.
5 6 x 30x 15x

Trupmena lygi 1, kai skaitiklis ir vardiklis yra lygis:
11x+30=15x, 4x=30, x=17,5.
Patikrinimu jsitikiname, kad trecias vamzdis pripildo baseing per 7,5 h.

6 pavyzdys. Gatve valé i§ pradziy viena maSina, o po 15 min j darbg stojo antra maSina, ir po to abi
masinos baigé valyti gatve per 18 min. Jei antroji masina biity pradéjusi darbg praslinkus pusvalandziui nuo
pirmosios masinos darbo pradzios, tai abi masinos, dirbdamos kartu, biity baigusios valyti gatve per 12 min.

Per kiek laiko kiekviena masina, dirbdama viena, galéjo iSvalyti gatve?

Sprendimas. Sakykime, kad pirmoji masina, dirbdama viena, gali iSvalyti gatve per x min, o antroji — per

. . . . . 1
v min. Tuomet pirmosios masinos darbo naSumas l, 0 antrosios — —.
X Y
Vienu atveju pirmoji masina valé gatve 15+18 =33 (min), o antroji — 18 min.
33 18
Pagal salyga: —+—=1.
Xy
Kitu atveju pirmoji masina valé gatve 30 +12 =42 (min), o antroji — 12 min.

Pagal salyga: 42 + 12 =1.
x oy

Turime lyg€iy sistema:

BB (8830,
X oy x oy

Xy Xy



IS antrosios lygties atéme pirmaja turime: 60 _ 1 ir x = 60. Nesunkiai jsitikiname, kad y = 40.
X
Taigi pirmoji masina gali i§valyti gatve per 60 min, o antroji per 40 min.

7 pavyzdys. Du darbininkai, dirbdami kartu, gali atlikti darbg 9 dienomis greiciau, negu jj atlikty vienas

pirmasis, ir 7 dienomis greiciau, negu jj atlikty vienas antrasis. Per kiek dieny $j darbg gali atlikti kiekvienas
darbininkas, dirbdamas atskirai?

Sprendimas. Tegul x dieny — I darbininko darbo laikas,
y dieny — II darbininko darbo laikas,

L I darbininko darbo naSumas,
x

l — II darbininko darbo nasumas,

y
1 1 .. .
Sya=2 Ty abiejy darbininky darbo nasumas.
Xy Xy
Tai visa darbg abu darbininkai kartu gali atlikti per 1 :x+_y 4 dieny.
Xy  x+y
Pagal salyga
2
e I et N ()
x+y xX+y
XY g, 2
Vi E =4O
X+y X+y
(1) lygtj padalije i8S (2) turime:
2
9 .
x—2=—, x_3 ir x=15y.
Irase x reikSme j (2) lygti gauname:
2
Y 4 Y _4 Todel y=10 ir x=15,
LSy+y 2,5

Vadinasi, I darbininkas gali atlikti darbg per 15 dieny, o II-asis — per 10 dieny.

Kartais pasitaiko spresti problemas, kuriy siuZetas atrodo visai nesusijes su darbu. O sprendimui taikome
$iy uzdaviniy sprendimo metodus.

8 pavyzdys. IS vietoviy 4 ir B tuo paciu keliu vienas prieSais kitg pastoviais greiciais iSvaziavo du
motociklininkai. Motociklininkas i§ 4 iSvaziavo 8 valanda 35 minutés ir | B atvaziavo 13 valanda 11 minuciy,

o motociklininkas i§ B iSvaziavo 8 valandg 47 minutés ir j 4 atvaziavo 14 valandg 32 minutés. Kuriuo laiku
motociklininkai prasilenké kelyje?

Sprendimas. Motociklininko kelioné i$ 4 j B truko 13 val. 11 min. — 8 val. 35 min =4 h 36 min = 4% h,

o motociklininko kelioné i§ B i 4 truko 14 val. 32 min — 8 val. 47 min =5 h 45 min = 53 h. Motociklininko i$

. 3_ 5 e o 3 4
A vaziavimo spartumas 1: 4 =50 motociklininko i§ B - 1: 5 Py

23
Motociklininky vieno prie kito priartéjimo kelyje spartumas yra 3 + % = %



Per 12 min = %h (8 val. 47 min — 8 val. 35 min = 12 min), kol motociklininkas i§ B nebuvo pradéjes

.. e . . 51 1 ) . . .. e .
vaziuoti, motociklininkas i§ 4 nuvaziavo 2—3§ = 3 kelio, tod¢l kai pradéjo vaziuoti motociklininkas i§ B,

1 22
atstumas tarp jy buvo 1-—=— kelio.
P 23 23
L . v . . . ) .. 229 22 4 .
Vadinasi, po abiejy motociklininky vaziavimo kartu jie prasilenké pra¢jus EE =5 = 25 (h). Tai

ivyko 8 val. 47 min +2 h 26% min= 11 val. 13 %min.

9 pavyzdys. Keletas vienodai sparciai dirban¢iy zmoniy gali nuravéti darza per 30 minuciy. Taciau jie
pradéjo darba vienas po kito vienodais laiko tarpais, o baige ravéti darza kartu. Kiek laiko uztruko darzo
ravéjimas, jeigu pirmasis zmogus, pradéjes raveéjima, dirbo & karty ilgiau nei paskutinysis?

Sprendimas. Sakykime darzg ravéjo a zmoniy, tai darzo ravéjimo apimtis 30a minuciy. Tegul paskutinysis
ravejo darza x minuciy, tai pirmasis, pradéjes darzo ravéjimg dirbo kx minuciy. Beje, tiek ir uztruko viso darzo
ravéjimas.

Kadangi zmonés pradéjo darba vienas po kito vienodais laiko tarpais, tai visy jy ravéjimo laikai sudaro
aritmeting progresija, kurios pirmasis narys atitinka pirmojo zmogaus laikg kx minuciy, o Sios p[progresijos
nariy skaicius yra a Zzmoniy.
a+a

Pasinaudoj¢ aritmetinés progresijos pirmyjy » nariy sumos formule S, = .n turime:
ot x -a=30a arba X(k+1) =30, t.y. xzﬂ.
k+1
Vadinasi, darzo ravéjimas truko & 50 = S0k minuciy.
k+1 k+1
PIRMOJI UZDUOTIS

1. Namui suremontuoti buvo pasamdyti keli darbininkai, galintys ta darbg atlikti per tam tikrag dieny skaiciy.
Jei biity pasamdyta 3 darbininkais maziau, tai darbas trukty 6 dienomis ilgiau, o jei biity pasamdyta 2
darbininkais daugiau, tai darbas biity baigtas 2 dienomis anks¢iau sutarto laiko. Kiek buvo pasamdyta
darbininky ir per kiek dieny buvo sutarta baigti namo remontg?

2. Rimas savo uzduotj gali atlikti per 15 h, o Simo uzduotj — per 25 h. Simas savo uzduotj atlieka per 20 h.
Per kiek laiko Simas gali padaryti Rimo uzduotj?

3. Ritos mobilaus telefono baterijos jkrovos pakanka 4 valandoms pokalbiy arba x rySio laukimo valandoms.
Kokia yra x reikSmeé, jei zinoma, kad per uzsitgsusj Ritos pokalbj visiSkai jkrauta telefono baterija

iSsikrové per 3 h 5 1% min?

4. Vandens bake yra du ¢iaupai: vienu ¢iaupu vanduo jteka j baka, o antru iSteka i§ bako. Jei atidarytume
kartu abu ¢iaupus, tai tusc¢ias bakas prisipildyty per 36 min. Kartg esant tus¢iam bakui, buvo atidaryti abu
¢iaupai 6 minutéms, o po to Ciaupas, kuriuo vanduo isteka, buvo uzdarytas ir bakas prisipildé per 10 min.
Per kiek minuciy bakg pripildyty pirmasis Ciaupas, jei antrasis biity uzdarytas?

5. Dvi statybininky brigados staté objekta. Po 5 bendro darbo dieny antroji brigada buvo pasiysta j kita
aikstele ir darbg baigé viena pirmoji brigada dar po 9 dieny. Per kiek dieny galéty atlikti visg darbg
kiekviena brigada, dirbdama atskirai, jei antrajai brigadai atlikti §j darba reikia 12 dieny maziau?



10.

IS vietoviy 4 ir B vienu keliu vienas priesais kitg pastoviais greiciais iSvaziavo du dviratininkai. Pirmasis
i§ A iSvaziavo 8 val. 24 min ir j B atvyko 12 val. 36 min, o antrasis i§ B i§vaziavo 8 val. 36 min ir j 4
atvyko 13 val. 51 min. Kuriuo laiku dviratininkai kelyje prasilenké?

(Levo Tolstojaus uzdavinys.) | lauka i§vyko Sienpjoviy artélé. Cia ji turéjo nupjauti dvi pievas, kuriy viena
buvo dvigubai didesné uz kitg. Puse dienos artélé pjove didesnigjg pieva, o antrg dienos puse ji susiskirsté
i dvi lygias grupes, kuriy viena tur¢jo baigti Sienauti didesnigjg pieva, o antroji émé pjauti mazesnigjg. Iki
vakaro didesnioji buvo nupjauta, o mazesniosios pievos liko sklypas, kurj kita diena nupjové vienas
Sienpjovys, dirbdamas iStisg diena. Kiek Sienpjoviy buvo artéléje?

Penki vienodo galingumo ekskavatoriai, dirbdami kartu, gali iSkasti duobg per 24 valandas. Taciau jie
prad¢jo dirbti vienas po kito vienodais laiko tarpais, o duobe baigé kasti kartu. Kiek laiko dirbo kiekvienas
ekskavatorininkas, jei pirmasis, pradéjes darba, dirbo 3 kartus ilgiau, negu paskutinysis jsijunges j darbg?

Petras, dirbdamas vienas, visg darbg atlikty per m valandy. Jonas, dirbdamas vienas, §j darba atlikty per n
valandy. Dirbdami abu, jie dvigubai didesnés apimties darbg atlikty per 7 valandy. Isitikinkite, kad 7 yra
skaiciy m ir n harmoninis vidurkis.

(Vienas i$ keturiy uzdaviniy, pateiktas 1932 metais Kauno jézuity humanitarinéje gimnazijoje per abitiiros
egzaminus.) Vienam staliui buvo uzmokéta 48 Lt, kitam, kuris dirbo 6 val. maziau, — 27 Lt. Jei pirmasis
stalius biity dirbes tiek valandy kiek antrasis, antrasis tiek kiek pirmasis, tai buty uzdirbe po lygiai. Po
kiek valandy dirbo staliai?



II. TRIKAMPIU PANASUMAS IR TALIO TEOREMA

Teorine medzZiaga parengé ir antraja uzZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas
Edmundas Mazétis

1. Atkarpos AB ir CD yra vadinamos proporcingomis atkarpoms MN ir PQ, jei joms yra teisinga
. AB _ CD ey o . o :
lygybe My = Po Analogiskai apibréziamas ir didesnio skaiciaus atkarpy proporcingumas.

1 teorema (Talio teorema, Talis i§ Mileto, (apie 624 — 548 per. Kr.) — senovés graiky matematikas).
LygiagrecCios tiesés, kertancios kampo krastines (arba jy te;sinius) atkerta jose proporcingas atkarpas.
1 pav. tiesés BC ir MN yra lygiagrecCios, todél

atkarpos AM ir AN yra proporcingos atkarpoms AB ir M
AM _ AN A
AC, t.y.— .
AB  AC
1 iSvada. Jei tiesés AB ir MN yra lygiagrecios,
tai 22 = 2% (1 pav.)
ng | PAV): b) c

MB
2 iSvada. Jei lygiagrecios tiesés kerta kampo lpaV
krastines ir vienoje jy iSkerta lygias atkarpas, tai ir
kitoje krastingje jos iSkerta lygias atkarpas (2 pav.).
3 iSvada (Talio teoremai atvirkstiné teorema) Jei
ties¢ MN kerta trikampio ABC krastines AB ir AC

taskuose M ir N taip, kad yra teisinga lygybé % = %,
tai tiesés BC ir MN yra lygiagrecios (3 pav.).
1 pavyzdys. Taikydami Talio teoremg jrodysime,

kad trikampio pusiaukrastinés kertasi viename taske,
kuriame jos dalijamos santykiu 2:1 skai¢iuojant nuo 2 pav. 3 pav.
virsings.

Irodymas. Sakykime, kad trikampio ABC pusiaukraStinés AD ir BE susikerta taSke M, o ties¢ EF yra
lygiagreti su tiese AD (4 pav.). Kadangi AE = EC, tai pagal 2 Talio teoremos iSvadg i§ ¢ia iSplaukia, kad
DF = FC =1BC, ‘taigi BD:DF = (3BC):GBC)=2:1. Pagal Talio
teoremg 1§ salygos AD || EF gauname, kad BM:ME = BD:DF = 2:1. 4
Analogiskai nubréze¢ DG || BE jrodome, kad AM:MD = AE:EG = 2: 1.

Tare, kad pusiaukrastinés AD ir CL kertasi taske N, lygiai taip pat jrodome, E
kad CN: NL = AN: ND = 2:1. Bet atkarpoje AD yra vienintelis taskas, kuris G
dalija jg santykiu 2: 1, skaiCiuojant nuo virSunés, todel taskai M ir N sutampa. g C

2 pavyzdys. Trikampio ABC krastin¢je AB yra tasSkas N, o krastin¢je 4 pav.
AC — taskas M taip, kad AN:NB = 2:5, AM:MC = 3:4. Atkarpos BM ir
CN susikerta taske K. Rasime santykius BK: KM ir CK: KN.

Sprendimas. Per taska M nubrézkime tiese lygiagrecig su tiese CN, kuri
kerta krasting AB taske L (5 pav.). Pagal Talio teoremg AL:LN = AM: MC =

3:4, taigi LN =2AN =2-2AB = = AB. Kadangi ML || KN, tai vél pagal
Talio teoremg BK:KM = BN:NL = ;AB:%AB = %. Analogiskai nubréze
NPIBM  turime  AP:PM = AN:NB =2:5, PM =>AM =

N o

2ac =
7 B
BAC, CK:KN=cM:MP =24c:24c =1 5 pav.
49 7 49 5

2. Trikampiai yra vadinami panaSiaisiais, jei jy atitinkami kampai yra lygiis o prie§ lygius kampus
esanCios krastinés yra proporcingos. Taigi trikampiai ABC ir A'B'C’ yra panaSieji, jei 2A = £A', 4B =

LB, 2C = £C" 022 =25 = B¢ 5umima AABC~AA'B'C.
AIB/ AICI BICr




2 teorema (trikampiy panaSumo pagal du lygius kampus pozymis). Trikampiai yra panasieji, jei vieno
trikampio du kampai lygiis dviems kito trikampio kampams.

3 teorema (trikampiy panasumo pagal vieng lygy kampg ir dvi proporcingy kraStiniy poras). Trikampiai
yra panasieji, jei vieno trikampio dvi krastinés proporcingos kito trikampio dviems krastinéms, o kampai tarp

$iy kraStiniy yra lygus. y
4 teorema (trikampiy panasumo pagal tris proporcingas Kkrastines).

Trikampiai yra panasieji, jei vieno trikampio trys krastinés yra proporcingos kito
trikampio trims krastinéms.

M N
5 teorema. Jei trikampio ABC krastinése AB ir AC ar jy tgsiniuose yra
taskai M ir N tokie, kad tiesés BC ir MN yra lygiagrecios, tai trikampiai ABC ir B C
e 6 pav.
AMN vyra panasieji (6 pav.).

3 pavyzdys. Taskas E yra lygiagretainio ABCD krastinés AB vidurio taSkas, taSkas F yra krastinéje AD

ir 28 = g Ties¢ EF kerta jstrizaing AC taske G. Rasime santykj AG: GC.

FD
D C
Sprendimas. Sakykime, kad tiesés EF ir BC kertasi taske H (7 pav.).
Kadangi AF |l BC, tai trikampiai AEF ir BEH yra panaSieji (5 teorema), todél
> =2 o kadangi AE = EB, tai AF = BH = AD, todél CH = CB + BH = ARG
B
24D E
2 AD. Kadangi CH || AF, tai AAFG~ACHG, todél 2 =28 [5¢ia2s =2 — =1 \4{
4 CH GC Gt 2ap s 7 pav

4 pavyzdys. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 13, BC =15, AC = 14. Taskai D ir E yra
krastingje BC, CD = 6, 0 £BAE = £CAD. Rasime atkarpos BE ilgj.

Sprendimas. Per taska B nubréziame ties¢ lygiagrecia su tiese
AC, kuri tiese AD kerta taSke F,o tiese AE — taske G (8 pav.).
Kadangi AC || BF , tai AADC~AFDB, todél o= ===, taigi FB =

AC'DB _ 14-(15-6) _

4
oC . = 2L Kadangi 4BAG = £CAD = £BFD, tai B/Emc
W

trikampiai ABG ir FBA yra panaSieji, todel ?—g = %, taigi BG =
2
4B = 1% Kadangi AC |l BF, tai ABGE~ACAE, todel 28 =25
FB ~ 21 AC ~ CE
169
Zymime BE = x, tuomet CE = 15 — x,todél 2- = X I3 ¢cia
14 ~ 15-x
2535

gauname, kad x = EB = —.
463

8 pav. F

5 pavyzdys. Trikampio krastinés AB =9, BC = 15,] jj jbréztas lygiagretainis taip, kad viena jo
krasting, kurios ilgis lygus 6, yra trikampio krasStin¢je AC, o lygiagretainio jstrizainés lygiagrecios su
trikampio krastinémis AB ir BC. Rasime kitos lygiagretainio krastinés ir trikampio krastinés AC ilgius.

Sprendimas. Sakykime, kad MNPQ yra lygiagretainis, kurio krastiné MN = 6 yra trikampio krastinéje
AC, virSinés P ir Q yra atitinkamai trikampio kraStinése BC ir AB, ties¢ PQ yra lygiagreti su tiese
AC, tiesés QN ir PM yra lygiagrecios atitinkamai su trikampio krastinémis BC ir AB (9 pav.). Keturkampiai
AMPQ,MNPQ ir NCPQ yra lygiagretainiai, tod¢el AM = PQ =CN = MN = 6,tai AC = 3MN =

: . : BQ _ BP 1BQ _BA_ 9 3 5 .
18. Kadangi PQ |l AC, tai pagal Talio teoremg —- = —, todél =p = 5c = 15 = o Zymime
BQ = 3x, BP = 5x. Kadangi PM || AB, tai trikampiai ABC ir MPC yra B
v e .. BC _PC _BC-B . .15 _15-5x ., .. .
panasieji, todél 5P g taiglh — = ———. IS ¢ia x =1, taigi
BQ =3, BP =5, AQ = 6. Lygiagretainio MNPQ krasting QM rasime 0 P

trikampiams ABC ir AMQ taikydami kosinusy teorema: cos£ZBAC =

9 pav.



AB?+AC?*-BC?

= g todél MQ? = AQ? + AM? — 2- AQ - AM - cos £BAC = 32, taigi MQ = 4v/2.

6 pavyzdys. Trapecijos pagrindai lygis 9 ir 6, aukstiné lygi 10. Rasime atstumus nuo trapecijos
Istrizainiy susikirtimo tasko iki trapecijos pagrindy.
Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AD =9,BC = 6, aukstine BH =10, o

istrizainés AC ir BD kertasi taSke M (10 pav.). Kadangi AD || BD, tai trikampiai K

AMD ir CMB yra panaSieji, taigi AM—AZ = 'g—g = % Nubrézkime trikampiy AMD ir B ¢

BMC aukstines ML L AD, MK 1 BC. Trikampiai AML ir CMK yra taip pat
AM

panagieji, todél o= =2 =3 taigi ML = 3x, MK = 2x, ML + MK = BH, tod¢l
MK CcM 2

3x +2x =10,x =2,ML = 6, MK = 4.

3. Kaip Zinome, panaSiyjy trikampiy ploty santykis lygus jy atitinkamy 4 /[1 D
krastiniy santykio kvadratui: jei AABC~ANMP, tai Sypc: Syyp = AB?: NM? = H L
AC?:NP? = BC?: MP2. 10 pav.

7 pavyzdys. Per trikampio ABC viduje esantj taSka M nubréztos trys tiesés, lygiagrecios su trikampio
krastinémis. Trijy sudaromy trikampiy plotai lygts Sy, S, ir S, (11 pav.). Rasime trikampio ABC plota.

Sprendimas. Sakykime, kad EF || AC, PQ |l AB, KN || BC. Trikampiai EKM, MQF, PMN ir ABC yra
panasieji. Jei trikampio ABC plotas lygus S, tai pagal panaSiyjy trikampiy

2 2 2
ploty santykio savybe yra teisingos lygybés % SR Y L Wl

AC2’ s~ Ac?’

s Ac?

\E—3AC. Kadangi EM = AP,MF = NC, tai EM + PN + MF = AP +

PN + NC = AC, tai jrai¢ EM, PN ir MF reik$mes turime ( \E + /55—2 +

\/%)AC = AC, todél VS =./S;+./S;+/S;. Taigi trikampio ABC

plotas S = (\/S1 + /52 +/S3)%

8 pavyzdys. Atkarpos CH ir CM yra staciojo trikampio ABC aukstiné ir pusiakrastiné, nubréztos |

jzambine (12 pav.), taskas H yra tarp tasky A ir M, o CM:CH =
5:4. Rasime santykj AH: AM. C

Sprendimas. Zymékime AB = ¢, AH = x, tuomet BH = ¢ — x.
Staciojo trikampio pusiaukrastiné, nubrézta | jzambine lygi

izambinés pusei, todél CM = MA=MB =50 CH=2CM == y 3
Kadangi £ACH = £CBH =90° — £BAC, tai statieji trikampiai H M
ACH ir CBH yra panasicji, todél 5= = 2, t.y. CH? = AH - BH. 1§ 12 pav.

¢ia gauname, kad %cz = x(c — x). Sios lygties sprendiniai x = %c, irx = gc, kadangi pagal salyga AH <
AM = %, tai antrasis sprendinys netinka. Taigi AH: AM = %C:%C = 2:5.
9 pavyzdys. Trapecijos KLMN pagrindy ilgiai KN = 6, LM = 4, KL 1 KN, atkarpa PR yra trapecijos

viduriné linija, taskas P yra krastinés KL vidurio taskas. Atkarpoje PR yra taskas Q toks, kad PQ: QR =
4:1, o tiesés KQ ir MN yra statmenos. Rasime trapecijos KLMN plota.



Sprendimas. Sakykime, kad tiesés KQ ir MN susikerta taske F ir nubrézkime trapecijos aukSting MH
(13 pav.). Kadangi trapecijos pagrindai yra 4 ir 6, tai viduriné linija PR =

5,taigi PQ =4, QR = 1. Akivaizdu, kad KH = LM = 4, todél HN = L MF
T . . e e . FN _KN _ 6 _

2. Statieji trikampiai KFN ir QFR yra panaSieji, todeél FR_OR_1- P 0 R

6. Kadangi FN = FR+RN = FR+-MN, tai FR+_-MN = 6FR, t.y. \

MN = 10FR. Kita vertus, statieji trikampiai QFR ir MHN irgi panasSieji K ];l N

(nes £QRF = £MNH), todél —= =20 15 ¢ia FR=""8=—2 [ 13 pav.

lygybiy MN = 10FR ir FR = ﬁ gauname, kad MN = +/20. Dabar lengvai randame trapecijos auksting
MH = VMN? — HN? = 4, ir trapecijos plotag S = ? -4 = 20.

ANTROJI UZDUOTIS

1. Trikampio viduriné linija EF dalija trikampj ABC | trapecija BCNM ir trikampj AMN. Raskite trapecijos
BCNM ir trikampio AMN viduriniy linijy ilgiy santykj.

2. Smailiojo trikampio krastiniy AB ir BC ortogonaliyjy projekcijy ties¢je AC ilgiai lygis 6 ir 4. Raskite
trikampio pusiaukrastiniy ortogonaliyjy projekcijy ties¢je AC ilgius.

3. TaSkas K yra trikampio ABC pusiaukrastinés AM vidurio taskas, ties¢ BK krasting AC kerta taske L, o
ties¢ CK krasting AB kerta taske N. Raskite santykj NL: BC.

4. Taskas N yra trikampio ABC krastinéje AC, jis tenkina salyga AN: NC = 5. Raskite kokiu santykiu
trikampio pusiaukrastiné AM dalija atkarpg BN.

5. Lygiagretainio ABCD krastinés AD tegsinyje uz tasko D pazymétas taskas P, ties¢ PB kerta
lygiagretainio krasting CD taske Q, o jstrizaing AC — taske R. Raskite atkarpos RB ilgj, jei PQ = 25,
QR = 6.

6. ] trikampj ABC jbréztas lygiagretainis, kurio krastiniy ilgiai 3 ir 5, o vienos jstrizainés ilgis lygus 6.
Lygiagretainio jstrizainés yra lygiagrecios su trikampio krastinémis AB ir AC, o jo trumpesnioji kraStiné
yra trikampio krastinéje BC. Raskite trikampio ABC krastiniy ilgius.

7. LygiaSonio trikampio kampas prie pagrindo lygus 72°, kampo prie pagrindo pusiaukampinés ilgis
lygus 1. Raskite trikampio Soninés krastinés ilgj.

8. Trapecijos pagrindy ilgiai yra 4 ir 12. Ties¢ lygiagreti trapecijos pagrindams, eina per jos jstrizainiy
susikirtimo taskg. Raskite tos tiesés atkarpos, esancios tarp trapecijos Soniniy kraStiniy, ilgj.

9. Staciojo trikampio ABC jzambinéje AB yra taSkas D, i§ jo nubrézti statmenys DE ir DF atitinkamai |
statinius BC ir AC. Trikampio ADF plotas lygus 9, o trikampio BDE plotas lygus 16. Raskite trikampio
ABC plota.

10. Trapecijos ABCD kampai A ir B yra statieji, pagrindy ilgiai AD = 14,BC = 10, taskai M ir N yra

Soniniy krastiniy AB ir CD vidurio taskai. IS vir§tinés A nuleistas statmuo krastinei CD kerta atkarpg MN
taske K ir MK: KN = 2:1. Raskite trapecijos ABCD plota.



I11. LYGCIU SISTEMOS

Teorine medziaga parengé ir treciaja uzduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas) ir
matematikos mokytojas ekspertas Antanas Apynis (Vilniaus Mykolo Birzi§kos gimnazija)

Lengviausios yra tiesiniy lygciy sistemos, aisku, su dviem nezinomaisiais. Daug sunkesniy galvosiikiy
pasitaiko sprendziant netiesiniy lyg€iy — netgi su dviem nezinomaisiais — sistemas. Narpliojant juos labai
pravercia ne tik jau jgytos teorinés zinios, bet ir sukaupta konkrec¢iy uzdaviniy sprendimo patirtis.

IS pat pradziy kvie¢iame kartu pagvildenti kelis netiesiniy lyg¢iy sistemy sudarymo bei sprendimo
uzdavinius. Nagrinéjant pavyzdzius galbut labiau iSrySkés vieno ar kito sprendimo budo pranaSumas
konkre¢iu atveju, gal pasidarys lengviau sugalvoti kokig nors gudrybe (nestandarting strategija), daug
greiCiau atvesiancig uzdavinio sprendimg iki atsakymo.

1 pavyzdys. Tuo paciu metu pirmas dviratininkas iSvaziavo i§ M | N, o antras dviratininkas — i§ N j M.
Prasilenke taske K, jie vaziavo toliau. Pirmas dviratininkas atkarpg KN jveiké per 72 minutes, o antras
atkarpg KM — per 50 minuciy.

Apskaiciuokime, keliais procentais antro dviratininko greitis (km/h) didesnis uz pirmo dviratininko
greit].

Sprendimas. Tegu s yra atstumas (km) tarp M ir N; ¢ — laikas (min), per kurj dviratininkai nuvaziavo
kelio dalj iki prasilenkimo tasko K; v; ir v, — atitinkamai pirmo ir antro dviratininko vaziavimo greitis
(km/h).

Pagal uzdavinio salyga,

t t t
S=v-—+Vvy - —=(+vy) —; 1
150 T2 50 M +12) 50 (1)
72 50 6 5
S=V - —+Vy - —=—V +—Vy; 2
ot 2 e TS T2 2
t 72 t+72
S=v—+V —= Vs 3
60 160 60 ! &
S=V2-L+V2£=t+50\/2 (4)

60 60 60
Turime keturiy lygciy su keturiais nezinomaisiais (s, ¢, v ir v, ) sistema.
IS (1) ir (3) gauname lygti (vi +vp)t = (t+72)v;, 018 (1) ir (4) —lygti (v; +vp)t = (¢ +50)v,.
O tada:

Vi
=m0y 2 36
v+t =(t+72)v, v
s o 2 o dosg 25 2 =—=v)=12v.
(v + )t = (t+50)v, f-50.22 123 V] V| 25
Vi
Taigi antro dviratininko greitis 20 % didesnis uz pirmo dviratininko greit;.

Ats.: 20 %.

Atkreipkime démesj ] tai, kad (2) sistemos lygtis taip ir liko nepanaudota, nes rezultatui gauti pakako
(1), (3) ir (4) lygciy. Tos lygties lyg ir turéjome net nerasyti, bet i§ kur gal¢jome zinoti, kad bus galima
apsieiti ir be jos.

2 pavyzdys. I$spreskime lygciy su dviem neZinomaisiais sistema
{yz —3xy=2,

(%)
X2 —4)cy+y2 =3.
Sprendimas. Matome, kad
x? —4xy+y2 = x? —xy+(y2 —3xy),
todél pabandykime Sig sistema spresti taip:
2 —
y2—3xy:2, y2—3xy=2, y2—3xy:2, y2—3xy=2, Yo -3xy=12,
2 2 = 2 2 = 2 = 2 = 1 =
x“—4xy+y- =3 x“—xy+(y°—-3xy)=3 x“—xy+2=3 xy=x"—1 y=x——

X



2
1 1
(x—lj —3x(x—lj=2, x2—2+—2—3x2+3:2, 2x4+x2—1=0, X2:E’
= x X = 1x = 1 = =
— 1 =X—— y=x-—— =X——
y—x—; y=x . X y .

TEEL V2 V2 V2 2
—,y=——arba x=——,y=—.
1 2 2 2 2

N . (V2 N2 [ V242
Taigi lyg€iy sistema turi du sprendinius: 7;—7 ir —7;7 .

Dabar j (5) lygciy sistemg pasizitirékime kitaip. Pirmg lygtj padaugine i§ 3, o antrg lygt] — i§ (-2),
sudéje desingje puséje gautume nulj, o kairéje puséje — reiskinj
3(y2 —3xy)—2()c2 —4xy+y2) =y2 —xy—2x2.
Taigi vieng lygtj, sakykim antra, galétume pakeisti homogenine lygtimi
y2 —Xxy— 2x% =0
ir toliau spresti lyg€iy sistema

2
Yy - 3xy = 2:
5 ) (6)
y-—xy—2x"=0.
Zinome, kad homogeniné¢ lygtis gali biti paranki santykiui tarp y ir x rasti taikant keitinj
t= l, xz0. (7
X

Sprgsdami homogening lygti y2 . 2x% = 0, gautume:

?—1—=2=0=1=—1 arba t=2.
Vadinasi, y=—x arba y =2x.
Na, o toliau (6) sistema galima spresti taip:

1) 5 =4, 1 Dx=—,y=——abax=———,y=——;
(—x)" =3x(—x)=2 X =5 2 2 2 2

y=2x, y=2x,
2) 5 = 5 =2Z
(2x)" -3x(2x)=2 -2x°=2
s [ Y2, 32 (N2 42
27 2L 272
Sprendziant (5) lygéiy sistema svarbu atkreipti démesj  tai, kad ji neturi né vieno sprendinio, kurio

komponenté x lygi nuliui (jras¢ j (5) x =0, gautume sprendiniy neturincig lygciy y2 =21ir y2 =3 sistem3),
nes buvo dalijama i$ x.

3 pavyzdys. ISspreskime lygciy sistema su trimis neZinomaisiais
X2 +y2 +4z7? =12,
xXy+2yz+2zx =12.

®)

Sprendimas. 1§ pradziy prisiminkime trijy démeny sumos kvadrato formule
(a+b+c)2 =a?+b> +c? + 2(ab + bc + ca).
IS jos gauname, kad
a’+b> +c? =(a+b+c)2 —2(ab+ bc + ca),

ab+bc+ca=%((a+b+c)2—(a2+b2+02)).



Vadinasi, (8) sistemos pirma lygtj galétume pakeisti lygtimi
(x+y+22)2 =20y +2yz +2zx) =12
arba antrg lygtj pakeisti lygtimi
(x+y+22)2 —(x* + % +4z%) =24,
Pakeiskime antra. Tada gausime:
{x2+y2+422=12, :{x2+y2+422=12, :{x2+y2+422=12,
(x+y+22)° —(+y? +42%)=24  ((x+y+22)7-12=24  |x+y+2z=126.
Toliau:
1 {xz + y2 +472 = 12, N {(x2 + y2 + 422) —4(x+y+2z)=-12, N
X+y+2z=6 xX+y+2z=6

2 2 2 _ 2 Y _ 2:
N (x*=4x+4)+(y " —-4y+4)+(4z —8Z+4)—0,: x=2)y"+(y-2)"+4(z-1) 0,:>
xX+y+2z=6 X+y+2z=6
x=2,y=2,z=1
= =>x=2,y=2,z=1;

x+y+2z=6

2 2 2 _ 2 2 2 __
2) X“+y +4z —12,:> (x"+y " +4z°)+4(x+y+22) = 12,:>
X+y+2z=-6 X+y+2z=-6

2 2 2 _
_ {(Hz) FOE A =0

xX+y+2z=-6
Taigi (8) lygciy sistema turi du sprendinius: (2; 2; 1) ir (-2; -2; —1),
O dabar prisiminkime, kad dviejy démeny sumos kvadratas uzraSomas formule

(a+b)* =a’ +2ab+ b2,

1§ kurios i$plaukia, jog
a’ +b? =(a+b)*—2ab,

ab = %((a +b)* —(a* +b?)),
ir sugrizkime prie (8) lyg€iy sistemos. Pabandykime ja iSspresti taip:
{xz +y et =12, {(x2 #3102 +azt) (47 4ty =24,
xXy+2yz+2zx =12 xy+2yz+2zx =12

2 2 2 2 2 2N\ N2 _ 2 _ 2=
:{(x 2y )+ (P —dyz+ 4z + (427 — Azt x )_0,:{@ W (=22 + Q2= =0, _

xy+2yz+2zx =12 xXy+2yz+2zx =12

x=y=2z x=y=2z, x=y=2z, x=y=2z,
= = = = =
Xy+2yz+2zx =12 |42 14724422 =12 |2 =1 z=1l1
=>x=2,y=2,z=1 arba x=-2,y=-2,z=-1.
Ats.: (2;2; 1), (=2; =2; —1).
Matome, kad (8) sistemos sprendimas yra gana paprastas, nors kartu ir labai problemiskas, nes lyg ir

nesimato, nuo ko pradéti. Tuo labiau, kad ir nezinomyjy trys, o lygtys tik dvi.
Vis délto gerai jsidémékime vieng, gana paprastg teiginj — gal pravers ir kitg karta:

Jeigu tarp dviejy, trijy ar daugiau démeny néra né vieno teigiamo arba né vieno neigiamo, tai jy suma lygi
nuliui tik kai kiekvienas démuo lygus nuliui.

4 pavyzdys. [Sspreskime lyg€iy su trimis nezinomaisiais (x, y ir z) sistemag
3Ax]-{y}+2z=203,
yl+5{zp —{x} =151, 9)
p+1z:=09,




jei x>0, y>0 ir z> 0; Cia [a] yra sveikoji, o {a} — trupmeniné skaiCiaus a dalis.

Sprendimas. Prisiminkime, kad kiekvienas realusis skaiCius a uzraSomas formule a =[a]+ {a} ir kad
visada 0 < {a} <1. Stai, pavyzdziui, [7,3]=7, {7,3} =03; [-2,4]=-3, {-2,4} =0.6.
Sudéje pirma ir trecig lygtis, gausime:
Ax]+z+{z} =212 = 3[x]+[z]+2{z} =21,2.
Vadinasi, téra dvi galimybés:
1) 2{z}=0,2 = {z} =0,1;
2) 2{z} =12 = {z}=0,6.
Jei bty {z} =0,1, tai i$ trecios lygties gautume, kad {y} =0,8, o i§ antros lygties galétume pabandyti
rasti {x} ir [y]:
Ay]+5-01-{x}=151 = 3[y]-{x} =146 = {x}=04,[y]=5.
Irase | pirmg lygtj Zinomus rezultatus, gautume:
[x]-0,8+[z]+0,1=20,3 = 3[x]+[z]=21 = [x]=7,[z]=0;[x]=6,[z]=3;[x]=5,[z] = 6;
[x]=4,[z]=9;[x]=3,[z]=12;[x] =2,[z] =15;[x] =1,[z] =18& [x] =0, [z] = 21.
Taigi gauname aStuonis (9) sistemos sprendinius: (7,4;5,8;0,1), (6,4;5.,8;3,1), (5,4;5,8;6,1),
(4,4;5,8;9,1), (3,4; 5,8, 12,1), (2,4; 5,8; 15,1), (1,4; 5,8; 18,1), (0,4; 5,8; 21,1).
Jei biity {z} = 0,6, i$ antros lygties gautume: 3[y]+5-0,6 — {x} =15,1 = 3[y]=12,1+ {x}.
Aisku, kad pastaroji lygtis sprendiniy neturi, tod¢l atvejj {z} = 0,6 turime atmesti.
Ats.: (7,4;5,8;0,1), (6,4;5,8;3,1), (5,4;5.8;6,1), (4,4;5,8;9,1), (3,4;5,8,12,1), (2,4;5,8; 15,1),
(1,4;5,8; 18,1), (0,4;5,8;21,1).

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Pirmas zygeivis 1§ A | B nueity per 132 minutes, o antras zygeivis i§ B | 4 nueity per 110 minuciy. Po
keliy minuciy pirmas zygeivis susitikty su antru Zygeiviu, jei pastarasis iSeity 22 minutémis véliau uz
pirma.

2. Isspreskite lygciy sistemag
4 4 _o .2 2
X +y =8x"+2y°-17,
X = —4y(x+y).

3. [I8spreskite lygciy sistema

2 2

2x2—xy—y2:O,
xX“+y"—=x+3y=4.

3
4. Apskaiciuokite ~5., jei 2(x? + y?) = y(4y =3x) ir 3(* —x?) = x(7y - 5x).
y
5. I8spreskite lygciy sistema
X+ = 2,
y+z
L,
Z+x
z+ o 1
X+ y

6. ISspreskite lygciy sistema



10.

ISspreskite lygciy sistema
x,r,z_3
yz zx Xy Xyz
xXy+yz+zx=3.
Raskite visus realiyjy skaiciy trejetus (a; b; ¢), kuriy kiekvienas skaiCius yra lygus kity dviejy skaiciy
skirtumo kvadratui.
Raskite visas realiyjy skai¢iy x ir y poras (x; y), tenkinancias lygciy sistema
x+[y]+ix} =50,
[x]+y+{y}=52,
{xp+2{y} =2

¢ia [a] yra sveikoji, o {a} — trupmeniné¢ skaiCiaus a dalis.
Raskite visus lygciy sistemos
x+[yl+izp =12,
xXj+y+[z]=3.4,
[x]+{y}+2z=4,6

sprendinius (x; y; z), jeix >0,y >0,z > 0.



IV. NIUTONO BINOMAS

Teorine medzZiaga parengé bei ketvirtaja uzduotj sudaré prof. dr. Eugenijus Stankus

Izaoko Niutono (Isaac Newton — angly fizikas, matematikas, astronomas, alchemikas, filosofas,
1643-1727) pavarde pavadinti fizikos désniai, Zinomi kaip pirmasis, antrasis ir trec¢iasis Niutono désniai,
jégos matavimo vienetas. Niutonas atliko tyrin¢jimus optikos, Siluminés fizikos, matematikos, chemijos,
geografijos, istorijos srityse.

Niutonui priskiriama ir formulé dvinario n-tajam laipsniui (x+ y)", n=1,2,..., apskaiCiuoti, kuri
vadinama Niutono binomu. Paprasciausius tokios formulés atvejus, kai n=1,2,3, zinome:

(ery)1 =x+y, (ery)2 = x? +2xy+y2, (x+y)3 =x +3x2y+3xy2 +y3.

Pasinaudodami $iomis formulémis galétume apskaidiuoti (x+ y)*, (x+ y)’ ir aukstesnius laipsnius. Tik
toks skai¢iavimo biidas nelabai patogus, nes norint apskai¢iuoti, pavyzdziui, (x+ y)"° reikéty gerokai

padirbéti. Sios temos tikslas — i§vesti reidkinio (x + )" apskai¢iavimo bendra formule (Niutono binomo),
galiojancia su bet kuriuo laipsnio rodikliu n=1,2,.... Taip pat panagrinésime kai kuriuos uzdavinius,
susijusius su Niutono binomu.

Irodinédami Sios temos teiginius naudosimés matematinés indukcijos metodu. Reikeés ir kai kuriy
kombinatorikos Ziniy.

Matematinés indukcijos metodas. Principas, kai nuo atskirojo teiginio pereinama prie bendrojo,
vadinamas indukcija. TaCiau teiginys biidamas teisingas atskirais atvejais gali negalioti visais atvejais.

Toks pavyzdys galéty biiti teiginys apie kvadratinj trinarj f(x)=x?+x+5— apskaitiave f(1)=7,
f(2)=11, f(3)=17, suklysime teigdami, kad f(n) su visais naturaliaisiais skaiciais » yra pirminis
skaiCius, nes f(4) =25, f(5)=35 néra pirminiai. O kaip nesuklysti? Kada galima teigti, kad 1S teiginio
teisingumo atskirais atvejais iSplaukia jo tejsingumas bendruoju atveju? Atsakyti j §j klausimg kartais
pavyksta matematinés indukcijos metodu. Sis metodas remiasi matematinés indukcijos principu, kuris
formuluojamas taip.

Tarkime, kad: 1) teiginys teisingas su n =1, 2) jei teiginys teisingas su n=k (k>1), taijis teisingas
ir su n=k+1. Tuomet teiginys teisingas su bet kuriuo natiralivoju skaiciumi n.

Pastaba. Kartais, priklausomai nuo nagringjamo uzdavinio, teiginys galioja nebiitinai pradedant
n=1. Sis pradinis numeris gali biti »n=0,n=2arba n=3, arba bet kuris kitas natiiralusis, netgi
sveikasis, skaiCius.

Deriniy i$ » elementy po m elementy skaicius. ISvedant Niutono binomo formule mums prireiks
iSmokti apskaiciuoti baigtinés aibés A4, turin€ios n>1 elementy, poaibiy i§ m elementy (0<m<n)
skai¢iy. Sis skai¢ius zymimas C” ir vadinamas deriniy is n elementy po m elementy skaic¢iumi. Dar C"
vadinami binominiais koeficientais, nes Sie skaiCiai, kaip toliau matysime, jeina ; Niutono binomo
formule. Taip pat jie naudojami ir daugelyje kity matematikos formuliy.

Aibés A elementy skaiciy toliau Zymeésime | 4|. Kad rastume C,', fiksuokime kurj nors aibés 4,
| A|=n,elementa a e 4. Visy aibés 4 poaibiy, turin¢iy po m elementy, aib¢ P (| P|=C," ) suskaidykime |
dvi klases B ir P,. Klasei B priskirkime tuos poaibius, turincius po m elementy, kuriems priklauso
elementas a, o klasei P,— tuos poaibius (turin€ius po m elementy), kuriems nepriklauso elementas a.
Kadangi P=RUP, ir NP, =, tai

Cy =l PER|+|P]. (1)

Visus klasés P, poaibius galima gauti i§ aibés 4\ {a} (aibé 4 be elemento a, | 4\ {a}|=n—1) poaibiy
po m—1 elementy prie jy prijungus elementg a. Todél | B |= C™'. Klasé P, sutampa su aibiy, sudaryty
1§ aibés A4\ {a} elementy po m elementy, aibe, taigi | P, |=C,",. IraS¢ gautasias iSraiSkas j (1) formule,
gauname

Gl =G+ Gy 2)

n—1-



Si lygybé vadinama Paskalio (Blaise Pascal - pranciizy filosofas, matematikas, fizikas, 1623-1662)
lygybe, kuri daZnai iliustruojama vadinamuoju Paskalio trikampiu (zr. LIMM 2003-2005 m. m. 4 tema,
autorius V. Stakénas). Zinoma, kad Paskalio trikampis ir jo sudarymo (2) formulé buvo Zinoma senovés
Indijoje apie II amziy pr. Kr., o binominiy koeficienty iki 8-o laipsnio lentel¢ 1303 m. sudaré kiny
matematikai. Binominiy koeficienty Zymuo C,’ atsirado 19 amziuje, jis, kaip matéme, skirtas zyméti
deriniy skai€iui i$ n elementy po m elementy. Binominiams koeficientams zyméti naudojamas ir kitas

. . .. n . . . . _
Zymuo, jvestas anksciau, t. y. C =( J Sio zymens autorius — Oileris (Leonhard Euler — §veicary
m

matematikas ir fizikas, 1707-1783).
Aptarkime ,.krastinius“ binominiy koeficienty atvejus.
Kai n=1 (A={a}), tai m reikSmés galéty biiti m=0 ir m =1. Akivaizdu, kad C{ =1 ir ¢ =1 (i$

viso yra du poaibiai — vienas i§ vieno elemento, kitas — tuscioji aibé). Kai n=2, tai aibés 4 ={q,,a,}
poaibiy skaiius yra 4, t. y. jis lygus C) +C) +C3 =1+2+1.

Naudodamiesi Paskalio formule galime apskaiciuoti ir tolesnes C,' reikSmes ar duotosios aibés visy
poaibiy skaiciy. Tik tenka susitarti, kad

C™ =0 suvisais n=1,2,..., kai m<0arbakai m>n,ir C0=1. (3)

Pastaroji lygybé reiskia, kad visuomet turime vieng poaibj be elementy (tai tuscioji aibé & — ji irgi
laikoma poaibiu). Natiiralu, kad taip pat yra tik vienas poaibis, turintis n elementy — tai pati aibé 4, todel
Cr=1.

Matematikoje bei taikant ja, binominiy koeficienty apibrézimas kartais iSpleiamas. Vietoje n
J . Tik dabar Sis

o : .. o : o . (a
jraSomas realusis (arba kompleksinis) skai€ius « - tuomet turi prasme ir simbolis (
m

dydis jau negali buti interpretuojamas deriniy skai¢iumi, o yra apibréziamas formule, kurig iSvesime
toliau.
Sandaugg 1-2-3-...-n, kaip jprasta, zymeésime skaiCiaus n>1 faktorialu: n'=1-2-3-...-n, 0!=1.
Faktorialo sgvoka 1808 m. jved¢ Krampas (Christian Kramp — pranciizy matematikas, 1760-1826).
Deriniy i§ » elementy po m elementy skaiciaus formulés jrodymas. Taikydami matematinés

indukcijos metoda, iSvesime formule binominiams koeficientams C," apskaiiuoti.

Auksciau matéme, kad C" =1, kaim=0,1. Naudojant faktorialo zymen; Sias lygybes galima
uzrasyti formule

!
r=1=—— aim=0,1.
m!-(1—m)!
Irodysime, kad formulé
!
;":L, kaim=0,1,2,...,n, 4)
m!-(n—m)!
teisinga su visais n>1.
Tuo tikslu tarkime, kad galioja formulé
N
cr = EDY =012, k1. )
m!-(k —1—m)!
Tuomet, pasinaudoj¢ Paskalio (2) formule ir (5) prielaida (vadinama indukcine prielaida), gausime:
—1) -1 !
cr=cpr+Cml = k=Dt (k=) i kaim=1,2,....,k—1.

m!-(k—1—m)! (m—l)!-(k—l—m+l)!:m!-(k—m)!’
! k!
m!-(k—m)! m!-(k—m)!

Remdamiesi matematinés indukcijos principu galime teigti, kad (4) formulé deriniy skaiciui C)

Kadangi formulé C}" = galiojairsu m=0 ir m=k, tai C' = , kai m=0,L...,k.

surasti galioja su visais n>1.



Pastaba. Skaiciuojant koeficientus C;’ daznai naudojamasi formule
n-(n=1)-...-(n—-m+1)

m
C,) =
m!

, kaim=0,1,2,....n, (6)

kuri nesunkiai iSvedama i§ (4)-osios iSskleidus faktorialus ir suprastinus. Beje, pastaroji iSraiSka
naudojama apibréziant auks¢iau minétus apibendrintuosius binominius koeficientus:

(aj:a-(a—l)-...-(a—m+1)

m m!
Atkreipkime démesj, kad 1§ (4) formulés iSplaukia svarbi binominiy koeficienty savybé
cr=Cc™"™, m=0,1,2,..,n (7)
(isitikinkite jos teisingumu savarankiSkai).
Niutono binomo formulé. V¢l naudodamiesi matematinés indukcijos metodu jrodysime, kad su
visais n >1 galioja Niutono binomo formulé
(x+ )" =Cx" Y0 + Cox" Myl 4 Iy a0y (8)

kuri, vartojant sumavimo simbolj Zai =a, +a, +...+a; , gali buti uZrasyta taip:
i=1
n

(x+p)"= D Gy )

m=0
Niutono binomo (8) ir (9) lygybiy deSines puses toliau vadinsime binomo (x+ y)" skleidiniu, o
skleidinio (m+1)-3jj narj Zymésime 7., =C,'x"""y™, m=0,1,...,n . Taigi binomo skleidinj sudaro » +1

nario suma.
Niutono binomo formulés jrodymas.

Kai n=1, (9) formulé teisinga: (x+ )’ _Z crxtmym = Py + Oy = x4y
m=0

Darome indukcing prielaida

k-1
(x+ )= Z cpxkTTmym k2.

m=0
Tuomet
k-1 k-1 k-1
(X + y)k _ (X+ y) . ()C + y)k—l _ (X + y) . Z C]znilxk—l—mym _ Z C;’:',lxk_mym + C]znilxk—l—mymﬂ _
m=0 m= O m=0
k= k
Z —y +ch 1xklm m+l _ ch 1X y +z mlkm mZZ(CIT—l"}'C]Zn—_]l)xk_mym:
m=0 m=0 0
k

kamm

m=0
Cia pakeisdami sumavima pasinaudojome (3) lygybémis, o paskutiniame Zingsnyje — Paskalio (2)
lygybe. Gavome, kad

k-1 k
(r+p) T =TT = @)t = D Gy
m=0 m=0
Pagal matematinés indukcijos principg galime teigti, kad Niutono binomo formulé ((8) ir (9)
lygybés) galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais n>1.

UZdaviniy, susijusiy su Niutono binomo formule, pavyzdziai.
1 pavyzdys. Tarkime, aibé 4 sudaryta 1S n elementy. Apskaiciuokime, kiek i§ viso poaibiy, jskaitant
tuscig ir pacig aibe, galima sudaryti i$ jos elementy.
Aisku, kad §is skai¢ius yra C° +C} +...+ C"' + C" . Pagal Niutono binomo formule gauname, kad
CO+Cl v +Cr 4 Cr=(+1)" =2", (10)
Taigi aibés A4 poaibiy skaiius yra 2" .



2 pavyzdys. Binominiai koeficientai tenkina lygybe
CO'-C +C2 - +(-1)"C" =0. (11)

[rodymas. Irase¢ | Niutono binomo (8) formule x=1 ir y =-1, gauname:
0=(1+(=1))"=Cl+CL - (-1)+ C2 - (-1)* + ..+ C" (=) 4 CM (1) =CY - C + C2 - ..+ (-1)"C".
Taigi (11) formulé galioja.
3 pavyzdys. Apskai¢iuokime sumg S, = C! +2C% +3C> + ...+ (n-DC" " + nC".
Sprendimas. Pasinaudoj¢ (7) formule galime raSyti:
cl=cr, ci=cr?,ci=cr?, .., crl=cl,cr=c.
Tuomet S, =C} +2C2 +3C> +...+(n-)C" ' +nC" = C'' +2C" 2 +3C" 3 +..+ (n—1)C} +nC?.
I8 ¢ia gauname: 2.8, = (C) +2C2 +3C + ..+ (n=2)C" 2 + (n=1)C" " +nC") +
+(nCY +(n-1)C! +(n=2)C? + (n=3)C3 +...+2C" 2 +C" ) =
=n(CP+C +C2+C 4+ +CM P4 4 CY =0 2" = S, =n- 2", Ats.: S, =n-2"",
4

4 pavyzdys. Raskime natiiralyjj skai¢iy n, su kuriuo C”ng =11.

n

Cha (n+2)-(n+1)-n-(n-1)-1-2

EPEN _1 o (12 (4D

; 1.2:3-4-n-(n-1) 12
=n’+3n-130=0=n=10. Ats.: n=10.

=1l=n’+3n+2=132=>

Sprendimas.

6
5 pavyzdys. Rasime Niutono binomo (3x+3%] skleidinio narj, kurio reikSmé yra pastovi su
X

visomis realiosiomis kintamojo x reikSmémis.

Sprendimas. Tarkime, kad ieSkomasis skleidinio narys yra 7, ,, = C2" (3x)® ’”(312) = 3072m y6=3m.
X

Kai 6 -3m =0, $io nario reikSmé bus pastovi nepriklausomai nuo x reikSmes. IS ¢ia m =2 ir ieSkomasis

narys yra Ty = CZ-3% -x" =15.9=135. Ats.: T, =135.
KETVIRTOJI UZDUOTIS
!
1. Naudodamiesi deriniy skai¢iaus formule C)' —% kaim=0,1,2,...,n, jrodykite Paskalio
m n—m

lygybe C)' =Crit+Cy.

2. Irodykite binominiy koeficienty savybe C,'-Cy =Cy -C,m7, ¢ia p<m<n.

3. Matematinés indukcijos metodu jrodykite nelygybe 1+ — >+/n, kain>2.

T

4. Tegu n — lyginis natiiralusis skaiCius (n=2k). Nustatykite, kuris 1§ binominiy koeficienty
Cm

n °

m=0,1,2,...,n, yra didZiausias.

5. Naudodamiesi (10) ir (11) formulémis apskai¢iuokite sumg C? +C? +Cy +..+C* 2 +C" , kai n —
lyginis natralusis skaiCius.

6. Raskite natiiralyjj skaiciy n, su kuriuo C3"'-C3",, =20.



7. Binomo (a a+—4j skleidinio treciojo nario koeficientas yra 44 didesnis negu antrojo nario
a

koeficientas. Raskite nario, j kurj nejeina kintamasis a, koeficienta.
3 ) )2
8. Kelintas binomo (Z%/a_z +§\/Z j skleidinio narys turi daugiklj a’?

9. Raskite binomo (3-3/3)"° skleidinio racionaliuosius narius.

10. Raskite reiskinio R(x)=(1+x)> +(1+x)* + (1+x)> +...+ (1+x)"° nario su daugikliu x* koeficients.



V. VEKTORINIO METODO TAIKYMAI

Teorine medZziaga parengé ir penktajg uZduoti sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Sakoma, kad atkarpa AB yra orientuotoji atkarpa (arba kryptiné¢ atkarpa), jei yra nurodyta,
kuris 1§ taSky A ir B yra orientuotosios atkarpos pradZios taSkas, tuomet kitas i§ atkarpos galy yra
jos pabaigos taskas. Orientuotosios atkarpos yra vadinamos vektoriais. Tekste vektoriai zymimi

arba viena raide su rodykle d, arba dviem didZiosiomis raidémis su rodykle E, pirmoje vietoje
raSant vektoriaus pradzios taska. Vektoriai AB ir CD yra vadinami a) vienakrypciais (Zymima AB 1
T Eﬁ), jei spinduliai AB ir CD yra vienodos krypties (la pav.), b) priespriesiais (Zzymima AB 1l
CD), jei spinduliai AB ir CD yra priesingy kryp&iy (1b pav.), c) kolineariaisiais (zymima AB ||
C_D)), jei tiesés AB ir CD lygiagrecios. Kolinearieji vektoriai yra arba vienakrypciai, arba
prieSprieSiai. Vektoriaus d = AB ilgiu (arba moduliu) vadinamas atkarpos 4B ilgis; vektoriaus a
modulis Zymimas |a| = |E| Vektoriai AB ir CD yra vadinami [ygiais, jei jy moduliai lygis, o
kryptys sutampa, Zymima AB = CD. I sio apibrézimo iSplaukia, kad, jei vektoriai AF ir CD néra
vienoje ties¢je, tai vektoriai AB ir CD yra lygiis tada ir tik tada, kai keturkampis ABDC yra
lygiagretainis.

B B
L / s
A C A D
4B M D PR
la pav. 1b pav.

Nuliniu vektoriumi 0 vadinamas toks vektorius, kurio pradZios ir galo taskai sutampa. Nulinis
vektorius yra kolinearusis su bet kuriuo vektoriumi. Nulinio vektoriaus modulis lygus nuliui.
Vektoriai, kuriy moduliai lygiis, o kryptys prieSingos, yra vadinami priesingaisiais vektoriais.
Vektoriui @ prieSingasis vektorius zymimas —d. Akivaizdu, kad —AB = BA (2 pav.).

B
B
_>
o %c
a /-a a
4
4 0

2 pav. 3 pav.

Sakykime, kad da = AB — duotasis vektorius, O — bet kuris plokStumos taskas. Nubrézkime
spindulj OM, vienkrypt] su spinduliu 4B ir jame raskime vienintelj taska C, kad atkarpos AB ir OC

buty vienodo ilgio (3 pav.). Tuomet vektoriai AB ir 0C yra lygiis. Sakoma, kad vektorius d yra
atidedamas nuo taSko O. Akivaizdu, bet kuris vektorius vieninteliu biidu yra atidedamas nuo bet

kurio tagko. Jei @ ir b — kolinearieji vektoriai, tai atidéti nuo vieno tasko, jie yra vienoje ties¢je (4
pav.). Jei du vektoriai d ir b atidéti nuo vieno tasko O (O4 = d, OB = b), tai kampas AOB yra
vadinamas kampu tarp vektoriy d ir I;; Sis kampas yra intervale [0°,180°]. Jei a 171 I;, tai kampas
tarp vektoriy d ir b lygus 0°, 0 jeia T b — tai kampas tarp jy lygus 180°.



i
/A/

(0]
@llb, OA=d, OB = b.
4 pav.

Sakykime, kad @ ir b — du vektoriai. Parinkime taskg A ir atidékime nuo jo vektoriy d = 4B, o

nuo tasko B - vektoriy b =BC (5 pav.). Tuomet vektorius ¢ = AC yra vektoriy d ir b suma: ¢ =
d+ b, arba AC = 4B + BC (vektoriy sudéties trikampio taisykle).

B

A3 q

a D

C
A
A
h ~C
5 pav. 6 pav.

Jei vektoriai @ ir b nekolinearieji, tai atidéje nuo tasko A vektorius a = AB ir b = R,
nubréziame lygiagretainj ABDC (6 pav.). Tuomet AD = 4B + AC (vektoriy sudéties lygiagretainio
taisykle).

Vektoriy sudétis pasizymi Siomis savybémis:

l.d+b=b+d,

2. (@+b)+E=d+(b+0),

—

3 a+0=d,
i+ (-d)=0.
Vektorlq G ir b skirtumu vadinamas toks vektorius %, kad ¥ + b = d, zymime ¥ = d — b
Akivaizdu, kad @ — b = @ + (—b) (7 pav.). Jeid = AB, b = AC,taid — b = AB — AC = CB
>
S,
C
A
7 pav.

SkaiCiaus / ir vektoriaus d sandauga vadinamas vektorius b , hustatomas Siomis sglygomis:
1) b1Md,jeil>0,b1d,jeil <0;
2) |b| =11l 1dl (8 pav.).

a 1a.1>0

8 pav.



Skaiciaus 0 ir vektoriaus d sandauga yra nulinis vektorius. Skai¢iaus / ir vektoriaus d sandauga
yymima b = [ - d (arba b = 1d).

Vektoriaus daugyba i$ skai¢iaus pasizymi tokiomis savybémis:

D1-d=d —1-a=—a,

2) (lk)y-a=1-(k-a),

) (l+k)-a=1l-a+k-a,

4y 1-(@+b)=1-d@+1-b.

Vektoriai @ ir b yra kolinearieji tada ir tik tada, kai yra toks skaiius /, kad b = [ - d. Jei d 11 b,
5] b

2L ojeid b, tail = — =,
lal lal

tail =
1 pavyzdys. Nenuliniai vektoriai a ir b yra nekolinearieji. Rasime tokig x reikSme, kad
vektoriai ¢ = (x —2)d + bird = 2x+1)d—b bty kolinearieji.
Sprendimas. Vektoriai C ir d yra kolinearieji tada ir tik tada, kai yra toks skaicius y, kuriam yra
teisinga lygybé d = yc. Taikydami vektoriaus daugybos i§ skaiCiaus ir vektoriy sudéties savybes i§

Sios lygybés gauname, kad (2x + 1)d—b =y ((x —2)da+ B), Qx+1Dd—b = (xy—2y)d+

yE. IS vektoriy atimties savybiy iSplaukia, kad vektoriai gali biiti perkeliami i§ vienos lygybés
pusés ] kita, keiciant Zenklus. Todél i§ paskutiniosios lygybés turime

(2x + 1 —xy + 2y)d = (1 + y)b. *)

Jei y+1# 0, tai i§ jo padalije gauname, kad b = 2x+1y+++2y&, taigi vektoriai d ir b yra
kolinearieji, o tai prieStarauja uzdavinio sglygai. Taigi y + 1 = 0, todél (*) lygybés desinioji pusé
lygi nuliniam vektoriui. I§ ¢ia gauname, kad (2x + 1 — xy + 2y)d = 0. Kadangi vektorius @ yra
nenulinis, tai §i lygybé teisinga tik kai 2x + 1 — xy + 2y = 0. Taigi tam, kad vektoriai € ir d biity
kolinearieji, turi galioti lygybés 2x +1—xy +2y =0 ir y + 1 = 0. 18 jy randame, kad y = -1,

5 -
Sa—b,

— -

x =§. Patikrinus gauname, kad ¢ = (%—2)&+E= —§&+b, d= (2-§+1)51—l—))=
taigi C ir d-— prieSingieji vektoriai.
Atsakymas: x = %

2 pavyzdys. Sakykime, kad atkarpoje AB yra taskas C ir AC:CB=a: [, Cla a ir § — du

duotieji skaiciai. Tuomet bet kuriam taskui O yra teisinga lygybé 0C = BO‘:%;OB

Sprendimas. Sakykime, kad AC : CB = a : f (9 pav.). Tuomet AC = %E’) Jei O — bet kuris
plokStumos taskas, tai AC =0C — E‘f, CE = 0B — o_c’, t.y. 0C—-04 = %(O—B> - ﬁ). IS cia
gauname, kad (a + B)W = a0B + 554’ , kg ir reikéjo jrodyti.

1 teorema. Sakykime, kad d ir b - du plokstumos nekolinearieji vektoriai. Tuomet bet kuris

plokstumos vektorius ¢ vienareikSmiskai i$reiSkiamas vektoriais d ir bt y. egzistuoja skaiciai / ir
m, kad buty teisinga lygybé ¢ = la + mb.

B A,




Irodymas. Atidékime duotuosius vektorius nuo pasirinkto plokStumos tasko O: 04 =4,
OB=b, 0OC=¢ (10 pav.). Kadangi vektoriai d ir b yra nekolinearieji, tai taskai A, B ir C néra
vienoje tieséje. Per taska C nubréziame tieses p || OA ir q || OB. Sakykime, kad tiesés p ir OB
kertasi taske By, o tiesés g ir OA — taske A,. Kadangi vektoriai 0—141) ir 04 kolinearieji, tai egzistuoja
skaicius /, kad O—AI =1-04=1-ad. Analogiskai vektoriai 0—B£ ir OB kolinearieji, tai egzistuoja
skaicius m, kad OB, =m- 0B = m - b. Kadangi OC = 04, + OB,, tai ¢ =1ld +mb. Jei I' # |, ir
m’ # m — kiti skaitiai, su kuriais teisinga lygybé ¢ = I'd + m'b, tai atéme viena lygybe i kitos,
gauname, kad (I—1)d+(m—-mDb=0 ty. d= %E, taigi d | b. Gavome priestara
teoremos sglygai, taigi ' = [, m' = m, ir teorema jrodyta.

3 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastin¢je BC yra taskas M toks, kad BM : MC = 1:4, o
krastinéje CD yra taSkas N toks, kad CN : ND = 3:2. Rasime, kokiu santykiu atkarpa MN dalija
Istrizaing AC.

Sprendimas. Tokiy uzdaviniy sprendime taikome 1 teoremoje jrodyta teiginj. Tuo tikslu
pasirenkame kurj nors vektoriy ir ji du kartus iSreiSkiame dviem nekolineariaisiais vektoriais.
Sakykime, kad atkarpos MN ir AC kertasi taske P (11 pav.). Vektoriai AB ir M

AD yra nekolinearieji, todé¢l pasirinke vektoriy AP ji 1i8reikS8kime Siais B v C
vektoriais dviem biidais — t. y. taikydami du skirtingus uzdavinio salygos ’4
teiginius. Visy pirma pastebime, kad vektoriai AP ir AC yra kolinearieji, y N

todél egzistuoja skaicius x, kad AP = xAC. Kadangi pagal vektoriy sudéties 11 pav.
lygiagretainio taisykle AC = 4B + ﬁ, tai AP = xAB + xAD (1). Kita

vertus, taskas P yra atkarpoje MN, taigi vektoriai MP ir MN yra kolinearieji todel egzistuoja toks
skaicius y, kad yra teisinga lygybé MP = yMN o tai reiSkia — ir lygybe AP =AM + MP = AM +
yMN ISreikSime Sios lygybes deSHIO_]O_]e puseJe esancius vektorlus pas1r1nktals vektoriais AB ir
AD. Turime, kad AM = AB + BM = AB +EBC = AB +§AD, AN = AD + DN = AD +EDC =

AD +24B, MN = AN — AM = —24F + 24D . ¥ Cia turime AP = 4B +2AD +y(—24B +
%Zﬁ) , taigi gauname dar vieng vektoriaus AP iSraisSka: AP = (1 — 3?3’) AB + (§ + 4?3/)@ (2).
Kadangi pagal 1 teorema vektorius AP nekolineariaisiais vektoriais AB ir AD isreiskiamas

vieninteliu biidu, tai (1) ir (2) lygybés turi sutapti, t. y. koeficientai prie ty paciy vektoriy turi biti
vienodi. Taigi gauname sistemg x = 1 — 3?31, X = % + 4?3’. IS Sios sistemos surandame y = %, X =
g. Taigi AP = %TC, todél ieSkomasis santykis AP : PC = 23:12.

Atsakymas: 23 :12.

Sakykime, kad duoti du vektoriai @ ir b. Atidékime Juos nuo vieno
tasko 0, OA=d, OB =bh (12 pav.). Tuomet kampas AOB yra kampas _c;/v

tarp vektoriy @ ir b. Skaicius, lygus vektoriy @ ir b moduliy sandaugai, —_Z;>
padaugintai i§ kampg tarp jy kosinuso, vadinamas vektoriy d ir b skaliarine = ::A
sandauga. Jei d ir b. — (_1)uotieji Ve_lftoriai, kampas tarp jy lygus ¢, tai ju ——p
skaliariné sandauga d-b = |d|-|b|-cos¢. I§ skaliarinés sandaugos b

apibrézimo i$plaukia, kad nenuliniai vektoriai a ir b statmeni tada ir tik 12 pav

tada, kai jy skaliariné sandauga lygi nuliui.
Skaliariné sandauga pasizymi $iomis savybemis:

I. d-b=b-d;

2. a-(5+5)=a b+d-é;

3. (l-d)-b=1-(d-b);

4. d-d=ad*>=1dl*=0, @a-d=0tkkaid=0.



Pagal skaliarinés daugybos aplbremmq ir ketvirtajg savybe kampas ¢ tarp vektoriy a ir b

apskai¢iuojamas pagal formule cos ¢ = o vektoriaus d modulis — pagal formule |d| = Vaz,

la I Ibl’
4 pavyzdys. Trikampio ABC krastines ABir AC lygios

atitinkamai 4 ir 8, kampas A lygus 60°, taskas N dalija krastinge BC 5}-&

santykiu BN : NC = 3 : 1. Rasime atkarpos AN ilgj (13 pav.). " S

Sprendimas. Kadangi BN : NC = 3 : 1, tai pagal 2 pavyzdzio "'_ ':.\f_"'r"

—_— — — -~ e
lygybe AN = %(AB + 3AC). Pakéle Sig lygybe skaliariSkai o= =
kvadratu,  gauname AN? = i (Ez + 64B - AC + 9AC?). 13 pav.

Kadangi AB* = |AB| =16, AC%= |AC| =64, AB-AC = |AB|-|AC|cos A =4-8-- = 16,

tai AN? =E(16+6-16+9-64) = 43, todél AN = VAN? = /43,

Atsakymas: \[43.

5 pavyzdys. Staciajame trikampyje ABC, 2C = 90°, nubrézta aukstiné CD, taskas M — jos
vidurio taskas, ties¢é AM kerta statinj CB taske P. Jrodysime, kad CP : PB = cos?ZA.

Sprendimas. Sakykime, kad staciajame trikampyje ABC AC = b, BC = a, AB = c (14 pav.).
Vektoriy CD isreiksime nekolineariaisiais vektoriais CB = d ir CA = b. Tarkime, A

kad CD = xd + yb. Kadangi AB = & — b, vektoriai d ir b yra statmeni, o 4% =

a?, b? = b2, tai vektoriy AB ir CD statmenumo salyga yra tokia: (@a- I;) (xd + D
yl_;) = 0. I§ ¢ia gauname, kad xa? — yb? = 0.Kadangi taskas D yra atkarpoje c—p B
14 pav.

AB, tai vektoriai AD ir AB yra kolinearieji, taigi yra toks skaicius z, kad AD =
zAB. 1§ lygybés AD = CD — CA = xd + (y — 1)b i¥plaukia, kad xd + (y — 1)b = zd — zb.

Kadangi d ir b yra nekolinearieji vektoiriai, tai 81 lygybé yra teisinga, kaix =z, y—1=—z. I§
2 2

. 1 _ : _ 2 _p2 — ol v = —1—y=— :

¢ia x =1—y, todél (1 —y)a*—yb* =0.Taigi y = =g X =1y =57 todél gavome

tokia vektoriaus CD iSraiska CD = @ + a?b). Tuomet CM = %C_D) (b2d +

(2 b?)

a?F), M = CM - CA = (bz zz)_z

(b%d — (a® + 2b*)b).  Kadangi

2(a 2+b2) 2(a2+b2)
vektoriai CP ir CB yra kolinearieji, tai yra toks skaicius k, kad CP = kd. Vektoriai AP = CP —

CA=kd—-b ir AM irgi yra kolinearieji, todél yra toks skaiCius [, kad AM = lﬁ, taigi

. (a2+b2) (b2d — (a? + 2b*)b) = lkd — Ib. Kadangi vektoriai @ ir b yra nekolinearieji, tai i
a?+2b? b2 b2

lygybé teisinga, kai | = ——, k = = Taigi CP = CB todel CP :

2(a2+b2)’ 2(a2+b?) a2+2b?’

PR =—2_. (1 2 ) = _ (2)2 = cos?ZA.

a?+42b? a?+2b? a?+b?




PENKTOJI UZDUOTIS
ABCDEF — taisyklingasis SeSiakampis. Vektorius BC ir BD isreikskite vektoriais AB ir AF.

TaSkai M ir N yra trikampio ABC krastiniy AB ir AC vidurio taskai. Vektorius AB, AC ir MN

iSreik$kite vektoriais BN ir CW

Nenuliniai vektoriai @ ir b yra nekolinearieji. Raskite tokias x ir y reik§mes, kad vektoriai ¢ =
xd+ybird = (y+ 1)d + (2 — x)b buty lygis.

TaSkas M yra trikampio ABC krastin¢je AB, taskas N yra jo krastin¢je BC ir AM : MB = 3 :
4, CN : NB =5 : 2. Kokiu santykiu atkarpa MN dalija trikampio pusiaukrasting BD?

Trikampio ABC krastin¢éje AB yra taskas N, o krastin¢je AC — taSkas M taip, kad AN: NB =
2:5, AM:MC = 3:4. Atkarpos BM ir CN susikerta taske K. Raskite santykius BK: KM ir
CK:KN.

Trikampio PKH krastiniy PK ir PH ilgiai PH = 2v/2, PK = 2, kampas HPK lygus 135°.
Krastin¢je KH yra pazymétas toks taskas 0, kad HO : OK = 1 : 3. Raskite atkarpos PO ilgj.

Stagiojo trikampio ABC, 4C = 90°, smailiojo kampo A kosinusas lygus g. Raskite kampg
tarp Sio trikampio pusiaukrastiniy CD ir BE.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 3, AC = 5, kampo BAC didumas yra 120°. Raskite jo
pusiaukampinés AD ilgj.

Kvadrato ABCD krastinése AB ir BC yra taskai P € AB ir Q € BC tokie, kad BP = BQ.
Nubrézta trikampio BPC aukstiné BH. Raskite kampo QHD diduma.

. Staciakampio ABCD kraStiniy ilgiai AB = 4, AD = 6, taskas M yra krastinés BC vidurio
taskas. Nubréztas kitas staciakampis MCEN, taSkas E yra krastinés DC tgsinyje uz tasko C ir
CE = 5. Raskite kampa tarp tiesiy, kuriose yra staciakampiy jstrizainés DB ir ME.



VI. JRODYMO UZDAVINIAI

Teoring medzZiaga parengé bei Sestaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas) ir
Palaimintojo Teofiliaus Matulionio gimnazijos matematikos mokytoja eksperté Regina Rudalevi¢iené

Bet kurio matematinio teiginio teisingumo ar jo paneigimo pagrindimas taip pat yra tam tikras
matematinis uzdavinys, kurj reikia iSspresti. DaZniausiai tokio uzdavinio sprendimo procesas bei jo
apraSymas vadinamas jrodymu. Nesileisdami j bent kiek gilesnius filosofinius pamastymus vieng kita
jrodymo uzdaviniy sprendimo galimybe ar biidg pabandysime atskleisti nagrinédami konkrecius uzdavinius.

2
a“+a+2 >
\/a2+a+1

a2+a+2

——— yra
\ja2+a+1

1 pavyzdys. Jrodykime, kad esant bet kuriam realiajam skaiciui a galioja nelygybé 2.

2
Irodymas. Kadangi a’+a+l= (a + %) +% >0, kai ae(—oo;), tai reiskinys

apibréztas visoje realiyjy skaiciy aibgje.
..... a’+a+2

———————-2 néra neigiamas esant bet kuriam
v a’+a+1
skaiCiui a. Tg skirtuma nagrinékime taip:

2 2
a - +a+2 _,_a +a+1 N 1 o [ 2+a+1—2+;=
\/a2+a+1 \/a2+a+1 \/a2+a+1 a2+a+1
2
= ¥ 2+ar+1——4 ! 20. (1)
\/a2+a+1
2

Taigi visada %—220, todél visada (kitaip sakant, jei ae€(—o0;0)) galioja nelygybé
a“+a+l

2
@ ta+2? o,
a’+a+1
Atkreipkime démesi | tai, kad i§ (1) nelygybés iSplaukia, jog lygybé galima tik kai
4\/a2 +a+1 SR S 24+ a+1=1. Gauname dvi a reikimes — a=0 ir a=-1. Visuose

. Taigi kai a
4/ 2
a”+a+l1

kituose realiyjy skaiciy tiesés taskuose galioja griezta nelygybé

a2+a+2

\/a2+a+1

2 pavyzdys. [rodykime, kad esant bet kuriam realiajam skaiciui x galioja nelygybé
(x—-D(x-3)(x—4)(x—6)+10>0.

> 2.

[rodymas. Kadangi

(x=Dx=-3)x-4)(x-6)=((x—1)(x—-6))-(x=3)(x—4)) = (x2 —Tx+ 6)(x2 -Tx+12)=

= (2 =7)+6)(x% = Tx) +12) = (x* = 7x)? +18(x% = 7x) + 72 = (x> = 7x) +9)* -9,
tai

(x—D)(x=3)(x—4)(x—6)+10=(x*> —Tx+9)% +1>0, kai x e (—0;0).

Matome, kad ir pirmame, ir antrame pavyzdyje pasiseké pritaikyti gerai zinoma i§ realiyjy skaiCiy
daugybos apibrézimo isplaukiancia nelygybe =20, re (—oo; 0) . Beje, taikant §ig nelygybe galima
Jrodyti labai svarbia sprendziant jrodymo uzdavinius nelygybe 4, >2G,, n=2,3,...; ¢ia

at+ay+...+a
An: 1 2 n

n
yra neneigiamy realiyjy skai¢iy ay, ay ..., a, aritmetinis vidurkis, o

G,=%a-ay-...-a,



yra ty paciy skaiciy geometrinis vidurkis.
Sustokime tik prie nelygybiy
A22G2, A42G4 ir A3 2G3
jrodymo.

3 pavyzdys. [rodykime, kad realiyjy skai¢iy a; =0 ir a, >0 aritmetinj vidurkj 4, =al+Taz ir jy
geometrinj vidurkj G, =,/aja, sieja nelygybé 4, > G,.
Irodymas. Tegu a; >0 ir a, >0 . Tada

ay—2\aja, +a a; —+la
AZ—GZ:alzaz—,alazz 1 212 2:(\/_12 2)220
Vadinasi, 4, >G,, jei a; ir a, yra bet kurie neneigiami realieji skaiciai, o lygybé galioja tik kai a; = a,.
4 pavyzdys. Jrodykime, kad neneigiamy realiyjy skai¢iy «;, a,, a3 ir a4 aritmetinj vidurkj
_aptaytaztay

2 ir jy geometrinj vidurkj G4 =§/ajayaza, sieja nelygybé 4, > G,.

Irodymas. Tegu a; 20, ap 20, a3 >0 ir a4 20. Tada

Ay

a+ap +a3 +ay

aptaytazt+ay 2 2 aptay aztay
A4 = 4 = > > > . > > \/alaz '\/613614 =\/a1a2a3a4 = G4.

Vadinasi, 44 > Gy, jei a;, ay, ay ir ay yra bet kurie neneigiami realieji skaiciai. O lygybe ¢ia galioja tik kai

ay=day =daz =day.

Atkreipkime démesj j tai, kad §iame jrodyme nebeieskojome kelio iki nelygybés r2 >0, re(—0;®), 0

pritaikéme jau jrodyta nelygybe 4, >G, — i§ pradziy skaiciy b = 4 ;az ir by =374

s :T4 porai, o paskui —
skaiCiy a; ir a, bei a3 ir ay poroms.

5 pavyzdys. Irodykime, kad bet kuriy neneigiamy realiyjy skai¢iy a;, a, ir a3 aritmetinj vidurkj

A :% ir jy geometrinj vidurkj G :W sieja nelygybé 43 > Gj.
Irodymas. 18 pradziy pritaikykime nelygybe A, = G, skaiCiams b =a;, by=a,, by=a3 ir
by :W; a; 20, ap 20, a3 >0. Gausime:
ay+ay+az+ GraTas
A3:a1+a32+a3: ; 3 2#%'”2"’3'@:4@33"‘13-

IS C¢ia gauname:
A3=3G3 Ay = 4§ 2G5 - A3 = A —G3 - 432 0= A3(43 —G3) = 0.

Jei 43=0,tai a; =ay =a3 =0, o tada ir G3 =0. Taigi Siuo atveju bity 43 = Gs.

Jei A3 >0, tai 43 —G3 >0. I3 Sia gauname, kad 43 >G5 (nes 43 >0 ir G3>0).

Vadinasi, 43 >Gj3, jei a;, a, ir ay yra bet kurie neneigiami realieji skaiCiai. O atidziai jsiziiireje
lengvai suprasime, kad lygybé 43 = G5 galioja tik kai a; = a, = as.

Matome, kad ,.kuo toliau j miska, tuo daugiau medziy“, todel apsiribokime tik nelygybémis 4, = G,,
Ay 2 Gy ir Ay 2 Gy.

6 pavyzdys. Jrodykime, kad

+ + +
Ty ITEL YT E S, )

z v X
jei x>0, y>0ir z>0.

[rodymas. Pertvarkykime kairéje jrodomos nelygybés puséje esantj reiskinj ir taikykime nelygybe
A2 > G2 .



x + x+z +z x X z Z X A zZ X
y+ +y =—+}—1+—+—+X+—=(—+X>+(}—]+—)+(—+—)=
z y X z z Yy Yy X X z 'y

1/x 1 z\ 1.z x x z zZ X
=2 —(—+X)+—(X+—)+—(—+—) >2( 22+ P2+ 2 X =20+1+4 D =6
2\y x/ 2\z y/ 2\ z y X zy x z

Taigi (2) nelygybé tikrai galioja, jei x>0, y >0 ir z>0. O lygyb¢ galioja tik kai
X Y Y_Z 4 E_

y x z 'y X
Is sios lygciy sistemos iSplaukia, jog taip bus tik kai x =y =z.

7 pavyzdys. [rodykime, kad

a+b+c < a® +b% 42

3 3
jei a=>0, b>0 ir ¢ >0 yra realieji skaiCiai.

Irodymas. 18 pradziy jvertinkime abiejy reiskiniy kvadraty skirtuma:

2
(a+b+cj2_ a® +b% +c? _az+b2+02+2ab+2ac+2bc_az+b2+c2
3 3 9 3

B a2 +b2 +02 +2ab+2ac+2bc—3a2 —3b2 —302 B 2ab+2ac+2bc—2a2 —2b2 —202

9 9
(a2—2ab+b2)+(a2—2ac+cz)+(b2—2bc+02)__(a—b)2+(a—c)2+(b—c)2<0'
9 9 o
Cia lygybé galima tik kai a=b, a=c ir b=c, taigi tikkai a=b=c.
IS nelygybés
2 2 2 2 2
(a+b+cj | Jam+b"+c <0
3 3
2 2 2 2 2 2
iSplaukia, kad atbtc a7 +b +c <0, nes a+b+c+ a”+b”+c >0. Vadinasi, nelygybé

3 3 3 3

2 2 2
+b+ [ +b° + e . .. .. .
a 3 €< |4 3 € tikrai galioja,jei a>0, b>0 ir ¢c>0. 0O jei a =b=c, tai visada gausime lygybe.

8 pavyzdys. Staciojo trikampio statiniy ilgiai yra a ir b, jzambingés ilgis ¢, o aukstinés, nubréztos i$
staciojo kampo virStnés, ilgis yra 4. Jrodykime, kad
a+b<c+h.

Irodymas. Aisku, kad S$io trikampio plotas yra %ab, arba %ch.

2.
Vadinasi, ab=ch. Todél 1 b
(a+b)? =a® +2ab+b*> =c? +2ab=c> +2ch<c* + 2ch+h> = (c + h)°.

C
IS nelygybés (a+ b)2 <(c+ h)2 gauname:

(a+b)? —(c+h)? <0= ((a+b)—(c+h)(a+b)+(c+h)<0=>(a+b)—(c+h)<0=>a+b<c+h.

9 pavyzdys. Lygiakrascio trikampio krastinés ilgis yra 12. Jrodykime, kad nejmanoma Sio trikampio
padalyti j du trikampius taip, kad vieno perimetras buty 27, o kito — 29.

C
Irodymas. Krastingje AB ieSkokime tasko M, kad galioty dvi lygybés —
AM +MC+CA=27 ir MB+BC+CM =29.
Pazyméje AM =x, MC =y, gausime lyg¢iy sistemg 12 12
{x +y=15, Y
(12-x)+y=17,
A 535 B

kuri turi vienintelj sprendinj: x =5, y=10.



Matome, kad ties¢ CM lyg ir padalija trikampj ABC | du trikampius (AAMC ir AMBC) taip, kad

trikampio AMC perimetras yra 5+10+12 =27, o trikampio MBC perimetras yra 7+12+10=29. Ir jei ne
reikalavimas jrodyti, jog tai netiesa, greiciausiai ne vienas toje uzdavinio sprendimo vietoje gal net padétume
taska.

[sizitirékime | statyjj trikampi MDC. Jo statiniai yra MD=1, DC=+122-6% =108 =6+/3, o

jZambiné CM =+ MD? + DC? =109 £10. O tai reiSkia, kad i§ lyg€iy sistemos rasta y reikSmeé y =10,
néra atkarpos CM ilgis ir todél nejmanoma lygiakras¢io trikampio, kurio krastinés ilgis 12, padalyti i du
trikampius taip, kad vieno perimetras biity 27, o kito — 29.

10.

SESTOJI UZDUOTIS

Irodykite, kad a’+3>2Va%+2 , jei a yra bet kuris realusis skaiCius.

Irodykite, kad nelygybé

(a+b)b+c)c+a) >3

abc
galioja, jei a, b ir ¢ yra bet kurie teigiami realieji skaiCiai.

Irodykite, kad

1 1 1 3
+ + > ,
a+b b+c c+a a+b+c
jeia, b ir ¢ yra teigiami realieji skaiciai.

Irodykite, kad esant bet kuriam realiajam skaiciui x galioja nelygybé Ao et —x+1>0.

Irodykite, kad néra tokio nattiraliojo skai¢iaus, kurio skaitmeny sandauga lygi 3570.
Irodykite, kad jei natiiralusis skai¢ius m—n (Cia m ir n taip pat nattralieji skaiciai) dalijasi i$ 3, tai
skaidius m> —n> dalijasi i§ 9.

Tegu a ir b yra staciojo trikampio statiniy ilgiai, ¢ — jo jzambinés ilgis, o & — aukstinés, nubréztos i$
staciojo kampo virsinés, ilgis. [rodykite, kad galioja nelygybé

c+h 32

a+b 4

Tegu M yra laisvai pasirinktas taskas trikampio 4BC viduje, P — trikampio ABC perimetras, 0 p = %P.
Irodykite, kad p <MA+ MB+MC < P.

Irodykite, kad lygiakrastj trikampj, kurio krastinés ilgis 8, jmanoma padalyti i du trikampius taip, kad
vieno perimetras biity 18, o kito — 20.

Tegu trikampio ABC krastiniy BC, CA ir AB ilgiai yra atitinkamai a, b, ¢, o pries§ jas esanciy kampy
didumai — atitinkamai o, B ir y. [rodykite, kad Sis trikampis yra lygiaSonis, jeigu galioja lygybe
a-b

=1-2cosy.
a



VII. NESTANDARTINES LYGTYS IR NELYGYBES

Teorine medZiaga parengé ir septintaja uzduotj sudaré Vilniaus universiteto
docentas Romualdas KaSuba

Tiesa sakant, néra lengva pasakyti, kuo nestandartinés lygtys ir nelygybés skiriasi nuo jprastiniy lyg¢iy ir
nelygybiy, nes tie skirtumai daznai yra gana nezymds.
Pradékime nuo visai nesudétingo pavyzdzio.

1 pavyzdys. Dviejy natiiraliyjy skai¢iy suma yra lygi 1999. Jeigu viename i$ jy uzbrauktume du
paskutiniuosius skaitmenis tai gausime antrgjj skaiciy. Raskite tuos skaicius ir paaiskinkite, kodél daugiau jy
néra.

Sprendimas. Jeigu pirmasis dedamasis skaicius biity trizenklis, tai uzbrauke du paskutiniuosius skaitmenis
gautume vienazenklj skai¢iy ir tada vienaZenklio ir trizenklio skai¢iy suma niekaip negaléty buti lygi 1999.
Todél pirmasis didesnysis dedamasis skaiCius yra keturzenklis ir gali buti uzraSytas pavidalu

ABCD.
Tada antrasis dedamasis (dvizenklis )skai¢ius yra 4B ir pagal salyga
ABCD + AB = 1999.
Tuomet galima atlikti tokius pertvarkymus
ABCD + AB=1004B + CD + AB=1014B + CD = 1999.

IS ¢ia turime, kad 1999 minus tam tikras dviZenklis skaiCius dalijasi be liekanos i§ 101, vadinasi, jis yra
lygus 1919. Tod¢l CD = 1999 — 1919 =80, 10148 + 80 = 1919 ir galutinai AB = 19.

Todél ieskomasis didesnysis pirmasis dedamasis skai¢ius yra 1980, o antrasis — gautas uzbraukus du
paskutiniuosius to skaiciaus skaitmenis — 19 ir jy suma yra lygi

1980 + 19 =1999.

Ats. leskomieji skaiciai yra 1980 ir 19.

Sekantis pavyzdys irgi néra labai painus, taciau iSskirti vadinamuosius pilnus kvadratus gera yra mokéti.

2 pavyzdys. [Sspreskite lygti
xP—xy+y>—2x-2y+4=0.

Sprendimas. Padaugine duotajg lygtj i$ dviejy gautume lygybe
2x> =2xy+2y> —4x -4y +8=0.
Pastaraja lygybe galime perrasyti taip:
2x2 —2xy+2y? —4x—4y+8=(x—y)?+ (x?—4x+4)+ (y? -4y +4) =
= (- + @2+ (y—2)* = 0.
Taip gauname, kad trijy kvadraty suma yra lygi nuliui, vadinasi, ir visi jie yra lygiis nuliui ir todé¢l jie
visi trys, tai yra skaiciai
X—y,x—2iry—2
yra nuliai, todél
x=y=2
yra (vienintelis) duotosios lygties sprendinys.
Ats.: (x;) =(2;2)

Dar kitame pavyzdyje irgi nieko labai painaus nesama.

3 pavyzdys. Su kokiomis parametro a reikSmémis kvadratiniai trinariai
¥ 4+ax+1=0ir X’ +x+a=0

turi bendrg Saknj?

Sprendimas. Jeigu kvadratiniai trinariai turi bendrg Saknj, tai turi atsirasti atsiras toks skaicius p, kuris
tenkina abi tas lygtis, tai yra turi bti taip, kad vienu metu galioja abidvi lygybés

pr+ap+1=0ir p*+p+a=0.
Atimdami vieng lygt;j i kitos mes gausime, kad
ap+1-p—-a=0.



Sia lygybe pertvarkome j lygybe
(a-D(p-1)=0.
Jeigu a yra lygus 1, tai lygtis x* + x + 1 = 0 sprendiniy neturi, nes ji gali bati perrasyta pavidalu

x2+x+1:(x+l)2+§¢0.
2 4

Lieka atvejis kai p yra lygus 1, tada
P+1+a=0,
arba
a=-2.
Patikring matome, kad ta a reikSmé tinka abiem kvadratiniams trinariams — abu jie tikrai turi Saknj lygia 1.
Ats..a=2.

Kartais sprendziant lygtis ar nagrin¢jant kitus algebrinius reiskinius, reikia kiek pamastyti ir tuo paciu
geriau jsigilinti | nagrin¢jamy reiskiniy esm¢. Kad nebiitume jtarti tus¢iu samprotavimu, kartais vadinamu net
ir pamokslavimu, pateiksime labai paprastg pavyzdj.

4 pavyzdys. Suraskite pacig maziausig sveikajg teigiama x reikSme, su kuria reiskinys
X X X Xx X
)
2 3 4 5 6
yra sveikasis skaicius.

Sprendimas. Atrodyty, kad uZtenka paimti patj maziausig sveikg teigiamg skaiCiy x, kuris dalijasi be
liekanos i§ 2, 3, 4, 5 ir 6 ir atlikus nurodytus veiksmus, gauti tg skaiciy. Kadangi, kaip yra gerai Zinoma, skaiciy
2, 3,4, 5 ir 6 bendras maziausias kartotinis yra 60, tai atsakymas bty

@+@+@+@+@=30+20+15+12+10=87.
2 3 4 5 6

Taciau, kadangi gautasis rezultatas yra skaicius 87, kuris yra dalus i§ 3, tai jrase j tg iSraiSka tris kartus
mazesnj skai¢iy 20, atsakymu gautume 3 kartus uz skaiciy 87 mazesnj skaiciy ir vis tiek sveika teigiamg skaiciy
29.

Kas gi Cia atsitinka ir kodél netinka skaiCius 60, kuris yra visy esanciy vardikliy bendras maziausias
kartotinis?

Taip nutinka dél to, kad dalies to iSraiSkos suma nepaisant nieko yra sveikasis skaicius, biitent, misy
atveju

ir todél reiskinys susiveda j kur kas paprastesnj nustatymg, su kokia maZziausia sveika teigiama reikSme
reiskinys

yra sveikasis teigiamas skaiCius. Skaitytojas turbiit gerai pastebéjo, jog tai reiskia, jog skaiCiaus x dalumu i§
2,3 ir 5 jau galime nebesurtpinti.
x x Sx+4x 9x .

O reiskinys Z + g = 2—0 = 2—0 igyja sveikg teigiama reikSme, kai x yra lygus 20, kg mes ir buvome

pastebéje anksciau.
Ats.: 20.
Penktajame pavyzdyje ir vél yra ,.iSskiriami* vadinamieji pilnieji kvadratai.
5 pavyzdys. Jrodykite, kad su visais realiaisiais skaiciais x, y ir z galioja nelygybé
(x+1)+(y+2)° +(z+x) > +3>4(x+y+2).
Kada ji virsta lygybe?
Sprendimas. Jeigu mes viska sukeltume j vieng puse, tada galétume perrasyti taip:
2x7 +2y° +227 +2xy+2yz+2zx —4x —4y —4z+3> 0.
O tai yra tas pats kaip uzrasyti



(x+9) =2x+»)+1+(y+2) =2y +2)+1+(z+x)> =2(z+x)+1>0.
Todél gauname
(x+y=-1D*+(p+z-1)>+(z+x-1)> >0,
Kas yra akivaizdziai teisinga, nes keliy kvadraty suma tikrai visada yra neneigiama.

Dabar beliko nustatyti, kada galioja lygybés zenklas. O jis galioja tada, kai visi kvadratai yra lygus nuliui,
misy atveju, tai reiskia, kad

x+y—-1=0,
y+z—-1=0
z+x-1=0.

Sudéjus visas lygtis ir padalinus jas i§ 2, gautume
x+y+z-15=0,
O tai yra tas pats kaip
1

X=y=z=—.
Y 2

Sestasis pavyzdys i§ paziiiros atrodo gana sudétingai.

6 pavyzdys. ISspreskite lygtj
¥’ +11x—-6 _ 5x
X —x-6 x*-6
Sprendimas. Pirmiausiai pastebékime, kad x yra nelygus 0, nes kai x yra lygus nuliui, lygties desinioji
pusé yra lygi 0, o kairioji, atvirksciai, nelygi nuliui (ji tada yra lygi 1). Todél duotosios lygties skaitiklius ir
vardiklius galima padalinti i§ x. Padaling gauname
x*+1lx-6  5x

X
xX*—-x-6 X’ =6

X X

Tai yra tas pats, kaip paraSyti

6
x——+11
5
x—é—l x—é
x X

Jeigu mes x —— pazymétume y, tai gautume lygtj
X

y+11_5

y-1 'y

Arba toliau tvarkantis biity
y(y+1) =5y -1,
Y +11y—-5y+5=0,

Y +6y+5=0.

IS ¢ia gauname, kad y yra lygus arba —1 , arba —5. Duotosios lygties Saknis gausime, iSsprende dvi lygtis:

6 6
x——=-lirx——=-5ty. x>’ +x-6=0ir x> +5x-6=0.

x x
Taip gausime Saknis —3, 2 bei —6 ir 1.
Ats.: -3,2,-6, 1.

1 1

7 pavyzdys. ISspreskite lygti

Yxt D) (caDx+2) 4



- 1
Sprendimas. Si lygtis yra visai paprasta — i$ tikryjy, iSkéle bendra abiejy sumos nariy daugiklj D
+

pries skliaustus, gauname

1 l+ 1 )= 1 .x+2+x_ 2x+2 B
(x+1) x (x+2) (x+1) x(x+2) x-(x+Dx+2)
2x+1) 2 1

x(x+D(x+2) x(x+2) 4
Kitaip tariant, x(x + 2) =8, x* + 2x —8 = 0 ir gauname dvi $aknis: vieng x reikime, lygia 2 ir dar kita,

lygia -4.
Patikrinimas rodo, kad abi Sios reik§més tikrai tenkina nurodytaja lygybe.
Ats.: 2; 4.

Tai, kg mes kg tik daréme, dabar tuoj bus truputélj papildyta.

8 pavyzdys. ISspreskite lygti
1 1 1 3
+ - =—.
x(x+1) (x+D(x+2) (x+2)(x+3) 10

Sprendimas. Metodas, pritaikytas kg tik sprestame uzdavinyje nebetinka, nes dabar lygtyje jau yra nebe
du, o trys nariai, kurie bendro daliklio jau nebeturi — vadinasi, turime dairytis kito biido. Cia dabar padeda kitas
metodas: biitent pasteb¢jimas, kad kiekvieng narj galime uzrasyti kaip dviejy trupmeny su skaitikliais, lygiais
1, skirtuma.

Sakysime,

1 1 1

x(x+1)  x x+1

Panasiai
1 1 B 1
(x+D(x+2) x+1 x+2°

ir
1 1
(x+2)(x+3) x+2 x+3
Todé¢l prading lygtj galime perrasyti taip:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
+ + (C-—) =) ——)=—

x(x+1) (x+D(x+2) (x+2)(x+3): x x+1 x+1 x+2 x+2 x+3 10

Atskliautus ir suprastinus gauname

1 1 3

x x+3 10

Toliau viskas jau visai jprasta:
1 I x+3-x_ 3

x x+3 x(x+3) 10

Dabar toliau turime

_3 3

x(x+3) 10
ir

x(x+3)=10.

Toliau turime kvadrating lygtj ir dvi jos Saknis: viena, lygia 2 ir dar kita, lygig —5.
Ats.: 2; 5.

Zemiau pateikiamoje sistemoje néra jokiy vadinamyjy pirmojo laipsnio nariy.



9 pavyzdys. Raskite visus lyg¢iy sistemos
{xz —-6yz+ 2y2 =1,
3y2 —4xy+9z2 =-1.
sprendinius.
Sprendimas. Sudéje¢ abi sistemos lygtis gauname lygybe
X' —4xy+4y> +y> —6yz+9z° =(x-2y)" +(y-32)* =0.
Tai reiskia, kad

x=2y =0
ir
y=3z =0
Tai reiskia, jog
x=2y ir y=3z .
Vadinasi
x=06z .

Irasius j pirmaja sistemos lygt] gausime
36z —6-3z-z+2-92° =1,
tai reiSkia, kad
362> =1=x".
Vadinasi, x ==1.
Todel, jei x yra 1, tai y yra %2, 0 z yra 1/6, o jei x yra —1, tai y yra—1/2 , o z yra —1/6.

11 1 1
Ats.: (I, —;=),(=1;—=—=;——).
s (B2 Ch=2m9)

Dabar bus panagrinéta nelygybé, kurig sprendziant labai nesunku pamir$ti pasizitiréti | kg nors visai
paprasto.
10 pavyzdys. [Sspreskite nelygybe

VX+2>x

Sprendimas. Taip ir norisi dirbant su $ia nelygybe, i§ karto abi jos puses pakelti kvadratu. Jeigu mes i$
karto taip ir padarytume, tai gautume nelygybe, kuri bty tokia:

x+2>x7,
Jeigu dabar viska sukeltume i vieng pusg, tai gautume
0>x>—x-2,
arba, rasant labiau jprastai, biity
x'—x-2<0.
Jeigu mes dabar surastume kvadratinés lygties
x*-x-2=0
Saknis, kurios yra lygios —1 ir 2, tai tada mes tg kvadratinj trinarj galétume iSskaidyti
X —x=2=(x-(-Dx-2)=(x+1(x-2)
ir gauti nelygybe
(x+1D)(x-2)<0.
Dabar turime situacija, kai dviejy daugikliy sandauga yra neigiama, o taip yra tada ir tik tada, kai tie
daugikliai yra skirtingy zenkly, vadinasi, tada ir tiktai tada, kai arba

x+1>0
{x—2<0,
arba
x+1<0
{x—2>0.



Pirmoji sistema gali biiti perrasyta kaip
—-1<x<2,

O antroji sistema sprendiniy neturi, nes X vienu metu negali biiti ir maZesnis uz —1 ir didesnis uz 2.

Taip pakéle kvadratu gautume, kad —1<x <2 bity miisy nelygybés, gautos, kaip pamename, miisy
prading nelygybe pakeliant kvadratu, sprendinys.

Ir kas ¢ia biity negerai? Ogi tas, kad mes pries keldami nelygybe kvadratu pamirSome, jog jeigu nelygybés
desinioji pusé (ta be Saknies) gali buiti neigiama, tai tada visi tokie x yra misy nelygybés sprendiniai — nes,
prisiminkime, kad +/ x+2 yra visada teigiamas, jei tik jis yra apibréztas — tai yra mes dar pamirSome
pasiziiiréti ir miisy nelygybés apibrézimo sritj, kuri miisy atveju yra nustatoma nelygybe

x+22>0
arba reikalavimu
x=>-2.

Todél reziumuodami galima pasakyti, kad visi tokie neigiami x, kurie patenka j nelygybés apibrézimo
srit], kurie prasideda skai¢iumi —2, yra miisy nelygybés sprendiniai.

Sakymas yra ne

-1<x<2,

-2<x<2 .
Ats.: —2<x<2

Dabar pasizitirésime, o kas biity, jeigu nelygybés smaigalj nukreiptume j kitg pusg.
11 pavyzdys. ISspreskite nelygybe

VX+6<x.

Sprendimas. Jeigu mes ir dabar, daugiau nieko nesakydami, tik pakeltume kvadratu abi puses ir toliau
sprestume nieko nesakydami, tai gautume
x’—x—-6>0.
Toliau biity kvadratinio trinario

x*—x—6
prilyginimas 0, tai yra kvadratinés lygties
x'—x-6=0

Sprendimas. Tos kvadratinés lygties Saknys yra skaiciai —2 ir 3, todél trinarj iSskaidzius gautume
xP=x—6=(x—-(2)(x-3)=(x+2)(x-3)
ir turétume iSspresti nelygybe (x + 2)(x —3) > 0. Dabar turime dviejy daugikliy sandauga, kuri turi biti

teigiama, o taip nutiks tada ir tiktai tada, kai daugikliai bus vienodo zenklo: arba abu neigiami, arba abu
teigiami. Pirmu atveju turime sistemag

x+2<0
x—3<0

0 antruoju

{x+2>0

x—3>0.

Pirmuoju atveju gauname, kad vienu metu turi biiti x mazesnis uz —2 ir 3, o tai yra tas pats, kad x maziau
—2 (maziau uz mazesnj), o kitu atveju turi bati taip, kad x vienu metu didesnis uz -2 ir 3, o tai yra tas pats, kad
x yra daugiau uz 3 (arba, kaip sakoma, daugiau uz didesnj). Todél nelygybés
(x+2)(x-3)>0
sprendinys biity dviejy intervaly
(—o0;=2) ir (3; +o0)
junginys.
Ir kas dabar biity praleista? Pirmiausiai biity neatsizvelgta j apibrézimo sritj, kuri dabar pas mus susiveda
1 reikalavima, kad x + 6 turi buti neneigiamas arba kad x yra daugiau arba lygus uz —6. Ir dar praleista yra tai,

kad jeigu x biity neigiamas, tai jis niekaip negaléty buti didesnis uz v x+6 , kuris yra neneigiamas pagal



apibrézimg. Todél i$ ,,kandidaty j nelygybés sprandinius® reikia pasalinti visus neigiamus x. Todél atsakymas
bty intervalas (3; +).

Ats.: (3; +0).

Sekantis uzdavinys vél esmingai priklauso nuo pilnojo kvadrato i§skyrimo meno.

12 pavyzdys. Bet kuriems trims realiesiems skai¢iams a, b ir ¢ jrodykite, kad
a’+b*+c’ >ab+bc+ca.

Sprendimas. TechniSkai biity paprasiausia, jeigu mums ateity mintis padvigubinti jrodin¢jamaja
nelygybe pries tai sukelus viska j vieng puse. Tada mes turétume jrodyti nelygybe

2a* +2b* +2¢* —2ab—2bc —2ca 2 0.
Pastargja nelygybe mes galime ,,iSnarstyti“ taip

a®=2ab+b* +b>=2bc+c’ +c* —2ca+a’ =(a—b)’ +(b—c)’ +(c—a)’ >0.
Tryliktasis uzdavinys mums primena, jog nelygybe galima be jokios baimés dauginti i$ teigiamo reiskinio.
13 pavyzdys. Bet kuriam neneigiamam skaiciui a jrodykite nelygybe

P,
2 l+4a
Sprendimas. Kadangi 1+ a” tikrai visada yra teigiamas, tai mes i$ jo be baimés padaryti kg nors neteiséto
galime 1S jo padauginti abi nagrinéjamosios nelygybés puses (o techniskai dar patogiau padauginti i§ dvigubai

didesnio skaiciaus, tai yrai§ 2(1+a”). Tada mes gautume
((1+a*)2-a)=2—-a+2a’ —a’ <2.
Tai yra tas pats kaip uzrasyti
a’-2a*+a>0.
Bet Sioji nelygybe tikrai yra teisinga, nes
a’—2a*+a=a(a’ -2a+1)=a(a-1)> >0.

Primename, kad pagal salyga a yra teigiamas skai¢ius).

Zemiau pateikiamame uzdavinyje bent jau yra be vargo nujauCiama, kuriais metais jis buvo
sukomponuotas.

14 pavyzdys. Raskite visas natiiraliyjy skai¢iy x ir y poras, tenkinancias lygtj

47 -147 =2013.

Sprendimas. Pirmiausiai pastebékime, jog jeigu y > 3, tai skai¢ius 14~ dalijasi i§ 8. Dabar gali kilti mintis

panagrinéti $ig lygtj moduliu 8. Kadangi 47 = —1(mod 8), 2013 = 5(mod 8), tai i§ pradinés lygties gauname
(-1)* —0=5(modS),

0 tai yra nejmanoma su jokiu natiraliuoju x .

Sioje vietoje mes norétume priminti skaitytojui, kad lygybe

A = B(mod N)

reiskia, kad skaiCiy A4 ir B skirtumas 4 — B dalijasi (be liekanos) i§ N.

Be to, jeigu y yra lygus 1, tai

47" =2013+14=2027,

o tai irgi nejmanoma su jokia natiiraligja x reik§me, kadangi 47 < 2027 < 47°.
Liko iSnagrinéti atvejj, kai y yra lygus 2.
Tada

47° =2013 +14* =2013 +196 = 2209.
Padalinus 2209 i§ 47, gauname v¢l 47. Todél x yra lygus 2. Galutinai gauname, kad x = y = 2.

Ats.: (x;y) =(252)
15 uzdavinys mums primena kazka apie kvadratinius trinarius.

15 pavyzdys. Duoti du kvadratiniai trinariai su koeficientais prie x> lygiais 1. Be to, dar yra zinoma, kad
f(20)+ f(12) = g(20)+ g(12). Irodykite, kad tada atsiras toks nattralusis skai¢ius n, kad f(n) = g(n).

Sprendimas. Sakykime, kad f(x)=x" +ax+b, g(x)=x" +cx+d, tada



f(20)+ £(12) =20 +20a + b +12° +12a +b = 20> +12% +32a + 2b,
2(20)+ g(12) =20° +20c +d +12° +12¢ +d = 20> +12° +32c +2d,

1§ kur gauname, kad

32a+2b=32c+2d,
16a+b=16c+d,
16> +16a+b =16 +16¢c +d.

f(16) = g(16),

Vadinasi, i$ tikryjy

o tai ir reikéjo jrodyti.
16 uzdavinio nelygybé yra gana vertinga ir daznai sutinkama.
16 pavyzdys. [rodykite, jog jeigu X, v,z yra teigiami skaiciai, tai tada galioja nelygybe
X y z

1< + + <2.
x+y y+z z+x

Sprendimas. Pastebékime, jog jeigu trupmenos skaitiklis ir vardiklis yra teigiami skaiciai, tai tada jeigu
nekeisdami skaitiklio padidinsime tos trupmenos vardiklj, tada tokios trupmenos reikSmé sumazés. Todél

turésime
X z X z
+ Y + > + J + =1.
x+y y+z z+x x+y+z y+z+x z4+x+y

Kita vertus,

* L2 :[l— 4 j+[1— z j+(1— al ):
x+y y+z z+x x+y y+z zZ+Xx

3—( y .z X j<3—1=z
y+x z4+y x+z

Sekanciame uzdavinyje bus daug bendravardiklinimy ir pabaigoje dar ir vel pilnojo kvadrato iSskyrimy.
17 pavyzdys. [rodykite, kad su visais teigiamais skaiciais a,b,x, y galioja nelygybé
Y 8xy

a b (I+ax)(1+by)

Sprendimas. Padauginkime nelygybe
Yo 8xy

a b (I1+ax)(1+by)

i$ teigiamo skaiCiaus
ab(1+ ax)(1+ by)
ir tada gausime, kad tai yra tas pats kaip nelygybe

(bx + ay)(1+ ax)(1+ by) = 8abxy &

& bx +ay +abx® + a’xy + aby® + b*xy + ab’x’y + a’bxy’ > 8abxy <

& ab’x’y —2abxy + ay + a’bxy® — 2abxy + bx + abx” — 2abxy + aby” +

+a’xy —2abxy +b’xy >0 &

& ay(bx —1)* + bx(ay —1)* + ab(x — y)* + xy(a —b)* > 0.

Pastebésime, kad pastaroji nelygybé tikrai yra teisinga, nes, prisiminkime, skai¢iai a,b, x, y yra teigiami
skaiciai.

Sekantis uzdavinys ir vél skatina nebijoti bendravardiklinimy.

18 pavyzdys. Tegu a, b ir ¢ yra teigiami skaiciai tokie, kad a + b + ¢ = 1. Jrodykite, kad tada yra teisinga
lygybé



abL+L +ac ! + ! +bc ! + ! =1.
l-a 1-b l-a 1-c 1-6 1-c¢

Sprendimas. Perdirbkime kairigja miisy jrodin€¢jamosios nelygybés puse

1 1 1 1 1 1
ab +——|+ac +—|+be| —+— | =
l-a 1-b l-a 1-c I-b 1-c

=ab(2—a—b)+ac(2—a—c)+bc(2—b—c):

(1-a)1-b) (A-a)1-¢) (A-b)(1-c¢)

_ ab(l1+c¢) N ac(1+b) N be(1+a) _

(1-a)1-b) (-a)l-c) (A-b)1-c)

3 ab(1-c*)+ac(1-b*)+bc(1-a’) 3

- (1-a)(1-b)(1-c) -
ab+ac+bc—abc(a+b+c) _ab+bc+ac—abc=1

- l1-(a+b+c)+(ab+bc+bc)—abc  ab+ac+bc—abc
Gavome tai, kg ir turéjome jrodyti.
Pilnojo kvadrato iSskyrimas bei perranka leidzia mums gana paprastai susitvarkyti ir su 19 uzdaviniu.

19 pavyzdys. Raskite visus sveikuosius lygties x” —6xy+13y”> =29 sprendinius.

Sprendimas. Pertvarkome lygtj:
x*—6xy+13y* =29, x> —6xy+9y° +4y* =29, (x-3y)> +(2y)* =29,
vadinasi, i§ paskutiniosios lygybés turime, kad (2y)” < 29.Todél y tegali biti lygus 0, +1arba +2.
Jeigu y yra lygus 0, tada gauname x> =29 03 lygtis, suprantama, sveikyjy sprendiniy neturi.
Kai y = %1, tai (x—3y)* =25 < x—3y = %5, tai yra teisinga viena i$ keturiy lyg&iy sistemy:

y=1
x—=3y=35,

arba
y=1
x=3y=-5,
arba
y=-1
x=3y=5,
arba
y=-1
x—-3y=-5.

Spresdami jas visas paeiliui gauname tokias nezinomyjy poras

(x;¥) =(8;1), toliau (x; y) = (=2;1), dar toliau (x; y) = (2;—1) ir galiausiai (x;y) = (—=8;—1).
Jeigu y = +2, tai turime (x —3)” =13, 0 §i lygtis sveikyjy sprendiniy, suprantama, neturi.
Ats.: (8; 1), (-2; 1), (2; —1) ir (-8; —1).

Paskutinis uzdavinys irgi yra susijes su paprastais pertvarkiais.

+b b+ +
20 pavyzdys. Raskite reiskinio a + ¢ + cra reikSme, jeigu yra Zinoma, kad .
b+c c+a a+b
a-c b—a c-b
+ + =1.

b+c c+a a+b

Sprendimas. Pastebékime, kad



e

10.

a+b a-c+c+b a-c b+c b-a c+a c¢c—-b

= = +1, = +1, = +1.
b+c b+c b+c c+a c+a a+b a+b
Sudéje tas tris lygybes gauname
a+b b+c c+a a-c b—a c—b

+ + = +1+ +1+ +1=
b+c c¢c+a a+b b+c c+a a+b
3+[a—c+b—a+c—bj:3+1:4

b+c c¢c+a a+b
Ats.: 4.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

Ar atsiras du tokie natiiralieji skaiciai, kuriy suma yra lygi 2021 ir dar jeigu viename i$ jy uZbrauktume
du pirmutiniuosius skaitmenis, tai gausime kitg dedamajj skaiciy?

ISspreskite lygéiy sistema

I 2 1
—2 +—= —2 —_—— = 3
xy yox
ISspreskite lygciy sistema
x+2y=4,
2xy—3z° =4.

Irodykite, kad i§ lygybiy x+ y =a, x? +y2 =birx’ +y3 = ci$plaukia lygybé a’ = 3ab - 2c.

ISspreskite lygti
(x> —4x+6)° —4x(x> —4x+6)+3x* =0.

Isspreskite lygti
1 1 1 1 4
+ + + =—.
x(x+1) (x+D(x+2) (x+2)(x+3) (x+3)(x+4) 5

Duota lygciy sistema

ab+6b =32.

A) Atspékite vieng tos sistemos sprendin;.
B) Suraskite visus tos sistemos sprendinius.

{a2+b2 =20

Bet kuriems keturiems realiesiems skai¢iams a, b, ¢ ir d jrodykite, kad
a’+b>+c’+d* >ab+bc+cd +da.

ISspreskite nelygybe
V8+2x > x.
Irodykite, kad su visais realiaisiais skaiCiais x yra teisinga nelygybé
4 +x+1) < (x* +D(x* +9).



VIIL RIBU SKAICIAVIMO UZDAVINIAI

Teorine medZiagg parengé bei aStuntaja uzZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas)

Ribos sgvoka Siuolaikinéje matematikoje yra viena i§ paciy svarbiausiy — ja grindziamas ir diferencialinis,
ir integralinis skai¢iavimas.

Mokykliniuose matematikos vadovéliuose pateikiamos tik pacios pradinés sgvokos, nesigilinant nei j
ribos savybes, nei | skai¢iavimo taisykles. Vis délto ir Sioje jauniesiems matematikams skirtoje temoje
nepateiksime nei matematiskai griezty apibrézimy, nei i$ jy iSplaukian¢iy savybiy bei skaic¢iavimo taisykliy.
Pakaks to, kas yra vadovéliuose.

1. Sekos riba. Kiekvieng begaling seka galima suvokti kaip nattiraliojo argumento funkcijos y = 7 (),
neN, reikSmiy r(») eile, sudaryta argumento didéjimo tvarka: 7 (1), £(2), £(3), ... f(n), ... -

Seka sudarantys skaiCiai vadinami sekos nariais ir paprastai zymimi kuria nors raide su indeksu,
pavyzdziui, X, n=1,2,3,.. . Skai¢iy seka X|,Xp,X3,...,X;,... glaustai uZraSoma simboliu (X,,); Siame

uzrase X, vadinamas bendruoju sekos nariu. Stai keli pavyzdziai:

3) 1L, 1,-1,1,.., (1), ....

Glausti $iy seky uzrasai tokie:

2 ek

Realusis skai¢ius ¢ vadinamas sekos (X,,) riba (raSoma limx, =a), jei skirtumas X, —a, kai n

neribotai didéja (» — 1+« ), artéja prie nulio.

n =1, nes—n —1=- !

— 0, kai n—>+oo.
n+l1 n+l n+l

Taigi galima padaryti iSvada, kad lim

Intuityviai aiSku, kad lim (-1)" neegzistuoja, bet iSsamig analizg, jog tikrai taip yra, praleiskime.

1Y : 1Y
Na, o prie sekos (1 + —] ribos lim (1 + —j sustokime.
n n

. . . . 1 .
Biity nedovanotina klaida ,,gauti“ 1 argumentuojant tuo, kad 1+—— 1, kai n — +o0, nes sekos
n

2 3 n
2, 1+l , 1+l 1+l
2 3 n
nariai didéja ir yra (pradedant antru) didesni uz 2 (jsitikinkite savarankiskai!).
. 1Y
Kita vertus, ribos lim (1 + —j paieskos uzdavinys néra trivialus, o analizés rezultatas — netikétas ir labai
n
reikSmingas:
1 n
lim (1 + —j =e, e~2,718281828459

n
(skaicius e yra iracionalusis skaicius).
Mokyklingje matematikoje gana iSsamiai nagriné¢jamos dvi skai¢iy sekos — aritmetiné progresija ir
geometriné progresija. AiSku, kad jos gali biti tiek baigtinés, tiek begalinés.
Geometriné progresija nusakoma jos pirmuoju nariu (zym. by) ir progresijos vardikliu (Zym. g), o visi
kiti nariai gaunami pagal formulg b, :blq”_l, n=12.3,. . Zinome, kad pirmyjy » nariy suma (zym. S,)
apskai¢iuojama pagal formulg



n —
S, - big”-1)
qg-1
Sudarykime seka (S,) ir pasvarstykime, kokia galéty biiti jos riba Im.S),;, kai 0 <|¢|<1.

s Jel qil.

Uzrasius S, formule pavidalu

bl . n bl
q-1 I-¢
lengva suprasti, kad pakanka issiaiskinti dydzio ¢" (sekos (¢")) kitimo pobudj, kai 0 < |4 |<1.

S, =

Aisku, kad taskai (n; ¢"), n €N, yra arba rodiklinés funkcijos 4
y=|q|*, arba rodiklinés funkcijos y=—|q|* grafiko kreivéje (zr.

pav.). Kadangi ir | ¢ |* artéja prie nulio, ir —| ¢ |* artéja prie nulio,

»—A/
| <

AL
=

u><

=

\Y

(=]

kai x neribotai didéja, tai ¢” — 0, kai n — +o0, nepriklausomai

nuo to, ar g e (~1;0) ar ¢ e (0;1). Vadinasi, O/‘
-1 y==Iql*, x>0
b b |__b

limS, =1i p— q”+1_qJ_l_q.

Kartu iSnagrinékime dar kelis skai¢iavimo uzdavinius.

1 pavyzdys. Apskai¢iuokime sekos (X,), x, = > ribg
n

Sprendimas. Kadangi

9n—1:(9n—18)+17:9(n—2)+ 17 94 17 o 17 50, Kai 11 —> 4o, tai
n-2 n-2 n-2 n-2 n-2 n-2

lim. |22 Chm o+ T — o =3.
n-—2 n—2

1 1

. . 1
2 pavyzdys. Apskai¢iuokime sekos (X,;), x,=—+ + +..+ ,
pavyzeys. Ap (), 1.2 2.3 3.4 n(n+1)

ribg.

Sprendimas. 18 pradziy kiekvieng trupmeng

1 o .
, k=1,2,3,4,.. ,n, pakeiskime dviejy trupmen
Kk +1) n, p Ju trupmeny

skirtumu:
1 (k+D)—-k _ k+1 k1 1
k(k+1)  k(k+1)  k(k+1) k(k+1) k k+1
Pasinaudoje¢ Siuo rezultatu, gausime, kad
( 11 ) 1
+| —- =1= s
n n+l n+l

DB

) 1 1 1 1 . 1
lim| —+ + +...+ =lim|1—-———|=1.
1.2 2.3 3.4 n(n+1) n+l1

3 pavyzdys. Apskai¢iuokime limx,,,jei

todél

B 32 +7n-1
6n> +5
Sprendimas. Lengva suprasti, kad jei n — +oo, tai 3% +Tn—1—>+% ir 6n%+5— +o0, todel nedera

skubéti su atsakymu. IS pradziy ir skaitiklj, ir vardiklj padalykime i$ n?. Gausime:

32 +7n-1 30° Tn 1,7 1
6n> +5 6n> +5 6n> 5 64>
2 ) n?

n n n



. 7 . .
Matome, kad hm(3+l_%j:3 ir lim(6+i2):6, nes ——0, %—)0 ir i—>O, kai n— 4o

n n n n n n2
Vadinasi
7 1
3+———
3P Tn-1 . T a2 31
lim 3 =1 =—=—
6n”+5 6+i2 6 2
n

Isizitiréje | gautg rezultata, galétume padaryti i§vada, jog esant dideliems skai¢iams # trupmenos vardiklis
6n’ +5 dvigubai spar¢iau didéja uz trupmenos skaitiklj 3n? +7Tn—1.

Atkreipkime démes;j ir j tai, kad analogiSkai skai¢iuodami (atlikite visg darbg savarankiSkai!) gautume,
jog

 nt49n+7 CQn+1?+1 4 8n2 413
hmz— = llmz— = hmﬁ =2.
n”+1 Sn”+n+3 S 3n“+(2-n)

Taigi visais atvejais ir skaitiklis, ir vardiklis artéja | begalybe, o trupmeniniy reiskiniy ribos — skirtingos.

1,

4 pavyzdys. Apskaic¢iuokime linw,, jei
20°\n +3n-1
Xp =3
3n” +n” +1
Sprendimas. Siame uzdavinyje vél turime tam tikra neaikuma (neapibréztuma), nes ir skaitiklis, ir

vardiklis neribotai didé¢ja (artéja j begalybe), kai n neribotai did¢ja. Paprastai Sio tipo neapibréztumas glaustai

. . O . 0 ..
nurodomas simboliu — (¢ia — néra paprastoji trupmena!).
(e 0] o0
Aiskindamiesi §j neapibréztumg ir skaitiklj, ir vardiklj padalykime i§ n’ , taigi i§ auksciausio » laipsnio
vardiklyje. Gausime:

2n°n+3n-1 2 3 1
3n® +n? +1 3n% +n% +1 3+l+i ‘
3 n n3

n
Matome, kad jokio neapibréztumo nebelieka, todél
3 1

2
74_7_7
202 +3n-1_ . Jn a2 5
+1 34—+
n n

lim

3 +n

Taigi limx, =0.

5 pavyzdys. Apskaiciuokime sekos (X;), X, = \/ n® +4n —\/ n?+3 , riba.

Sprendimas. Aisku, kad "% +4n —>+o0 ir v n*+3 —>+00, kai n—>+o0. Bet i§ to pastebéjimo tegalima

padaryti iSvada, kad turime neapibréztumga tipo 90— ir kad dydzio X, kitimo pobiidis néra aiSkus.

I§ pradziy kvadratiniy Sakny \/ n* +4n ir \/ n*+3 skirtumg padauginkime ir padalykime i$ jy sumos

\/n2 +4n +\/n2 +3. Gausime, kad
2 2 2 2
(\/n +4n—\/n +3)(\/n +4n+\/n +3j:(n2+4n)—(n2+3)= An—3
\/n2+4n+\/n2+3 \/n2+4n+\/n2+3 \/n2+4n+\/n2+3

. . e e . .. Y vy s ..
Matome, kad po Siy veiksmy pasikeité neapibréztumo tipas — turéjome 90—00, o gavome — . AiSkindamiesi
o0

\/n2+4n—\/n2+3 =

pastarajj neapibréztuma, trupmenos skaitiklj ir vardiklj padalykime i$ #» ir gausime, kad



4-=
xn:\/n2+4n—\/n2+3= L .
4 3
I+—+ l+—2
n n
Vadinasi,
2,
limxn:lim(\/n2+4n—\/n2+3)=lim n

= :2_
I+1
\/1+4+\/1+32
n n

Analogiskai sprgsdami (sitilytume tai padaryti savarankiskai), gautume, kad:

1) lim (Va—1-+n+1)=0;
2) lim(\/n2+7n—nj=3,5;
3) 1im(2n—x/3+8n+4n2j:—2.

e o [+34+5+...+(2n-1)
6 pavyzdys. Apskai¢iuokime sekos (x,), X, =

Jort +1

e}
Sprendimas. AisSku, kad turime neapibréztumg tipo — . Lyg ir tikslinga ir skaitiklj, ir vardiklj padalyti i$
o0

, 1ibg.

nz, bet nezinia, kokj rezultata gausime skaitiklyje.
Atidziai jsizitiréje skaitiklyje galétume pamatyti aritmetinés progresijos 1, 3, 5, ..., 2n — 1 nariy suma.
Vadinasi, dalydami skaitiklj i§ " gautume:
A+@2n-D)n

1+3+5+...+(2n-1) 2
= :1,
2 2
n n
todél
1+3+5+...+(2n-1)
; 14345+ +(2n—-1) n? 3 1
= = = .
Von* +1 Von* +1 94 L
2 n4
n
Taigi
limxn=lim1+3+5+”'+(2n_1)=lim 1 _1

\/9n4+1 /94_% 3
n

2. Funkcijos riba. Siame skyrelyje, remdamiesi konkreéiais pavyzdziais, panagrinékime ribos lim f(x)
X—>a

skaic¢iavimo uzdavinj, kai f'yra vieno kintamojo x funkcija, apibrézta kuriame nors realiyjy skai¢iy intervale,
o0 a yra konkretus realusis skaiCius.
Realusis skaifius 4 vadinamas funkcijos , = 7(x) riba taske a (raSoma: lim f(x)=4, jeigu
xX—a
skirtumas r(x)- 4 artéja prie nulio, kai x artéja prie a (raSoma x —>a).

Zinoma, ¢ia yra suformuluota tik intuityvi ribos samprata, bet ir jos tikrai pakaks ne vienam uzdaviniui
iSspresti. O sukaupus tam tikrg analizes ir skai¢iavimo patirtj bus daug lengviau suprasti ir griezta matematikos
kalba suformuluotus apibréZzimus bei 1S jy iSplaukiancius teorinius teiginius.

1

ir y=(4+x)*.

Pradékime nuo funkcijy y = S
X



. sin o ew C .. e e y
Funkcija y = S yra apibrézta aibéje (—» ; 0) U (0; ) ; taigi visoje realiyjy skaiiy aibéje, iSskyrus taska
X

oo et . e . . sinx .. .
x = 0. Bet tik S§is taSkas ir yra ,,Jdomus‘ skai¢iuojant ribg lim ——, nes visais kitais atvejais (kai
x—>a X
a #0) atsakymas akivaizdus -
. sinx sina
lim = .

x—>a X a

1
Nagringjant funkcijg y =(1+x)* aibéje (-1;0) U (0; ») padétis panasi.
1 1

Jei a#0,tai lim (1+ x); =(1+ a)g, o ribos
xX—a

1

lim (1+x)*
x—0
o . sinx .. . C : .. y L
analizé (beje, kaip ir ribos lim ) prieinama tik gerokai toliau matematikos studijose pazengus. Vis délto
x=>0 X
rezultatus pateiksime:
. 1
. sinx . T
lim =], lim(+x)* =e.
x>0 X x—0
O dabar pereikime prie lengvesniy uzdaviniy sprendimo.
2
x“ -4

7 pavyzdys. Apskai¢iuokite lim )
x—>2x° —x-2
Sprendimas. Matome, kad X —4=0irx2—x-2= 0, kai x = 2. Vadinasi, X —4~0ir x2—x—-2= 0,
2
x“ =4

jei x=2 (x=2). Jokio aiSkumo, kokia trupmenos — 5
x“—x-

reikSmiy kitimo tendencija, kai x artéja prie 2.

. . . i .0 .0 . . s 1
Tokia padétis vadinama neapibréztumu tipo 0 (¢ia 0 néra paprastoji trupmena ir nereiskia dalybos i§ nulio!).

Pagal Vijeto teorema, skaiCius —2 yra kvadratinio dvinario x> —4 antra Saknis, o skaiCius —1 yra
kvadratinio trinario X —x—2 antra Saknis. Vadinasi, jei x #2,
-4 (x-2)(x+2)  x+2
2ox—2 (x=2)(x+l) x+l’

todél galima daryti iSvada, jog

x4 x+2 242 4
lim ——=lim =—=—.
x—>2x2—x—2 =2 x+1 2+1 3
x2-4
Atkreipkime démes;j | tai, kad funkcija = £(x), f(X) =2—2, nors ir neapibrézta taSke x = 2, bet
X" —x-

4 4
turi ribg (lygia E) Siame taske. Taigi f(x) reikSmés artimos skaiciui 3 kai x yra arti 2.

4
. . x +3x—-4
8 pavyzdys. Apskai¢iuokime lim -
x>l x3 4 4x—5

Sprendimas. Skaicius 1 yra ir daugianario xt+3x— 4, ir daugianario x> +4x—5 Saknis. Pabandykime
ir viena, ir kitg i§skaidyti dauginamaisiais taip, kad vienas dauginamasis (daugiklis) biity x —1:
A 3x—4=Gr-D+GBx=3) = D2 + D +3x-D=(x=D(x + DxZ + D) +3) = (x = D)(x> +x% + x +4);
X +dx—5=(x"-D+@x-4)=(x-D(xZ+x+D)+4x-1)=(x = 1)(x% +x+5).

Matome, kad (jei x = 1)



-4 -DEP+xP+x+4) P ax?rx+4d

X +4x-5 (x—l)(x2+x+5) X2 4x+5
Be to, skai¢ius 1 néra vardiklyje esancio kvadratinio trinario Saknis, todél
. . X axP+x+4
lim 3 lim — =
x>l x" +4x-5 x> x"+x+5

xedx—4 |

i o . .. ) . . . . 0 . ... .. _
Sugrize prie iSnagrinéty pavyzdziy, galétume jZzvelgti ta patj neapibréztumo 0 iSsiaiSkinimo buda:

skai¢iuodami ribg limggxi (Cia p(x) ir g(x) —atitinkami daugianariai, turintys bendra Saknj X=a), ir viena,
x—a O(x

ir kitg daugianarj padalijome i$ skirtumo X—da. Beje, padalyti galima ne tik iSskiriant daugikl] X—a, bet ir

dalijant kampu:

1) x*+3x-4 | x—1 2) X +4x-5 | x—1
) C+x?+x+4 RS 2 +x+5
X +3x—4 X2 +4x-5
T ox? x2—x
x?+3x-4 _5x-5
- .2 S5x-5
xX“—x _
0
4x—4
T 4x-4
0
Taigi
x*+3x-4
x4+3x—4_ x—1 _x3+x2-|—x+4
X +4x—5 x> +4x-5 X2 +x+5
x—1
Analogiskai
x2—4
x2 -4 . x—=2 _x+2
ox=2 x*-x-2 x+l1
x—2

Aisku, dalijame i§ X—a turédami mintyje, kad x—a # 0.

9 dys. Apskai¢iuokime lim x4 2 - 42
pavyzdys. Apskai¢iuokime .
x>l 2307 +9x% +12x+5

Sprendimas. Tiesiogiai tikrindami jsitikiname, kad

X200 - —Ax—2=0ir 2x3 +9x2 +12x+5=0, kai x = —1.

Aiskindamiesi neapibréztuma 0 ir viena, ir kita daugianarj padalykime i§ x+1. Gausime:

) x*+2x3 —x?—4x-2 | x+1 2) 233 +9x? +12x+5 | x+1
- 3 x3 +)c2 —2x-2 - 2x3 + 2x2 2x2+7x+5
x3—x2—4x—2 B 7x2+12x+5
7x3+x2 7x2+7x
—2x? —4x-2 5x+5
_ 2 - 5X+5
—2x°—-2x -
_ 0
—-2x-2
T-2x-2

0



Taigi
x4 +2x3 —x2 —4x-2

x+1

= rx?-2x-2

ir
263 +9x% +12x+5

2x2 4+ 7x +5,
x+1

todél

x4+2x3—x2 —4x-2 x3+x2—2x—2
2x3+9x2+12x+5 2x2+7x+5 .

Deja, 232 +7x+5= 0, kai x = —1. Bet ir skaitiklis Iygus nuliui, kai x = —1. Vadinasi, neapibréztumas

% neisnyko. Todel dar karta dalykime (ir skaitiklj, ir vardiklj) i§ x +1:

1) ¥ +x?-2x-2 | x+1 2) 2x2 +7x+5 | x+1
T3y x2—2 T o2x? 42k 2x+5
-2x-2 5x+5
T_2x-=2 5x+5
0 0
Kadangi
X+ x?—2x-1
x3+x2—2x—1_ x+1 _x2—2
232 +7x+5 2P +7x+5  2x+5
x+1

tai
x4+2x3—x2—4x—2 _x2—2
20 +9x% +12x+5  2x+5

Vadinasi,
o —ax—2 L P2 12 1
lim = lim - N
ol 23 +9x2 +12x+5  xol 2x+5 —-2+5 3

ASTUNTOJI UZDUOTIS
1. Apskaiciuokite sekos (x,,),
X, = ! + 2 + 3 ot —
") ) e): T )

ribg limx;,,.

2. Apskaiciuokite sekos (),

1 1 1 1
X, =2 —+ + +...t ,
-3 2-4 3.5 n-(n+2)

ribg limx;,,.

3. Apskaigiuokite limx,, jei x, = Vn? +2m+2 - \/ (n-2)>-1.

() = (=2
4. Apskai¢iuokite limx,, jei x,, = 5 :
n“+2n-3



Van® +1

n+3)Wn+1)

Apskaiciuokite limx,,, jei x, =

Apskaiciuokite lim 7 (\/nz +1- n) .

Apskaiciuokite
2P —1lx-21
lim 2— .
=7 x"-9x+14
Apskaiciuokite
. 3 1
lim +—.
x—>1\1—- x3 x—1
Apskaiciuokite
T Ao ex?-3x+2
im 3

=l x7 —x" —x+1

. Apskaiciuokite

. 260 —11¢% +12x+9
lim ——— 2 :
x=3 x7 —6x" +13x° —24x+36




BAIGIAMOJI UZDUOTIS

I§ ¢iaupo A vanduo béga 15 litry per minute greiciu, o i§ ¢iaupo B béga 10 litry per minutg greiciu.
Pildant 200 litry talpos tuscia inda, i§ pradziy 100 sekundziy buvo atsuktas tik Ciaupas A, o tada
atsuktas dar ir Ciaupas B. Indg jie baigée pildyti kartu. Per kiek laiko indas buvo pripildytas vandens?
Trapecijos pagrindy ilgiai yra 9 cm ir 6 cm, aukstinés ilgis lygus 10 cm. Raskite atstumus nuo
trapecijos jstrizainiy susikirtimo tasko iki trapecijos pagrindy.
ISspreskite lygciy sistema
1
2x+y

+x=3;

AR
2x+y

Raskite ribg

. 2x® —5x* —24x +63
lim Z 3 5 .
3 x" —6x" +13x° —24x+36




STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Du darbininkai tur¢jo nuSienauti pieva — po puse¢ pievos kiekvienas. Abu darbininkai Sienavo
vienodu tempu. Pirmasis darbininkas darbg pradéjo 2 h. 16 min. anksCiau uz antrgjj. Iki 12 h jie
nusienavo 40 procenty pievos, tada pusantros valandos pietavo ir ils¢josi. Pirmasis darbininkas
darba baige 17 h 54 min, o antrasis — 20 h 10 min. Kokj laikg rod¢ laikrodis, kai Sienauti pieva
pradéjo pirmasis darbininkas?

Sprendimas. Sakykime, kad S yra Sienaujamos pievos plotas (ha), v — darbo tempas (ha/min),
o t — antrojo darbininko darbo trukmé (min) iki 12 h. Tada pagal salyga (2t + 136)v = 0,4S,

(264 + 400)v = 0,6S. I8 &ia gauname, kad 22— = 2 taigi t = 222 (min)=4 h 49 min 20 s.
g 664 3 g 3

Tode¢l ieSkomas laikrodzio rodmuo yra 7 h 10 min 40 s.
Ats.: 7h 10 min 40 s.

2. SunkveZimis su pavojingu kroviniu 40 km/h grei¢iu iSvyko 1§ Kauno j Palangg. Atstumas tarp
Siy miesty yra 240 km. Tuo paciu metu i§ Palangos ; Kaung iSvyko motociklininkas.
Motociklininkas susitiko sunkvezimj, kai jam iki Kauno buvo like¢ pusvalandis kelio. Atvykes ]
Kaung motociklininkas 1§ karto vél iSvyko j Palangg. Kokiu greiiu turéty vaziuoti
motociklininkas, kad jis j Palangg atvykty grei¢iau negu sunkvezimis?

Sprendimas. Pazymékime x (km/h) motociklininko greitj, y (valandy) — laiko tarpa nuo
transporto priemoniy i§vykimo momento iki jy susitikimo. Tuomet pagal salyga

240 oy . . .
xy+40y=240=y = 20 Kad motociklininkas j Palangg atvykty anks€iau negu sunkvezZimis
X+
x—56

1 >0 = x>56.
0

+ Ej < 6. Pertvarke gauname nelygybe:

. .. 240
turi galioti nelygybé 2
£ yey (x 40 x+4

Ats.: Motociklininko greitis turi bti didesnis nei 56 km/h

3. Sachmaty turnyre dalyvavo du de§imtos klasés mokiniai ir maziau nei 10 vienuoliktoky. Abu
desimtokai kartu surinko 8 taskus, o kiekvienas vienuoliktokas surinko po vienoda tasky skaiciy.
Kiekvienas dalyvis suzaidé po viena partija su visais kitais dalyviais. Sachmaty turnyre uz
laimétg partijg zaid¢jas gauna 1 taSka, pralaiméjes - nulj, o lygiyjy atveju abu gauna po puse
tasko. Kiek mokiniy i§ viso dalyvavo turnyre?

Sprendimas. Sakykime, kad turnyre dalyvavo x vienuoliktoky, x < 10. I§ viso buvo x + 2
dalyviy, taigi buvo suzaista %(x + 2)(x + 1) partijy. Kadangi Sachmaty turnyre kiekvienoje
partijoje 1§ viso gaunamas vienas taSkas, tai visi vienuoliktokai kartu surinko
x?+3x — 14

2
tasky. Kadangi visi jie surinko po vienodg skaiciy tasky, tai kiekvienas gavo po ad

1
E(x+2)(x+1)—8=
2135
3l tasky.
Pagal uzdavinio salyga dvigubas §is skai¢ius turi biiti sveikasis, taigi skai¢ius x2 + 3x — 14 turi
dalintis 1§ skaiciaus x. IS ¢ia iSplaukia, kad i$ skaiCiaus x turi dalintis skaicius 14. Taigi x = 7
arba x = 14. Kadangi pagal salyga x < 10, tai x = 7.
Ats.: 9.



. I8kilojo daugiakampio jstrizainiy skaicius yra 230. Kiek kraStiniy turi Sis daugiakampis?

Sprendimas. Tegu krastiniy skaiius yra n. Tuomet jstrizainiy, i§vesty i§ vienos virsiings, yra

n(n—3)

n -3, 0 visy istrizainiy skaicius lygus . Gauname lygti:

M1=3) 0 n? —3n—460=0=> n=23.

Ats.: 23.

. Natiiraliojo skai¢iaus a dalybos i§ 3 liekana yra lygi 2. Raskite skai¢iaus a? + 2a dalybos i3 3
liekang.

Sprendimas. Kadangi skai¢iy a galima uzrasyti pavidalu a = 3m + 2, ¢ia m — sveikasis
skaiCius, tai a?+ 2a = (3m +2)?+2(3m+ 2) = 9m? + 18m + 8. Kadangi 9m? + 18m
daljjasi 18 3 su bet kuriuo sveikuoju m, o skai¢iaus 8 dalijimo 1§ 3 liekana yra 2, tai ieSkomoji
liekana lygi 2.

Ats.: 2.

. Kokiame intervale turi biiti parametro m reikSmés, kad kvadratinés lygties

x?=2mx+m?—-1=0
sprendiniai buty intervale (—2,4)?

Sprendimas. Kadangi x> —2mx+m? —1=(x—-m)?—1, tai (x—m)?—1=0, kai
x—m= =1, t.y. kaix =m — 1 arba x = m + 1. Belieka iSspresti nelygybiym — 1 > =2 ir
m + 1 < 4 sistema, 1§ kurios gauname, kad m > —1, m < 3. Taigi—1 <m < 3.

Ats.: (—1,3).

xz—y:23,

[Sspreskite lygciy sistema )
x“y =50.

Sprendimas. 1§ antrosios lygties matome, kad y > 0. I§ pirmosios lygties isreiskiame x? =
=y + 23 ir jraSome §ig iSrai¥kg j antraja lygj. Gauname kvadratine lygtj y? + 23y — 50 = 0,
kuri turi vieng teigiamg sprendinj y = 2. Tuomet x? = 25, x = +5, taigi lyg¢iy sistema turi du
sprendinius — dvi nezinomyjy x ir y poras (5, 2) ir (=5, 2).

Ats.: (5,2), (=5, 2).

ey 1. 1 . 1
. Apskaigiuokite x° +—, kal x+—=a.
X X

X X X

Sprendimas. x° +L3=(x+lj-(x2 —1+L2j=a(x2 +L2—lj=a((x+l)2 —?)jza(a2 -3).
x X

Ats.: a(a? — 3).



9.

10.

Stagiakampio ABCD krastiniy santykis AD: AB = /2, taskas K yra krastinés AD vidurio tagkas.
Raskite kampa tarp tiesiy AC ir BK.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra statiakampio B C
Istrizainiy sankirtos taSkas, o atkarpos AC ir BK susikerta taske M. O
Jei AB =1,tai AD =+/2, AK = \/Z—E Kadangi taskai O ir K yra M
trikampio ABD krastiniy vidurio taskai, tai atkarpos AO ir BK yra 4 . D
to trikampio pusiaukrastinés, taskas M jy susikirtimo taskas, todél K
AM:MO = BM:BK = 2:1. Kadangi BK =VAB? + AK? = \E, AO = %AC =
= %\/AB2 + AD? = ?, tai AM = §A0 = g, MK = éBK = %. Taikydami kosinusy teoremg
2 2_ a2 1,11
trikampiui AMK gauname, kad cos ZAMK = AMAM AR _ 5763 ) I3 Gia i§plaukia, kad
2:AM-MK 2?3%

ieSkomas kampas yra statusis.
Ats.: 900,

Atkarpa AD yra lygiaSonio trikampio ABC, AB = AC aukstiné, atkarpa DE yra trikampio ABD
pusiaukrasting, o atkarpa AF —trikampio ADE auksting, be to ZEAF = £DAF . Raskite trikampio
ABC kampus.

Sprendimas. Kadangi pagal salyga atkarpa
AF  yra trikampio ADE  aukS$ting ir A
pusiaukampingé, tai trikampis ADE yra
lygiasonis, AE = AD. Kadangi atkarpa DE yra E
staciojo trikampio ABD pusiaukrasting, nubrézta
1 izambing AB, tai DE = BE = EA. Taigi F
trikampis ADE yra lygiakrastis, ZEAD = B C
= 609, todél LBAC = 120°, 2B = 2C = 30°. D
Ats.: 120°,30°,30°.




PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Namui suremontuoti buvo pasamdyti keli darbininkai, galintys tg darbg atlikti per tam tikra dieny skaiCiy.
Jei bty pasamdyta 3 darbininkais maziau, tai darbas trukty 6 dienomis ilgiau, o jei buity pasamdyta 2
darbininkais daugiau, tai darbas biity baigtas 2 dienomis anksciau sutarto laiko. Kiek buvo pasamdyta
darbininky ir per kiek dieny buvo sutarta baigti namo remonta?

Sprendimas. Tarkime, kad buvo pasamdyta x darbininky, ir buvo susitarta suremontuoti namg per
y dieny. Vadinasi, namo remonto darby apimtis yra xy dieny.
Pagal sglygos pirmajg dalj sudarome lygt;:
(x=3)(y +6)=xy,
o pagal salygos antrajg dalj:
(x+2)(y—-2)=xp.
I lygciy sudarome sistema:
{(x =) +6)=(x+2)(y-2), @)
(x+2)(y =2) = xp. (2
Sistemos (1) lygties nezinomajj y iSreiskiame:
Sy=8x—-14, t.y y=16x-2.8.
Irase gauta y reikSme j pertvarkyta (2) lygti 2y —2x =4 turime:
2(L6x—2,8)-2x=4, 3,2x—-5,6—2x=4 ir x=8.
Todél y=1,6-8-2,8=10.
Patikrinimu jsitikiname, kad buvo pasamdyta 8 darbininkai, kurie tur¢jo baigti namo remonta per 10
dieny.
Ats.: 8 darbininkai; 10 dieny.

Rimas savo uzduotj gali atlikti per 15 h, o Simo uzduotj — per 25 h. Simas savo uzduotj atlieka per 20 h.
Per kiek laiko Simas gali padaryti Rimo uzduot;j?

Sprendimas. Tegu Simo uzduoties apimtis yra 1, tai Simo darbo spartumas yra 20 o Rimo, atliekant

. . 1 . . - . . . 1 1 2
$ig uzduotj, — 25 Vadinasi, sparciau (greiciau), t. y. nasiau, dirba Simas _OE = —(5) =1,25 (karto).
Todél Simas Rimo uzduotj padaryty per 15:1,25 =12 (h).

Ats.:. Per 12 h.

Ritos mobilaus telefono baterijos jkrovos pakanka 4 valandoms pokalbiy arba x rySio laukimo valandoms.
Kokia yra x reikSmé, jei zinoma, kad per uzsitgsusj Ritos pokalbj visiSkai jkrauta telefono baterija

iSsikrové per 3 h 5 lé min?

Sprendimas. Kadangi 511min _ 400 h= 23 h, tai 3 h5 llmin =3 23 h.
9 9-60 27 9 27

1 biidas (aritmetinis).
Per 1 pokalbiy valandg iSsikrauna 2 baterijos, o per 1 rySio laukimo valandg iSsikrauna

1 1 27 1 27-26

= = L baterijos.
3§ 4 104 4 104 104

27

Todél visiskai jkrautos mobilaus telefono baterijos rysio laukimui pakanka 1: ﬁ =104 (h).



2 budas (algebrinis).

1 . .
7 baterijos pokalbio metu,

1 . . .
Per 1 h iSsikrauna — baterijos rySio belaukiant,

1 1 . . . .
(Z + —j baterijos kalbantis ir palaikant rysj.

X
4 x) 27

=1. Trupmena lygi 1, kai skaitiklis ir vardiklis yra lygiis: 27x =26x + 104,

Pagal salyga:

x4 104, 26(x+4)

b

4x 27 27x
x=104.
Ats.: x=104h.

Vandens bake yra du ciaupai: vienu ¢iaupu vanduo jteka j baka, o antru iSteka i$ bako. Jei atidarytume
kartu abu ¢iaupus, tai tusc¢ias bakas prisipildyty per 36 min. Kartg esant tus¢iam bakui, buvo atidaryti abu
Ciaupai 6 minutéms, o po to Ciaupas, kuriuo vanduo iSteka, buvo uzdarytas ir bakas prisipildé per
10 min. Per kiek minuc¢iy bakg pripildyty pirmasis ¢iaupas, jei antrasis biity uzdarytas?

Sprendimas. Sakykime, kad I ¢iaupas pripildo baka per x min, o II ¢iaupu i§ bako vanduo isbéga per
y min.

1
I ¢iaupas pripildo — bako,
X

Per 1 min 1
II ¢iaupas istustina — bako.
y
Pagal salygos pirmajg situacijg sudarome lygtj:
36 _36_,
X oy
Pagal salygos antraja situacija I Ciaupas veiké 16 min, o II ¢iaupas tik 6 min, tai sudarome lygti:
16 6
—_
Xy
I8 lygc€iy sudarome sistemg ir jg iSsprendZziame:
3636, e 661
x Yy x y 6
Xy Xy

I8 sistemos (2) lygties panariui atéme (1) lygtj turime: 19 = % Taigi x=12, o y=18.
X

Patikrinimu jsitikiname, kad I Ciaupas, jeigu II ¢iaupas biity uzdarytas, bakg pripildyty per 12
minuciy.
Ats.: 12 min.

Dvi statybininky brigados staté objekta. Po 5 bendro darbo dieny antroji brigada buvo pasiysta j kitg
aikStele ir darbag baigé viena pirmoji brigada dar po 9 dieny. Per kiek dieny galéty atlikti visg darbg
kiekviena brigada, dirbdama atskirai, jei antrajai brigadai atlikti §j darba reikia 12 dieny maziau?

Sprendimas. 1§ jvairiy galimy Sio uzdavinio sprendimo apipavidalinimo biidy pasirinkime,
pavyzdziui, lentele:



Gali atlikti Darbo FaktiSkai Atlikto darbo
darba per naSumas dirbo apimtis
Tbrigada | (x+12) dieny ! 14 dieny 14
x+12 x+12
. . 1 . 5
II brigada x dieny — 5 dienos —
X X
Pagal salyga:
14 5
+—=1.
x+12 x
Tax 50400y ) 2 4 10x=19x460, x2—Tx—60=0 ir x =—5(netinka), x,=12.
x(x+12)

Patikrinimu jsitikiname, kad viena antroji brigada gali pastatyti objekta per 12 dieny, o pirmoji — per
24 dienas.
Ats.: 24 dienos, 12 dieny.

IS vietoviy 4 ir B vienu keliu vienas prieSais kitg pastoviais greiciais iSvaziavo du dviratininkai. Pirmasis
1§ A iSvaziavo 8 val. 24 min ir | B atvyko 12 val. 36 min, o antrasis i§ B i§vaziavo 8 val. 36 min ir j 4
atvyko 13 val. 51 min. Kuriuo laiku dviratininkai kelyje prasilenké?

Sprendimas. Dviratininko kelioné 1§ 4 | B truko 12 val. 36 min — 8 val. 24 min=4 h 12 min = 4%h,

dviratininko i8 B | 4 truko 13 val.51 min — 8 val.36 min =5 h 15 min = S%h.

Dviratininko i§ 4 vaziavimo spartumas 1:4% = %, o dviratininko i§ B — 1:5% = % Dviratininky

: o o : 5 4 9
vieno prie kito artéjimo kelyje spartumas buvo — + —

21 21 21
Per 12 min = %h (8 val. 36 min — 8 val. 24 min = 12 min), kol dviratininkas i§ B nebuvo pradéjes

keliong, dviratininkas i§ 4 nuvaziavo %%2% kelio, todél kai pradéjo vaziuoti dviratininkas i§ B ,

1 20, ..
atstumas tarp jy buvo 1-—=— kelio.
P 21 21
o . v . . . . . . 209 20 .2
Vadinasi, po abiejy dviratininky vaziavimo kartu jie prasilenké kelyje pragjus T : o1 = ry = 25 (h).

Tai jvyko 8 val. 36 min + 2 h 13%min =10 val. 49% min.

Ats.: 10 val. 49% min.

(Levo Tolstojaus uzdavinys.) ] laukg i§vyko Sienpjoviy artélé. Cia ji turéjo nupjauti dvi pievas, kuriy viena
buvo dvigubai didesné uz kita. Puse dienos artélé pjove didesniaja pieva, o antrg dienos pusg ji susiskirsté
1 dvi lygias grupes, kuriy viena turéjo baigti Sienauti didesniaja pieva, o antroji émé pjauti mazesniaja. Iki
vakaro didesnioji buvo nupjauta, o mazesniosios pievos liko sklypas, kurj kita dieng nupjové vienas
Sienpjovys, dirbdamas iStisg dieng. Kiek Sienpjoviy buvo artéléje?

Sprendimas. Tai istorinis uzdavinys. Grafas Levas Tolstojus (1828-1910) — pasaulinio garso rusy
raSytojas, eseistas, dramaturgas ir filosofas. Vienu i§ gyvenimo laikotarpiy doméjosi vaiky mokymo
sistemomis, valstie¢iy vaikams atidaré kaimo mokykla, riipinosi ja. Gal i$ Sio laikotarpio ir §is uzdavinys.
Beje, Oilerio skaicius e — natiiraliojo logaritmo pagrindo, kurio apytikslé reikSmeé e~ 2,7182818284...,
aStuoni skaitmenys po kablelio yra susij¢ su Levo Tolstojaus gimimo metais.



O dabar prie uzdavinio. Paprastai Sienpjoviai pieva pjauna pradalgémis: vienas po kito. Todeél
vyriskasis ego neleidzia atsilikti, pasirodyti silpnesniu. Vadinasi, visy darbo spartumas vienodas.

1 biidas (aritmetinis). Vienas 1§ daugelio galimy sprendimo apipavidalinimo varianty galéty biiti ir
toks:

Sakykime, kad Sienpjoviy artélé per pirmajj pusdienj nupjové pievos dalj, lygia 1, tai visos dienos

pozitiriu — %, o per antrgjj pusdien] pusé artélés — i visos didesniosios pievos. Vadinasi, per dieng buvo
o113 3 e e )
nupjauta 5 + i) didesniosios pievos, t.y. 3 mazesniosios pievos poziiiriu. Antroji Sienpjoviy pusé

(grupé) atliko darba per pirmaja dieng maZesnéje pievoje lygy i Todél mazesnéje pievoje liko Sienauti

%— —=— jos. Kadangi tai vieno Sienpjovio darbo apimtis visai dienai, tai artéléje buvo 8 Sienpjoviai.
2 biidas (algebrinis). Tai vél vienas i§ daugelio galimy varianty:
Tegul Sienpjoviy skaiCius artéléje yra x, o vienas Sienpjovys per dieng nupjauna a ary pievos.
Pagal salyga:

Abi lygties puses padalij¢ i§ a turime:
£+£=£+2, Y2 ir x=8.
2 4 2 4
Vadinasi, artéléje buvo 8 Sienpjoviai.
Ats.: 8 Sienpjoviai.

Penki vienodo galingumo ekskavatoriai, dirbdami kartu, gali iSkasti duob¢ per 24 valandas. Taciau jie
prad¢jo dirbti vienas po kito vienodais laiko tarpais, o duobe baige kasti kartu. Kiek laiko dirbo kiekvienas
ekskavatorininkas, jei pirmasis, pradéjes darba, dirbo 3 kartus ilgiau, negu paskutinysis jsijunges j darba?

Sprendimas. Duobés kasimo apimtis yra 5-24 =120 valandy. Tegul penktasis ekskavatorininkas
dirbo x h, tai pirmasis 3x h.
Kadangi ekskavatorininkai jsijunge j darba vienodais laiko tarpais vienas po kito, tai:

3x+x

5=120 ir 10x=120. Vadinasi, x=12.

Taigi pirmasis ekskavatorininkas dirbo 36 h, o penktasis — 12 h.

Kadangi ekskavatorininky darbo laikai sudaro aritmeting progresija, tai 12 =36 +4d ir d =—6.

Vadinasi, antrasis ekskavatorininkas dirbo 36 — 6 =30 (h), treCiasis — 30 — 6 =24 (h), o ketvirtasis —
24-6=18 (h).

Ats.: 36 h; 30 h; 24 h; 18 h; 12 h.

Petras, dirbdamas vienas, visg darbg atlikty per m valandy. Jonas, dirbdamas vienas, $j darbg atlikty per
valandy. Dirbdami abu, jie dvigubai didesnés apimties darbg atlikty per 7 valandy. [sitikinkite, kad 7 yra
skai€iy m ir n harmoninis vidurkis.

Sprendimas. 1 biidas (aritmetinis).

Petras atliecka E darbo dalj;

. m
Per 1 min

Jonas atlieka l darbo dalj;
n

Petras ir Jonas drauge atlieka 1 + 1_mtn darbo dalj.

m n mn




Dvigubai didesnés apimties darbg Petras ir Jonas atlikty per 2: min_ _mn

valandy. Taigi
mn  m+n

T 2mn

m+n

2biidas (algebrinis).

1 1 .
Pagal sglyga Petro darbo nasumas (spartumas) yra —, Jono — —, o abiejy drauge — 1 +l _mEn
m n m

n mn

Pasinaudoj¢ formule 4= N -¢ turime:

m+n o 2mn
-T=2.18§¢ia T= .
mn m+n

. v . o . 2mn
Tiek sprendziant vienu ar kitu biidu akivaizdu, kad
m+n

=T yra dviejy skai€iy m ir n harmoninis

vidurkis remiantis harmoninio vidurkio samprata.

10. (Vienas i$ keturiy uzdaviniy, pateiktas 1932 metais Kauno jézuity humanitarinéje gimnazijoje per abitiiros
egzaminus.) Vienam staliui buvo uzmokéta 48 Lt, kitam, kuris dirbo 6 val. maziau, — 27 Lt. Jei pirmasis
stalius buity dirbes tiek valandy kiek antrasis, antrasis tiek kiek pirmasis, tai biity uzdirbg po lygiai. Po
kiek valandy dirbo staliai?

Sprendimas. 1§ pateiktos salygos aiSku, kad staliy valandiniai atlygiai yra skirtingi.
Sakykime, kad I staliaus valandinis atlygis yra x Lt, o II staliaus — y Lt. Tegul Il stalius dirbo ¢ h, o
I stalius (t+6) h.

Pagal salyga sudarome lygCiy sistema:

x(t+6)=48, )
yt =27, (2)
xt =y(+6). (3)
y . . 48 . . 27 L.
IS I lygties turime: xt+6x=48, t=——6, o i§ (2) lygties — t=—. Sulyging Sias lygybes
by Y
gauname:
ﬁ— 6=£ |-xy, 48y —6xy=27x |:3, 16y —2xy=9x, 9x+2xy=16y, x(9+2y)=16y, x= 16y .
X y 9 + 2y

I8 (3) sistemos lygties turime xt =yt + 6y, xt—yt=6y ir t(x —y)=6y.
Irase gautg x reikSme j paskutinigjg lygybe gauname:

1 _
t Loy -y|=6y y(y=0), ¢ 6 ~1|=6 ir z-7 2y=6.
9+2y

9+2y 9+2y
Kadangi t:ﬂ, tai 2772 =6 |-»(9+2y). Vadinasi, 189—54y=54y+12y*|:3 ir
v y 9+2y
4y2 +36y—-63=0. IS ¢ia y; =-10,5 (netinka) ir y, =1,5. Taigi 1,5 Lt yra II staliaus valandinis atlygis,
o I staliaus: _16-15 =ﬁ =2 (Lv).
9+2-1,5 12

Taciau mus domina staliy dirbtas laikas:

S 2 .
II stalius dirbo % =18 (h), o I stalius — 24 h.

Surastomis staliy valandiniy atlygiy ir dirbty laiky reikSmémis patikriname sprendimo teisinguma.
Ats.: 1 stalius 24 h, o II stalius 18 h.



ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Trikampio viduriné linija MN dalija trikampj ABC | trapecijga BCNM ir trikampj AMN. Raskite trapecijos
BCNM ir trikampio AMN viduriniy linijy ilgiy santykj.

Sprendimas. Sakykime, kad taskai E ir F yra atkarpy BM ir CN vidurio
taskai, o taskai P ir Q — atkarpy AM ir AN vidurio taSkai (1 pav), o krastinés
BC ilgis lygus a. Pagal trikampio ir trapecijos viduriniy linijy savybes MN =
IBc =2, EF =1(BC+MN) = 1(a +5) =3a, PQ=1MN =2 todél
2 2 2 2 2 4 2 4
EF:PQ=2a: >a=3.

4" 4

1 pav.

Ats.: 3+ 1.

Smailiojo trikampio krastiniy AB ir BC ortogonaliyjy projekcijy tieséje AC ilgiai lygiis 6 ir 4. Raskite
trikampio pusiaukrastiniy ortogonaliyjy projekcijy ties¢je AC ilgius.

Sprendimas. Sakykime, kad AD, BE,CF yra trikampio ABC pusiaukrastinés, i§ tasky B,D ir E
nuleidziame statmenis BH, DN ir FM tiesei AC (2 pav.), kadangi pagal salyga trikampis ABC smailusis,
tai taSkai H, N ir M yra krastinéje AC. Atkarpos AH ir CH yra B
krastiniy AB ir BC ortogonaliosios projekcijoa tieséje AC, taigi
AH =6, BH =4, AC =10, AE = EC = 5. Tuomet pusiaukras- F D
tinés BD ortogonalioji projekcija EH = AH —AE =6—5=1.
Kadangi AF = FB, o FM || BH, tai pagal Talio teoremg AM = A
MH = %AH = 3, todé¢l pusiaukrastinés CF ortogonalioji projekcija
ties¢je AC — atkarpa CM = AC — AM = 7. Analogiskai i§ lygybés
CD = DB ir salygos BH || DN pagal Talio teoremg gauname, kad HN = NC = %CH = 2, todél
puaiaukrastinés AD ortogonalioji projekcija tieséje AC — atkarpa AN = AC — NC = 8.

M EH N C
2 pav.

Ats.: pusiaukra$tiniy BD, CF, AD ortogonaliyjy projekcijy ties¢je AC ilgiai atitinkamai lygas 1, 7, 8.

Taskas K yra trikampio ABC pusiaukrastinés AM vidurio taskas, ties¢ BK krasting AC kerta taske L, o
tiese CK krasting AB kerta taSke N. Raskite santykj NL: BC.

Sprendimas. Nubrézkime atkarpas MP || BL, P € ACirMQ || CN,
Q € AB (3 pav.). Kadangi AK = KM, tai pagal Talio teoremg AL =
LP. Kadangi BM = MC, tai pagal Talio teoremg LP = PC, taigi AL =
LP =PC = %AC. Analogiskai gauname, kad AN = NQ = (@B =
%AB. Taigi AN : AL = AB : AC = 1:3. Trikampiy ABC ir ANL
kampas A bendras, prie to kampo esancios krastinés proporcingos, taigi

pagal antrgjj trikampiy panaSumo pozymj trikampiai ABC ir ANL yra
panasieji, todél NL : BC = AN : AB=1:3.

Ats.: 1: 3.

Taskas N yra trikampio ABC krastingje AC, jis tenkina salyga AN: NC = 5. Raskite kokiu santykiu
trikampio pusiaukrastiné AM dalija atkarpa BN.



Sprendimas. Sakykime, kad trikampio pusiaukrastiné AM kerta A
atkarpa BN taske K (4 pav.). Per taskag N nubréziame ties¢ NL || AM,
L € BC.Pagal Talio teorema ML : LC = AN : NC = 5, taigi ML =

2MC=2-2BC=2BC, taigi BL=BM+ML=2BC+=BC=
6 6 2 12 2 12

%BC. I8 ¢ia gauname, kad BL : LC = 11 : 1. Todél BM : ML = 6 : 5, N
kadangi KM || NL, tai i§ Talio teoremos turime, kad Bk : KN =BM : R . C
M L
ML =6:5.
4 pav.
Ats.: 6 5.

Lygiagretainio ABCD krastinés AD tgsinyje uz tasko D pazymeétas taskas P, ties¢ PB kerta lygiagretainio
krastine CD taSke Q, o jstrizaing AC — taske R. Raskite atkarpos RB ilgj, jei PQ = 25, QR = 6.

Sprendimas. Kadangi AP || BC, tai trikampiai APR ir CBR yra panasieji P
(5 pav.), todél % = %. Kadangi AB |l QC, tai trikampiai ARB ir CRQ yra Q
panasieji, todél% = %. IS gautyjy santykiy iSplaukia lygybé % = %, todel D N C
RB2=RP-RQ = (PQ + QR)-RQ =31-6 = 186, RB = +/186. A
A B
Ats.: \186. 5 pav.

I trikampj ABC jbréztas lygiagretainis, kurio krastiniy ilgiai 3 ir 5, o vienos jstrizainés ilgis lygus 6.
Lygiagretainio jstrizainés yra lygiagrecios su trikampio krastinémis AB ir AC, o jo trumpesnioji krastiné
yra trikampio krastinéje BC. Raskite trikampio ABC krastiniy ilgius.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiagretainio MNPQ krastiné MN yra 4

trikampio ABC krastinéje BC, vir§iinés P ir Q yra atitinkamai krastinése AC ir 0) P

AB (6 pav.). Pagal salyga MN =3, QM =5. Kadangi keturkampiai

BMPQ,MNPQ ir NCPQ yra lygiagretainiai, tat BM = MN = NC = PQ = 3,

taigi BC = 3MN = 9. Sakykime, kad lygiagretainio jstrizainé QN = 6. Kita B C

jstrizaing rasime trikampiams MNP ir QMN taikydami kosinusy teorema: M N

MP? = MN? + PN? — 2MN - PN cos £MNP.Kadangi £MNP + £NMQ = 6 pav.

180°, tai cos ZMNP = —cos ZNMQ = _ MQP+MNToQN® _ _ 5'43%-6" _ 1 1 omet MP? = 32 +
2MQ-MN 2:5:3 15

52-2-3-5 1—15 =32, taigi MP =4+2.. Kadangi MP || AB, tai ACMP~ACBA, todél % =

=, AB="" = %5 = 6v2. Analogitkai ABNQ~ABCA, todélg—; =, A= =22,

Ats.: BC =9, AB =62, AC=9, MP = 42.

. Lygiasonio trikampio kampas prie pagrindo lygus 72°, kampo prie pagrindo pusiaukampinés ilgis lygus

1. Raskite trikampio Soninés krastinés ilgj. B
Sprendimas. Sakykime, kad lygiaSoniame trikampyje ABC, AB = BC,

£BAC = £BCA = 72°, atkarpa AD = 1 jo kampo prie vir§iinés pusiaukampiné (7

pav.). Kadangi 2DAC = %LBAC =369, tai ZADC = 180° — 72° — 36° = 720 =

£ACB, tai trikampis ACD lygiasonis, AC = AD = 1. Kadangi 2ABD = 180° —

22ACB = 36° = £BAD, tai trikampis ABD irgi lygiadonis, todél AD = BD = 1.

Kadangi trikampiai ADC ir BAC yra panasieji, tai % = %. Zymékime AB = BC = 4 ¢

7 pav.



x,tuomet CD = BC — BD = x — 1, todélﬁ = f i§ ¢iax? — x — 1 = 0. Teigiamoji $ios lygties $aknis
1+v5

145 . .. o e er
x = +T‘/_, taigi trikampio Soninés krastings ilgis lygus —

145
Ats.: T\/_

8. Trapecijos pagrindy ilgiai yra 4 ir 12. Tiesé lygiagreti trapecijos pagrindams, eina per jos jstriZainiy
susikirtimo taskg. Raskite tos tiesés atkarpos, esancios tarp trapecijos Soniniy krastiniy, ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AD = 12, BC = 4, trapecijos jstrizainés AC
ir BD susikerta taske M, per taska M nubrézta lygiagreti su trapecijos pagrindais tiesé¢ Sonines krastines
AB ir CD kerta atitinkamai taskuose P ir Q (8 pav.). Kadangi tiesés AD ir B C
BC yralygiagrecCios, tai trikampiai AMD ir CM B yra panasieji, todél Z—? = P 0
?—Z = 14—2 = 3. I8 ¢ia iSplaukia lygybe ;—i = 4. I§ Talio teoremos iSplaukia,

AP _ DQ _ AM cD A

kad — = —=— =3, 0 — = 4. Per trapecijos vir§ing C nubréziame - D
PB QC MC cQ E

tiese, lygiagrecig su Sonine krastine AB, kuri pagrindg AD kerta taske E, o 8 pav.
tiese PQ — taSke N.Keturkampis ACE yra lygiagretainis, todel AE =

BC = PN =4, ED =12 — 4 = 8. I8 trikampiy ECD ir NCQ panasumo gauname, kad
ciaNQ =%:2, todel PQ = NP+ NQ =4+2 =6.

— =415

ED _ CD _
NQ  CQ

Ats.: 6.

9. Staciojo trikampio ABC jzambinéje AB yra taskas D, i§ jo nubrézti statmenys DE ir DF atitinkamai |
statinius BC ir AC. Trikampio ADF plotas lygus 9, o trikampio BDE plotas lygus 16. Raskite trikampio
ABC plota.

Sprendimas. Kadangi AC || DE, tai trikampiai ACB ir DEB yra panasieji A

(9 pav.). Jei trikampio ABC plotas lygus S, tai pagal panasiyjy trikampiy ploty
santykio savybe Spggp : S = DE? : AC?, taigi DE = /SAB%AC. Analogiskai F D
i panasiyjy trikampiy ABC ir ADF pana$umo turime Syapr :S = AF?:
AC?, taigi AF = /SAA%AC. Kadangi DE + AF = FC + AF = AC,tai i§ (O B
E
gautyjy lygybiy igplaukia, kad /SAB%AC + /%JAC = AC. Taigi j—g + 9 pav.
3
=1 V§=75=49.
Ats.: 49.

10. Trapecijos ABCD kampai A ir B yra statieji, pagrindy ilgiai AD = 14, BC = 10, taskai M ir N yra Soniniy
krastiniy AB ir CD vidurio taskai. IS virSiinés A nuleistas statmuo krastinei CD kerta atkarpg MN taske K
ir MK: KN = 2:1. Raskite trapecijos ABCD plota.

Sprendimas. Sakykime, kad i§ vir§iinés A nuleistas statmuo kraStinei CD kerta ja taSke E, o atkarpa
CH, H € AD yra trapecijos aukstiné (10 pav.). Pagal salyga viduriné linijja MN = %(AD + BC) =12,
todél MK =8, KN = 4. Keturkampis ABCH yra staciakampis, todél AH = BC = 10, tod¢l HD =
AD — AH = 4.Kadangi MN || AD, tai statieji trikampiai AED ir KEN yra panasieji, tode¢l KN : AD =

EN : ED, taigi EN = “°22 = *— = ZED. Kadangi ND = 5CD, tai ED = EN + ND =2 ED +>CD, tai

AD 14




ED —2ED = 2CD, todél ED = —-CD. Statieji trikampiai AED ir

CHD yra panasieji, todél ED : AD = HD : CD, i$ ¢ia gauname, kad

cp =122 _ 210 _ 50 ya%e ED = —CD, gauname, kad CD =
ED ED ~ ED 10

56

T’ todél CD? =80. I§ statiojo trikampio CHD randame
10

trapecijos aukstine CH =+VCD2—DH?2=+/80—-16=8 ir

10+1 .8 =96,
2

trapecijos plotg S =

Ats.: 96.

10 pav.



TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Pirmas Zygeivis i§ 4 ] B nueity per 132 minutes, o antras Zygeivis i§ B | 4 nueity per 110 minuéiy. Po
keliy minuciy pirmas Zygeivis susitikty su antru zygeiviu, jei pastarasis iSeity 22 minutémis véliau uz
pirma.
Sprendimas. Laika (min), kuriam pra¢jus pirmas Zygeivis susitiks su antru Zygeiviu, pazymékime ¢.
Pirmo Zygeivio greit] (km/min) paZymékime v;, o antro v, . Pagal uzdavinio salyga,
Vit +vy (¢ —=22)=132v; =110v,.
IS antros lygybés iSplaukia, kad

132
=——vy =12v.
1) 110 131 Vi
Todél
Vit+vy(t—=22)=132v =t +1,2(t -22)=132=22t =132+1,2-22 =t =72.
Ats.: 72 min.

ISspreskite lygciy sistema
4 4 o2 2
x +y =8x"+2y" -17,
x2 = —4y(x+y).

Sprendimas.
{x4+y4=8x2+2y2—17, {(x4—8x2)+(y4—2y2)=—17, {(x2—4)2+(y2—1)2=0,
= = =

x2=—4y(x+y) x2+4xy+4y2=0 (x+2y)2=0

2_ _ . 2_ — :iz, :il,
:{x 4=0ir y“ -1 0,3{x y =>x=-2,y=larbax=2,y=-1.

x+2y=0 x==2y

Ats.: (-2; 1), (2;-1).

ISspreskite lygciy sistemag

2 2

2x2—xy—y2=0,
X“+y —-x+3y=4.

Sprendimas. Taikydami keitinj y = fx, gausime:
2x? —x'tx—(tx)2 =0, - (t2 +t—2)x2 =0,
() —x+3x=4 | +)x*+Bt-Dx—4=0.
Aisku, kad x #0. Todél
t2+t—2=0, t=—2arbatr=1,
2 2 = 2 2
@ +Dx"+Bt—1)x—-4=0 @ +Dx"+@Bt-1)x—-4=0.
Jei t =-2, tai
5x* —Tx—4=0=x

7129 7—-129 74129
=——————=>x=———atbhax=———7-——.
5 10 10 10
Siuo atveju gauname du lygc¢iy sistemos sprendinius:

[7—\/129_ —7+\/129J . (7“/129, —7—\/129]
’ 5 ’ 5 '

10 10



Jei t =1, tai
2x2 4 2x—4=0=>x>+x-2=0=>x=—2arbax=1.

Siuo atveju gauname taip pat du lygéiy sistemos sprendinius: (=2; —2) ir (1; 1).

s (7—\/129_ —7+\/129J (7%/129_ —7—«/129}
.. b 5 bl b 5

, (=2:-2), (1; 1).
0 T ( ), (15 1)

x3

4. Apskaiciuokite —, jei 2(x” + y*) = y(4y - 3x) ir 3(y* —x%) = x(7y - 5x).
y

Sprendimas. Pazymékime ¢ = 2 Tada x= ty, y#0, ospresdami lygciy sistemg gausime:

y
A(@)* +y%) = y(dy=30), _ |27 +1y* =y @=30, _ 207 +1)=4-31,
307 - =0Ty -5y)  [30-1H)y? =2 (T-51)  [30-12)=1(7-5t)

242+ 3t-2=0, ]
= :>10t—5:0:>t=5.

202 -7t +3=0
3
Vadinasi, x_3 =1 = l
y 8

Ats.: l
8

5. I8spreskite lygciy sistemag

X+ =2,
y+z
y+ X _,
zZ+Xx
zZ+ ald =1.
xX+y

Sprendimas. Aisku, kad y+z#0, z+x#0 ir x+y=0. Tada
x(y+z2)+yz=2(y+2), Xy+yz+zx=2y+2z, 2y+2z=2z+2x,
VEz+x)+zx=2(z+x), > Xy +yz+zx=2z+2x, > 2y+2z=x+y, =

Z(x+y)+xy=x+y XY+ yz+zx=x+y XY+ yzH+zx=x+y
y:x’ y:x:

=42z=x-Y, =4z=0, =>x=2,y=2,z=0.
Xy+yz+zx=x+y w2 =2y

Ats.: (2; 2;0).

6. ISspreskite lygciy sistema

3 3_ .4 4

X+y+z=3,
Sy =xtyte

Sprendimas.

X+y+z=3, X+y+z=3,
3,3, 3_ 4. 4, 47,3, 3 3 4, 4 4 =
XT+y tz=x"+y +z xX+y +z)-3=(x"+y +z)-(x+y+2)



x+y+z=3,

U

=
D+ D+ D= -0+ -+ ) -ty +2)

U

X+y+z=3,

J

(x3—1)(x )= O(y -D(y-D= O(Z -D(z-1= 0(nes(a -1D(a-1)20,aeR)
x+y+z=3

U

{x+y+z-
3 3 =
(=D =D+’ Dy -+ -1)(z-1)=0
{ =>x=y=z=1.

x= y—z—l
Ats.:(1; 1; 1).

7. I8spreskite lygciy sistema
x y,z_3
yz zx Xy Xyz

xXy+yz+zx=3.

Sprendimas. Aisku, kad xyz # 0. Tada

x,ry,z_23 2,2, 2 2 2 o
—_—t = _ B _
yz zZX Xy Xyz :{x Ty otz 3=:>{(x +y +z7)—(xy+yz+2zx) O,:>

xy+yz+zx=3 Xy+yz+zx=3

Xy+yz+zx=3

2 2 2 _ _ _
N 2x° +2y° +2z° =2xy—2yz—-2zx =0, N
xy+yz+zx=3

R {x —2y+yH+ (@ -2yz+2) + (22 —2zx +x?) =0, _
xy+yz+zx =3
:>(x y)+(y Z)+(Z x) O x=y=0,y-z=0,z-x ,:ZyX, -
xXy+yz+zx=3 xy+yz+zx=3 xXy+yz+zx=3
z= y X, =y=ux,
= Z =t =>z=y=x=-larbaz=y=x=1.
x——larbale

Ats.: (—1;-1;-1), (1; 1; 1).

8. Raskite visus realiyjy skaiciy trejetus (a; b; ¢), kuriy kiekvienas skaiCius yra lygus kity dviejy skaiciy
skirtumo kvadratui.
Sprendimas. Pagal uzdavinio salyga,
a=(b-c), b=(c—a)* ir c=(a-b)’.
Taigi reikia iSspresti trijy lygciy su trimis nezinomaisiais sistemag

a=(b-c),
b=(c-a)?, (1)
c=(a-b)>.

Aisku, kad a>0, >0, ¢>0, o trejetas (0; 0; 0) yra Sios sistemos sprendinys.
Aiskinkimés, ar lyg€iy sistema turi daugiau sprendiniy:



a=(b—c)2, a—c=(b—c)2—(a—b)2, a—c=Q2b-c-a)a-c),
b=(c—a)’,=ib—c=(c—a)’ —(a—b)*,=b—c=(c-2a+b)(c—b), =

c=(a-b)? |c=(a—b)? c=(a-b)*

(a—c)(1+a—-2b+c)=0,
=>3(b-c)1-2a+b+c)=0,

c=(a-b)>.
Jei biity a—c =0, tai gautume, kad a=c, b=0 ir (i§ treCios lygties) ¢ = c?
trejetas (1; 0; 1) yra (1) sistemos sprendinys.

, ¢>0. Vadinasi,

Jeibiity b—c =0, tai gautume, kad b =¢, a =0 ir (i trecios lygties) ¢ = c2, ¢ > 0. I8 ¢ia iSplaukia,
kad trejetas (0; 1; 1) yra (1) sistemos sprendinys.
Belieka i$nagrinéti atvejj, kai a—c#0 ir b—c#0:

l+a-2b+c=0, l1+a-2b+c=0, l1+a-2b+c=0,
1-2a+b+¢c=0,=<(1-2a+b+c)—(1+a-2b+c)=0,=4-3a+3b=0, =
cz(a—b)2 cz(a—b)2 c=(a—b)2

=b=a,c=0,a=1= (1;1;0) yra (1) sistemos sprendinys.
Ats.2 (0; 050), (15 05 1), (0; 15 1), (15 15 0).

9. Raskite visas realiyjy skaiciy x ir y poras (x; y), tenkinancias lygciy sistemag
x+[y]+{x} =56,
[x]+y+{yi=52,
xp 2y =2

¢ia [a] yra sveikoji, o {a} — trupmenin¢ skaiCiaus a dalis.

Sprendimas. 1S pirmos lygties atéme antrg lygti, gauname, kad 2{x}—-2{y}=0,4. Iras¢
{x}=0,2+{y} itrecig lygtj, gauname:
02+ {y}+2{y}=2={y}=0,6.
Vadinasi, {x} =0,8 ir

{[x]+[y]+2-0,8 =56, =4,

[x]+[y]+2-0,6=5,2
Jei [x]=k, keZ, tai [y]=4—-k. Otada x=k+0,8, y=(4—-k)+0,6=4,6—-Fk; keZ.
Ats.: (0,8+k;4,6-k), keZ.

10. Raskite visus lygc€iy sistemos
x+[y]+{z}=12,
{x}+y+[z]=34,
[x]+{y}+z=4,6
sprendinius (x; y; z), jeix >0,y >0,z > 0.
Sprendimas. Sudékime visas tris lygtis. Gausime:
2x4+2y+2z=92=x+y+z=4,6.
Todél:
) (x+y+z)—(x+[y]+{z})=4,6-12={y}+[z]=3,4={y} =04,[z]=3;
2) (x+y+z)—-({xt+y+[zD)=12=[x]+{z} =1,2={z} =0,2,[x] =1;
3) x+y+2)—(x]+{y}+2)=0 = {x}+[y]=0= {x} =0, [y] =0.
Vadinasi, x=1, y=0,4, z=3,2.
Ats.: (1;0,4; 3,2).



KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

!
1. Naudodamiesi deriniy skai¢iaus formule C)' —ﬁ kaim=0,1,2,...,n, jrodykite Paskalio
m!-(n—m
lygybe ¢ =C)' + Gy
[rodymas.
—1) —1) 1
Crlpcm = (n—1)! L (=Dt (n—1)! ( 1 +ij=
(m-D!-(n-m)! ml-(n-1-m)! m-D(n-m-DN\n-m m
(n-1)! ‘ n 3 n! _ m
(m=-D!-(n—-m=1)! (n-m)-m m-(n—m)! "

2. Irodykite binominiy koeficienty savybe C,"-Cy =Cy -C,mF, €ia p<m<n.

Irodymas.

C’P C,;” pp —

n! . (n—p)! _ n! m!

= . =C)'-Ch.
pl-(n—-p)! (m-p)l-(n—-m)! m!-(n—m)! p!-(m—p)!

n m

3. Matematinés indukcijos rnetodu irodykite nelygybe;

\/_ f \/_ >/n, (1)
kai n>2.
Irodymas. Kai n=2, (1) nelygybé galioja, t. y. 1+— ! 2, nes l+—>2 < V241 >2 e
’ ’ Nl 7y
V24152 o251,
Darome indukcine; prielaida, kad (1) nelygybé galioja su n=k, t. y. tegu teisinga nelygybe

B

>k . Trodysime, kad tuomet (1) nelygybé galiojasu n=k+1, t.y.

1 1
+—=+—=+...+— >k +1 2
R \/—k+ N @)
) ) . ) L. . 1 1 1
Pasinaudo indukcine prielaida gausime: +—+—+...+—+—> k+ .
I P s NN RN AN Jerl

>+k+1 (k>2).0 $inelygybé teisinga, nes:

Belieka

isitikinti, kad & +

I
Ji+1
JeGe+1) +1
\/Z+ﬁ>\/k+l (+)+ sJk+] & Jkk+1) >k S k(k+D) >k & K +k>k o k>1.
+

Taigi (2) nelygybé gahoja.
Remdamiesi matematinés indukcijos principu galime teigti, kad (1) nelygybé teisinga su visais
nz2.

4. Tegu n — lyginis natiralusis skaiCius (n=2k). Nustatykite, kuris 1§ binominiy koeficienty
Cm

", m=0,1,2,...,n, yra didziausias.
m+1 n—m
Sprendimas. Nagrinékime santyk] ——= = Nustatykime su kokiomis m reikSmémis Sis
+

m
n

. . C g .. .. - -1 - -1
santykis yra didesnis uz 1 ir kada jis mazesnis negu 1: " L ; T lemst .
m+1 2 m+1 2




. . -1 . . -1 L s
Darome i$vada: kai m <nT ,tai C™ > C™ o kai m >nT , tuomet C"*' <™. Vadinasi, m didéjant

L. n=1 . . .. e .. ...
iki Ty binominiai koeficientai didéja, o su tolesnémis m reikSmémis — mazéja.
2k -1

. . -1 1 1 . .
Kadangi n=2k ir nTszk—E:k—1<k—E<k, tai C§”k+1>C§”k su m=0,1,2,....k—1 1r

<o su m=kk+1,...,2k. Kai m=k-1, tai C5,>C5;', o kai m=k, tai Ck, >C5'. Taigi

didZiausias binominis koeficientas yra C5, . Ats.: C%, .

5. Naudodamiesi (10) ir (11) formulémis apskai¢iuokite sumg C? +C? +C +..+C" 2 +C" , kai n —
lyginis natiiralusis skaicius.

Sprendimas. Pazymékime S, =CY +C? +C} +..+C" 2+ C", S, =C+C2+C +..+C" 7+,
Tuomet pagal (10) lygybe S, +S, =CY+C! +C? +C} +..+C" 2 +C" ' +C" =2". Kita vertus, i§ (11)
lygybés isplaukia, kad S, -S, =0= S, =S,. Tada 2§, =2" = §, =2"". Ats.: 2"

6. Raskite natiiralyjj skai¢iy n, su kuriuo C37~'-C37,, =20.

! !
Sprendimas. CZZ,’,H 'C222+1 =20=> (2n)! . @2n+1)! )
Cn-DI1! 2n)!-1!

=>m,=2,-2,5=>n=2. Ats.: 2.

0 =2n(2n+1)=20 =20 +n-10=0=

7. Binomo (a a+—4j skleidinio treciojo nario koeficientas yra 44 didesnis negu antrojo nario
a

koeficientas. Raskite nario, j kurj nejeina kintamasis a, koeficientg.
Sprendimas. Pagal salyga C. —C, =44 = n”> -3n-88=0 =n;, =11;-8=n=11. Vadinasi, turime

11
rasti skleidinio (a a +—r | nario, | kurj nejeina Kintamasis a, koeficienta. Tarkime, kad ieSkomasis
a

3 (U em)—4m

skleidinio narys yra T, =C/(ava)'™ (L“)”’ =C{]-a? . Raskime m, su Kkuriuo
a

%(l 1-m)—4m=0. Gausime: % (B3-1lm)=0=> %(3 —m)=0=m=3. Vadinasi, narys be kintamojo a

11-10-9

yra ketvirtasis skleidinio narys, o jo koeficientas yra C}, = . =165. Ats.: 165.

3 2 \?
8. Kelintas binomo (Z%/aiz +§\/; j skleidinio narys turi daugiklj a’?

Sprendimas. Tegu ieSkomasis skleidinio narys yra

m

12-m m 12-2m 2
33/ 2~ 3 ~(12=m)+
Tm+1:C1n5(Z3a2] (— aj :C{g— (13 2.

3 724-3m '

Lygties %(12 —m) +% =7 sprendinys yra m =6 . Taigi daugiklj a’ turi septintasis skleidinio narys.
Ats.: Septintasis.
9. Raskite binomo (3-%/3)"® skleidinio racionaliuosius narius.

Sprendimas. Kiekvienas skleidinio narys iSreiSkiamas formule
T =Clt 357 (=3)", m=0,1,...,15.



Patikring m=0,1,...,15 matome, kad racionalieji nariai yra tik Sie: kai m=0, T, =3; kai m=5,
T, =Cs 310 (=3)=-C% -3 kai m=10, T;, =C\2.3°.32 =C> .37 ; kai m=15, T, =—C3-3°.3% =27
Ats.: T, =39, T, =-C5 -3, 1, =C>% 37, T, =-27.

10. Raskite reiskinio R(x)=(1+x)’ +(1+x)* + 1+ x)° +...+ (1+x)"> nario su daugikliu x* koeficienta.
Sprendimas. Pirmiau pertvarkykime reiSkinj naudodamiesi geometrinés progresijos nariy

1+0'° (1+x)°

sumavimo formule. Gausime, kad R(x)= . Narys su x° bus tik pirmojo démens

. . . 16-15-14-1
skleidinyje, tai — skleidinio (1+x)'® narys su x*, kurio koeficientas yra Ciy _16-15- 1413 ey,

1.2:3-4
Ats.: 1820.



PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

ABCDEF — taisyklingasis SeSiakampis. Vektorius BC ir BD isreikkite vektoriais AB ir AF.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra taisyklingojo 4 B
SeSiakampio ABCDEF centras (1 pav.). kadangi keturkampiai /V\
ABOF,ABCO ir BCDO yra rombai, tai pagal lygiagretainio taisykle BC = F C
A0 = AB + AF, BD =BC + B0 = (AB + AF) + AF = AB + 2AF. \ ij /
Atsakymas:ﬁ') = AB + AF, BD = AB + 24F. E D

1 pav.

TaSkai M ir N yra trikampio ABC kraStiniy AB ir AC vidurio taskai. Vektorius AB, AC ir MN

isreikikite vektoriais BN ir ﬁvi

Sprendimas. Taikydami vektoriy atimties taisykle (2 pav.), gauname lygybes BN = AN — 4B =

%ﬁ — 4B, CM =4M - AC = %E — AC. Pirmosios lygybés A

abi puses dauginame i§ dviejy ir sudedame su antrgja lygybe:

2BN + CM = —;A—)B,taigi AB = —%W - §ﬁvi Analogiskai M \

antrosios lygybés abi puses padauging i$ dviejy ir sudeje su B C
pirmaja, turime BN + 2CM = — %TC,‘[Odél AC = —%ﬁ — %C_M) 2 pav.

Kadangi atkarpa MN yra trikampio viduriné linija, tai MN = %ﬁ = %(ﬁ - ﬁ) = %(W - W).

Atsakymas:ﬁ = —%W—ém, AC = —%W—%WZ MN =§(ﬁv’—ﬁ4’)

Nenuliniai vektoriai @ ir b yra nekolinearieji. Raskite tokias x ir y reik§mes, kad vektoriai ¢ =
xd+ybird = (y+ 1)d + (2 — x)b buty lygis.

Sprendimas. Kadangi @ + yb = (y + 1)d + (2 — x)b , tai atskliaude ir perkéle narius i3
vienos lygybés pusés j kitg, gauname, kad (x —y — 1)a = (2 —x — y)E. Jei2—x—y #0,
tai padalijg i$ jo kaip ir 1 pavyzdyje gautume, kad vektoriai d ir b yra kolinearieji. Taigi 2 —
x —y =0, todél (x —y — 1)d = 0. Kadangi vektorius d nenulinis, tai pastaroji lygybé
teisinga tik kaix —y—1=0. [Slygéiy 2 —x —y =0, x —y — 1 = 0 sistemos gauname
1

x =2 =
=2 Y=z

3 1
Atsakymas: x = > V=3

Taskas M yra trikampio ABC krastin¢je AB, taskas N yra jo krastinéje BC ir AM : MB =
3:4, CN:NB =5: 2. Kokiu santykiu atkarpa MN dalija trikampio pusiaukrasting BD?



Sprendimas. Sakykime, kad atkarpa MN ir trikampio ABC pusiaukrastiné BD susikerta
taske E (3 pav.). Vektoriy BE dviem biidais isreikskime nekolineariaisiais vektoriais B4 ir BC.

Vektoriai BE ir BD yra kolinearieji, todél yra tos skaitius x, kad BE = xBD. Kadangi taskas D
yra atkarpos AC vidurio taskas, tai pagal 2 pavyzdzio rezultatg B

BD = %(EX + I—S’Z’)). Taigi turime vektoriaus BE iSraiska: BE =

?15_31_4) + gB—C) Kita vertus, taskai M, E ir N yra vienoje tieséje,

taigi ME || MN, todél yra toks skai¢ius y, kad ME = yMN.

KadangiWV):W—W:EB_C)—iﬁ,taiW=2—yB_C)— A C
7 7 7

%ﬁ,oﬁ=W+W3’ =§E4>+27yB_C>—47y§f =

3 pav.
4—4y — 2y =~ . . . r-y=2
TBA + 7BC . Gautosios dvi vektoriaus BE iSraiSkos

nekolineariaisiais vektoriais BA ir BC turi sutapti, tod¢l turi buti teisingos lygybés % =

%, Z= 273/ I§ ¢ia randame x = — y = 2 Gavome, kad BE = %B—D: taigi BE : ED =

2 21’
8:13.

Atsakymas: 8 :13.

Trikampio ABC krastinéje AB yra taskas N, o krastinéje AC — taskas M taip, kad AN: NB =
2:5, AM:MC = 3:4. Atkarpos BM ir CN susikerta taske K. Raskite santykius BK: KM ir
CK:KN.

Sprendimas. Kadangi BK || BM (4 pav.), tai yra toks skaicius x, kad BK = xBM. Kadangi
B = AW — 4B = 4C — 4B, tai BK = 24T — x4B.

Analogigkai CK || CN , tai yra toks skaicius y, kad CK = ym B

KadangiC_N) = AN — AC =%E—A_)C,taiC_)K =27yﬁ—yA_)C.
Tuomet_B_Iz=ﬁ')+ﬁ=(R—E)+(Z7yﬁ—yﬁ)= N

(273; — 1) AB + (1 — y)AC. Dvi gautosios vektoriaus BK 4 M >C
i§raiskos nekolineariaisiais vektoriais AB ir AC turi sutapti, taigi 4 pav.

turi biiti teisingos lygybés —x = 27y -1, 37x = 1 — y. Sprendziame $§ig sistemg ir gauname, kad
x = % y = g Taigi BK:KM = 35 : 8, CK:KN = 28 : 15.

Atsakymas: BK: KM = 35:8, CK: KN = 28 : 15.

Trikampio PKH krastiniy PK ir PH ilgiai PH = 2v/2, PK = 2, kampas HPK lygus 135°.
Krastinéje KH yra pazymétas toks taskas O, kad HO : OK = 1 : 3. Raskite atkarpos PO ilgj.

Sprendimas. Kadangi PO = %(ﬁ + 3PH), tai P0O? = % (PK? + 6PK - PH + 9PH?) (5 pav.). I§

skaliarinés sandaugos savybiy iplaukia, kad PK? = |PK| =4, PH? = |PH| =8, PK-PH = |PK|-



|ﬁ-1)|-cosLKPH=2-2\/§-(—\/7§)=—4.TaigiP_O)2=1—16(4+6- H
0
(—-4)+9-8) ==, 0 PO =V P0? =?.
>K
Vi3
Atsakymas: 5 F 5 pav.
e . o . . V6 .
7. Staciojo trikampio ABC, £C = 90", smailiojo kampo A kosinusas lygus e Raskite kampa
tarp Sio trikampio pusiaukrastiniy CD ir BE.
Sprendimas. Sakykime, kad trikampio statiniy ilgiai CB = a, CA = b, o jzambinésa ilgis yra
¢. Tireikikime vektorius CD ir BE vektoriais @ = CB ir b = CA (6 pav.): B
CD = %(& + B), BE = %l_)) —d= %(l_)) — 2@). Kampas tarp pusiaukrastiniy
CD ir BE yra lygus kampui tarp vektoriy CD ir BE (arba jam gretutiniam D
kampui, jei kampas tarp vektoriy CD ir BE yra bukasis). Taigi iekomaji
. : CD-BE C >A
kampa a rasime pagal kampo tarp vektoriy formule cos a = DB E
|cD || BE] 6 pav.
Skai¢iuojame skaliaring sandauga CD - BE = % b —2d% + b2 —2d-
b) Kadangi vektoriai d ir b yra statmenieji, tai d - b=0,0d%=a? b%=b?taiCD - BE =
2
—( 2a? + b?). 1§ salygos cos £A = G turlmeg \/3_5, IC’—Z =%, 3b% = 2(a® + b?), taigi trikampio
statiniams teisinga lygybé b2 = 2a?. Tuomet CD - BE = —( 2a% + b?) = 0, taigi pusiaukrastinés CD

ir BE yra statmenos.

Atsakymas: 90°.

8. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 3, AC =5, kampo BAC didumas yra 120°. Raskite jo
pusiaukampinés AD ilgj.

Sprendimas. Pagal trikampio pusiaukampinés savybe turime, kad BD : DC = AB : AC =3 :5 (7
pav.). Tuomet AD = %(SA—B) + 3@). Keldami abi lygybés puses kvadratu, gauname, kad AD? =

—(25AB + 304B - AC + 9AC?). Kadangi AB? = AB? =9, B
—_— —_— — —_— —_— D
AC? = AC? =25, AB - AC = |AB| - |AC| - cos £BAC = 3 -5~
1 15 =g 1
(—3) = =5 tai AD? = = (25-9 - 30+ 9- 25) = 2 Taigi ) C
AD =VAD2 =2 7 pav.
8

Atdsakymas: %‘.

9. Kvadrato ABCD kraStinése AB ir BC yra taSkai P € AB ir Q € BC tokie, kad BP = BQ.
Nubrézta trikampio BPC aukstiné BH. Raskite kampo QHD diduma.

Sprendimas. Sakykime, kad kvadrato krastinés ilgis lygus a, BA = d, BC = b (8 pav.), 0 BP =
ld, B_Q) = lE, taigi BP = BQ = la. Taikydami 4 pavyzdzio rezultata randame, kad BH =



10.

(a%(1d) + [2a?b). Tuomet HQ = BQ — ﬁ-l) =1bh— ﬁ(azlfi + lZaZI;) =

az+l2 2

a2+12 2(— 21a+(la —12a% + 13a?®)b) = sz 2( la+(1 -1+ B 0 y C
I*)b) = le +13)b), oHD =BD —BH = (@ + b) — ol

ﬁ(azld’ +12a?b) = ——-—((a® + 2a® — la*)d + a?b) = H

V) ((1 —1+1®d+ b) Kadangi ieSkomasis kampas yra kampas tarp

vektoriy HQ ir HD, tai cos 2QHD = %. Kadangi vektoriai d ir b n D

5 R . 8 pav.
yra statmenieji ir vienodo ilgio, taid - b = 0, d*> = b? = a?, todél HQ -

HD = (=l+ 12 =1 +1-12+13)a? = 0, taigi $ie vektoriai statmeni.

(1+lz)2

Atsakymas: 90°.

Staciakampio ABCD krastiniy ilgiai AB = 4, AD = 6, taskas M yra krastinés BC vidurio
taskas. Nubréztas kitas staciakampis MCEN, taSkas E yra krastinés DC tesinyje uz tasko C ir
CE = 5. Raskite kampa tarp tiesiy, kuriose yra staciakampiy jstrizainés DB ir ME.

Sprendimas. Sakykime, kad AB = d, AD = b, vektorius DB ir A D
ME igreikime vektoriais @ ir b. Turime DB = AB — AD = @ — E,
ME = MC + CE. Akivaizdu, kad MC = >BC = b, o kadangi CE 1
14B, |CE| =5,

AB| = 4, tai CE = 4B = 4. Taigi ME = 2b +

;&. Ieskomajj kampa «a tarp vektoriy DB ir ME rasime taikydami

DB-ME
|DB|-|ME|

@-b=0,a =16, b = 36, taing’-W:(d—E)-(%hga):
—b2+ Z*2=—18+20_2 |DB| = DB = VABZ + AD? = /52,

|ME| — ME =+VMC? + CE2 =+/32 + 52 =\/3_4. Tuomet 9 pav.
2 1
V5234 a4z’

formule cosa = Kadangi vektoriai d ir b yra statmeni, tai

cosa =

1
Atsakymas.: arccos —.
ky V442



SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Jrodykite, kad a’+3>2a’+2, jei a yra bet kuris realusis skaicius.

Irodymas. Kadangi a’+2> 0, tai abu reiskiniai (a2 +3ir 2Va? +2 ) yra apibrézti visoje realiyjy
skai¢iy aibéje. Nagrinédami jy reikSmiy skirtumg gausime:

(@ +3)-20a* +2 =(a® +2)-2a* +2 +1=(Na? +2-1)* >0.

Lygybe¢ ¢ia galioty tik kai a®+2 =1, bet tokiy a reikSmiy néra. Tod¢l esant bet kuriam realiajam skaiciui

a galioja griezta nelygybeé
(a®+3)-2va’ +2 >0,

1§ kurios i$plaukia, jog (a2 +3)>2v a’ + 2, jei a yra bet kuris realusis skaicius.

2. Jrodykite, kad nelygybe
(a+b)b+c)c+a) >3
abc
galioja, jei a, b ir ¢ yra bet kurie teigiami realieji skaiciai.

Irodymas. Kadangi (taikant vidurkiy 4, ir G, nelygybe 4, >G5 )

a+b22«/£, b+cZ2\/E ir c+a22\/a,
tai
m+m@+@@+@>2&52ﬁ52&528
abc abc
Lygybe jrodomojoje nelygybéje galioja tik kai a=>b, b=c ir c=a, taigikai a=b=c.

3. [rodykite, kad

1 1 1 3
+ + > ,
a+b b+c c+a a+b+c
jeia, b ir ¢ yra teigiami realieji skaiciai.
Irodymas. Nagrinédami abiejy reiskiniy reikSmiy skirtuma gausime:
1 1 1 3 1 1 1 1 1 1
+ + - = - + - + - =
a+b b+c c+a) a+b+c \a+b a+b+c b+c a+b+c c+a a+b+c
c a b

= + + >0,
(a+b)a+b+c) (b+c)a+b+c) (c+a)a+b+c)
jei a>0, b>0 ir ¢ > 0. Todél jrodomas teiginys yra teisingas.

Kitas teiginio jrodymo biidas. Aisku, kad esant teigiamiems skai¢iams a, b ir ¢ galioja $ios
nelygybés:
1 1 1 1 1 1
>

> >
a+b a+b+c’ b+c a+b+c c+a a+b+c’

todél
1 1 1 3
+ + > .
a+b b+c c+a a+b+c

4. Irodykite, kad esant bet kuriam realiajam skaiCiui x galioja nelygybé 2o xt —x+1>0.

Irodymas. Jei x <0, tai nelygybé yra akivaizdi. Jei x> 1, tai

X2 =¥ +x4—x+1=(x12 —xg)+(x4—x)+1:x9(x3—1)+x(x3 -1)+1>0.

Belieka jsitikinti teiginio teisingumu, kai x € (0;1):



X2 —x? 4xt —x+1=x12 +(x4 —xg)+(1—x)=x12 +x4(1—x5)+(1—x) >0,
nes visi pastarojo reiSkinio démenys yra teigiami.
Irodykite, kad néra tokio natiiraliojo skaiciaus, kurio skaitmeny sandauga lygi 3570.
Irodymas. Skaicius 3570 skaidinyje pirminiais dauginamaisiais (3570=2-3-5-7-17) yra skaiCius

17, kuris néra jokio natiiraliojo skai€iaus skaitmuo.

Irodykite, kad jei nattiralusis skai¢ius m —n (Cia m ir n taip pat natiiralieji skaiciai) dalijasi i§ 3, tai skaiCius
m> —n® dalijasi i3 9.
Jrodymas. Tarkime, kad m —n =3k, ke N. Tada m =n+ 3k irtodél
m> —n3 =(m-n)(m® +mn+n>)=3k((n+3k)* +(n+3k)n+n) =
=3k(n? +6nk +9k> +n® + 3nk +n?) =3k(3n® + Ik + 9k>) = %k (n? + 3nk + 3k2).
Gautoji skaiciaus m> —n° iSraiska rodo, kad jis tikrai dalijasi i§ 9
Tegu a ir b yra staciojo trikampio statiniy ilgiai, ¢ — jo jZambinés ilgis, o & — aukstinés, nubréztos i§
staciojo kampo virsiinés, ilgis. [rodykite, kad galioja nelygybé

c+h <3«/§
a+b 4
Irodymas. Kadangi 2 =a®+b? , ch=ab, tai
(c+hj2_c2+2ch+h2_a2+b2+2ab+h2_(a+b)2+h2_ p b
a+b (a+b)* (a+b)* (a+b)* h
2
=1+ h 5 ¢
(a+b)
IS lygybés ch = ab gauname, kad & :L, todél
Va? +b>
h? (ab)? (ab)? 1

= < =

(a+b)’ (@ +0")a+b)  2ya?b? - (2ab)>

(Rasydami pastaraja nelygybe taikéme aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe 4, > G, ).
Vadinasi,

2 2
c+h h 1 9
=1+ <l+—=—,
(a+bj (a+b)* 8 8

o lygybé galioja tik kai a =b (iSplaukia i$ nelygybiy a” + 5% >2va’h? =2ab ir a+b>2/ab).
O tai reiskia, kad
c+h _[9 3 32
< |[Z=——=2N2
a+b 8 242 4

igyja tik kai a =b.

c+h
a+b

Reiksme % trupmeng

Tegu M yra laisvai pasirinktas taskas trikampio ABC viduje, P — trikampio ABC perimetras, 0 p = %P.
Irodykite, kad p<MA+ MB+MC < P.

Irodymas. Aisku, kad AM + MB > AB, BM + MC > BC ir CM + MA > CA.

Sudéje Sias nelygybes gauname, kad
2(MA+MB+MC)>AB+BC+CA=P,



todél MA+MB+MC>%P=p. C

Taip pat aisku, kad galioja ir Sios nelygybés:
AM + MB < AC+CB, BM + MC < BA+ AC ir
CM + MA < CB + BA.
Sudéje Sias nelygybes gauname nelygybe 4 B
2(MA+MB+MC)<2(AB+BC+CA)=2P,

0 i§ jos — jrodoma nelygybe

MA+ MB + MC < P.

Irodykite, kad lygiakrast] trikampj, kurio krastinés ilgis 8, jmanoma padalyti | du trikampius taip, kad
vieno perimetras biity 18, o kito — 20.
Irodymas. Brézkime (Zr. pav.) tiese CM (M yra krastinés AB taskas) ¢
taip, kad galioty abi lygybés:
x+y=10 ir 8—x)+y=12.
Siy lygéiy sistema turi vienintelj sprendinj: x=3, y=7. g
IS pirmo Zvilgsnio darbas lyg ir baigtas, bet biitina i$siaiskinti, ar tikrai

i$ lygCiy sistemos rasta y reikSmeé y =7 yra atkarpos CM ilgis. ¥ -

Aisku, kad S$iai abejonei iSsklaidyti pakanka prisiminti Pitagoro 4 M D 4
teorema, pagal kuria turéty galioti lygybé
CM? =12 +(8%-4%)=1+48=49.
Vadinasi, y =7 tikrai yra atkarpos CM ilgis. Ir to pakanka iSvadai, jog uzdavinio sprendimo atsakymas
teisingas, pagrijsti.

. Tegu trikampio ABC krastiniy BC, CA ir 4B ilgiai yra atitinkamai a, b, ¢, o prie§ jas esanciy kampy
didumai — atitinkamai o, B ir y. [rodykite, kad Sis trikampis yra lygiaSonis, jeigu galioja lygybe
a-b

a

=1-2cosy.

[rodymas. 18 lygybés azb =1-2cosy gauname, kad b=2acosy. Tada
taikydami kosinusy teoremg gauname:
2 =a’+b? —2abcosy = a’+ (2ac0sy)2 —2a-2acosy-cosy=

= a® +4a” cos? y—4a2 cos? Y= a’.

IS lygybés ?=a? iSplaukia, kad ¢ =a, taigi 4B = BC.



SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Ar atsiras du tokie natiiralieji skaiciai, kuriy suma yra lygi 2021 ir dar jeigu viename i$ jy uzbrauktume
du pirmutiniuosius skaitmenis, tai gausime kita dedamajj skaiciy?

Sprendimas. Jeigu pirmasis dedamasis skaiCius biity trizenklis, tai uzbrauke du pirmutiniuosius
skaitmenis gautume vienazenklj skaiciy ir tada vienazenklio ir trizenklio skai¢iy suma niekaip negaléty
buti lygi 2021. Todél pirmasis didesnysis dedamasis skaicius yra keturzenklis ir gali biiti uzrasytas
pavidalu

ABCD.
Tada antrasis dedamasis (dvizenklis) skaicius yra CD ir pagal salyga
ABCD + CD =2021.

Taciau tada sumoje ABCD + CD paskutinysis (vienety) skaitmuo yra skaiciaus D + D paskutinysis
skaitmuo, todél jis yra lyginis ir tikrai negaléty biiti lygus 1, kaip yra reikalaujama salygoje.

Ats. Tokiy dviejy nattiraliyjy skaiciy néra.
2. Isspreskite lygciy sistemag

I 2 1 2

—+E=—-Z=3

X y y2 X

. . ] o1 . .
Sprendimas. Jeigu mes jvestume standartinj keitinj — =u bei — = v, tai gautume sistema
b

u’+2v=v>-2u=3.
Dabar antrajg sistemos lygtj atimame i$ pirmosios ir gauname lygybe
u’ v +2w+v)=0.
Kadangi
u’ v =Wu—-v)(u+v),
tai, iSkéle pries skliaustus u + v, gautume iSraiska
u+v)u—v+2)=0.
Vadinasi, dabar turime dvi galimybes: pirmoji yra u# + v =0, o antroji yra # —v+2 = 0. JraSius lygybe
U=-v

i sistema gauname > —2u —3 = 0, kuri turi dvi $aknis. Pirmoji $aknis yra u, kuri yra — 1, o kita u
reikSmé yra lygi 3. Pereidami prie v gautume dvi reikSmes 1 ir — 3. Savo ruoztu pereidami prie x ir y
gauname dvi reikSmes

y)==151



ir dar

(x; )= (1/3; —1/3).
Antruoju atveju, kai u —v+2 =0, turime v =u + 2ir jraSius j sistemg
kuri yra tas pats, kaip > +2(u+2)—3=0arba u> +2u+1=(wu+1)>=0.
IS ¢ia gauname, kad u yra lygus — 1, todél v tada yra u + 2 arba yra 1.
Pereidami prie x ir y gauname tg paciag porg (— 1; 1), kurig jau buvome gave.
Ats. Sistema turi sprendinius (— 1; 1) ir (1/3; — 1/3).
3. Isspreskite lygciy sistema

x+2y=4,
2xy-3z° =4.

Sprendimas. 1§ pirmos lygties iSreikSkime 2y =4 — x ir jraSykime ] antrgja sistemos lygtj. Tada gausime,
kad

x(4—x)-3z> = 4.
Po pertvarkymy

d4x—x*-3z" =4,
Sukeélus viskg | vieng puse biity

x> —4x+4+327 =0.

Tai yra tas pats, kaip parasyti, kad

(x—2)*+3z* =0.

Si lygybé reiskia, kad x yra lygus 2, 0 z yra 0. Vadinasi 2y yra 4 — 2 arba yra lygus 2, vadinasi, y yra 1.

Gauname, kad
(x;y:2) = (2:1,0)
yra (vienintelis) miisy sistemos sprendinys.
Ats. (x;y;2) =(2;1,0).
4. Jrodykite, kad i3 lygybiy x +y =a, x> + y> =b ir x’ + y° = cisplaukia lygybé o’ = 3ab —2c.

Sprendimas. Suskai¢iuosime 3ab — 2c ir tada gausime



3ab—2c=3(x+ y)(x* +y*)—=2(x’ +y’)=3x +3)° +3xp° +3x°y —2x> -2y’ =
=X+ +3x°y+3x0° =(x+y)’ =a’.
O tai ir yra tas, kg mes noréjome gauti.
5. Isspreskite lygtj
(x* —4x+6)> —4x(x* —4x+6)+3x* =0.
Sprendimas. Jeigu mes x” — 4x + 6 pazymétume raide y, tai gautume reiskinj
¥ —4xy+3x* =0,

kurj galima i$skaidyti kaip

(y=x)(y-3x) =0.

Todél turime arba

¥ —4x+6=x,
arba

x* —4x+6=3x.
Pirmuoju atveju gauname reiskinj x> — 5x + 6 = 0, turintj dvi skirtingas teigiamas aknis x, lygias 2 ir 3,
0 antruoju atveju gauname x> — 7x + 6 = 0, kurios $aknys yra abi teigiamos ir jos yra 1 ir 6.
Ats. Lygties Saknys yra 1, 2, 3 ir 6.
6. Isspreskite lygtj

1 1 1 1 4

+ + + =
x(x+1) (x+D(x+2) (x+2)(x+3) (x+3)(x+4) 5
Sprendimas. Kiekvieng trupmeng uzrasysime kaip dviejy trupmeny skirtumg ir tada turésime

l_1+1_1+1_1+1_1_l_1_4
x x+1 x+1 x+2 x+2 x+3 x+3 x+4 x x+4 x(x+4)

Tokiu biidu gauname lygtj

4 4
———=—, X +4x-5=0,
x(x+4) 5
kuri turi dvi Saknis, i$ kuriy viena yra lygi -5, o kita yra lygi 1.
Ats. Lygtis turi dvi Saknis: =5 ir 1.



7. Duota lygciy sistema

ab+6b=32.

A) Atspékite vieng tos sistemos sprendinj.
B) Suraskite visus tos sistemos sprendinius.
Sprendimas. A) Nesunku atspéti vieng tos sistemos sprendinj (a, b) = (2; 4).

{az +b2 =20

B) Jeigu mes ir pirmaja, ir antraja lygtj padaugintume i$ 4 ir dar antrajg lygtj atimtume i§ pirmosios, tai
tada gautume

4q* —4ab +4b* —24b =80 —128 = —48.

Ja galime pertvarkyti taip:
4a’ —4ab+4b> —24b+48=4a> —4ab+b*> +3b” —24b+48=2a—b)*> +3(b° —8h+16) =
=(a-b)’ +3(b-4)’ =0.

Jeigu kvadraty suma yra lygi nuliui, tai tada gauname, kad 2a —b = 0irb —4 = 0. Todél galutinaib = 2a
irb = 4, i3 kur i$plaukia, kad a =2 ir b =4 (tai yra tas sprendinys, kurj mes atspéjome A) dalyje) yra

vienintelis miisy sistemos sprendinys.
Atsakymas. (a; b) = (2; 4).
8. Bet kuriems keturiems realiesiems skaiCiams a, b, c ir d jrodykite, kad

a’+b*+c*+d?>ab+bc+cd+da.

Sprendimas. Pirmiausiai pastebékime, kad akivaizdus faktas, jog (a —b)” >0 (arba kad bet kurio
skaiciaus, tarp jy ir skaiCiaus a — b kvadratas yra neneigiamas skaicius) pakélus kvadratu duoda nelygybe

a’+b*-2ab>0,
kas yra tas pats kaip nelygybé
a’> +b*>2ab,
kuri yra teisinga su visomis a ir b reikSmémis.
Jeigu mes dabar §ig nelygybe uzraSysime skaiCiy (a; b), (b; ¢), (c; d) bei (d; a) poroms, tai gausime
a’*+b*>2ab, b*+c*>2bc, c*+d*>2cd ird* +a*>2da.
Sudéje jas visas panariui ir padaling gautaja suma i§ dviejy mes ir gausime jrodinéjamaja nelygybe.

9. Isspreskite nelygybe

A8+ 2x > x.

Sprendimas. Pirmiausiai galime nustatyti nelygybés apibrézimo arba, kitaip tariant, jos egzistavimo sritj.
Ta sritis susideda i$ visy tokiy x, kuriems 8 + 2x yra neneigiamas. Kitaip tariant, i§ tokiy x, kuriems



8+2x=0.

Kitaip sakant, tai yra tokie x, kuriems x > —4.

Dabar jeigu x yra neigiamas, tai kadangi /8 + 2x yra visada neneigiamas, tai intervale nuo — 4 iki 0
nelygybé¢ yra visada patenkinta.

O jeigu x yra teigiamas, tai abi nelygybés pusés yra teigiamos ir jas galima kelti kvadratu. Pakélus
gauname

8+2x>x7.
Tai yra tas pats kaip parasSyti, kad
x*—2x-8<0.

Prilyginus $§j trinarj nuliui gauname dvi reikSmes: vieng lygia — 2, o kitg lygia 4. Todél ji galima iSskaidyti
ir uzradyti, kad x> —2x — 8 = (x — (=2))(x —4) = (x + 2)(x — 4) < 0. Iisprendus standarting nelygybiy
sistema apie tai, jog jeigu dviejy dauginamyjy sandauga yra neigiama, o tai yra tada ir tiktai tada, kai jie
yra skirtingo Zenklo, tai gautume, jog mums tinka visi tokie x, kurie yra ,,grieztai* tarp skaiciy — 2 ir 4.

Taip gauname atsakyma, kuris yra dviejy intervaly — vieno nuo — 4 iki 0 ir kito nuo — 2 iki 4 junginys arba
kad musy nelygybé¢ yra tenkinama visy tokiy x, kurie yra didesni arba lygiis uz — 4 ir mazesni uz 4.

Ats. —4<x<4.
10. Irodykite, kad su visais realiaisiais skaiciais x yra teisinga nelygybé
47 +x+1) < (X +D)(x* +9).
Sprendimas. Sudauginus mes gautume
45 +4x+4<x* +x* +5x* +5,
o sukélus viska j vieng pus¢ blity
x'—4xP+6x’ —4x+120.

Pastargja nelygybe galime perraSyti taip:

xt—4x’ +6x7 —dx+1=x"-2x" +x7 = 2% +4x —2x+x" —2x+1=

=x7 (x> =2x+1) = 2x(x> = 2x+ D)+ (x> =2x+1) =(x" —2x+1)° =((x-1)*)* =(x—1)* > 0.

O si nelygybé yra teisinga, nes bet kurio reiskinio ketvirtasis laipsnis kaip to reiskinio kvadrato kvadratas
i§ tikryjy visada yra neneigiamas.



ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Apskaiciuokite sekos (x,,),
1 2 3 n
+ +

n = n+D)?  (n+1)? +(n+1)2 "'+(n+1)2’

ribg lim x,,.

Sprendimas. Kadangi

1+2+3+...+n=n(n—+1),
tai
1 2 3 n 142+3+...+n  n(n+1) n
X, = 5+ >+ 7t > = > = 7= =
(n+1)* (m+D* (n+)) (n+1) (n+1) 2n+1)°  2(n+1)
IR U T
28n+1 n+1) 20U n+1)
Todél
1 1 1 1
limx, =lim—|1-—— |=—(1-0)=—.
" 2( n+1j 2( ) 2
Ats..‘l.
2

Apskaiciuokite sekos (x,,),

(I 1
Xy =2 —+—+—+.+—— |,
(1-3 2:4 3.5 n-(n+2)j

ribg lim x,,.

Sprendimas. Aisku, kad - ——— =2
K k+2 k(k+2)

2 2 2 2 1 1 1 1 1
X, =—+ + +...+ =|l——=|+|=———|+|——= |+
1-3 24 3.5 n-(n+2) [ 3} (2 4] (3 Sj
1 1 1 3 1 1

=l+—- - =—— — .
2 n+l n+2 2 n+l n+2

. . (3 1 1 3
limx, =lim| ————— =—.
2 n+l n+2) 2

. Vadinasi,

Todél

Ats.: i

Apskaiciuokite lim (x,), jei x, =vVn? +2n+2 —(n—2)? 1.

Sprendimas. Dydziai Vn? +2n+2 i V(- 2)2 —1 neribotai did¢ja, kai n—>oo. Vadinasi,

skai¢iuodami skirtumo riba, turime issiaiskinti neapibréztuma oo —oo .
Dydzio x,, iSraiSka pertvarkykime taip:

unz+2n+2—J(n-z)z‘0“"2””*24("—2)2‘1) (P +2m+2)—((n-2)" -1) _

\/n2+2n+2+\/(n—2)2—1 _\/n2+2n+2+\/(n—2)2—1

xnz



n 6—l
6n—-1 B n

T 21 B 2 2 4
'+ 2n 42+ (n-2)* -1 n(\/1+2+22+\/1—4+32J \/1++2+\/1—+
n

n n

Matome, kad jokio neaiSkumo (neapibréztumo) nebeliko:

6L
n

n n

6

lim x,, = lim

Ats.: 3.

(n+1) —(n-2)
n’+2n-3

4. Apskaiciuokite lim (x,),jei x,

Sprendimas. Kadangi
3 (n+1)y° -(n-2) B (n*+3n° +3n+1)-(n’

\/ 2 2 \/ 4
I+—+—+,[1-——+
n n n

3 1+1
n2

—6n*> +12n-23) B m* —9n+9 B

n’+2n-3 n’+2n-3

9n2(1—1+12J 9(1—1+12j
B n on)_ non

- a 2 3 7
I’l2(1+2—32) 1+*—72

n n n n
tai

91—l+L
fim x. = lim " n°) _
n = 2 3

1+———2

n n

Ats.: 9.

Vand +1

(Sn+3)Wn+1)

5. Apskaiciuokite lim (x,), jei x, =

q 0 L
Sprendimas. Neapibréztumg — aiskinkimés taip:
[0@]

n’+2n-3

(5n+3)(«/;+1) (5+3](1+ 1j
n

i

o

todel lim x, = lim —_—= %

i)
Ats.: g
5

6. Apskaigiuokite lim n (\/nz +1- nj .

:\w

Jn



Sprendimas. Kadangi

n(m_nj_”(mnj(m”jn(n2+1n2) 1 1

\/n2+1+n \/n2+1+n \/n2+1+n \/1+1+1
n 712
tai
limn(\/n2+l—n)=lim L t.1
1 1+1 2
\/1+2+1
n

Ats..‘l.
2

. 2x7—11x-21
7. Apskaiciuokite lim xz—x )
=7 x°=9x+14
Sprendimas. Tiesiogiai tikrinant galima jsitikinti, kad 2x2 —11x=21=0 ir x> —9x+14=0, kai

x =7. Tai reiskia, kad ir kvadratinis trinaris 2x% —11x-21 , ir kvadratinis trinaris X2 —9x+14 dalijasi
1§ dvinario x —7. Dalykime kampu:

2x?-11x-21 | x-7 X2 -9x+14 | x-7
2x% —14x 2x+3 x* —7x x—2
_ 3x-21 _2x+14
3x 21 —2x +14
0 0
Vadinasi,
2_ p— _
2x2 11x 21:(x 7)(2x+3):2x+3’ jei x#7.
X" =9x+14  (x=-7N(x-2) x-2
Todél
. 2x—11x-21 .. 2x+3 17
lim —————=1im =—,
=7 x"=9x+14 =7 x-2 5
Ats.:ﬂ.
5

x—l1 3

. 1
8. Apskaiciuokite lim 3 +—.
I-x x-1

Sprendimas. Nagrin¢jama reiskinj pertvarkykime taip:

3,1 3 11 [ 3 _1]_ 1 3-(+x+x%)
1-x3 x-1 (1—x)(l+x+x2) I-x 1-xI+x+x? 1-x 14 x + x2
B 2—x—x? B P tx-2 o (x-Dx+2) x+2 lixz]
A-0)1+x+x2) x=-DZ+x+1) =-DEZ+x+1) xZ+x+1
: 1 . +2 1+2
Vadinasi, lim T +——=Iim 2x = =1.
ol l-x" x—=1 =t x"+x+1 1+1+1
Ats.: 1.
4 3 2 _
9. Apskaiciuokite lim al 3x +2x 3x+2.

x—l x —x“—x+1



Sprendimas. Matome, kad turime neapibréztuma % . Todél nagrinéjama reiskinj pertvarkykime:

Ao a2 )+ --2x-2) -DP+x-2) P Hx-2

O -x?—x+1 (> —x*)—(x-1) (x—=D)(x% -1 X2 -1
(@D =) =D Hx+D D) P x+2 1
(x=D(x+1) (x=D(x+1) x+1 '
Dabar visai nesunku rasti skai¢iuojama riba:
X e e -3x+2 . P ex+2 4
lim R =lim ———=—=2.
x>l X —x"—x+1 1 X+1 2
Ats.: 2.

3 2
e 1. 2x7 —11x" +12x+9
10. Apskaiciuokite [im 2 al 3 al 3 al .
x—=3x —6x° +13x" —24x+36

Sprendimas. Neapibréztuma % aiSkinkimés pertvarkydami nagrinéjama reiskinj:

2 1% #12x+9  (x-3)2x*-5x-3)  2x*-5x-3
o6 41362 2 24x436  (x=3)(P —3x2+4x-12) x> —3xP+dx—12
C(x=3)2x+1)  2x+1
(=324 Pad

x #3.

Dabar jau aisku, kad

. 2%° —11x% +12x+9 C 2x+1 7
lim 3 3 3 = lim 3 =—.
x3 xT—6x” +13x" —=24x+36 x->3x~+4 13

Ats.: l
13



BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

8 min 40 s 6 cmir 4 cm ( 9)




