XXXVI Lietuvos komandiné mokiniy matematikos olimpiada
prof. Jono Kubiliaus taurei laiméti

Atsakymai, sprendimai

Parengé Aivaras Novikas

1. Ats. (0,0), (1,1).
Tarkime, kad (z,y) yra duotosios sistemos sprendinys. Pazymékime
t=>5""Y u=>5" v=>57"Y Tada

t=wuv >0, 24+ 2t =3, u+ 50 =6.

ISsprende kvadratine lygtj t? + 2t — 3 = 0, gauname, kad ¢t = 1 arba
t =-3. Kadangit >0, tai wv =t =11ir

5
6=u+5 =u+—, u? —6u+5=0, u =1 arba u = 5.
u

Atitinkamai gauname: v = 1 arba v = %; x=0arbaz=1; y=0arba
y = 1. Abu gauti sprendiniai (0,0) ir (1,1) tenkina duotaja sistema.
a2
2. AtS 36a2—1datl

Jeia#0, tal x # 0 ir
2?2+ Te +5

r4 5! = T=a'-71,
A
2 4 _3x24+25
(' = 7) = 110+ 2502 =134+ L0 T2
A
2 2
z -2 -1 -1 a
S — 14 19— 13) = .
4 — 3221 25 (a @ ) 3602 — 14a + 1

Pastebékime, kad trinario y? — 3y + 25 diskriminantas neigiamas, todél
Gia skaitiai 2732425 = =2 14~ 49— 13 ir 364> — 14a+ 1 nelygis 0.
Jeia=0,taix=0ir =0 a®

2
T _
4 —-3224-25 ~ 36a2—14a+1"

3. Ats. x € {-5 -2} U (—1;+00).
Duotaja nelygybe pertvarkykime, kad joje rastysi pilnas kvadratas:
16(x + 3)* + (z + 1)* — 8(x + 3)*(z + 1)?

16(x + 1)3

(4(z +3)* = (z +1)*)°
16(z + 1)

2 0,

= 0.



Skaitiklis kairéje gautosios nelygybés puséje visada neneigiamas, todel
tinka visos x reikSmes, kurioms vardiklis teigiamas, t. y. visos reikSmeés
xr > —1. Kai x = —1, tai pradin¢je nelygybéje turime neapibréztuma.
Kai x < —1, tai gautosios nelygybés karieés puses vardiklis neigiamas.
Tada tinka tos ir tik tos x reikSmeés, kurioms skaitiklis lygus 0:

7
Az +3)*— (v +1)* =0, 2046 =+(z+1), r = —5 arba ~3

. Ats. Sprendiniy néra.

Skaiciaus 999 laipsniai su naturaliaisiais rodikliais is eilés baigiasi
skaitmenimis 9, 1, 9, 1, ... Kadangi skai¢ius 29 yra lyginis, tai skai¢ius
9992 baigiasi skaitmeniu 1. Tada —9992" = 10n + 9, kur skaitius n
yra sveikasis.

Jeix >2n+1,tai [z] 2 n+1, 9% > 9In+9ir [9z] > 9In + 9, taigi
[x] + [92] > 10n + 10. Bet jei x < n+ 1, tai [z] < n, 92 < 9n + 9,
[9z] < 9n + 8 ir tada [z] + [9z] < 10n + 8. Vadinasi, duotoji lygtis
[z] + [92] = 10n + 9 sprendiniy neturi.

. Kadangi z,y,2z € (0;1), tai 2*> <z, y> <y, 22<zir

1+ 922 1+ 9y? 1+ 922 _
14204292 +222 142y +222+222 1+ 22+ 222+ 292
1+ 922 1+ 9y? 1+ 922

< =
1+2x2+2y2+222+1+2y2+2z2+2x2 14222 + 222 + 292
34927+ 92+ 922 34 (2P +yP 4 27) +8(a? 4y + 2P

1222 22 222 1+ 222 + 292 + 222
_ 3+(@+y+2)+8a*+y*+2%) 448 +y*+2%)
1+ 222 4 22 + 222 Ol 2(a2 g2+ 22)

. Ats. 365, 1825, 3650.

Pazymekime k = 2. Tada n —k = 72k turi dalytis is 10™, kur m yra
skaic¢iaus k skaitmeny skaicius.

Ieskodami maziausiy tinkamy n reiksmiy, pirmiausiai tarkime, kad
skaicius n > 100 yra trizenklis. Tada m = 1, o 72k dalijasi is 10.
SkaicCius k = 7% > 0 yra vienaZzenklis ir dalijasi is 5, tad k = 5. Gauname
vienintele galima reikSme n = 73k = 365. Ji tenkina uzdavinio salyga.
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Toliau tarkime, kad skaicius n yra keturzenklis. Tada m = 2, o 72k
dalijasi i 100. Skaic¢ius k yra dvizenklis ir dalijasi is 25, tad k& = 25,
50 arba 75. Kadangi n = 73 - 25 = 1825 ir n = 73 - 50 = 3650 tenkina
uzdavinio salyga, tai ir yra ieskomos skaiciaus n reiksmeés.

. Ats. N =n kiekvienam n € N.

Kiekvienam n € N pazymékime a,, = (10> —1) : 9= 111...111. Ma-
tematine indukcija pagal n jrodysime tokj teiginj: kiekvienas skaicius a,,
dalijasi i§ 3", bet ne i§ 3"+,

Tarkime, kad n = 1. Tada skai¢ius a; = 111 dalijasi i$ 3, bet ne is 3%

Tarkime, kad k € N, o skai¢ius a;, dalijasi i§ 3%, bet ne i§ 3**!. Tada
skaicius

appr 1037 -1

v —1 10** +10% + 1 =100...00100. ..001
Qe —

yra sveikasis. Jo skaitmeny suma lygi 3, todeél jis dalijasi iS 3, bet ne
is 9. Vadinasi, skai¢ius agi1 = ay - a’;—zl dalijasi i 3¥ - 3 = 3**!, bet ne
i 3642,

Remiantis matematinés indukcijos principu, teiginys jrodytas. Taigi
kiekvienam n € N didziausia galima N reiksmeé lygi n.

. Ats. 12.

Skaicius d yra maziausias pirminis skaiciaus m daliklis. Jei skaicius m
nelyginis, tai tokie turi buti ir jo dalikliai d bei D. Taciau tada sumos
m = D% + d® reikdmé yra lyginé. Vadinasi, skai¢ius m lyginis ir d = 2.

Skaic¢ius D dalija skaiciy m — D> = 2°. Reiksmé D = 1 netinka, nes
tada m = 1+ 32 = 33 yra nelyginis. Taigi lieka galimos tik reikSmés
D =24, 8, 16, 32 ir atitinkamai

7,’,2/:25_’_257 210+257 215+25 220+25, 225+25'

Kiekvienu i$ 5 atvejy turime m = D’ + d°, kur D ir d yra skaifiaus m
teigiami dalikliai, o d yra maziausias toks daliklis, didesnis uz 1. Atitin-

kamos D? + d? reikmés lygios
22 422 = 23, 21 422 =225, 20 422 =22.17,

28 422 =22.5.13, 210 4 922 — 22.957.



10.

Cia skai¢ius 257 yra pirminis, nes nesidalija i$ jokio pirminio skai¢iaus,
ne didesnio uz /257 < 17. Skai¢iaus D? + d? teigiamy dalikliy skaic¢ius
atitinkamai lygus 4, 3-2, 3-2, 3-2-2, 3-2. Didziausias is Siy 5 skaiciy
yra 12.

. Tarkime, kad skaiciai p, ¢, r tenkina uzdavinio salyga. Pazymékime a =

=+/pg+1€N. Tada (a — 1)(a+ 1) = pq. Skaiéiai p ir ¢ yra pirminiai,
todél arbaa—1=1,a+1=pq, arba {a —1,a+ 1} = {p, q}. Pirmuoju
atveju pg — 1 = (a+ 1) — (a — 1) = 2 ir pg = 3, taciau skai¢ius 3
néra dviejy pirminiy skaiciy sandauga. Taigi turime antrajj atvejj ir
Ip—q| = (a+1) — (a — 1) = 2. Analogiskai jrodoma, kad |[p —r| = 2.

Tarkime, kad skaiciai ¢ ir r yra skirtingi. Tada vienas is jy yra 2
mazesnis, o kitas yra 2 didesnis uz p. Taigi {p,q,r} = {b,b+ 2,b+ 4}.
Kiekvienam b € N vienas i$ skai¢iy b,b + 2,b + 4 dalijasi i§ 3. Siuo
atveju tas is 3 dalusis skaic¢ius dar ir pirminis, todél lygus 3. Vienintelé
tinkama galimybe yra {p,q,r} = {3,5,7}. Tadap = b+2 = 5 ir
p+2qr+2=5+2-3-7+2="12

Tarkime, kad ¢ = r. Tada ¢ = r = p+£ 2 ir todél ¢ # 2. Tikslusis
kvadratas gr — p = ¢*> — ¢ & 2 yra maZesnis uz ¢?, todel

¢—q-2<qgr—p<(g—1°=¢—-2¢+1, ¢<3.

Vadinasi, g=r =3, p=5irp+2qr +2=5+2-3-3+2 =52

a) Imkime n = 2a?, kur a € N. Tada
n?+1=4a*+1= (4a* +4a® +1) — 4a* =

= (2a* +1)® — (2a)* = (2a® — 2a + 1)(2a® + 2a + 1).

Toliau taip parinkime a, kad skaic¢ius ¢ = 2a% + 2a + 1 iSsiskaidyty
mazesniais daugikliais. Pavyzdziui, imkime a = 5b+ 1, kur b € N. Tada
¢ =0 (mod 5), ir skaidinyje ¢ = 5 - £ turime ¢ € N.

Kiekvienam pakankamai dideliam b € N turime

2a% + 2 1
5<a+5a+<2a2—2a—|—1<2a2:n.

(Nesunku jsitikinti, kad sios nelygybés galioja visiems a > 6, taigi vi-
siems b € N.) Tokiu atveju triju poromis skirtingu naturaliyju skaiciy
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202 —2a +1, 5 ir %ZEA, kur a = 5b + 1, sandauga n? + 1 dalija skai-
¢iy n!. Taip gauname be galo daug smarkiy skaic¢iy n = 2 - (5b + 1),
kur b € N.

b) Tarkime, kad m € N, o p yra bet koks pirminis skai¢iaus m? + 1
daliklis. Tada m dalijasi i$ p su tam tikra liekana n € {1,2,...,p — 1}.
Skai¢ius n? + 1 dalijasi i p, o skai¢ius n! i§ p > n nesidalija. Todél taip
gautas skaicius n niekada nebus smarkus.

Yra be galo daug pirminiy skaiciy p, kurie yra bent vieno is skaiciy
m?+1, kur m € N, dalikliai. PrieSingu atveju tokius skaicius p galétume
pazyméti py, pa, . . ., pi, ir skaicius (pyps . .. pr)?+1 > 1 neturéty né vieno
pirminio daliklio.

Vadinasi, imdami visas jmanomas tinkamas skai¢iy poras (m, p), gau-
sime be galo daug skirtingy nesmarkaus skaic¢iaus n reikSmiy: kitaip
skaic¢iaus n? 4 1 reikdmiy, o tuo paciu ir skai¢iaus n? + 1 daliklio p
reiksmiy skaicius tebuty baigtinis.

Ats. a) Taip; b) ne.

a) Uzdavinio salyga tenkina tokia 5 x 6 lentelé:
1 1] 1 1| 1|-1
1 1] 1| 1|-1|-1
1 1] 1|{-1|-1|-1
1| 1]-1|-1|-1|-1
1|{—-1]—-1|—-1|-1|-1
Skaiciy sumos eilutése ir stulpeliuose atitinkamai lygios 4, 2, 0, —2, —4
ir5, 3,1, -1, =3, —5.

b) Tarkime, kad i 6 x 6 lentelés langelius jrasyta po vieng is skaic¢iy 1

ir —1. Kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje yra po 6 sveikuosius
nelyginius skaicius, kuriy suma yra lyginis skaicius tarp —6 ir 6, t. y. vie-
nas is 7 skaiciy —6, —4, —2, 0, 2, 4, 6. Kadangi tokiy sumy yra 12, tai
bent dvi i$ ju sutampa. Vadinasi, jokia 6 x 6 lentelé uzdavinio salygos

netenkina.

Ats. 90.
Ziurint j obuolj i§ tam tikros padéties, pradinis kirmeéleés kubelis yra
kubo apacioje, kair¢je ir priekyje. Kad pasiekty priesinga kampinj kube-

1j, kirmélé turi bent du kartus judéti kubeliais aukstyn, bent du kartus —
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desinén ir bent du kartus — tolyn nuo ziurovo. Taigi jai teks persliauzti
is vieno kubelio j kitg lygiai 6 kartus. Jai teks atlikti lygiai du sliauzimus
aukstyn (A ir A), lygiai du — desinén (D ir D) ir lygiai du — tolyn (T
ir T). Siuos $esis trijy tipy (A, D ir T) Sliauzimus ji gali atlikti bet kokia
tvarka ir taip, vis artédama prie galutinio tikslo, persliaus nuo apatinés
sienos prie virsutinés, nuo kairiosios — prie desiniosios, nuo priekinés —
prie tolimosios, taigi atsidurs reikiamame kubelyje.

Vadinasi, kirmele turi tiek keliy j reikiamg kampinj kubelj, kiek yra
skirtingy Sesiaraidziy zodziy, kuriuose yra po dvi raides A, D ir T. Rai-
dziu A pozicijas Zodyje galima pasirinkti Cz = % = 15 budy. Jas pasi-
rinkus, lieka C? = % = 6 budai pasirinkti raidziy D pozicijas, o likusiose
dviejose pozicijose liks jrasyti raide T. IS viso gauname 15-6 = 90 zodziy

ir atitinkamai 90 keliy, kuriais gali sliauzti kirmeéle.

Tarkime, kad reikiamy trijy skaiciy, jrasyty trikampéliuose, néra. Skai-
¢ius, kuriais sunumeruotos trikampeliy virsunes, pazymekime, kaip pa-

rodyta paveikslélyje.

Jeiay <7, tai
47 2 (b +c1 +d) + (a2 + by + c2) + (ag + b3 +c3) =

=(1+2+43+...410)—a; =55—a; > 55— 7 =48

Vadinasi, a; > 8. Analogiskai gauname, kad ay > 8, a3 > 8. Taigi
{a1,a9,a3} = {8,9,10}. Taciau tada d < 7 ir

472(a1—i—b1+cl)+(a2+bg+62)+(a3+b3+03):

=(14+243+...410)—d=55—d>55—7=48.

Gavome priestara. Vadinasi, egzistuoja trys trikampéliuose jrasyti skai-
¢iai, kuriy suma didesné uz 47.
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UzZmigimo ir pabudimo 20 jvykiy dalija paskaitos laika j 21 laiko tarpa.
Kiekvieno laiko tarpo metu miegojusiy studenty skaiciy is eilés pazyme-
kime ag, ai, as, ..., as. Cia ag = asy = 0. Gautoje sekoje bet kurie du
gretimi nariai skiriasi 1, todél visi sekos nariai su lyginiais indeksais yra
lyginiai, o su nelyginiais — nelyginiai.

Tarkime, kad kiekvienu paskaitos laiku buvo daugiausiai du miegan-
tys studentai, t. y. kad sekoje ay,as,..., a9 visi nariai yra ne didesni
uz 2. Kadangi kiekvienai miegojusiy studenty porai buvo laikas, kai jie
miegojo vienu metu, tai Sioje sekoje yra maziausiai CZ = 10 nariy, kurie
lygus 2. Kita vertus, Sioje sekoje yra tik 9 lyginiai skaiciai. Gavome
priestara. Vadinasi, tam tikru paskaitos metu miegojo trys ar daugiau
studenty.

Narginékime bet kurias dvi gretimas lentelés eilutes. Virsutines eilutes
skaicius is eilés pazymekime aq, as, . . ., ag, 0 apatinés — by, b, . .., bg. Pa-
stebékime: a; = b; tada ir tik tada, kai as # by. Analogiskai as = by
tada ir tik tada, kai ag # b3, ir t. t. Vadinasi, arba a; = b; visiems
nelyginiams ¢ ir a; # b; visiems lyginiams ¢, arba a; # b; visiems nely-
giniams ¢ ir a; = b; visiems lyginiams 7. Tokias dvi eilutes atitinkamai
vadinkime N-lygiomis arba L-lygiomis.

Nagrinékime bet kurias tris gretimas lentelés eilutes. Jei viduriné
eiluté yra N-lygi tiek virsutinei, tiek apatinei arba L-lygi tiek virsutinei,
tiek apatinei, tai virsutine ir apatiné eilutés yra vienodos.

Narginékime bet kurias penkias gretimas lentelés eilutes. Jei jokios
dvi i$ jy néra vienodos, o pirmoji eiluté yra N-lygi antrajai, tai antroji
yra L-lygi treciajai, trec¢ioji — N-lygi ketvirtajai, o ketvirtoji — L-lygi
penktajai. Taciau tada pirmoji ir penktoji eilutés yra vienodos:

a| b
a|—b
—a | —b
—al| b
a| b

Atvejis, kai jokios dvi i$ ty penkiy eiluciy néra vienodos, o pirmoji eiluté
yra L-lygi antrajai, analogiskas. Vadinasi, tarp bet kuriy penkiy gretimy
duotosios lentelés eiluciy yra dvi vienodos.
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Ats. 5%.

Nuleistosios aukstinés ilgj pazymeékime h, o atkarpy, i kurias s$i auks-
tiné dalija duotojo trikampio jzambing, ilgius pazymeékime x ir x+2. Du
trikampiai, j kuriuos duotajj trikampj dalija aukstine, yra statieji ir turi
po bendrg smailyjj kampa su duotuoju trikampiu. Todél visi Sie trys
trikampiai yra panasus. Duotojo trikampio statiniy ilgiy santykis lygus
3 : 2, tad dviejy mazesniyjy trikampiy atitinkamy statiniy santykiai yra

tokie patys: vienas is skaiciy IT*Q ir £ lygus %, o kitas lygus % Kadangi
42 T :
W > X tal
r+2 3 r 2
ho 2 h 3
2z +4 3x 8
= h o -, 4 —|— 8 e 9 s = —
3 2 ! -

U=

Vadinasi, duotojo trikampio jZambinés ilgis lygus x+ (z+2) = 2—56 =5
Ats. 20°.

Nagrinékime apskritima ¢ su centru B ir spinduliu BA = BC. Siam
apskritimui priklauso taskai A ir C. Taskai B ir M yra vienoje puséje
nuo tieses AC, o kampas AMC' lygus pusei kampo ABC. Todél kam-
pas AMC' yra jbréztinis, o taskas M priklauso apskritimui c¢. Vadinasi,
BM = BAir ZMAB = ZAMB = 20°.

Ats. 14 + 8v/3.

Pazymékime v = BC. Tada CD =2z, CE =CD — DE = 2x — 1.
Kadangi ZAEB = ZAED = /BAFE (priesiniai kampai), tai BE =
= BA = 2x. Staciojo trikampio BC'E statinis BC' yra du kartus trum-
pesnis uz jzambine, todél ZBEC = 30° ir

7:tg3()°:i (2—\/§>x:1, x:21=2+\/§.

S

Vadinasi, staciakampio ABC'D plotas lygus

m-x:2(2+¢32:14+&@.

Pazymékime a = Z/CNM ir f = ZMCN = 90° — . Tiesiy AD ir KM
sankirta pazymékime L. Reikia jrodyti, kad ZDLK = 90°.
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Trikampio BC'N aukstine M N yra ir jo pusiaukrastiné. Todeél Sis
trikampis lygiasonis ir ZM BN = . Kadangi keturkampiai ABC'D ir
CMN K yra jbréztiniai, tai

ZLDK =180° — LADC = LZABC = ZMBN = §3,
(DKL = ZCKM (kryzminiai kampai) = ZCNM = «,
/ZDLK =180° — ZLDK — /DKL = 180° — o — 3 = 90°.

Kadangi keturkampiai ABPD ir ACPM yra jbréztiniai, tai
IMBP =180°— ZADP = ZCDP,
BMP =180°— LZAMP = LZACP = ZDCP.

Be to, taskas M yra trikampio ABC' apibréztinio apskritimo centras
ir MB = MC = CD. Vadinasiy, AMBP = ACDP (pagal krastine
ir du kampus). Siy lygiy trikampiy aukstinés i$ virstinés P yra lygios,
t. y. taskas P yra vienodai nutoles nuo tiesiy AB bei AC ir priklauso ju
sudaromo kampo BAC pusiaukampinei.



