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1. Centriniai ir jbréztiniai kampai. Kaip zinome, apskritimas — tai aibé plokStumos tasky,
duotuoju atstumu R nutolusiy nuo duotojo plokstumos tasko 0. Taskas O yra vadinamas apskritimo
centru, o atkarpa OM, jungianti apskritimo centra su bet kuriuo to apskritimo tasku M, vadinama
apskritimo spinduliu. Visi apskritimo spinduliai yra lygis, jy ilgis lygus R. Atkarpa AB, jungianti du
apskritimo taSkus, vadinama apskritimo s#yga. Jei apskritimo styga eina per jo centrg, tai ji vadinama
apskritimo skersmeniu. Apskritimo dalis, esanti tarp dviejy jo taSky A ir B, vadinama apskritimo
lanku, kurio galai yra taskai A ir B. Du duotieji apskritimo taskai nustato du apskritimo lankus, kuriy
galai yra tie taskai.

Kampas, kurio virS§tiné yra apskritimo centras, vadinamas centriniu kampu. Kampas, kurio
vir§tiné yra apskritimo taskas, o kraStinés tg apskritimg kerta, vadinamas jbréztiniu kampu. Jei taskas
O yra apskritimo centras, o A ir B — apskritimo taskai, tai centrinio kampo AOB didumas yra lygus
lanko AB didumui.

1 teorema. Jei A ir B — du apskritimo taskai, taskas O — jo centras, o taSkas C yra apskritimo
taskas, esantis toje pacioje tiesés AB puséje, kaip ir taskas O, tai kampo ACB didumas lygus kampo
AOB didumo pusei.

Teorema pirmiausia jrodysime, kai atkarpa AC — apskritimo skersmuo (1 pav.). Kadangi
trikampis COB yra lygiaSonis, tai ZOBC = £0CB. Kampas AOB yra trikampio OBC priekampis,
todél LAOB = £0BC + £0CB = 2£0CB = 2£ACB. Kai atkarpa AC néra apskritimo skersmuo, tai
bréziame skersmenj CD. Tuomet ZACB = £DCB — £DCA (2a pav.), atba ZACB = £ACD + £DCB
(2b pav.). Abiem atvejais teoremos tvirtinimas seka is Siy lygybiy ir ka tik jrodyto fakto.
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IS jrodytos teoremos iSplaukia tokiy teiginiy teisingumas:

1 iSvada. Visiems apskritimo taskams M, esantiems vienoje stygos AB pusé¢je, kampai AMB
yra lygis.

2 isvada. Jei AB ir CD — dvi lygios apskritimo stygos, o apskritimo taskas M yra toje pacioje
tiesés AB puséje, taSkas N yra toje pacioje tiesés CD puseje kaip ir apskritimo centras, arba abu yra
skirtingose pusése, nei apskritimo centras, tai kampai AMB ir CND yra lyggs.

3 isvada. Jei atkarpa AB yra apskritimo skersmuo, tai bet kuriam apskritimo taskui C kampas
ACB yra statusis.



4 iSvada. Jei apskritimo taskai M ir N yra skirtingose tiesés, kurioje yra apskritimo styga AB,
pusése (3 pav.), tai ZAMB + £ANB = 180°.

5 isvada. Jei apskritimo lankai AB ir CD yra lygis, tai stygos AB ir CD irgi yra lygios.

2 teorema. Jei du taskai C ir D yra vienoje tiesés AB puséje ir ZACB = £ADB, tai taskai
A, B, C, D yra viename apskritime.

3 pav. 4a pav. 4b pav.

Teoremg jrodysime priestaros biidu. Apie trikampj ABC apibrézkime apskritima, tuomet
taskas D gali biiti Sio apskritimo viduje (4a pav.), Sio apskritimo iSor¢je (4b pav.) arba priklausyti
Siam apskritimui. Pirmuoju ir antruoju atvejais sakykime, kad ties¢ BD taske M kerta Sio apskritimo
lankg AB, esantj toje pacioje tiesés AB puséje, kaip ir taskas C. I§ 1 iSvados gauname, kad ZAMB =
£ACB. Pirmuoju atveju, kai taskas D yra apskritimo viduje, kampas ADB yra trikampio DMA
prickampis, todél ZADB > £AMB,taigi £ADB > £ACB. Antruoju atveju kampas AMB yra
trikampio AMD priekampis, tod¢l ZAMB > £ADB, taigi ZADB < £ACB. Abiem atvejais gavome
£ADB # £ACB, si priestara jrodo, kad taskas D negali biiti nei apskritimo viduje, nei iSor¢je, taigi
jis yra apskritimo taskas.

2. Apskritimy liestinés ir kirstinés. Ties¢, turinti su
apskritimu du bendrus taskus, vadinama apskritimo kirstine,
o tiesé, turinti su apskritimu vieng bendrg taska, vadinama
apskritimo liestine. Apskritimo liestiné yra statmena tiesei, A
jungianciai apskritimo centra O su lietimosi tasku.

Atvirksciai, jei taskas A yra bendras tiesés [ ir apskritimo

I

taskas, o spindulys OA yra statmenas tiesei [, tai §i tiesé yra

apskritimo liesting, lieCianti jj taske A. Per kiekvieng T,
apskritimo taska yra nubréziame vienintelé jo liestine. Jei

taskas A yra apskritimo iSoréje, tai per ji nubréziamos dvi 5 pav.
apskritimo liestinés, lie¢iancios jj taskuose T; ir T, (5 pav.)

ir AT, = AT,.

3 teorema. Jei i§ tasko A yra nubréZztos dvi apskritimo kirstinés, kertancios apskritima
atitinkamai taSkuose B, C ir D, E, tai AB - AC = AD - AE.

Teoremos jrodymas, kai taskas A yra apskritimo iSor¢je (6a pav.), iSplaukia i$ jbréztiniy
kampy BCD ir BED lygumo, i$ ¢ia sekancio trikampiy ABE ir ADC panaSumo ir i§ §io panasumo



iSplaukiancios lygybés % = %. Analogiskai teorema jrodoma ir kai taskas A yra apskritimo viduje
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6a pav. 6b pav.
Teisingas ir atvirksc¢ias teiginys: jei ties¢, einanti per taSkus B, C ir ties¢, einanti per taskus
D, E, susikerta tsaSke A ir yra teisinga lygybé AB - AC = AD - AE, tai taskai B, C, D, E yra viename
apskritime (7 pav.). Irodymui duotaja lygybe perraSome % = %. Kadangi trikampiy ABE ir ADC

kampas A yra bendras, tai i$ Sios lygybés seka, kad Sie trikampiai yra panasieji, todél ZACD =
2AEB, tuomet i§ 2 teoremos gauname, kad taskai B, C, D, E yra viename apskritime.
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1 pavyzdys. Apskritimo kirstinés AB ir CD susikerta taske P, esanCiame apskritimo iSoréje,
apskritimo centrinis kampas, kuris remiasi j lanka AD, lygus @, o centrinis kampas, besiremiantis ]

lankg BC lygus 3. Rasime atkarpos PD ilgj ir kampo APD diduma, jei AB = 3,BP = 2,PC =§

(8 pav.).
Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra duotojo apdskritimo centras. Taikydami 3 teoremag
PB-PA

gauname lygyb¢ PD - PC = PB - PA. Kadangi PA=PB+AB=2+3=35, tai PD = e =

g =4, 1§ trikampio BPD taikydami 1 teoremg turime £APD = £BPD = 180° — 2PBD —
£PDB = (180° — £PBD) — £CDB = £ABD — £CDB = S £A0D —~2COB = ~a —>f = %.

4 teorema. Jei ties¢ AB taske B lieCia apskritima, o atkarpa BC yra apskritimo styga, tai bet
kuriam apskritimo taskui M, esanciam kitoje tiesés BC puséje nei taSkas A4, yra teisinga lygybé

£2BMC = £ABC (9 pav.).



Tikrai, kadangi apskritimo spindulys OB yra statmenas tiesei AB,tai ZABC = 90° —
£LOBC = 90° —%(1800 — £BOC) = %4306 = /BMC.

Teisingas ir atvirkStinis teiginys: jei taskas B yra bendras apskritimo ir tiesés AB taSkas,
atkarpa BC yra apskritimo styga, o bet kuriam apskritimo taskui M, esanciam kitoje tiesés BC puséje,
nei taskas A4, yra teisinga lygybé 2ZBMC = £ABC, tai ties¢ AB yra apskritimo liestiné, lieianti ji
taske B (9 pav.). Tikrai £ABO = £ABC + £0BC = £BMC +%(1800 — £B0OC) = %ABOC +

%(1800 — £B0OC) = 90°, o tai ir reiskia, kad ties¢ AB yra apskritimo liestiné.
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5 teorema. Jei i$ tasko A nubrézta apskritimo liestiné liecia jj taske D, o iS to paties tasko
nubrézta kirstiné kerta apskritima taskuose B ir C, tai AD? = AB - AC (10 pav.).

IS tikryjy 18 4 teoremos iSplaukia, kad ZADB = £BCD = £ACD, todél trikampiai ACD ir
ADB yra panasieji. IS jy panasumo seka lygybé % = %, i§ kurios gauname jrodomaja lygybe.

Atvirksciai, jei taskai 4, B, C yra vienoje tieséje, tasSkas D tai tiesei nepriklauso ir yra teisinga
lygybé AD? = AB - AC, tai tiesé AD liecia per taskus B, C,D einantj apskritimg taske D. I3 tikryjy
duotoji lygybé perrasoma % = %. Kadangi trikampiy ACD ir ADB kampas A yra bendras, o ji
sudarancios krastinés proporcingos, tai Sie trikampiai yra panasieji. Todél ZACD = £ADB, o tuomet
i$ 4 teoremos iSplaukia, kad tiesé¢ AD taske taSke D liecia per taSkus B, C, D einantj apskritima.

3. Ibréztieji ir apibréztieji apskritimai. Jei trikampio ABC visos virS§iinés yra apskritimo
taskai, tai apskritimas vadinamas apie trikampj ABC apibréztuoju apskritimu, o trikampis ABC
vadinamas jbréztuoju i apskritima. Kaip zinome, apie kiekvieng trikampj yra apibréziamas vienintelis
apskritimas, kurio centras yra trikampio krastiniy vidurio statmeny susikirtimo taskas. Apibrézto apie
trikampj apskritimo spindulio ilgj R su trikampio krastinémis ir trikampio kampy sinusais sieja sinusy
teorema B A B _9p (11 pav.). Kadangi trikampio ABC plotui S teisinga lygybé

inzC sun 4B sinzA
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11 pav. 12 pav.

S = %AB - AC - sin £A, tai jras¢ i$ sinusy teoremos sin ZA = %, gauname tokig trikampio ploto

formule S = ABACBC
4R

Apskritimas, kuris lieCia visas trikampio ABC krastines, yra vadinamas jbréztuoju i trikampj
ABC, o trikampis ABC vadinamas apibréztuoju apie apskritima. | kiekvieng trikampj yra jbréziamas
vienintelis apskritimas, kurio centras yra trikampio pusiaukampiniy sankirtos taskas. Sakykime, kad
1 trikampj ABC jbréztas apskritimas krastines BC, CA, AB liecia atitinkamai taskuose M, N,P (12
pav.). Kaip jprasta zymékime a = BC, b = AC, c = AB, 2p=a+b+c. Jei AP = AN = x,
BP=BM=y,CM=CZ=2z taix+y=c¢, y+z=a, z+x=>b, 2x +2y + 2z =2p. I§ Siy
lygybiy randame x =p —a, y=p—b, z=p —c. Jei taskas O yra | trikampj ABC jbrézto
apskritimo centras (12 pav.), tai trikampiy AOB, BOC ir AOC aukstinés OP, OM ir ON lygios jbrézto
i trikampj apskritimo spinduliui 7, todé¢l ty trikampiy plotai atitinkamai lygiis %cr, %ar, %br.

Tuomet trikampio ABC plotas S = %(a + b + c)r, taigi S = pr.

2 pavyzdys. Lygiasonio trikampio ABC,AB = AC, £A = 40°. Sonin¢ krastine AB yra
pusapskritimio skersmuo. Kitos dvi trikampio kraStinés dalija pusapskritimj j tris lankus (13 pav.).
Rasime $iy lanky didumus.

Sprendimas. LygiaSonio trikampio kampai prie pagrindo lygiis £B = £C = %(1800 —¢A) =
70°. Sakykime, kad tiesés AC ir ir BC kerta pusapskritimj atitinkamai taskuose N ir M. Kadangi
atkarpa AB yra apskritimo skersmuo, tai ZANB = 90° > £ACB, taigi taskas C yra apskritimo iSoréje
(2 teorema). Kadangi lankas AB lygus 180°, o pagal jbréztiniy kampy savybe (1 teorema) lanko
ANM didumas lygus 2£ABM = 2£ABC = 1400, tai lanko MB didumas lygus 180° — 140° = 40°,
0 ZMAB = 20°. I3 stagiojo trikampio BNC randame, kad ZCBN = £CNB — £ACB = 90° — 70° =
20°, todél lanko NM didumas lygus 40°. I$ ¢ia seka, kad lanko AN didumas 180° — 40° — 40° =
100°.



D

13 pav. 14 paV.M

3 pavyzdys. Sakykime, kad taskas I yra jbrézto i trikampj ABC apskritimo centras (14 pav.),
kampo A pusiaukampiné kerta krasting BC taske D, o apibrézta apie trikampj ABC apskritimg —
taskuose A ir M. Jrodysime, kad a) 2BIC = 90° + §4A , b)MB = MC = MI, ¢c) MD - MA = MB?.

Sprendimas. Kadangi atkarpos Al,BI,CI yra trikampio kampy pusiaukampinés, tai i$
trikampio BIC turime, kad 2BIC = 180° — 2IBC — 2ICB = 180° — %43 - %40 =180° —
%(43 +£0) = 180° —~(180° — £A) = 90° +~ £A, taigi a) dalis jrodyta. [rodydami b) dali
pastebékime, kad jbréztiniai kampai MBC ir MAC lygis, nes jie remiasi j tg patj lankg BC. Todél

2IBM = £IBC 4+ £CBM = £IBC + £CAM = %AB + éAA. Kadangi kampas BIM yra trikampio

AIB prickampis, tai £BIM = £IAB + £IBA = %AA +%LB. Kadangi 4IBM = £BIM, tai
trikampis BIM lygiaSonis, MB = MI. Kad MB = MC isSplaukia i$ to, kad taskas M yra lanko BC
vidurio taskas. Kadangi 2DAB = £MBC, tai pagal 4 teoremg ties¢ MB yra apie trikampi ABD
apibrézto apskritimo liestiné, todél pagal 5 teoremg teisinga lygybé MB? = MA - MD, taigi jrodyta ir

c) dalis.

4. Keturi taskai viename apskritime. Kaip seka i§ 1 teoremos 1 iSvados, jei taskai C ir D yra
vienoje tiesés AB puséje ir LACB = £ADB, taitaSkai A, B, C, D yra viename apskritime. Jei taskas
E yra kitoje tiesés AB puséje nei taskai C ir D, o ZACB + £AEB = 1800, tai taskai A4, B, C,E yra
viename apskritime (15 pav.). Jei taskas F yra atkarpos AC tesinyje uz tasko C ir ZFCB = £AEB, tai
taskai 4, B, C, E yra viename apskritime. Sio fakto jrodymas seka i§ lygybés 2FCB + 2£ACB = 180°,
todél LACB + £AEB = 1800, taigi taskai A4, B, C, E yra viename apskritime.




6 teorema. Jei apskritimo stygos AB ir CD lygiagrecios, tai lankai AC ir BD yra lygiis.
Teoremos jrodymui uztenka nubrézti skersmenj MN, statmeng duotosioms stygoms (16 pav.),
ir pastebéti, kad apskritimo lankai AC ir BD yra simetriski tiesés MN atzvilgiu.

4 pavyzdys. Atkarpos MN ir PQ yra statmenos apskritimo stygos. Rasime atkarpos MP ilgj,
jei NQ = a, o apskritimo spindulio ilgis lygus R.

Sprendimas. Per taska M nubrézkime styga MK lygiagrecia su styga PQ (17 pav.). Kadangi
stygos MN ir PQ yra statmenos, tai £ZKMN = 90°, todél atkarpa NK yra apskritimo dskersmuo. I3
¢ia seka, kad ZKQN = 90°,todél i§ stadiojo trikampio NKQ turime KQ = \/NKTNQZ =
\/m . Kadangi stygos PQ ir MK yra lygiagrecios, tai pagal 6 teoremg lankai MP ir KQ yra
lygts, taigi lygios ir juos atitinkancios stygos. Taigi MP = KQ = V4R? — a2,

Daznai uzdavinio sglygoje néra nurodytas koks nors apskritimas, bet kartais pavyksta rasti
keturis taskus, esancius viename apskritime. Tai paprastai palengvina uzdavinio sprendima.

5 pavyzdys. Trikampio ABC kampas C yra bukasis, i§ tasko C iskeltas statmuo tiesei AC, i$
tasko B iSkeltas statmuo tiesei AB, Sie abu statmenys susikerta taske D. I§ virStinés C nubrézta
trikampio ADC aukstiné CF kerta krasting AB taske M (18 pav.). Rasime krastinés AC ilgj, jei AM =
a, MB = b.

Sprendimas. Kadangi ZACD = £ABD = 90°, o taskai B ir C yra vienoje tiesés AD puséje,
tai taskai A, C, B, D yra apskritime, kurio skersmuo yra atkarpa AD. Tuomet ZABC = £ADC = 90° —
2LFCD = £FCA = £MCA. Trikampiy ACM ir ABC kampas BAC yra bendras, o ka tik jrodéme, kad

kampai MCA ir ABC yra lygis, todél Sie trikampiai yra panasieji. I jy panasumo iSplaukia, kad % =

%, todel AC? = AB - AM = (a + b)a.

18 pav. 19 pav.

6 pavyzdys. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 10, AC = 12, BC = 6.] trikampj jbréztas
apskritimas, $io apskritimo liestin¢ kerta krastines AB ir AC taskuose D ir E. Rasime trikampio ADE
perimetra (19 pav.).

Sprendimas. Sakykime, kad jbréztas j trikampj ABC apskritimas trikampio krastines
AB, AC, BC liecia atitinkamai taSkuose K, L, M, o Sio apskritimo liestiné jj lie¢ia taske F. Tuomet
trikampio ADE perimetras P = AD + DE + AE = AD + DF + FE + AE. Pagal i§ vieno taSko
nubrézty apskritimo liestiniy savybes ir 3 skyrelyje gautas lygybes DF = DK, EF = EL, AD +



DF = AD + DK = AK, AE + EF = AE + EL = AL, AK = AL = p — BC, c¢iap — trikampio ABC
pusperimetris. Taigi P = AD + DE + AE = (AD + DF) + (FE + AE) = (AD + DK) + (AE +
EL) = AK + AL =2(p — BC) = 2- (5 (6+ 10 + 12) — 6) = 16.

Kaip matome i$ Sio pavyzdzio sprendimo trikampio ADE perimetras nepriklauso nuo tasko
F, esancCio jbrézto apskritimo lanke KL, parinkimo.

TRECIOJI UZDUOTIS.

1. Apskritimo stygos AC ir BD susikerta apskritimo viduje esanCiame taske P, AP = 6,
PC =1,BD =5, DP > PB, centrinis kampas, besiremiantis i lanka AD, kuriame néra tasky
B ir D, lygus a, o centrinis kampas, besiremiantis j lankg BC, kuriame néra taSky A ir D, lygus
B. Raskite atkarpy PD ir PB ilgius ir kampo APD diduma.

2.  Du apskritimai kertasi taskuose A ir B. Tiesé¢je AB yra taskas P, esantis $iy apskritimy iSoréje
ir PA > PB. Per jj nubréztos abejy apskritimy kirstinés: viena jy kerta vieng apskritimg
taskuose C ir D, PC > PD, o kita kerta kitg apskritimg taSkuose E ir F, PE > PF. Raskite
kampg CEF, jei £PDF = a.

3. Is taSko B nubréztos apskritimo liestinés, kurios lie¢is apskritimg tasSkuose D ir E. Atkarpoje
BD yra yaskas A toks, kad AB = 13. Apskritimas, einantis per taskus A, E, D, kerta atkarpa BE
taske C, be to, AC = 1. Raskite trikampio ABC plota.

4. Per apskritimo iSoréje esant] taSka S nubréztos dvi apskritimo kirstinés, viena jy kerta
apskrinimg taskuose A ir B, SA < SB, kita kirstiné apskritimg kerta taskuose C ir D, SC < SD.
Gautyjy apskritimo lanky santykis AC : CD : DB : BA=2:3:5: 8. Raskite kampo ASC
diduma.

5. Per apskritimo iSoréje esantj taskag E nubréztos dvi apskritimo kirstinés, viena jy kerta
apskrinimag taskuose A ir B, EA > EB,kita kirstin¢ apskritimg kerta taskuose C ir D,
EC < ED. Kampas BEC lygus 60°, kampas ABD yra tris kartus didesnis uz kampg BAC.
Irodykite, kad atkarpa AD yra apskritimo skersmuo.

6. Taskas I yra i trikampj ABC jbtrézto apskritimo centras, atkarpa atkarpa AD yra kampo A
pusiaukampine, ties¢ AD kerta apie trikampj ABC apibrézto apskritimo lankg taSke M,
AD =9, DM = 3. Raskite atkarpos Al ilgj.

7. Taskas I yra | statyjj trikampj ABC, («C = 90°) jbrézto apskritimo centras, atkarpa CE yra
trikampio ABC pusiaukampiné ir yra teisinga lygybé CI : IE = +/3 : v/2. Raskite trikampio
ABC smailiyjy kampy didumus.

8. Apskritimo susikertanCios stygos AB ir CD yra statmenos, AD = m, BC = n. Raskite
apskritimo spindulio ilgj.



9. Staciojo trikampio KLN, <L = 90°, taskas P yra aukstinéje LH, i tasko N nuleistas statmuo
NM jties¢ KP. Raskite krastinés KL ilgj, jei KP = a, PM = b.

10. Smailiojo kampo MAN viduje yra nubréztas apskritimas, lieCiantis spindulius AM ir AN
taskuose B ir C, apskritimo spindulys lygus 5, atkarpos BC ilgis lygus 8. Mazesniame
apskritimo lanke BC yra taskas D, per taSka D nubrézta apskritimo liesting, kertanti atkarpas
AB ir AC atitinkamai taskuose F ir E. Raskite trikampio AFE perimetra.

Uzduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2023 m. kovo 15 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g. 24, LT-03225  Vilnius. Misy mokyklos interneto  svetainés  adresas:

http:/mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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