LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKYU MOKYKLA

IV. RACIONALIOSIOS IR IRACIONALIOSIOS NELYGYBES
(2022-2024)

Teoring medziaga parengé bei ketvirtaja uzduotj sudaré dr. (HP) Eugenijus Stankus

Daznai sprendziant matematikos, fizikos, chemijos, ekonomikos bei kity mokslo Saky
uzdavinius gaunamas atsakymas israiska, kuri sudaryta i$ raidziy ir skai¢iy. Tuomet jraSant vietoje
raidziy (jas galime vadinti kintamaisiais) jy reikSmes apskaic¢iuojama skaitiné atsakymo reikSme.
Tokias iSraiSkas, vadinamas reiskiniais, ypa¢ patogu naudoti atliekant jvairius tyrimus.

Reiskiniai, sudaryti i§ skaiciy ir kintamyjy naudojant sudéties, atimties, daugybos, dalybos bei
kélimo racionaliuoju laipsniu veiksmus, vadinami algebriniais reiskiniais. Jeigu su kintamaisiais
atliekami tik sudéties, atimties ir daugybos (iskaitant kélima nattiraliuoju laipsniu) veiksmai, tai
toks reiskinys vadinamas sveikuoju reiskiniu. Jei algebriniame reiskinyje naudojami tik sudéties,
atimties, daugybos ir dalybos veiksmai nors kartg dalijant i§ reiSkinio su kintamuoju, tai turime
trupmeninj reiskinj. Sveikieji ir trupmeniniai reiSkiniai vadinami racionaliaisiais reiskiniais.

Jeigu algebriniame reiSkinyje traukiamos Saknys i§ kintamyjy ar i$ reiskiniy su kintamaisiais
arba jie keliami racionaliaisiais laipsniais, tai jis vadinamas iracionaliuoju reiskiniu.

1 pavyzdys. Algebriniy reiskiniy pavyzdziai:
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2 e s - -
ax’ +bx+c, 3L+2ab+§, \/§y2x+52——(x2+y3) — sveikieji; 3% 5er4+4x, (@=b) —3ab
NP 6 3 2x-5 a* +b?

5 2
— trupmeniniai; 3x% +2x—1, Y6y + %/E , 2x+ 3)5 +3+/x+5 —4x — iracionalieji reiskiniai.
UzraSydami koki nors reiskinj svarbu zinoti su kokiomis kintamyjy reik§mémis jis turi prasme
(yra apibréztas). Jeigu algebrinis reiskinys gautas sprendziant konkrety uzdavinj, tai pati uzdavinio
salyga nusako su kokiomis kintamyjy reikSmémis jj prasminga nagrinéti. Pavyzdziui,
sta¢iakampio gretasienio tirio formuléje V' =a-b-c¢ kintamieji gali biti tik teigiami skaiciai — 1§
vienos virSiinés iSeinanc¢iy briauny ilgiai. Jei reiSkinys nesusietas su konkreciu uzdaviniu, tai jo
apibrézimo sritimi laikoma aibé tokiy kintamyjy reikSmiy, kurias jrasius i reiskinj, visi reiSkinio
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Kai norima nustatyti su kuriomis kintamojo reik§mémis vienas reiSkinys jgyja mazesnes arba
didesnes reik§mes negu kitas reiskinys, sprendziama nelygybé. Sioje uzduotyje nagrinésime tik
nelygybes su vienu kintamuoju. Kintamajj, kurio reikSmiy ieSkome, vadinsime nezinomuoju. Taigi
nelygybés gali biiti tokios: A(x)<B(x), A(x)>B(x), A(x)<B(x), A(x)>B(x); ¢ia A(x)ir B(x)
yra vieno kintamojo x algebriniai reiSkiniai (kartais vienas i$ Siy reiSkiniy gali biiti skaicius). Jeigu
abu $ie reiSkiniai racionalieji, tai nelygybé — racionalioji, jeigu bent vienas i$ Siy reiSkiniy
iracionalusis, tai turime iracionaligjg nelygybe.

Nelygybés apibrézimo sritimi vadinama kintamojo reik§miy, su kuriomis visi nelygybés
reiSkiniai turi prasme, aibé. Nelygybés sprendiniu vadinama nezinomojo reikSmé, su kuria
nelygybé tampa teisinga skaitine nelygybe. ISspresti nelygybe reiskia surasti visy jos sprendiniy
aibe, kuri gali buti ir tuscia.

veiksmai turés prasme. Pavyzdziui, reiskinio

apibrézimo sritis yra intervalas (—oo; 5).



Kaip nelygybés sprendziamos? Nelygybés pertvarkomos keiCiant jas paprastesnémis, kuriy
sprendiniai jau nesunkiai surandami. Jei dviejy nelygybiy sprendiniy aibés tokios pat, tai jos
vadinamos ekvivalenciomis (nelygybiy ekvivalentumui pazyméti naudosime dvipuse¢ rodykle ).
Pertvarkydami nelygybe gausime ekvivalencig jai nelygybe, jeigu: prie abiejy nelygybés pusiy
pridésime po tg patj skaiCiy; abi nelygybés puses padauginsime i§ to paties teigiamo skaiciaus
arba i$ reiSkinio, apibrézto visoje realiyjy skai¢iy aibéje ir jgyjancio tik teigiamas reikSmes; abi
nelygybés puses padauginsime i$ to paties neigiamo skaiCiaus arba i§ reiskinio, apibrézto visoje
realiyjy skaiciy aibéje ir jgyjancio tik neigiamas reikSmes, ir pakeisime nelygybés Zenkla
prieSingu.

Panagrinésime mokyklinés matematikos kurse dazniausiai sutinkamas nelygybes bei jy
sprendimo bidus.

Racionaliosios nelygybés.

Tiesinés nelygybés. PaprasCiausios racionaliosios nelygybés yra tiesinés nelygybés — jy
reiskiniy aukSciausias nezinomojo laipsnis yra pirmas. Po ekvivalenciy pertvarkymy tokios
nelygybés paprastai suvedamos iki pavidalo ax > b arba ax < b,arbaax = b,arbaax < b,
kuriy sprendiniai lengvai surandami. Cia a ir b — realieji skaiciai, a # 0.

1 pavyzdys. ISspreskime nelygybe 2x — 3 > x — é (2—x).

Sprendimas. 2x =3 >x—(2—x) ©6x-9>3x—2+x S22 >TSx>1.

Als. x € (% +oo).

Kvadratinés nelygybés. Kai nelygybés reiSkiniy auksc¢iausias nezinomojo laipsnis yra antras,
tai nelygybé vadinama kvadratine. Kiekvieng kvadrating nelygybe ekvivalenciai pertvarkant
galima suvesti iki pavidalo ax? + bx + ¢ > 0 (zinoma, nelygybés Zenklas gali biti ir < arba =,
arba <). Cia a, b ir ¢ — realieji skaiCiai, a # 0. Pastarosios nelygybés sprendiniy aibe galima rasti
naudojantis kvadratinio trinario funkcijos y = ax? + bx + ¢ savybémis.

2 pavyzdys. 1$spreskime nelygybe 5(x — 1) + 3x < 3.

Sprendimas. 5(x — 1)? + 3x < 3 © 5x2 — 7x + 2 < 0. Kadangi lygties 5x2 — 7x + 2 = 0
sprendiniai yra x; = 1 ir x, = é, tai duotosios nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas E ; 1].
Sprendziant tokias nelygybes patogu naudotis atitinkamos kvadratinio trinario funkcijos grafiku.

Ats. x € E, 1].

Nelygybiy sprendimas intervaly metodu. Pazint] su Siuo metodu pradékime nuo 2 pavyzdzio
nelygybés 5x2 — 7x + 2 < 0 kito sprendimo biido. I$skaide kvadratinj trinarj dauginamaisiais
gausime nelygybe 5 (x — %) (x—1) <0arba (x — E) (x — 1) < 0. Pateiktoje lenteléje matome

kairiosios nelygybés pusés dauginamyjy ir sandaugos

w5 | -1+ |+ zenklus  realiyjy  skaiiy  tiesés  intervaluose

o | -] -1+ (—oo; %),(é, 1) ir (1; +). Duotaja nelygybe tenkina
22/5)(x- - . . .. .

G2 ]) +2/5 1+ » intervalo (%, 1) taSkai dar prijungus intervalo galus.

Taigi gauname atsakyma x € E ; 1].



Atkreipkime démesj, kad sandaugos (x — é) (x — 1) Zenklas intervaluose (1;+00), (é, 1),

(—00; %) pereinant juos i§ deSinés j kaire kinta taip: +, -, +. Todél kartais patogiau naudotis tokia

schema: 5 . C L - .
Sioje schemoje i§ karto matome nagrinéjamos grieztos nelygybés
sprendiniy aibg. Ar intervaly galai tenkina nelygybe, turime

EN - > patikrinti. Sis metodas, vadinamas intervaly metodu, tinka ne tik

25— kvadratinéms bet ir sudétingesnéms nelygybéms spresti.

132
(x+2)(x-1) > 0.

4+3x—x2
Sprendimas. Taikant intervaly metodg patogu nelygybe pakeisti jai ekvivalencia, kurios

kairigja puse sudaryty tik pavidalo (x — a)¥, k € Z , reiskiniy sandauga:

3 pavyzdys. ISspreskime nelygybe

—1)2 _1)2
x+2)(x—1) >0 o (x+2)(x—-1) <0
4 + 3x — x? x+1Dx—-4)
SkaiCiy tieséje pazymékime taskus x = —2,x = —1,x =1,x =4, t. y. taSkus, kuriuose

daugikliai (x — a)* = 0. Vadinkime juos atraminiais taskais. Atkreipkime démesj, kad intervale
(4; +o0) paskutiniosios nelygybés kairioji pusé yra teigiama, o pereinant per atraminius taskus
reiSkinio zenklas keiciasi prieSingu (zr. pateikta schemg). Tik reikia biiti atidziais su atraminiais
taskais x = a, kuriems reiSkinys x — a jeina lyginiu laipsniu, — pereinant Siuos taskus reiskinio
7enklas nepasikei¢ia. Siame pavyzdyje toks taskas yra x = 1. I§ schemos matome kuriy intervaly
taskai yra nelygybés sprendiniai, tai —intervaly (—oo; —2) ir (—1; 4) taskai. Atraminius taskus

turime patikrinti atskirai: x = —2 ir x = 1 nelygybe
tenkina, o taSkai x =—1 ir x =4 nepriklauso
apibrézimo sri¢iai. Taigi duotosios nelygybés
sprendiniy aibé yra: x € (—o0; —2] U (—1; 4).

\.
P

Iracionaliosios nelygybés. Iracionaliyjy nelygybiy sprendimas kiek sudétingesnis negu
racionaliyjy. Taip yra dél keliy priezas¢iy — sudétingiau nustatyti jy apibrézimo sritj (nustatant jg
daznai tenka spresti nelygybiy sistemas), taip pat reikia biti atidziais pertvarkant iracionaligja
nelygybe ] jai ekvivalencig racionaligjg nelygybe (ypac tais atvejais, kai norint ,,iSsivaduoti i$
iracionalumy‘ abi nelygybés pusés keliamos tam tikru laipsniu).

Kartais iracionaliosios nelygybés sprendimas susiveda vien tik j apibrézimo srities nustatyma.
Jei nelygybés apibrézimo sritis yra tuscia aib¢, aiSku, kad nelygybé sprendiniy neturi.

4 pavyzdys. I§spreskime nelygybe vV—x2 +5x — 6 — /(4 —x)(x — 5) > 0.
Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj:
{—x2+5x—620, {(x—Z)(x—3)SO,:>{xE[2; 1,
4-x)(x=5)=0 x—4)(x-5<0 X € [4;5]
Darome i§vadg — nelygybé sprendiniy neturi.
Ats. Q.

1 pastaba. Prisiminkime, kad *\/f(x) = 0, k € N, reiskinio apibrézimo srityje (t. y. kai
f(x) =0).

= Q.



2 pastaba. Nelygybé islieka galioti abi jos puses keliant lyginiu laipsniu tik tuomet, kai abi jos
pusés yra neneigiami reiskiniai.

5 pavyzdys. ISspreskime nelygybe vx + 18 < 2 — x.

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis yra: x + 18 > 0 = x > —18. Toliau i$ karto aiSku
—kai 2 — x < 0, tai nelygybé¢ sprendiniy neturi (Zr. 1 pastaba).

Tegu dabar 2 — x > 0. Tuomet (Zr. 2 pastabg):

2—x>0, x <2,
Vx+18<2—x & x = —18, = x = —18, =
x+18 < (2 —x)2 x2—=5x—14>0
x € (—0;2),
x € [—18; + ), = x € [-18; =2).
x € (—o0; =2)U(7; +)

Ats. x € [—18; =2).

6 pavyzdys. I$spreskime nelygybe vx? —3x + 2 > 2x — 5.

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis yra: x2 —3x + 2 = 0 = x € (—o0; 1]U[2; +).

. : 51 . . e . .
Kai2x —5<0,t. y. kaix € (—00; 5]' tai nelygybé teisinga $io intervalo ir apibrézimo srities

5
sankirtoje (zr. 1 pastabg) : { x € (_OO'E]' = x € (—oo; 1]U[2;E] :
x € (—o0; 1]U[2; +0) g

Kai 2x — 5 > 0, gausime:

5
( xe<;;+oo>, xE(;;+oo>, :>{|{ xE(§;+OO>,
|
\

—o00; 1]U[2; +0),
ixE(—OO;l]U[Z;+oo), = x € (—0; 1]U[2; +00), x € ( JU[2; +0), =

17 —v13 17 ++v13
x?—3x+2>(2x—15)? 3x2—17x+23<0 xE( c ; 3 )
c 5 17 ++13
X €\ e .
Apjunge auksciau gautg sprendiniy aibe, kai 2x — 5 < 0, su pastargja, gauname visg nelygybeés
sprendiniy aibe: x € (—oo; 1]U[2; 17+6\/E).
17+\/ﬁ)
— -
7 pavyzdys. I$spreskime nelygybe vVx +3 —+vVx —1>v2x — 1.
x+3=20, (x=-3,
Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj: {x -1>0 = { x=>1 =>x=>1.
2x—1=>0 x=05
Abi nelygybes puses pakéle kvadratu ir jg pertvarke gausime ekvivalencig nelygybe:
Vx+3—-Vx—-1>V2x-12/(x+3)(x—1) < 3.
Dar kartg pakelkime abi puses kvadratu. Po pertvarkymy gauname:
2/G+3)x-D <34’ +8x—21<0=>—-<x<>.

Vadinasi, turésime:

Ats. x € (—o0; 1]U[2;




\/x+3—\/x—1>\/2x—1:>{ 7 31<x<-=.
2

3
Ats. x € [1,5)
1-V1-4x2
8 pavyzdys. Iispreskime nelygybe Tx < 3.

A2
Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj: {1 20, ¢ [—% ;0)U(0; %]

x+0
11422
KaixE(O;l],taiTx< 3 1-VI—4x2 <3x & 1—3x <V1—4xZ

Jeigul —3x <0,ty. x> —, tai nelygybé 1 — 3x < V1 — 4x2 galioja su x € [— —]

Jeigul—3x>0,ty. x< 5, o atsizvelgus ] apibrézimo sritj, 0 < x < 5, tuomet: 1 — 3x <
Vi—4x? & (1-3%)2<1—4x? < x(13x — 6) <0:>0<x<%. Kadangi §<% tai
Siuo atveju (kai 1 — 3x > 0) nelygybe tenkina intervalo (0 ; %) taskai.

Apjungg abu atvejus gauname tokius nelygybés sprendinius: x € E ; %] U (0; é) = (0; %]

1-vV1-4x2
X

Tegu x€[-2;0). Tuomet: <3 o 1-Vi—4x2>3xe1-3x>

V1—4x2 & (1-3x)?>1-4x? ©x(13x —6) > 0= x € (—0; O)U(%; +00). Taigi $iuo
atveju nelygybe tenkina intervalo [— %; 0) taskai.

Visa duotosios nelygybés sprendiniy aibé yra [— %; 0)U(0; %], t. y. visi nelygybés apibréZimo
srities taskai yra sprendiniai.

3 pastaba. Akylesni skaitytojai galbiit pastebéjo kita, paprastesni, Sios nelygybés sprendimo
biidg — nelygybés apibrézimo srityje galioja:

1-V1-4x2 >
T<3 1+\/T<3<:>4x—3<3\/1—4x

Atkreipkime démesj, kad apibrézimo srityje kairioji nelygybés pusé yra neigiama. Todél nelygybé
teisinga visoje apibrézimo srityje.
Sis sprendimo biidas Zymiai trumpesnis, ta¢iau pirmasis padeda giliau suvokti iracionaliyjy
nelygybiy sprendimo subtilumus.
1 1
Ats. x € [—5, O)U(O,E].
2

. . C e e .. xX“+2
y . S 9
9 pavyzdys. Irodykime, kad su visais realiaisiais skai€iais x galioja nelygybé =7 2 2

Irodymas. Nelygybés apibrézimo sritis yra visa realiyjy skaiciy aibé. Joje:
x?+2
N
Kadangi pastaroji nelygybé akivaizdi, tai ir jai ekvivalenti pradiné nelygybé galioja. [rodyta.
Trumpai apzvelgéme racionaliyjy ir iracionaliyjy nelygybiy pagrindinius sprendimo metodus,
pateikéme pavyzdziy. Tikimés, kad §i metodiné medziaga Jums padés iSspresti ketvirtajg uzduot;.
Sekmes!

>2oxi42z2dxl+1lext+4xi+4>4x2+4 = x4 > 0.



KETVIRTOJI UZDUOTIS

I$spreskite nelygybes:

x—1 2x+1 3
. —+x= ;
6 2 4

2.5(x—1)%*+3x < 3.

3. Su kuriomis m reik§mémis nelygybés x? + 2(m + 1)x + 9m > 5 sprendiniy aibé yra visa
realiyjy skaiciy aibé ?
ISspreskite nelygybes:
2_
x“—=5x+1 > 3;

x2—4x+5

(x=1)(x=2)(x-3) > 1-
(x+1)(x+2)(x+3) —

[®)

AN+ HE=5)>JC-0E+1) - Vi +x+1;

7. x+2<A+x+14;

8. \/x+2\/x—1+\/x—2\/x—1>§;
9 V2x2+7x—4 < 1
' x+4 2

1 1

2\ 5 2\ 5
10. Jrodykite nelygybe (x;)2 + (%)2 >Vx + [y, kaix >0, y>0, x#y.

Ketvirtosios uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2023 m. balandzio 28 d. mokyklos
adresu: Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos
ir informatikos fakultetas, Naugarduko 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés
adresas: http://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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