
LIETUVOS JAUNŲJŲ MATEMATIKŲ MOKYKLA 
 

IV. RACIONALIOSIOS IR IRACIONALIOSIOS NELYGYBĖS 
(2022–2024) 

 
Teorinę medžiagą parengė bei ketvirtąją užduotį sudarė dr. (HP) Eugenijus Stankus 

 
      Dažnai sprendžiant matematikos, fizikos, chemijos, ekonomikos bei kitų mokslo šakų 
uždavinius gaunamas atsakymas išraiška, kuri sudaryta iš raidžių ir skaičių. Tuomet įrašant vietoje 
raidžių (jas galime vadinti kintamaisiais) jų reikšmes apskaičiuojama skaitinė atsakymo reikšmė. 
Tokias išraiškas, vadinamas reiškiniais, ypač patogu naudoti atliekant įvairius tyrimus.  

Reiškiniai, sudaryti iš skaičių ir kintamųjų naudojant sudėties, atimties, daugybos, dalybos bei 
kėlimo racionaliuoju laipsniu veiksmus, vadinami algebriniais reiškiniais. Jeigu su kintamaisiais 
atliekami tik sudėties, atimties ir daugybos (įskaitant kėlimą natūraliuoju laipsniu) veiksmai, tai 
toks reiškinys vadinamas sveikuoju reiškiniu.  Jei algebriniame reiškinyje naudojami tik sudėties, 
atimties, daugybos ir dalybos veiksmai nors kartą dalijant iš reiškinio su kintamuoju, tai turime  
trupmeninį reiškinį. Sveikieji ir trupmeniniai reiškiniai vadinami racionaliaisiais reiškiniais. 

Jeigu algebriniame reiškinyje traukiamos šaknys iš kintamųjų ar iš reiškinių su kintamaisiais 
arba jie keliami racionaliaisiais laipsniais, tai jis vadinamas iracionaliuoju reiškiniu.  

1 pavyzdys. Algebrinių reiškinių pavyzdžiai: 
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3(2 3) 3 5 4x x x    – iracionalieji reiškiniai. 

      Užrašydami kokį nors reiškinį svarbu žinoti su kokiomis kintamųjų reikšmėmis jis turi prasmę 
(yra apibrėžtas). Jeigu algebrinis reiškinys gautas sprendžiant konkretų uždavinį, tai pati uždavinio 
sąlyga nusako su kokiomis kintamųjų reikšmėmis jį prasminga nagrinėti. Pavyzdžiui, 
stačiakampio gretasienio tūrio formulėje V a b c    kintamieji gali būti tik teigiami skaičiai – iš 
vienos viršūnės išeinančių briaunų ilgiai. Jei  reiškinys nesusietas su konkrečiu uždaviniu, tai jo 
apibrėžimo sritimi laikoma aibė tokių kintamųjų reikšmių, kurias įrašius į reiškinį, visi reiškinio 

veiksmai turės prasmę. Pavyzdžiui, reiškinio 
5

x

x
apibrėžimo sritis yra intervalas ( ; 5) . 

      Kai norima nustatyti su kuriomis kintamojo reikšmėmis vienas reiškinys įgyja mažesnes arba 
didesnes reikšmes negu kitas reiškinys, sprendžiama nelygybė. Šioje užduotyje nagrinėsime tik 
nelygybes su vienu kintamuoju. Kintamąjį, kurio reikšmių ieškome, vadinsime nežinomuoju. Taigi 
nelygybės gali būti tokios: ( ) ( )A x B x ,   ( ) ( )A x B x , ( ) ( )A x B x , ( ) ( )A x B x ; čia ( )A x ir ( )B x

yra vieno kintamojo x algebriniai reiškiniai (kartais vienas iš šių reiškinių gali būti skaičius). Jeigu 
abu šie reiškiniai racionalieji, tai nelygybė – racionalioji, jeigu bent vienas iš šių reiškinių 
iracionalusis, tai turime iracionaliąją nelygybę.  
      Nelygybės apibrėžimo sritimi vadinama kintamojo reikšmių, su kuriomis visi nelygybės 
reiškiniai turi prasmę, aibė. Nelygybės sprendiniu vadinama nežinomojo reikšmė, su kuria 
nelygybė tampa teisinga skaitine nelygybe. Išspręsti nelygybę reiškia surasti visų jos sprendinių 
aibę, kuri gali būti ir tuščia. 



      Kaip nelygybės sprendžiamos? Nelygybės pertvarkomos keičiant jas paprastesnėmis, kurių 
sprendiniai jau nesunkiai surandami. Jei dviejų nelygybių sprendinių aibės tokios pat, tai jos 
vadinamos ekvivalenčiomis (nelygybių ekvivalentumui pažymėti naudosime dvipusę rodyklę ⟺). 
Pertvarkydami nelygybę gausime ekvivalenčią jai nelygybę, jeigu: prie abiejų nelygybės pusių 
pridėsime po tą patį skaičių;  abi nelygybės puses padauginsime iš to paties teigiamo skaičiaus 
arba iš reiškinio, apibrėžto visoje realiųjų skaičių aibėje ir įgyjančio tik teigiamas reikšmes;  abi 
nelygybės puses padauginsime iš to paties neigiamo skaičiaus arba iš reiškinio, apibrėžto visoje 
realiųjų skaičių aibėje ir įgyjančio tik neigiamas reikšmes, ir pakeisime nelygybės ženklą 
priešingu. 
      Panagrinėsime mokyklinės matematikos kurse dažniausiai sutinkamas nelygybes bei jų 
sprendimo būdus.      
      Racionaliosios nelygybės.  
      Tiesinės nelygybės. Paprasčiausios racionaliosios nelygybės yra tiesinės nelygybės – jų 
reiškinių aukščiausias nežinomojo laipsnis yra pirmas. Po ekvivalenčių pertvarkymų tokios 
nelygybės paprastai suvedamos iki pavidalo 𝑎𝑥 > 𝑏 arba 𝑎𝑥 < 𝑏, arba 𝑎𝑥 ≥ 𝑏 , arba 𝑎𝑥 ≤ 𝑏 , 
kurių sprendiniai lengvai surandami. Čia a ir b – realieji skaičiai, 𝑎 ≠ 0. 

      1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 2𝑥 − 3 > 𝑥 − (2 − 𝑥) . 

      Sprendimas. 2𝑥 − 3 > 𝑥 − (2 − 𝑥)   ⇔ 6𝑥 − 9 > 3𝑥 − 2 + 𝑥 ⇔ 2𝑥 > 7 ⇔ 𝑥 >  . 

      Ats. 𝑥 ∈ ; +∞ . 

     Kvadratinės nelygybės. Kai nelygybės reiškinių aukščiausias nežinomojo laipsnis yra antras, 
tai nelygybė vadinama kvadratine. Kiekvieną kvadratinę nelygybę ekvivalenčiai pertvarkant 
galima suvesti iki pavidalo 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐 > 0 (žinoma, nelygybės ženklas gali būti ir <  arba ≥,  
arba ≤). Čia a, b ir c – realieji skaičiai, 𝑎 ≠ 0. Pastarosios nelygybės sprendinių aibę galima rasti 
naudojantis kvadratinio trinario funkcijos  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐 savybėmis. 
      2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 5(𝑥 − 1) + 3𝑥 ≤ 3 . 
      Sprendimas. 5(𝑥 − 1) + 3𝑥 ≤ 3 ⇔ 5𝑥 − 7𝑥 + 2 ≤ 0. Kadangi lygties 5𝑥 − 7𝑥 + 2 = 0  

sprendiniai yra 𝑥 = 1 ir 𝑥 = , tai duotosios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas ; 1 .  

Sprendžiant tokias nelygybes patogu naudotis atitinkamos kvadratinio trinario funkcijos grafiku. 

      Ats. 𝑥 ∈ ; 1 .  

      Nelygybių sprendimas intervalų metodu. Pažintį su šiuo metodu pradėkime nuo 2 pavyzdžio 
nelygybės 5𝑥 − 7𝑥 + 2 ≤ 0 kito sprendimo būdo. Išskaidę kvadratinį trinarį dauginamaisiais 

gausime nelygybę 5 𝑥 − (𝑥 − 1) ≤ 0 arba 𝑥 − (𝑥 − 1) ≤ 0. Pateiktoje lentelėje matome  

 

 
  

x-2/5

x-1

(x-2/5)(x-1)
2/5 1

-

-

+

+ +

-
- +

+

kairiosios nelygybės pusės dauginamųjų ir sandaugos 
ženklus realiųjų skaičių tiesės intervaluose 

−∞; , ; 1   ir (1; +∞). Duotąją nelygybę tenkina 

intervalo ; 1  taškai dar prijungus intervalo galus. 

Taigi gauname atsakymą 𝑥 ∈ ; 1 . 



 Atkreipkime dėmesį, kad sandaugos (𝑥 − )(𝑥 − 1) ženklas intervaluose (1; +∞), ; 1 , 

−∞;  pereinant juos iš dešinės į kairę kinta taip: +, -, +. Todėl kartais patogiau naudotis tokia 

schema: 

3 pavyzdys. Išspręskime  nelygybę  
( )( )

≥ 0. 

Sprendimas. Taikant intervalų metodą patogu nelygybę pakeisti jai ekvivalenčia, kurios 
kairiąją pusę sudarytų tik pavidalo (𝑥 − 𝑎) , 𝑘 ∈ 𝑍 , reiškinių sandauga:   

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)

4 + 3𝑥 − 𝑥
≥ 0 ⟺  

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)

(𝑥 + 1)(𝑥 − 4)
≤ 0 

Skaičių tiesėje pažymėkime taškus 𝑥 = −2, 𝑥 = −1, 𝑥 = 1, 𝑥 = 4, t. y. taškus, kuriuose 
daugikliai (𝑥 − 𝑎) = 0. Vadinkime juos atraminiais taškais. Atkreipkime dėmesį, kad intervale 
(4; +∞) paskutiniosios nelygybės kairioji pusė yra teigiama, o pereinant per atraminius taškus 
reiškinio ženklas keičiasi priešingu (žr. pateiktą schemą). Tik reikia būti atidžiais su atraminiais 
taškais 𝑥 = 𝑎, kuriems reiškinys 𝑥 − 𝑎 įeina lyginiu laipsniu, – pereinant šiuos taškus reiškinio 
ženklas nepasikeičia. Šiame pavyzdyje toks taškas yra 𝑥 = 1. Iš schemos matome kurių intervalų 
taškai yra nelygybės sprendiniai, tai – intervalų  (−∞; −2)  ir  (−1;  4)  taškai.  Atraminius  taškus  

 
Iracionaliosios nelygybės. Iracionaliųjų nelygybių sprendimas kiek sudėtingesnis negu 

racionaliųjų. Taip yra dėl kelių priežasčių – sudėtingiau nustatyti jų apibrėžimo sritį (nustatant ją 
dažnai tenka spręsti nelygybių sistemas), taip pat reikia būti atidžiais pertvarkant iracionaliąją 
nelygybę į jai ekvivalenčią racionaliąją nelygybę (ypač tais atvejais, kai norint „išsivaduoti iš 
iracionalumų“ abi nelygybės pusės keliamos tam tikru laipsniu).  

Kartais iracionaliosios nelygybės sprendimas susiveda vien tik į apibrėžimo srities nustatymą. 
Jei nelygybės apibrėžimo sritis yra tuščia aibė, aišku, kad nelygybė sprendinių neturi. 

4 pavyzdys. Išspręskime  nelygybę   √−𝑥 + 5𝑥 − 6 − (4 − 𝑥)(𝑥 − 5) > 0. 
Sprendimas. Nustatykime nelygybės apibrėžimo sritį: 

−𝑥 + 5𝑥 − 6 ≥ 0,
(4 − 𝑥)(𝑥 − 5) ≥ 0

⇔
(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) ≤ 0,

(𝑥 − 4)(𝑥 − 5) ≤ 0
⇒

𝑥 ∈ [2; 3],
𝑥 ∈ [4; 5]

⇒ ∅. 

Darome išvadą – nelygybė sprendinių neturi. 
     Ats. ∅.  

1 pastaba.  Prisiminkime, kad  𝑓(𝑥) ≥ 0, 𝑘 ∈ N, reiškinio apibrėžimo srityje (t. y. kai 
𝑓(𝑥) ≥ 0). 
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Šioje schemoje iš karto matome nagrinėjamos griežtos nelygybės 
sprendinių aibę. Ar intervalų galai tenkina nelygybę, turime 
patikrinti. Šis metodas, vadinamas intervalų metodu, tinka ne tik 
kvadratinėms bet ir sudėtingesnėms nelygybėms spręsti. 
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turime patikrinti atskirai: 𝑥 = −2  ir  𝑥 = 1 nelygybę 
tenkina, o taškai 𝑥 = −1 ir 𝑥 = 4 nepriklauso 
apibrėžimo sričiai. Taigi duotosios nelygybės 
sprendinių aibė yra: 𝑥 ∈ (−∞; −2] ∪ (−1; 4). 
 



2 pastaba. Nelygybė išlieka galioti abi jos puses keliant lyginiu laipsniu tik tuomet, kai abi jos 
pusės yra neneigiami reiškiniai. 

5 pavyzdys. Išspręskime  nelygybę   √𝑥 + 18 < 2 − 𝑥. 
Sprendimas. Nelygybės apibrėžimo sritis yra: 𝑥 + 18 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −18.  Toliau iš karto aišku 

– kai 2 − 𝑥 ≤ 0, tai  nelygybė sprendinių neturi (žr. 1 pastabą).  
Tegu dabar  2 − 𝑥 > 0. Tuomet (žr. 2 pastabą): 

√𝑥 + 18 < 2 − 𝑥 ⟺  

2 − 𝑥 > 0,
𝑥 ≥ −18,

𝑥 + 18 < (2 − 𝑥)
⟺

𝑥 < 2,
𝑥 ≥ −18,

𝑥 − 5𝑥 − 14 > 0

⇒ 

𝑥 ∈ (−∞; 2),

𝑥 ∈ [−18; +∞),
𝑥 ∈ (−∞; −2)⋃(7; +∞)

⇒ 𝑥 ∈ [−18; −2).  

Ats. 𝑥 ∈ [−18; −2). 

6 pavyzdys. Išspręskime  nelygybę   √𝑥 − 3𝑥 + 2 > 2𝑥 − 5. 
     Sprendimas. Nelygybės apibrėžimo sritis yra: 𝑥 − 3𝑥 + 2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2; +∞).   

      Kai 2𝑥 − 5 ≤ 0, t. y. kai 𝑥 ∈ −∞; , tai nelygybė teisinga šio intervalo ir apibrėžimo srities 

sankirtoje (žr. 1 pastabą) : 
𝑥 ∈ −∞; ,

𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2; +∞)
⇒ 𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2; ] . 

      Kai 2𝑥 − 5 > 0, gausime: 

⎩
⎨

⎧ 𝑥 ∈
5

2
; +∞ ,

𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2; +∞),

𝑥 − 3𝑥 + 2 > (2𝑥 − 5)  

⇒
𝑥 ∈

5

2
; +∞ ,

𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2; +∞),

3𝑥 − 17𝑥 + 23 < 0 

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 ∈

5

2
; +∞ ,

𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2; +∞),

𝑥 ∈
17 − √13

6
;
17 + √13

6

⇒ 

𝑥 ∈
5

2
;
17 + √13

6
. 

Apjungę aukščiau gautą sprendinių aibę, kai 2𝑥 − 5 ≤ 0, su pastarąja, gauname visą nelygybės 

sprendinių aibę:  𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2;
√

. 

      Ats. 𝑥 ∈ (−∞; 1]⋃[2;
√

. 

7 pavyzdys. Išspręskime  nelygybę   √𝑥 + 3 − √𝑥 − 1 > √2𝑥 − 1. 

      Sprendimas. Nustatykime nelygybės apibrėžimo sritį: 
𝑥 + 3 ≥ 0,
𝑥 − 1 ≥ 0,
2𝑥 − 1 ≥ 0

⇒
𝑥 ≥ −3,
𝑥 ≥ 1,

𝑥 ≥ 0,5
 ⇒ 𝑥 ≥ 1.  

Abi nelygybes puses pakėlę kvadratu ir ją pertvarkę gausime ekvivalenčią nelygybę:  

√𝑥 + 3 − √𝑥 − 1 > √2𝑥 − 1 ⟺ 2 (𝑥 + 3)(𝑥 − 1) < 3. 
Dar kartą pakelkime abi puses kvadratu. Po pertvarkymų gauname: 

2 (𝑥 + 3)(𝑥 − 1) < 3 ⟺ 4𝑥 + 8𝑥 − 21 < 0 ⇒ − < 𝑥 < . 

Vadinasi, turėsime:   



√𝑥 + 3 − √𝑥 − 1 > √2𝑥 − 1 ⇒
𝑥 ≥ 1,

− < 𝑥 <
⇒ 1 ≤ 𝑥 < .  

      Ats. 𝑥 ∈ 1; . 

8 pavyzdys. Išspręskime  nelygybę   
√

< 3. 

Sprendimas. Nustatykime nelygybės apibrėžimo sritį: 1 − 4𝑥 ≥ 0,
𝑥 ≠ 0

⇒ 𝑥 ∈ − ; 0)⋃(0; .  

Kai 𝑥 ∈ (0; , tai 
√

< 3 ⟺  1 − √1 − 4𝑥 < 3𝑥 ⟺ 1 − 3𝑥 < √1 − 4𝑥 . 

Jeigu 1 − 3𝑥 ≤ 0, t. y. 𝑥 ≥ , tai nelygybė 1 − 3𝑥 < √1 − 4𝑥  galioja su 𝑥 ∈ ; . 

Jeigu 1 − 3𝑥 > 0, t. y. 𝑥 < , o atsižvelgus į apibrėžimo sritį, 0 < 𝑥 < , tuomet: 1 − 3𝑥 <

√1 − 4𝑥 ⟺ (1 − 3𝑥) < 1 − 4𝑥  ⟺ 𝑥(13𝑥 − 6) < 0 ⇒ 0 < 𝑥 < . Kadangi < ,  tai 

šiuo atveju (kai 1 − 3𝑥 > 0) nelygybę tenkina intervalo  0;  taškai. 

Apjungę abu atvejus gauname tokius nelygybės sprendinius: 𝑥 ∈ ; ⋃ 0; = (0; . 

Tegu 𝑥 ∈ − ; 0). Tuomet: 
√

< 3 ⟺  1 − √1 − 4𝑥 > 3𝑥 ⟺ 1 − 3𝑥 >

√1 − 4𝑥  ⟺ (1 − 3𝑥) > 1 − 4𝑥  ⟺ 𝑥(13𝑥 − 6) > 0 ⇒ 𝑥 ∈ (−∞; 0)⋃( ; +∞ . Taigi šiuo 

atveju nelygybę tenkina intervalo − ; 0) taškai.  

Visa duotosios nelygybės sprendinių aibė yra − ; 0)⋃(0; , t. y. visi nelygybės apibrėžimo 

srities taškai yra sprendiniai. 
3 pastaba.  Akylesni skaitytojai galbūt pastebėjo kitą, paprastesnį, šios nelygybės sprendimo 

būdą – nelygybės apibrėžimo srityje galioja: 

 
√

< 3 ⟺
√   

<3 ⟺ 4𝑥 − 3 < 3√1 − 4𝑥 .  

Atkreipkime dėmesį, kad apibrėžimo srityje kairioji nelygybės pusė yra neigiama. Todėl nelygybė 
teisinga visoje apibrėžimo srityje.  
      Šis sprendimo būdas žymiai trumpesnis, tačiau pirmasis padeda giliau suvokti iracionaliųjų 
nelygybių sprendimo subtilumus. 

Ats. 𝑥 ∈ − ; 0)⋃(0; . 

9 pavyzdys. Įrodykime, kad su visais realiaisiais skaičiais x galioja nelygybė  
√

≥ 2. 

Įrodymas. Nelygybės apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių aibė. Joje: 
𝑥 + 2

√𝑥 + 1
≥ 2 ⟺ 𝑥 + 2 ≥ 2 𝑥 + 1 ⟺ 𝑥 + 4𝑥 + 4 ≥ 4𝑥 + 4 ⟺ 𝑥 ≥ 0. 

Kadangi pastaroji nelygybė akivaizdi, tai ir jai ekvivalenti pradinė nelygybė galioja. Įrodyta. 
      Trumpai apžvelgėme racionaliųjų ir iracionaliųjų nelygybių pagrindinius sprendimo metodus, 
pateikėme pavyzdžių. Tikimės, kad ši metodinė medžiaga Jums padės išspręsti ketvirtąją užduotį. 
Sėkmės! 



KETVIRTOJI  UŽDUOTIS 
 

Išspręskite nelygybes: 

1.  + 𝑥 ≥ − ; 
 

2. 5(𝑥 − 1) + 3𝑥 < 3. 
 

3. Su kuriomis m reikšmėmis nelygybės 𝑥 + 2(𝑚 + 1)𝑥 + 9𝑚 > 5 sprendinių aibė yra visa 
realiųjų skaičių aibė ? 

 

Išspręskite nelygybes: 

4.    ≥ 3; 

 

5.     
( )( )( )

( )( )( )
≥ 1; 

 

6.   (𝑥 + 4)(𝑥 − 5) > (2 − 𝑥)(𝑥 + 1) − √𝑥2 + 𝑥 + 1; 
 

7.    𝑥 + 2 < √𝑥 + 14; 
  

8.   𝑥 + 2√𝑥 − 1 + 𝑥 − 2√𝑥 − 1 > ; 

 

9.  
√

< . 

10. Įrodykite nelygybę + > √𝑥 + 𝑦, kai 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑥 ≠ 𝑦. 

 
Ketvirtosios užduoties sprendimus prašome išsiųsti iki 2023 m. balandžio 28 d. mokyklos 

adresu:   Lietuvos jaunųjų matematikų mokykla, Matematinio švietimo centras, VU Matematikos 
ir informatikos fakultetas, Naugarduko 24, LT-03225 Vilnius. Mūsų mokyklos interneto svetainės 
adresas: http://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/  

LIETUVOS JAUNŲJŲ MATEMATIKŲ  
MOKYKLOS TARYBA 

 
 
 

 
 
 
 
 
 


