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1 (9-12 klasés). Raskite visas funkcijas f(z), apibréztas sveikyju skaiciy

aibéje ir jgyjancias sveikagsias reikSmes, kurios tenkina lygybe

flx+y)+ flzy) = f(x)f(y) +1

su visais sveikaisiais z ir y.

Sprendimas. Trasykime j duotaja lygybe z = y = 0. Gausime 2f(0) = f(0)?+1,
todel (f(0) —1)> =0 = f(0) = 1. Irae z = 1 ir y = —1, gauname
FO)+ f(=1) = fF(A)f(=1) + 1, taigi f(—1) = f(1)f(—1). Vadinasi, f(—1) =0
arba f(1) = 1. Tarkime, kad f(1) = 1. Irasykime j duotaja lygybe y = 1.
Gausime, kad f(z+1)+ f(z) = f(x)+1 = f(x+1) = 1. Vadinasi, f(z) =1
su visais x € Z. Akivaizdu, kad $i funkcija tenkina duotaja lygybe su visais
x,y € 2.

[Snagrinésime atvejj, kai f(1) # 1. Tada f(—1) = 0. Irasydami dvi poras
(50) = (2, —1) it (2, 5) = (~2, 1), gauname f(1)+ F(~2) = F)f(~1)+1=1
ir f(=2) = f(=2)f(1) + 1. Taigi 1 = f(=2)(1 - f(1)) = (1 — f(1))%. I8 cia
isplaukia, kad —2f(1) + f(1)? =0, todél f(1) =0 arba f(1) =

Tarkime, kad f(1) = 2. Irase y = 1, gausime f(z + 1) + f(x ) =2f(z) + 1.
Vadinasi, f(x + 1) — f(x) = 1. Pazymékime g(z) = f(z) — 2. Tada g(1) =1
rgle+1)+z+1—-gx)—z=1 = g(zx+1) = g(r). Vadinasi, g(z) =1
su visais x € Z, todél f(z) = g(x) +x = x + 1 su visais € Z. IS tapatybes
r+y+1l+ay+1=(r+1)(y+1)+1 matome, kad gautoji funkcija f(z) = x+1
taip pat tenkina duotaja lygybe su visais x,y € Z.

Belieka iSnagrinéti atveji f(1) = 0. Irase y = 1, gausime f(x+1)+ f(x) =
Pakeite x i  + 1, gauname f(z + 2) + f(z + 1) = 1, taigi f(z + 2) = f(z) su
visais x € Z. Kadangi f(0) = 1 ir f(1) = 0, tai f(x) = 1 su visais lyginiais
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r € Z ir f(z) = 0 su visais nelyginiais € Z. Sia funkcija galima uzrasyti
taip pat ir formule f(x) = %, x € 7. Isitikinsime, jog si funkcija tenkina
duotaja lygybe su visais x,y € Z. IS tikryjy, jei bent vienas i skaiciy z,y
yra nelyginis, tai desinioji jos puse, f(x)f(y) + 1, yra lygi 1. Kairioji jos puse,
flz+y)+ f(zy), taip pat lygi 1, nes skaiciai  +y ir zy yra skirtingo lyginumo.
Vadinasi, lygybé galioja. Kita vertus, jei abu skaiciai z ir y yra lyginiai, tai abi
duotosios lygybés pusés yra lygios 2, todél ji taip pat galioja. Taigi funkcija
f(z) = w tikrai tenkina duotaja lygybe su visais x,y € Z.

Atsakymas: f(x) =1, f(x) =z + 1 arba f(x) = 1+(;1)z su visais r € Z.

2 (9-10 klaseés). Trikampio ABC krastinése BC ir AC pazymeéti tokie taskai
Dir E, kad AD yra trikampio pusiaukampiné, o CD = C'E. Tiesé DFE ir kampo
ABC pusiaukampiné kertasi taske GG. [rodykite, kad AG = DG.

Sprendimas. Pazymékime Z/CAB = o, ZABC = [ ir ZBCA = ~. Tegul BF
yra trikampio ABC pusiaukampiné, taigi taskas F' priklauso tiesei BG.

A® FvE ¢
G

Kadangi trikampis CDE yra lygiasonis, tai ZCDE = 90° — 1 = § + g Be
to, i§ trikampio ABD gauname ZBDA = 180° — § — 3. Vadinasi,
o o [¢] a « /6 /6
LADE =180°-4BDA—/ZCDFE = 180°-180°+—-+f——-—= = — = LABF.

2 2 2 29
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Is ZADG = ZADE = /ABF = ZABG isplaukia, kad taskai A, B, D ir G pri-
klauso vienam apskritimui. IS kampy lygybés ZABG = ZGBD = g gauname,
kad ir atitinkamos to apskritimo stygos AG ir DG turi buti lygios.

3 (9-10 klasés). Seka, sudaryta is raidziy A ir B, yra vadinama paprasta,

jei joje is eilés einanciy raidziy A fragmenty ilgiai yra lyginiai, o i$ eilés ei-

nandiy raidziy B fragmenty ilgiai — nelyginiai. (Pavyzdziui, sekos AA, BBB,

AAAABAA ir AABBBAA yra paprastos, taciau seka BBAAB néra paprasta.)
Kiek yra paprasty seky, kuriy ilgis lygus 157

Sprendimas. Tarkime, kad yra a,, paprasty seky, kuriy ilgis n ir kurios baigiasi
raide A, ir b, paprasty seky, kuriy ilgis n ir kurios baigiasi raide B. Aisku,
kad a1 =0, by = 1, a3 = 1 ir by = 0. Tegul n > 3. Nagrinésime paprastas
sekas, kuriy ilgiai yra lygus n. Kiekvienos tokios sekos, kuri baigiasi raide A,
abi paskutinés raidés turi buti A, o pirmosios n — 2 raidés gali sudaryti bet
kokia paprasta seka. Vadinasi,

Ap = Ap_g + bp_a.
Kita vertus, jei tokia seka baigiasi raide B, tai ji yra sudaryta arba i n — 1
ilgio paprastos sekos besibaigiancios raide A (ir tos paskutinés raidés B), arba
is n — 2 ilgio paprastos sekos, kuri baigiasi raide B, bei dviejy paskutiniyjy
raidziy B. Vadinasi,

b, = ay,—1 + b,,_2.

Naudodamiesi Siais rekurentiniais sarysiais, uzpildome lentele iki n = 15.

n|112(3[4]5|6|7[8 ]9 [10]11]12|13|14]| 15
an |01 [1]1](3(2|6]6 |11]16]22|37|49|80]| 113
b, |1]0[2(1[3|4(5[10]11|21|27]43|64|92]| 144

Is lentelés matome, kad iS viso yra a5 + bjs = 113 + 144 = 257 paprastos
sekos, kuriy ilgis lygus 15.
Atsakymas: 257.

4 (9-10 klasés). Raskite visas sveikyju skai¢iy poras (a,b), su kuriomis ga-
lioja lygybé
3a° + 30 —Ta—Tb+4=0.
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Sprendimas. Padauging abi lygybés puses iS 12, gauname
36a? + 360 — 84a — 84b + 48 = (6a — 7)* 4 (6b — 7)* — 50 = 0.
Taigi duotoji lygybé yra ekvivalenti lygybei
(6a — 7)* + (6b — 7)* = 50.

Nesunku jsitikinti, kad 50 dviejuy sveikyjy skaic¢iy kvadraty suma uzrasomas tik
kai vienas i$ ty skaiciy yra lygus £1, o kitas £7 (tada 50 = 1 + 49), arba kai
abu skaiciai yra £5 (tada 50 = 25+ 25). Be to, skai¢ius 6a — 7 negali buti lygus
1,7 ir —5, nes tada 6a = 8, 14 arba 2, taciau skaiciai 8,14 ir 2 nesidalija is 6.
Analogiskai, skaicius 6b — 7 taip pat negali buti lygus 1,7 ir —5.

Vadinasi, visi galimi variantai yra tokie: 6a —7 = —1, 6b — 7 = —7, arba
6a—T7=—T7,6b—7=—1, arba 6a —7 =6b— 7 =>5. IS ¢ia gauname tris poras
(a,b) = (1,0), (0,1) ir (2,2). Akivaizdu, kad visos trys poros tenkina lygybe
(6a — 7)% 4 (60 — 7)* = 50. Vadinasi, jos tenkina ir duotaja lygybe.

Atsakymas: (a,b) = (1,0), (0,1) ir (2,2).

5 (11-12 klaseés). [rodykite, kad j Sesiakampj ABCDFEF, kuriame AB =
=BC,CD=DE, FF=FAir /A= /C = /F, galima jbrézti apskritima.

Sprendimas. Nubrézkime Sesiakampio kampy prie virsuniy B, D ir F' pusiau-
kampines. Kadangi trikampiai ABC', CDE, EF A yra lygiasoniai, tai sios pu-
siaukampinés yra atkarpy AC, CE, E'A vidurio statmenys. Vadinasi, jos kertasi
taske GG, kuris yra trikampio AC'E apibréztinio apskritimo centras. Trikampiai
GAC, GCFE ir GEA yra lygiasoniai, todél /GAC = Z/ACG, /GCE = ZCEG
ir /{GEA = ZFEAG. Vadinasi,

LBAG = /BAC + LGAC = LBCA+ LACG = £BCG.

Analogiskai gauname, kad /GCD = /ZDFEG ir /GEF = /FAG. Kadangi
Sesiakampio kampai prie virsuniy A ir C' yra lygus, tai

LFAG+ /BAG = LFAB = /BCD = /BCG + ZGCD,

ir todel LFAG = ZGCD.
Vadinasi,

LGEF = /FAG = ZGCD = ZDEG,



todél EG yra kampo DEF' (arba Sesiakampio kampo prie virsunés F) pusiau-
kampiné. Analogiskai, AG ir CG yra seSiakampio kampy prie virsuniy A ir C
pusiaukampinés. Jrodéme, kad visos SeSios Sesiakampio ABCDEF kampy pu-
siaukampinés kertasi taske G. Vadinasi, taskas G yra vienodai nutoles nuo visy

Sesiakampio krastiniy ir todél jis yra j sj Sesiakampj jbrézto apskritimo centras.

6 (11-12 klasés). Netuscig naturaliyjy skaiciy aibe vadinsime puikia, jei joje
néra tokiy (nebiitinai skirtingy) skaiciy a, b, ¢, su kuriais galioty lygybé a® = c.
(Pavyzdziui, aibé {2,3} yra puiki, o aibé {2,3,9} néra puiki, nes 32 = 9.)
Raskite didziausia naturalyjj skaic¢iy n > 3, su kuriuo aibé {2,3,4,...,n} yra
dviejy puikiy aibiy sgjunga.

Sprendimas. Trodysime, kad su kiekvienu n > 216 aibe {2,3,4,...,n} néra
dviejuy puikiy aibiy sajunga. IS tiesy, tarkime, kad ji yra kokiy nors puikiy
aibiy S ir T sajunga. Neprarasdami bendrumo, galime laikyti, kad 2 € S.
Tada 4 =22 ¢ S, todél 4 € T. 15 28 = 4* ¢ T igplaukia, kad 2% € S. Vadinasi,
216 = (28)2 € T. Tadiau jei 8 = 2% € T, tai 4% = 26 (¢ia 4,8,2'0 € T'), priestara,
ojei 8 € S, tai 2% = 2% (Cia 2,8,2% € S), vél priestara. Vadinasi, didZiausias

ieskomas skai¢ius n nevirsija 216 — 1.



Kita vertus, aibé {2,3,4,...,2!% — 1} yra aibiy S = {4,5,6,...,2% — 1} ir
T ={2,3,28,28+1,28 +2,...,2!6 — 1} sajunga. Irodysime, kad jos abi yra
puikios. Tarkime, kad a,b,c € S ir a® = ¢. Tada 2% > ¢ = a® > 4% = 28,
priestara, todél aibe S yra puiki. Kita vertus, jei a,b,c € T ir a® = ¢, tai
c = 4, todél 28 < ¢ < 2% I3 ¢ia matome, kad a = Ve < /e < 28, taigi
a € {2,3}. Kadangi 3* < 28 tai b ¢ {2,3}. Vadinasi, b > 2% = 256 ir
gauname 2'¢ > ¢ = a® > 226 priestara, todél T yra puiki aibé. Vadinasi,
aibé {2,3,4,...,2'% — 1} tikrai yra dviejy puikiy aibiy S ir T sajunga, taigi
didZiausias ieSkomas natiiralusis skai¢ius n yra lygus 216 — 1.

Atsakymas: n = 216 — 1.

7 (11-12 klasés). Pasinaudojes skaic¢iuotuvu, Linas nustaté, kad skaiciai
4% ir 552 prasideda skaitmeniu 2, o skaiciai 4'' ir 5! prasideda skaitmeniu 4.
Remdamasis savo skaiciavimais, jis tvirtina, kad jei su kokiu nors naturaliuoju
n abu skaiciai 4™ ir 5" prasideda skaitmeniu a, tai a = 2 arba a = 4. Ar Linas
teisus?

Sprendimas. Irodysime, kad Linas teisus. Tarkime, kad abu skaicCiai 4™ ir 5"
prasideda skaitmeniu a, kur a € {1,3,5,6,7,8,9}. Tada n > 2 ir egzistuoja
tokie m,¢ € N, kad al0™ < 4" < (a + 1)10™ ir al0* < 5" < (a + 1)10%
Be to, ¢ia al0™ # 4™ nes al0™ dalijasi i$ 5, o 4™ nesidalija, bei al10¢ # 5",
nes al0’ yra lyginis skai¢ius, o 5 — nelyginis. Sudaugine grieztas nelygybes
al0™ < 4" < (a + 1)10™ ir dukart a10® < 5" < (a + 1)10%, gausime

a310m+2€ < 477, . 5n . 5n — 102n < (CI, + 1)310m+2€'
Padalije i§ 10m*2¢, gauname
1<a® <102 < (a+1)° < (9+1)% = 10%,

todél 0 < 2n — m — 20 < 3. Vadinasi, 2n —m — 2¢ = 1 arba 2n — m — 2¢ = 2.

Taciau jei 2n —m — 20 =1, tai a®> < 10 < (a + 1) = a = 2, priestara, o jei

2n—m —20 =2, tai a® < 100 < (a + 1) = a = 4, veél priestara.
Atsakymas: Linas teisus.



