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STOJAMOJI UZDUOTIS

1. Tuo paciu laiko momentu i§ punkto 4 ta pacia kryptimi iSvaziavo du dviratininkai, o po valandos —
ir automobilis. Pirmo dviratininko greitis 24 km/h, o antro dviratininko greitis 18 km/h. Automobilis
vaziuodamas pastoviu grei¢iu antra dviratininkg pasivijo 10 minuciy anks¢iau negu pirmg dviratininka.
Raskite automobilio greitj.

2. Isspreskite lygtj (x> +2x)2 = (x+1)% =55

3. Parduotuvé pardave 50 skaiciuotuvy su 12 % antkainiu. Kiek daugiausiai skaiCiuotuvy ji galéty
parduoti su 8 % nuolaida (nuo pradinés kainos), kad nepatirty nuostoliy?

Q22
4. Raskite maziausig realyjj skai¢iy x, tenkinantj nelygybe m > -2,
x“+25

5. Statinéje, jpylus ] ja vandens tiek, kad dar likty 30% laisvo jos tiirio, biity 30 litry vandens daugiau
negu | ja jpylus 30% jos tiirio. Kokia statinés talpa?

_Ixl

6. Isspreskite nelygybe it <x-—1.

x-1

7. 1 kvadrata jbrézti keturi besilieCiantys pusapskritimiai (zr. pav.), kuriy
centrai — kvadrato krastiniy vidurio taskai, o spinduliai lygis 1 cm.
Apskaiciuokite apskritimo, esancio kvadrato viduryje ir lieiancio visus keturis
pusapskritimius, spindulj.

8. ISspreskite lygti x(x+4)+ l(l + 4) =0.
x\x
9. Apskritimo w; centras yra kito apskritimo w, taskas, apskritimas w, lie¢ia apskritimo w,
skersmenj AB taske M taip, kad AM = m, BM = n. Raskite apskritimo w- ilgi.

10. Trikampio krastiniy ilgiai yra 5, m ir n + 5. Raskite visas natiiraliyjy skai¢iy m ir n poras (m; n),
kurioms esant $is trikampis yra statusis.



I. TEKSTINIAI UZDAVINIAI

Teoring medZiaga parengé bei pirmaja uzZduotj sudaré mokytojas ekspertas Kazimieras Pulmonas

Kartais jie jvardijami sglyginiais ar zodiniais uzdaviniais. Juos sprendziant visy pirma labai
svarbu gerai ir atidziai perskaityti situacijos teksta, daznai ir kelis kartus, jsigilinti ir i$siaiskinti ka
uzduotis reikalauja atlikti, rasti ar nustatyti. Nereikia skubéti su sprendimu. Nepanikuoti. Po to,
remiantis duomenimis, susidaryti loginj problemos sprendimo plang. Tam pasitarnauja
paprasciausios turimy duomeny sarysio schemos.

Suprantama, svarbiis kartu baziniai ir tipiniai jvairiis skaiciaus dalies ir viso skai¢iaus, i§ jo daliy
radimo, proporcingosios dalybos, skirtingy judéjimo riSiy sausumoje ir up¢je, bendro darbo,
procenty, lydiniy ir miSiniy skaiiavimo praktiniai moke¢jimai ir jgiidziai, kaupiami mokantis
matematikos mokykloje.

Iki praeito amziaus astuntojo deSimtmecio Lietuvos mokykly 1 — 6 klasése vyravo tekstiniy
uzdaviniy sprendimo aritmetiniu biidu metodika. Buvo Siose klasése ir toks dalykas — aritmetika.
Dabar kai kurie tekstiniai uzdaviniai jau ir pradinése klasése sprendziami algebriniu biidu.
Praktikuojama matematikos mokymo metodika: svarbu problemag iSspresti, nesuteikiant svarbos ir
pirmenybés sprendimo biidui. Sprendziama patogiausiu, sprendéjui priimtiniausiu biidu.

Taigi, jeigu spresdami tam tikrg problemg remiamés vien tik duomeny sarySingumu ir tik jy
sasajomis bei désningumais, turime aritmetinj sprendimo btida, o jei matematiskai modeliuojame
lygti, nelygybe ar lyg€iy ar nelygybiy sistemg bei pasitelkiame diferencialinio ar integralinio
skaiCiavimo elementus, tai taikome algebrinj sprendimo biida. Vienu ar kitu atveju labai svarbios ¢ia
ne tik turimos Zinios i§ matematikos, bet i$ fizikos, chemijos, ekonomikos, o taip pat ir kity moksly.
Galimas ir priimtinas uzdaviniy sprendimo taip vadinamas perrankos metodas.

1 pavyzdys. Berniukas i$ pradziy perskaité % visos knygos, paskui dar 44% % likusios dalies.
Po to paaiske¢jo, kad jis perskaité 25 puslapius daugiau, negu liko skaityti. Kiek puslapiy yra knygoje?

Sprendimas. 4 4o,
15 9 7°
' ! ! |
| ' i_ | =25 puslapiai
1 biidas (Aritmetinis). PerskaiCius % knygos berniukui liko skaityti 1—% = % (knygos) -44% %
4
: . . . . 11 443 11 4 44 k L-k d k -t
lik kait k dal 9 )
ikusios skaityti knygos dalis yra 5700 "159 " 33 (knygos). Liko dar neperskaityta
11 44 55 11 . ... 4 44 80 16 . .
———="=— (kn k kait¢t —+—=—=—(kn . Perskait
5 5 135 2 (knygos), o berniukas perskaité 5 35135 27 (knygos). Perskaitytos ir
neperskaitytos knygos daliy skirtumas yra g—%:%. Kadangi 2% knygos yra 25 puslapiai, tai

knygoje yra 25: 25—7 =25 25—7 =135 (puslapiai).

11 biidas (Algebrinis). Sakykime knygoje yra x puslapiy, tai berniukas pradzioje perskaité %x

. . 4 44 44x . . o
puslapiy, 0 paskui [x—ng ~T3 =135 (puslapiy). Liko perskaityti
x—ﬂ _ 44x _ 135x—-36x—44x _ 55x _ 11x (puslapiy). Pagal salyga:

15 135 135 135 27
Ax 20 11X )5435; 36x+44v—55r=25135 25r=25-135 ir x=135.
15 135 27

Ats.: 135 puslapiai.



2 pavyzdys. I$ indo, kuriame yra 40 / tam tikro stiprumo riigsties, i§ pradziy nupilta % Visos

riigities kiekio ir pripilta tiek pat vandens. Si procediira pakartota dar du kartus. Kiek litry pirmyks¢io
stiprumo riigsties liko inde, nupylus trecig kartg?
Sprendimas. Po pirmo nupylimo inde liko 40-(1 —%J = 40% =16 (/) pirmykscio stiprumo rugsties,

2 . 2
po antro — 16{1—%):16;:6,4 (D), o po trecio — 6,4{1—%}:6,4;:2,56 ).

Atsakymas;2,56 1.
3 pavyzdys. NedZiovinty gridy drégnumas buvo lygus 23 %, o pradZiovinty — 12 %. Kiek
procenty sumazgjo gridy svoris juos pradziovinus?

Sprendimas. Jei paimtume, pavyzdziui, 100 kg nedziovinty griidy, tai sausyjy medziagy juose

buty 100-M =77 (kg). Sios sausosios medziagos, griidus dziovinant, niekur nedingo, bet
pradZiovintuose javuose jos jau sudaro 100-12 =88 (%), todél pradZiovinty javy svorj x surandame i§
schemos:
o 77
1% atitinka — kg;
77kg - 88%; 88
xkeg -100%; o x
1% atitinka — kg.
100
Todel == =77 jp 77190 _700_g75 (kg).
100 88 88 8
Vadinasi, griiddy svoris sumazéjo 100-87,5=12,5 (kg), t.y. 12,5 %.
Ats.: 12,5 %.

4 pavyzdys. Statybos darby apimtis padidé¢jo 80 %. Keliais procentais reikés padidinti
darbininky skaiciy, jeigu darbo naSumas bus padidintas 20 %?

Sprendimas.
I budas (Aritmetinis). Jeigu pradine statybos darby apimtj laikytume lygia 100, o darbininky
darbo nasuma, iki jis padidés, lygiu irgi 100 vienety, tai nauja darby apimtis yra 180, o darbo naSumas

— 120 vienety. Darbininky reikés naujoje situacijoje % =1,5 (buvusio) poreikio, t. y. 50 % daugiau.
1l budas (Algebrinis). Sakykime pradiné statybos darby apimtis buvo a, o darbininky darbo
nasumas — b, tai darbininky poreikis buvo %. Naujos situacijos statybos darby apimtis 1,84, o

darbininky darbo naSumas 1,2b. Vadinasi, darbininky naujas poreikis yra %:1,5% buvusio

poreikio, t. y. 50 % didesnis.

Atsakymas 50

5 pavyzdys. Kiek sidabro 500-osios prabos ir 800-osios prabos reikia sulydyti, norint gauti 225
g sidabro lydinj, kurio praba yra 720?

Sprendimas. Jeigu 500-osios prabos sidabro reikia x g, tai jame yra %zO,Sx (g) gryno
sidabro, o tuomet 800-osios prabos sidabro lydiniui reikia (225-x) g ir jame yra
% =0,8(225-x) g gryno sidabro. 720-osios prabos 225 g sidabro lydinyje gryno sidabro yra
225-720

=162 (g).
1000 @)

Pagal salyga: 0,5x+0,8(225-x)=162; 0,5x+180-0,8x=162 ir x = 60.
Taigi 500-osios prabos sidabro reikia 60 g, o 800-osios prabos 225-60 =165 (g).
Uzdavinj buvo galima spresti ir kitaip.



Jeigu 500-osios prabos sidabro reikia paimti x gramy, tai 800-osios prabos — y gramy. Tuomet
pagal salyga biitume sudarg lyg€iy sistema:
{x+y=225, {x+y=225, . {O,6y=99,

= = y=165,0x=60.
0,5x+0.8y =162;| 2 x+1,6y=324; x+y =225

Ats.: 60 g ir 165 gramus.

Sprendziant pirmuoju atveju uzdavinio sprendimo matematinis modelis yra lygtis
x+y=225

0,5x +0,8(225—x) =162, 0 antruoju — lygc¢iy sistema
A 0822570 =162, i ee {0,5x+0,8y:162.

6 pavyzdys. 125 m ilgio traukinys pro stulpa, esantj Salia gelezinkelio, pravaziuoja per % min,

o per upe esantj tiltg pervaziuoja per 2,8 karto ilgesnj laikg. Koks yra tilto ilgis?
m

. I .. e .-
Sprendimas. 15 min= 5s. Traukinio vaziavimo greitis 125:5= 25(
S

j. Traukinys, pervaziuodamas

tilta (traukinio priekis pasiekia tilto pradzia, vaziuoja tiltu, traukinio galas nuvaziuoja nuo tilto),
nuvaziuoja kelia lygy 25-5-2,8=350 (m). Kadangi traukinio ilgis 125 m, tai tilto ilgis 350-125=225
(m).

Ats.: 225 m.

7 pavyzdys. Apskaiciuokite motorinés valties, kurios pradiné verté¢ 5000 Eur, likutines vertes per
pirmuosius ketverius metus, jei kasmet valties vert¢ sumazéja 15 % buvusios vertés. Raskite
motorings valties vertg po 10 mety.

Sprendimas. Motorinés valties likutines vertes per pirmuosius ketverius metus galime

apskaiciuoti paprasciausiai prie$ metus buvusia (likuting) verte daugindami i8 skaiciaus 1- % =0,85.
Todél valties verté:

pirmaisiais metais — 5 000 (Eur);

antraisiais metais — 5000-0,85=4250 (Eur);

treCiaisiais metais — 4250-0,85=3612,5 (Eur);

ketvirtaisiais metais — 3612,5-0,85=3 070,63 (Eur).

Susiduriame su sudétiniais procentais. Todél valties likuting verte galime apskaiciuoti

n
pasinaudoje sudétiniy procenty formule: b, = b, ( —%] :
Motorinés valties verté po 10 mety, t. y. vienuoliktaisiais metais bus

11-1
5000- [1 = 1%) =5000-0,85'" =984,37 (Eur).

Ats.: 5 000 Eur, 4 250 Eur, 3 612,5 Eur, 3 070,63 Eur;984,37 Eur.

8 pavyzdys. Kiek maZziausiai karty po 5 % reikia sumazinti prekés kaing, kad ji atpigty ne maziau
kaip perpus?
Sprendimas. Jeigu prekés pradiné kaina q, tai pagal salyga:
n n
a[l—ij <2 [1—ij <0,5 ir 095" <0.5.
100 2 100
Sia rodikling nelygybe papras¢iausia spresti skai¢iuokliu. Turime n>14. SusipaZinusiems su

1g0,55 —13,51346..., n>14.

logaritmais Sios nelygybés sprendimas: 7 >log 950,5= 1

b

Ats.: 14 karty.

9 pavyzdys. Seimos pajamos kovo ménesj buvo 1 248,48 Eur ir per visus $iuos kalendorinius
metus didéjo kas ménesj po 2 %. Apskaiciuokite Sios Seimos pajamas per kalendorinius metus.

Sprendimas. Jeigu §eimos pajamos sausio ménesj buvo x Eur, tai pagal salyga: x-1,02% =1248,48
ir i§ ¢ia x=1248,48:1,0404, todél x=1200 Eur. Seimos pajamos per metus atitinka geometrinés



progresijos, kurios pirmasis narys & =1200, o vardiklis q=1+%=1,02, pirmyjy dvylikos nariy

sumg ), . Dvyliktasis narys yra b, =1200-1,02!271 =1200-1,02'! =1492,0486 ~ 1 492,05.

Pagal formule S;, :%Ibl turime:

1492,05-1,02-1200 1521,891-1200

S =
12 1,02-1 0,02

~16094,5 (Eur).
Ats.: ~16094,5 Eur,

10 pavyzdys. Seimoje yra penki vaikai. Keturi i§ jy atitinkamai dviem, $esiais, a$tuoniais ir
dvylika mety yra vyresni uz jauniausigji. Kiek mety yra jaunéliui, jei kiekvieno kito vaiko mety
skaiCius yra pirminis skai¢ius ir nedidesnis uz 30.

Sprendimas. Pasinaudokime perrankos metodu. Pagal salyga akivaizdu, kad jauniausio vaiko
mety skaiCius yra nelyginis. Jei jaunéliui yra:

e vieneri, tai kitiems vaikams yra 3 m., 7 m., 9 m. ir 13 m. (9 — sudétinis skaicius, tai salyga
netenkinama);
3 metali, tai kitiems dviems — 9 m. ir 15 m. (netinka);
5 metai, tai kitiems — 7m., 11 m., 13 m. ir 17 m. (tinka);
7 metai, tai kitiems dviems — 9 m., ir 15 m. (netinka);
9 metai, tai kitiems dviems — 15 m. ir 21 m. (netinka);
11 mety, tai kitiems dviems — 13 m., 17 m., 19 m. ir 23 m. (tinka);
13 mety, tai kitiems trims — 15 m., 21 m. ir 27 m. (netinka);
15 mety, tai kitiems dviems — 21 m. ir 27 m. (netinka);
17 mety, tai vienam — 25 m. (netinka);
19 mety, tai vienam jau 31 m. ir salyga netenkinama.
Ats.. 5m. arba 11 m.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. I8 verdancio virdulio nupilta % vandens, o j likusj vandenj virdulyje pripilta tiek pat kiek nupilta
16°C temperatiiros vandens. Raskite sumaiSyto vandens temperatiirg virdulyje.

2. 50 g 560-osios prabos aukso sulydyta su nezinomos prabos aukso lydiniu ir gauta 300 g. 760-
osios prabos aukso lydinys. Raskite antrojo lydinio aukso praba.

3. (Samojo uzdavinys). Valstietis, vaziuodamas j pievas Sieno, pasiémé tris stinus: 15 mety, 12 mety
ir 10 mety amziaus. Grjzdamas atgal su Sienu, 13,5 km kelig berniukai i§ eilés vaziavo ant
vezimo, kiekvienas savo amziui atvirksciai proporcinga nuotolj. Kiek kilometry kiekvienas
berniukas vaziavo ant vezimo?

4. Laikrodis rodo vidurdienj. Po kiek maziausiai laiko valandiné rodyklé vél sutaps su minutine
rodykle?

5. Darbininko darbo naSumas pakilo 20 %, Kiek procenty sutrumpés laikas tam paciam darbui
atlikti?

6. Naujai iSkasta akmens anglis yra 2 % drégnumo. Po tam tikro laiko anglis dar jsiurbia tam tikra
kiekj drégmés ir jau yra 15 %. Kiek padidés, atsizvelgiant j tai, naujai iSkastos 13% tonos anglies

svoris (tiikstantosios tikslumu)?



7.

10.

MiSko sklype medienos prieaugis per metus sudaré 10 %. Medienos kiekis sklype dabar
apytiksliai lygus 8,50-10* m®. Kiek kubiniy metry medienos $iame sklype
a) buvo prie§ keturis metus? b) bus po 5 mety?

Nurodymas. Atsakymus pateikite standartine skaiCiaus iSraiska «-10", skaiCiy a parase
Simtosios tikslumu.

Po astuoneriy mety i§ 8 000 Eur palikimo sumos buvo like 31,25 Eur. Po kiek ty pac¢iy procenty
likusios sumos isleido kasmet paveldétojas?

Trys seserys pintinait¢ gauty slyvy pasidalijo Sitaip: pirmoji pasiémé % visy slyvy ir dar 8 slyvas,
antroji pasiémeé % likusiyjy ir dar 8 slyvas, trecioji pasiéme vél % antrg kartg likusiy slyvy ir dar
paskutines 8 likusias slyvas. Kiek slyvy gavo kiekviena sesuo?

Isilgai gelezinkelio sankasos eina takelis. 110 m ilgio traukinys vaziavo 30 km/h greiciu. 14 val.
10 min. traukinys pasivijo einantj keleivj ir pravaziavo pro ji per 15 sekundziy. 14 val. 16 min.
tas pats traukinys susitiko kitg keleivj ir pro ji pravaziavo per 12 sekundziy. Raskite kiekvieno
keleivio greit] ir keleiviy susitikimo laika, jeigu keleiviai €jo pastoviais greiciais.



II. KEITINIAI

Teorine medZiaga parengé bei antraja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Aivaras Novikas

Keitinio apibrézimas. Keitiniai yra tam tikros funkcijos. Funkcija yra taisyklé, pagal kurig
kiekvienam vienos aibés X elementui x priskiriamas lygiai vienas kitos aibés Y elementas y. Aibé X
vadinama atitinkamos funkcijos apibrézimo sritimi, ir sakoma, kad ta funkcija apibrézta aibéje X.
Pavyzdziui, funkcija f (x) = x2, apibréta visy realiyjy skai¢iy aibéje R, reiskia taisykle, kad skai¢iui
x = 5 priskiriamas skai¢ius y = f(5) = 5% = 25, skai¢iui x = —1/3 —skai¢ius y = /3, skaiiui x =
= 27 ~ 6,28 — skaiCius y = 4m? ~ 39,48, ir t. t. Visy x reik§miy nei$vardysime, nes jy yra be galo
daug, taCiau bet kuriai i§ jy galime pritaikyti taisykle ir apskaiCiuoti funkcijos reikSme y = f(x).

Mokykloje nagrinéjamos funkcijos, apibréztos begalinése aibése: aibéje R, Sios aibés intervaluose ir
1

intervaly sgjungose. Pavyzdziui, funkcija f(x) = gali buti apibrézta visoje aibéje R, funkcija

x2+4
flx) = ﬁ — intervale (—4; +), o funkcija f(x) = ﬁ — intervaly (—o0; —2) ir (2; +o0)

sajungoje. Cia nagrinésime kitokias — baigtines — aibes. Keitiniai yra tokios funkcijos, kurioms X =
=Y ={1,23,..,n}L Cia n yra duotas natiiralusis skaiCius, o aib¢ {1,2,3,...,n} sudaro visi
natiiralieji skaiciai nuo 1 iki n. Taigi keitinys yra funkcija, kiekvienam nattiraliajam skai¢iui nuo 1
iki n priskirianti po koki nors natiiralyjj skaic¢iy nuo 1 iki n. Yra dar viena salyga: jokios dvi keitinio
reikSmés negali sutapti, t. y. jei funkcija f yra keitinys, tai visos jos reik§més f(1), f(2), ..., f(n)
turi bti tarpusavyje skirtingos. Funkcija, kurios jokios dvi reikSmés nesutampa, vadinama injektyvia.

Dabar galime suformuluoti keitinio apibrézima: keitiniu vadinama injektyvi funkcija, apibrézta
ir igyjanti reikSmes aibéje {1, 2, 3, ..., n}, kur n yra duotas nattiralusis skaicius.

Kadangi keitinio apibrézimo sritis yra baigtiné aib¢, tai konkrety keitinj galima apibréZti tiesiog
iSvardijant visas n jo reikSmiy. Pavyzdziui, kai n = 4, keitinj f galima apibrézti keturiomis
lygybémis f(1) =3, f(2) =4, f(3) =2, f(4) = 1. Tuo tarpu funkcija g su apibrézimo sritimi
{1,2,3,4}, apibrézta lygybémis g(1) =3, g(2) =4, g(3) =2, g(4) = 3, néra keitinys, nes
reikSme 3 = g(1) = g(4) jgyja du kartus. Kiekvienas keitinys f Zymimas tokia lentele:

1 2 .. n
r=(ry e - )
(pirmoje eilutgje i§ eilés uzrasyti natiiralieji skaiciai nuo 1 iki n, o po jais i§vardytos atitinkamos
1 2 3 4
y 3 4 2 1)'
Sis uzraSas nurodo taisykle, kaip priskiriamos funkcijos reikSmés, tik kitu biidu nei, pavyzdziui,
uzradas f(x) = x2. Jis reiskia, kad funkcija f skai¢iui x = 1 priskiria po juo antroje eilutéje esantj

won
skai¢iy y = f(1) = 3, ir t. t. Kad lentelé ( f (11) f(22) f(n)) zyméty kokj nors keitinj, antros

keitinio reikSmés). Miisy pavyzdyje vietoj keturiy lygybiy biity galima uzrasyti f = (

eilutés skaiciai (1), f(2), ..., f(n) turi priklausyti aibei {1, 2, 3, ..., n} ir biiti tarpusavyje skirtingi.
1 2 3 4

3 4 2 3
jos antroje eilutéje yra du trejetai.

Keitiniai ir kéliniai. Mokykloje nagrinéjami baigtinés aibés kéliniai — tos aibés visy elementy
suraSymai kokia nors tvarka. Pavyzdziui,
1,2,3,4; 1,2,4,3; 4,3,2,1; 2,4,1,3
yra keturi skirtingi aibés {1, 2, 3, 4} kéliniai. Kad gautume Sios aibés kélinj, pirmajj jo skaiciy galime
parinkti keturiais buidais, tada antrgjj — trimis, tada trecigjj — dviem, o tada ketvirtajj — tik vienu.
Vadinasi, aibés {1,2,3,4} kéliniy yra 4-3-2-1=4!=24. PanaSiai jrodoma, kad aibé
{1,2,3,...,n}turilygiai 1- 2 - 3 - ...- n = n! kéliniy.

A 1 2 .. n L . e e ey
Keitinio lentelés ( ) fQ) - f(n)) antroje eilutéje yra n skirtingy skaiciy i§ aibés

Pavyzdziui, lentele g = ( ) galéty Zzymeéti nagrinétaja funkcija g, bet nezymi keitinio, nes

{1,2,3,...,n}. Sioje aibéje téra n skai¢iy, todél lentelés antroje eilutéje turi biti jie visi (kiekvienas
po vieng kartg). Vadinasi, keitinj gausime, lentelés ( f (11) f (22) o f (n)) antroje eilutéje uzrase
aibés {1, 2, 3, ..., n} kélinj. Su kiekvienu kéliniu gausime vis kitokj keitinj. Todél duotam skaiciui n
keitiniy yra 1-2-3-..-n=n! — tiek pat, kiek kéliniy. Duotam skaic¢iui n visy keitiniy



1 2 .. n . . . s e : ..
( fFA) f@ - f (n)) aibe Zymésime S,,. Véliau apibréSime keitiniy daugyba. Aibé S,, su joje

apibrézta daugyba yra vadinama simetrine grupe. Pavyzdziui, simetrinéje grupéje S; yra 3! =6

..o (102 3y (1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3\ .. . .
keitiniai: (1 ) 3), (1 3 2), (2 1 3), (2 3 1), (3 1 2), (3 ) 1). Kiekvienoje
grupéje S, yra keitinys e,,, kurio lenteléje abi eilutés vienodos. Jis pasizymi savybe e,(x) = x
(kiekvienam x). Sis keitinys vadinamas vienetiniu. Pavyzdziui, G g 2 i g) =e5 €S;5.

Keitiniy daugyba. Dviejy tos pacios aibés S, keitiniy f ir g sandauga apibréziama taip:

1 2 n 1 2 noy\ 1 2 n
rn s = )l o & om)= (g(f(l)) g(f@) - alf )
Taigi vietoj jprastos funkcijy sandaugos f(x) - g(x), kai tiesiog dauginame jy atitinkamas reikSmes,
1§ tikryjy turime funkcijy kompozicija g( f (x)), kai viena funkcija jraSoma j kitg. Kad nustatytume
funkcijos g( f (x)) konkrecig reik§me z, = g( f (xo)), turime pirmiausiai nustatyti reikSme y, =
= f(xy), 0 po to reikSme z, = g(y,). Keitiniams tokia kompozicijg jprasta zyméti daugybos zenklu.
123456).(123456) (123456)
4 5 3 61 2/ \6 15 2 4 3 2 45 36 1
galime gauti (t. y. uzpildyti geltonus langelius) taip: kai x, = 1, tai y, = 4 (pirmasis keitinys); kai
Vo = 4, tai z, = 2 (antrasis keitinys); todél sandaugos lenteléje po x, = 1 raSome z; = 2. Trumpiau:
skaiCiui 1 priskiriamas skaicius 4, o tada skaiciui 4 — skaiCius 2, taigi sandauga skaiCiui 1 priskiria
skaiciy 2. Dar trumpiau: 1 - 4 — 2. Analogiskai baigiame pildyti antraja sandaugos lentelés eilute
(veiksmus galima atlikti mintinai): 2 - 5—-4;3 >53-55,4-56-53;5-21-56,6 52 > 1.

Daugybos savybés. Toliau keitinius Zymésime ne f, g, ..., beta, b, c, ...

1) Keitiniy a ir b i§ S, sandauga a - b taip pat yra keitinys i§ S,,.

IS tiesy, a yra keitinys, todél visi skai¢iai a(1), a(2), ..., a(n) € {1, 2, ...,n} yra tarpusavyje
skirtingi. Kadangi b yra keitinys, o skai¢iai a(1), a(2), ..., a(n) yra tarpusavyje skirtingi, tai skaiciai
b(a(l)), b(a(Z)), - b(a(n)) €{1,2,..,n} taip pat yra tarpusavyje skirtingi, o lentelé

1 2 n

(b(a(l)) b(a@) - b(a(n))) Zymi keitinj.

2) a - b nebitinai lygu b - a. Isitikinkime tuo, sukeite 1 pavyzdzio keitinius vietomis:

(123456)_(123456):(123456)¢(123456)
6 1 5 2 4 3/ 453 61 2 2 4156 3 2 45 3 6 1/
3)(a-b)-c=a-(b-c).

I$ tiesy, jei a(xgy) = vo, b(yo) = 2y, c(2y) = t,, tai nesvarbu ar gausime, kad keitiniui a - b
turime xy = Y, — 2y, 0 keitiniui ¢ turime z, — t,, ar kad keitiniui b - ¢ turime y, = z5 = t;, 0
keitiniui a turime xy = y,. Abiem atvejais gausime situacijg x, = Yo = Zo — o ir t3 patj galutinj
daugybos rezultatg c (b (a(xo))) = to.

4) Prisiminus e, apibrézima, nesunku suvokti, kad jei a €S,, tai a-e, =€, -a=a.
Pastebékime, kad keitiniy daugybos atzvilgiu keitinys e, aibé&je S,, atlicka panasy vaidmenj, kokj
realiyjy skaiciy aibéje atlieka skaiCius 1, taip pat pasiZymintis savybe a-1=1-a = a. Todél
keitinys e,, ir vadinamas vienetiniu.

5)Jeia € S, tai egzistuoja toks a™* € S,, kada-a™! = a~! - a = e,. Keitinys a~! vadinamas
keitinio a atvirkStiniu keitiniu.

I3 tiesy, kad turétume reikiamg keitinj a™?, jis turi pasizyméti savybe: jei keitiniui a turime x, —
Yo, tai keitiniui a1 turime y, = xo. Tokj keitinj a~! gausime, su keitiniu a atlike veiksmus: jo

1 pavyzdys. Sandaugg (

X
lenteléje kiekvieng stulpelj yg pakeite stulpeliu 3;2 (t. y. sukeite eilutes vietomis), o tada stulpeliy

tvarkg pakeite taip, kad pirmoje eilutéje skaiciai eity didéjimo tvarka.
Jei vienetinis keitinys atitinka skaiciy 1, tai atvirkStiniai keitiniai turéty priminti atvirkStinius
skaiCius. Pavyzdziui, skaiciai 2 ir 271 =0,5 yra vienas kitam atvirkstiniai,nes 2-0,5=0,5-2 = 1.
2 pavyzdys. Nustatykime §ig trijy keitiniy sandaugg ir jos atvirkstinj keitinj:
(12345678)_(12345678).(12345678)_

7 15 84 3 2 6/ \4 26 817 358 \517 486 38 2
Daugybos 2 ir 3 savybés parodo, kad keitiniy negalime sukeisti vietomis, bet galime arba pirmiau

atlikti pirmajj daugybos veiksma, o tada antrajj, arba pirmiau atlikti antrajj daugybos veiksma, o tada
(su pirmuoju keitiniu ir gauta sandauga) pirmaji. Taciau abu daugybos veiksmus patogu apjungti.



Trys duotieji keitiniai priskiria skai€ius atitinkamai tokiu biidu: #=8; 8 = 5; 5 = 6. Todé¢l trijy
keitiniy sandaugai turime 45=SI8BSI5816, t. y. sandauga skaiCiui 4 priskiria skai¢iy 6. Taip pat,
pavyzdziui, turime 7 = 2 = 2 — 1, t. y. sandauga skaiciui 7 priskiria skai¢iy 1. Panasiai mastydami,
1 2 3 45 617 8)

uzpildome visg lentelg ir gauname atsakyma (patikrinkite!): (7 45 6

2

Atvirkstinis keitinys gaunamas taip (Zr. 5 savybés pagrindima):

(12345678)_)(74562318)_)(12345678)
7 4585 6 2 31 8 1 28 45 6 7 8 7 56 28 41 8
3 pavyzdys. Nustatykime visus tokius keitinius u € Sq, kad
(123456789)_ :(123456789)4
2 985374106 9 6 453 71 2 8/°

Uzraykime lygtj trumpiau: a - u = c¢*. Pirmiausiai suprastinkime jos de$inigja puse. Kaip ir
skai¢iams, keitiniams uzraSas c* reiskia ¢ - ¢ - ¢ - ¢. Taigi turime sudauginti 4 vienodus keitinius.
Taigi pagal keitinj ¢ sudarome reikiamas sekas su 4 rodyklémis, pavyzdziui,1 -9 -8 -2 -6

1 2 3 &5 6 7 8 9)
6 9453 82 17/

Pameéginkime lygybéje a - u = b iSreikSti u. Nederéty rasyti u = b: a, nes keitiniy dalybos
neapibrézéme (ir neapibrésime). Vietoj to pasinaudokime daugybos 5 savybe. Lygybés abi puses
padauginkime i§ a~!. Atminkime, kad dauginimo tvarka yra svarbi: b-a™! = (a-u)-a™! (Sa
dauginamieji a ir a~! nesusiprastins, nes néra greta), bet, kita vertus, a”l-b=a"1-(a-u) =
=(ala) -u=eq-u=mu Taigiu=at-b, ir §i reikimé tenkina lygtj: a-u =a-(a”1-b) =
=(a-a ) b =eqy-b =b. Dabar beliko nustatyti a~! = (é i 2 47} i g Z 2 3) ir
1 23 45 6 7 8 9)

S T
u=ab=(] ¢ 3 5598 409
Apibendrinkime $j pavyzdi: jei duoti a, b € S,,, tai lygtis a - u = b turi lygiai vieng sprendinj
u = a~! - b. PanaSiai nustatoma, kad lygtis u - a = b turi lygiai vieng sprendinj u = b - a™ ! ir kad
lygtis a - u - b = c turi lygiai vieng sprendinju = a~1 - ¢ - b~1 (&ia a, b, ¢ € S,, — duoti keitiniai).
Keitinio iSraiSka ciklais. Matéme, kad keitinj galima uzrasyti dviejy eiluciy lentele, pavyzdziui,
_ (1 2 3 45 67 829

"\9 6 453 71 28
kartais naudinga uzraSyti kitokia forma. Kiekvieng keitinj galima uZraSyti ne tik lentele, bet ir

ciklais. Visy pirma, duotos lentelés informacijg pavaizduokime rodyklémis: 1 = 9; 2 — 6; 3 = 4;
4-555-53,6->7,7-1;,8-2;9-8. gj uzrasg galima sutrumpinti, jungiant jo atskiras dalis:
1-9-8- 2 - - Tesdami tokig seka bet kokiam keitiniui, neiSvengiamai prieisime jau uzraSyta
skaiCiy (juk skaiciy kiekis baigtinis). Jei pirmas pasikartojes sekos skaicius x nebiity pirmasis sekos
skaiCius, tai j skaiCiy x biity nukreiptos dvi rodyklés, o keitinio lentelés antroje eilutéje atitinkamai
biity du skaiciai x. Vadinasi, pirmas sekoje pasikartoja tas skaicius, kuriuo seka prasideda. Taip bus
ir misy atveju: 1 -9 ->8->2 -6 -7 — 1 - - Toliau sekoje pirmieji jos skaiciai ima kartotis,
jie sudaro lyg uzdara ratg — ciklg. Pasirinke bet kurj dar nepanaudota skaiCiy ir jam uzras¢ nauja seka,
gausime dar vieng ciklg: 3 - 4 —» 5 — 3. Jei dar likty neuzraSyty skaiciy, tai §j procesg tgstume,
taciau Siuo atveju jau gavome visus 9 skaicius. Vadinasi, keitinj ¢ sudaro du ciklai. Ciklas uzraSomas,
i§ eilés viena eilute suraSant visus skirtingus ciklo skai¢ius: (1 9 8 2 6 7)ir(3 4 5).
Ciklai parodo visg keitinio lentelés informacijg: kiekvienam ciklo skai¢iui, i$skyrus paskutinj,
keitinys priskiria gretima i§ deSinés skaiciy, o paskutiniam ciklo skaiciui priskiriamas pirmas to ciklo
skaiius. Nesvarbu kuriuo skai¢iumi pradésime ciklg: pavyzdzivi, (1 9 8 2 6 7)=
=8 2 6 7 1 9). Keitinio iSraiskoje ciklais jis uzraSomas i$vardijant visus jo ciklus:
c=(1 9 8 2 6 7)(3 4 5). Cikly tvarka tokioje iSraiskoje nesvarbi: pavyzdziui,
c=(0(4 5 3)@8 2 6 7 1 9).Skaitiy kiekis cikle vadinamas ciklo ilgiu.

4 pavyzdys. Tris dauginamuosius 2 pavyzdyje uzraSykime ciklais:

(1 7 203 5 48 6)1 48 5B 6 7)-@ 5 6 3 7 8 2)4).
ISspreskime 2 pavyzdzio uzdavinj, bet sandaugg ir jos atvirkstinj keitinj i$ karto uzrasykime ciklais,
o turédami atsakymo iSraiska ciklais perrasykime ji lentele. Sandaugos ieSkome taip: pradedame bet
kuriuo skai¢iumi (pavyzdziui, 1) ir gauname, kurj skai¢iy jam priskiria sandauga: 1 -7 - 3 = 7.
Taigi pradedame cikla: (1 7 ...). Toliau tikriname skai¢iy 7 ir gauname 7 - 2°='2'=1. Ciklas
uzsivére, todél uzskliauCiame jj ir atveriame nauja cikla, pradédami dar nepanaudotu skaiiumi,
pavyzdziui, 2: (1 7)(2 ..). Tesiame §j process 2 >1—->4 -4, 4-8->5-6; ..), kol

ir4—>5—>3—>4—>5.Taipgaunameb:c4:(

). Informacija, vienareikSmiSkai nusakanciag duota keitinj,



uzrasome visus skaicius ir gauname sandauga (1 7)(2 4 ® 3 5)(8). Sandaugos atvirkstinis
keitinys gaunamas,  kiekviename  cikle skai¢ly  tvarkag  pakeiCiant  prieSinga:
(1 N2 4 6 3 5)(8))_1=(7 DG 3 6 4 2)(8). Si iSraiska rodo keitinio
priskyrimus 7 - 1; 1 - 7; 8 - 8; ir t. t. Juos nurodome keitinio lenteléje (visus veiksmus

o oy 1 23 45 6 7 8

Skai!): =

patikrinkite savarankiSkai!): (7 1)(5 3 6 4 2)(8) (7 S 6 2 3 4 1 8)'
1 2 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13)2"21 o
3 13 4 12 9 1 10 7 11 2 8 5 6
b:(1 2 34567 8 9 10)2022

5361 7 2 4 10 9 8

keitinius pirma uzrasysime ciklais:a=(1 3 4 12 5 9 11 8 7 10 2 13 6)**%ir
b=(1 5 7 O2 3 68 10)(9)""

Nagrinékime keitinj a ir nustatykime, kokj skaiciy jis priskiria skai¢iui 1. Tai skaicius, einantis
po 2021-o0s rodyklés sekoje 1 - 3 - 4 — 12 — ---. Pirmieji 13 skaiciy sekoje yra skirtingi, o po
13-tos rodyklés eina skaicius 1, ir tie patys 13 skaiCiy ima ta pacia tvarka kartotis. Taigi skaiciy seka
yra periodiné. PavyzdZiui, po pirmos rodyklés eina skaicius 3, todél jis eina ir po 1 + 13 = 14-tos,
14 + 13 = 27-tos, 27 + 13 = 40-tos ir t. t. rodykliy. Padalykime skaic¢iy 2021 i§ 13 su liekana:
2021 = 13- 155 + 6. Todél po 2021-0s rodyklés eina tas pats skaicius, kuris eina po 2021 — 13 —
—13 — -+ —13 = 6-tos. Tai yra 6-as ciklo (1 3 4 12 5 9 11 8 7 10 2 13 6)
skaiCius, einantis po vieneto. Taigi tai skai¢ius a(1) = 11, ir turime a = (1 11 ...). Remiantis ta
pacia logika, a(11) yra to paties ciklo skaiCius, 6-as po skai¢iaus 11. Tai skai¢ius a(11) = 6.
Analogiskai gauname a(6) =9, a(9) = 13, a(13) =5, a(5) = 2, a(2) = 12, irt. t. Taip randame
a=(1 11 6 9 13 5 2 12 10 4 7 3 8).

Apibendrinkime: kad pakeltume keitinj dideliu laipsniu ir gautume rezultata a, turéjome laipsnio
rodiklj (Cia 2021) padalyti su lickana i$ ciklo ilgio (¢ia i§ 13). Gautoji lickana (¢ia 6) parod¢, kelintas
skaicius cikle yra skaicCius a(x), skai¢iuojant nuo skaiciaus x (¢ia x — bet kuris to ciklo skaicius).

Nustatykime b. Turime cikla (1 5 7 4), kurio ilgis yra 4. Skai¢ius 2022 dalijasi i§ 4 su
lickana 2. Todél b(1) yra Sio ciklo skai¢ius, antras po skai¢iaus 1. Taigi b(1) = 7. Analogiskai,
b(7) =1, b(5) = 4, b(4) = 5. Taigi keitinyje b ciklas (1 5 7 4) suskylajduciklus (1 7)ir
(4 5).Turimeciklag (2 3 6). Skai¢ius 2022 dalijasi i$ 3 su lickana 0. Kg tai pasako apie b(2)?
Kadangi 2022 dalijasi i$ 3, tai periodinéje sekoje 2—>3 —->6—>2—->3 -6 - -+ po 2022-0s
rodyklés eina skai¢ius 2. Taigi b(2) = 2. AnalogiSkai, b(3) = 3, b(6) = 6. Taigi keitinyje b ciklas
(2 3 6) suskyla j tris ciklus (2), (3), (6). Kadangi 2022 dalijasi ir i§ 2, tai ir ciklas (8 10)
suskyla j (8), (10) (o priesingu atveju likty nepakites, nes dalybos i§ 2 liekana bity lygi 1). Zinoma,
sekoje 9 -9 - 9 - - po kiekvienos rodyklés eina skaiCius 9, todél b(9) = 9. Vadinasi, b =
=1 7@ 5@B)6)(B)(10)(9).

Keitinio eilé. Jei 5 pavyzdyje vietoj rodiklio 2021 turétume rodiklj 2028, kuris dalijasi i§ 13,
tai tokiu laipsniu keliamas vienaciklis keitinys suskilty i 13 vienetiniy cikly, t. y. gautume a = e;3.
Kad gautume b = ey, pakeite rodiklj 2022 j kokj nors natiiralyjj skaiciy k, tam j vienetinius ciklus
turi suskilticiklai (1 5 7 4),(2 3 6),(8 10),kuriy ilgiai yra 4, 3, 2. Taigi skai¢ius k turi
dalytisi§ 4,3 ir2,t. y.i§4 -3 = 12. Tinka k = 12, 24, 36, ...

Tarkime, kad duotas bet koks a € S,,. Maziausias toks natiiralusis skai¢ius k, kad a* = e,
vadinamas keitinio a eile. Apibendrinkime misy pastebéjimus: eilé k yra toks maziausias nattiralusis
skaiCius, kuris dalijasi i§ visy keitinj a sudaranciy cikly ilgiy, t. y. k yra visy keitinio a cikly ilgiy
maziausias bendras kartotinis. Pavyzdziui, keitinio (1 2 3 4 5 6)(7 8 9 10) eilé lygi
MBK(6,4) = 12, okeitinio (1 2)(3 4 5)(6 7 8 9 10) eil¢lygi MBK(2,3,5) = 30.

6 pavyzdys. Nustatykime, kiek grupéje Sg yra keitiniy, kuriy eilé yra 15. Tarkime, kad keitinio
a € Sy eilé yra 15. Tada Sio keitinio kiekvieno ciklo ilgis yra vienas i$ skaiciaus 15 dalikliy 1, 3, 5,
15. Kita vertus, cikly ilgiy suma lygi 9. Taigi cikly ilgiai tegali baiti 1, 3, 5. Jei cikly ilgiai téra lygts
1 arba 3, tai ir Siy ilgiy maZziausias bendras kartotinis yra 1 arba 3. Taigi bent vieno ciklo ilgis turi
biiti 5. Analogiskai, bent vieno ciklo ilgis yra 3. Vadinasi, 3 + 5 = 8 i§ 9 skai¢iy sudaro du tokius
ciklus, ir dar vienas skaiCius sudaro vienetinj ciklg. Kiekvienas toks keitinys tinka, nes
MBK(5,3,1) = 15.

5 pavyzdys. Keitinius a = (

nustatysime lengviau, jei keliamus laipsniu



Taigia = (a;)(@2 az a4)(as ag a; ag ao). Skaidiui a, galime priskirti bet kurig i§ 9
reikSmiy 1, 2, ..., 9, tada skaiiui a, — vieng i$ likusiy 8 reikSmiy, skaiciui az — vieng i$ likusiy 7
reikSmiy, ir t. t. Taigi pirmajj cikla sudaryti yra 9 budai, tada antrajj — 8 - 7 - 6 buidy, tada treciaji —
5-4-3-2-1 budy. Ta¢iau kai kurie i taip sudaryty cikly (@2 a3 a4) sutampa. Gautus 8 - 7 - 6
cikly galima suskirstyti j cikly trejetus (X ¥ 2), (¥ Zz X), (Z X ¥). Kiekviename trejete
turime tg patj ciklg, uzrasyta trimis skirtingais buidais, o ciklai i§ skirtingy trejety visada skirtingi.

Todel  skirtingy cikly (@2 as az) turime
(as as a; ag Qg) gaunamene 5-4-3-2-1, bet

9. 8-73~6 54321 9.112-24 = 24 192. : ’

Keitiniai ir simetrijos. Plokstumoje nagrinékime kvadrata. Jo vir§iines i$ eilés
sunumeruokime (zr. pav.). Pasuke kvadrata aplink jo centra 90° kampu pagal
laikrodzio rodykle, gausime tg patj kvadratg, tik kiekvienas skaiCius uzims kito

Analogiskai, skirtingy cikly
54321

. Vadinasi, tinkamy keitiniy a yra

skaiCiaus vietg: 1 - 2 - 3 - 4 — 1. Taigi 8ig kvadrato transformacijg apibiidina 3
keitinys a = (; g 43} 11}) Jei kvadratg suksime ne 90°, bet 180° kampu, tai reiks du postkius 90°

kampu, todél posiikj 180° kampu apibiidina keitinys a-a =a? = (1 3)(2 4). I3 tiesy, po §io
posiikio priesingos virStnés (1 ir 3, 2 ir 4) susikeiCia vietomis.

Geometrings figiiros (plokStumoje arba erdvéje) transformacija, kuria gaunama tokia pati (tiek
forma, tiek dydziu) figlira, uzimanti tg pacig (plokStumos arba erdvés) vieta, yra vadinama tos figiiros
simetrija. Taigi kvadrato posukiai 90° ir 180° kampais aplink jo centrg yra kvadrato simetrijos.

Duotojo kvadrato simetrinis vaizdas horizontalios tiesés [, einancios per kvadrato centrg, atzvilgiu
1 2 3 4)

4 3 2 1/
Tarkime, kad atlikome tokia transformacija: kvadrata aplink jo centrg pasukome 90° kampu pries§

laikrodzio rodyklg (tai tas pats kaip pasukti tris kartus pagal laikrodzio rodykle), tada atvaizdavome
simetriskai tiesés [ atzvilgiu, o tada — simetriskai kvadrato centro atzvilgiu (tai tas pats kaip pasukti
180° kampu). Transformacijos tris veiksmus atitinka keitiniai a3 (arba a™1), b ir a®. Taigi jg pacia

D 90 ) o

galime pastebéti: atlikti Sig transformacijg trimis veiksmais yra tas pats, kaip atlikti jg tokiu vienu
veiksmu: kvadratas simetriskai atvaizduojamas jstrizainés, jungiancios virstnes 2 ir 4, atzvilgiu.
Tarkime, kad turime duotojo kvadrato simetrija, kuri kiekvieng kvadrato krasting perveda j jo (ta
pacia ar kita) krastine taip, kad kiekvieno krasStinés tasko atstumai iki jos galy nepakisty. Virstné 1
gali biti atvaizduota  bet kurig vieng i$ virStniy 1, 2, 3, 4 (4 atvejai), o likusios trys vir§tnés nuo
virsiinés 1 gali i$ eilés rikiuotis ratu pagal arba pries laikrodiio rodykle; (2 atvejai). Taigi kvadratas
turi tik 4 - 2 = 8 tokias simetrijas. Jas atitinka keitiniai e, = a*, a, a?, a® = a1 (posiikiai 0°, 90°,
180°, 270° kampais), b, b - a, b - a?, b - a3 (kvadrato s1metr1]0s jo keturn; simetrijos aSiy atzv11g1u)
Tai 8 i§ 24 aibés S, elementq Tuo tarpu, pavyzdziui, keitinys

(; i g i) tokios kvadrato simetrijos neapibiidina, nes ¢ia kvadrato

krastinés galai 2 ir 3 pereina | jstrizainés galus 1 ir 3.

Keitiniais galima apibidinti ir, pavyzdziui, Rubiko kubo
transformacijas. Kubas turi 6 sienas, kuriy kiekviena padalyta j 9 langelius.
Centrinis kiekvienos sienos langelis, sukiojant kubo sienas, lieka savo
vietoje, todél Siy 6 langeliy galima nepaisyti. Likusius 6 -9 — 6 = 48
langelius galima bet kaip sunumeruoti skaiciais nuo 1 iki 48. Jei Rubiko kubo
iSklotingje dalj langeliy sunumeruosime, kaip parodyta paveikslélyje, tai kubo sienos su zaliu
centriniu langeliu posiikj 90° kampu pagal laikrodZio rodykle atitiks keitinys
1 2 3 496G 6 7 80O 10 11 12)(13 14 15 16)(17 18 19 20)(21)(22)...(48).
Atitinkamiems kity sieny posiikiams galime priskirti dar penkis keitinius i§ S,;g. Visos jmanomos
sandaugos, kur kiekvienas dauginamasis yra vienas i$ $iy 6 pradiniy keitiniy, nusakys visas jmanomas
Rubiko kubo transformacijas. Sios sandaugos gali jgyti i§ viso 43 252003 274 489 856 000
skirtingy reikSmiy. Tai reiskia, kad sukiodami Rubiko kubo sienas galime gauti butent tiek skirtingy
Rubiko kubo pavidaly.

sutampa su kvadratu. Taigi turime dar vieng simetrija, kurig atitinka keitinys b = (

apibidina @ - b - a? = (




10.

ANTROJI UZDUOTIS

: 1 2 3 45 6 7\ (1 2 3 45 67
Nustatykite sandaugas (3 7 6 2 4 1 5) ( 4136 2 7 5) ir
(12345678910111213 14).(12 34567891011121314)
3 12 510 2 11 7 9 1 14 4 6 8 13/'\4 13 14 6 9 10 2 11 5 12 8 3 1 7/

Abiem atvejais atsakymga uzraSykite tiek lentele, tiek ciklais.

1 2 34 5 6 7 8 9 10 11)
3 10 8 7 9 1 5 11 2 4 6/
b=(1 6 3 11)(2 7 5 8)(4 10 9).Atsakymg uzraSykite tiek lentele, tiek ciklais.

pu o< (3 3342 9000333 90-G 12130

Nustatykite keitinio u € Sg eilg, jeia - u-b = c.

Nustatykite sandaugg a3 -b?-a!, kur a = (

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1 5)
13 11 9 1 14 3 8 4 2 10 15 5 7 12 6/
Nustatykite keitinj a®®78. Atsakymga uzrasykite lentele.

Duotas keitinys a = (

1 2 3 4 5 6
8 4 7 1 10 2
b=(1 5 6 4 92 10 7)(3 8).Atsakyma uzraSykite ciklais.

N
(o]
O
-
(@)
N——
—_
=

Nustatykite keitinj u%, jei u-a*** =b71, a= (

w
O
o
(o))

Nustatykite keitinio (a1 - p210)102. ¢ eile, kai

a=(12345678910111213)b=(12
4 11 51 13 7 8 2 3 12 10 9 6/ 4 3

c=(1 2 3 4 506 7 11 12)(8)(9)(10)(13).

78910111213)
1 13 7 8 2 5 127

Nustatykite, kiek grupéje Sy yra keitiniy, kuriy eilé lygi 14.
Nustatykite, kiek grupéje Sg yra keitiniy, kuriy eilé lygi 2.

Vieng pavaizduoto taisyklingojo penkiakampio (su centru O) simetrija
galima apibiidinti tokia trijy veiksmy seka: pasukame penkiakampj 144°
kampu aplink O pagal laikrodzio rodykle; simetriskai atvaizduojame ji
vertikalios tiesés, einancios per 0, atzvilgiu; pasukame jj 72° kampu aplink O prie§ laikrodzio
rodykle. Ciklais uzraSykite grupés Ss keitinius, kurie apibiidina Siuos tris veiksmus, ir $iy keitiniy
sandauga, kuri apibiidina duotgjg penkiakampio simetrijg. Kokiu vienu veiksmu (posiikio arba
simetriSko atvaizdavimo tiesés atzvilgiu) galima nusakyti Sig simetrijg?

Pavaizduotas kubas su centru 0. Kubo simetrija U, kai Sis pasukamas
120° kampu aplink ties¢ OA pagal laikrodzio rodykle, zZitrint i$ tasko A,
apibudina keitinys a € Sg. Simetrijg V, kai kubas pasukamas 90° kampu
aplink ties¢ OB (statmeng kubo sienai) pagal laikrodzio rodykle, zitirint
i$ tasko B, apibudina keitinys b € Sg. Kubas transformuotas, simetrijas
pritaikant tokia tvarka: UVUUVVUUUVVVUUUUUUVVVVVV.
(Sukant kuba, tiesés OA ir OB nejuda.) Si kubo transformacija W — vélgi
jo simetrija. Uzrasykite jos keitinj ¢ kaip keitiniy a ir b laipsniy sandaugg. Ciklais uzrasykite ¢
bei jvardykite, kokiu vienu postikio veiksmu galima nusakyti W.




III. STEREOMETRIJOS UZDAVINIAI

Teorine medZiaga parengé bei trefiaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Stereometrija (i§ graiky kalbos ,stereos — erdve, ,metreo” — matuoju) — tai erdvés geometrija.
Stereometrija nagringja erdviniy figiiry savybes. Kas tai yra plokStuma, visi jsivaizduoja; planimetrijoje
plokStuma nagrinéjama nepriklausomai nuo jg supancios erdvés. Tuo tarpu stereometrijoje plokStumos
suprantamos kaip erdvés tasky aibés, be to, kiekvienoje plokStumoje galioja planimetrija — plokStumos
geometrija. Taigi nagrinédami erdvés geometrija ir spresdami uzdavinius, naudosime planimetrijos sgvokas,
teiginius ir formules.

Geometrijoje kaip ir bet kurioje kitoje matematikos mokslo Sakoje pradiniai faktai gaunami i$ praktikos,
jieyravaizdus ir akivaizdis. Tie faktai yra vadinami aksiomomis, aksiomos apibiidina taip vadinamas pirmines
savokas, t.y. tas sgvokas, kurios néra apibréziamos. Kitos savokos yra apibréziamos, naudojant pirmines
savokas ir jau apibréztas sgvokas. Kiti geometrijos faktai — vadinami teoremomis — jrodomi naudojant
aksiomas ir jau jrodomas teoremas.

Stereometrijos aksiomos apibiidina tokias sgvokas: taskas, tiesé, plokStuma. ISvardysime jas:

1. Bet kuriems trims erdvés taskams egzistuoja plokStuma, kuriai tie taskai priklauso. Tuomet sakoma,
kad $i ploksStuma eina per duotuosius taskus.

2. Jei dvi plokStumos turi bendra taska, tai jos turi bendra ties¢. Tuomet sakoma, kad dviejy plokStumy
sankirta yra tiesé.

3. Jei teisei priklauso du plokstumos taskai, tai visi tiesés taskai yra toje plok§tumoje. Tuomet sakoma,
kad tiesé yra plokstumoje.

4. Kiekvienoje erdvés plokstumoje yra teisingos visos plokstumos geometrijos (planimetrijos) aksiomos ir
teoremos.

I§ $iy aksiomy lengvai jrodomos tokios stereometrijos teoremos:

1 teorema. Jei trys taskai néra vienoje tieséje, tai egzistuoja vienintelé plokStuma, kuriai priklauso tie trys
taskai.

2 teorema. Per tiese ir jai nepriklausant] taska eina vienintelé plokStuma.

Dvi erdvés tiesés a ir b yra vadinamos prasilenkianciomis, jei néra tokios plokstumos, kuriai priklauso ir
tiesé a, ir tiesé b. Jei tiesés a ir b yra vienoje plok§tumoje, tai jos arba turi vienintelj bendrg taska (jos yra
susikertancios), arba neturi bendry tasky (tiesés a ir b lygiagrecios a || b).

b

1 pav. 2 pav.

3 teorema. Per dvi susikertancias tieses eina vienintelé plokStuma.
4 teorema. Per dvi lygiagrecias tieses eina vienintelé plokstuma.

Tiesé a ir plokStuma « gali turéti vieng bendrg taska (tiesé kerta plokstuma), neturéti né vieno bendro
tasko (tiesé lygiagreti su plokS§tuma), o taip pat ties¢ gali priklausyti plokstumai.

5 teorema (prasilenkianciy tiesiy pozymis). Jei tiesé a yra plokStumoje a, o tiesé b kerta plokStumg a
taske M, nepriklausanc¢iame tiesei a, tai tiesés a ir b yra prasilenkiancios (1 pav.).

6 teorema. Kokia bebity ties¢ a ir jai nepriklausantis taskas A, per taSkga A eina vienintelé tiesé b,
lygiagreti su tiese a.



7 teorema. Jei tiesé a lygiagreti su tiese b, o tiesé b lygiagreti su tiese c, tai tiesés a ir ¢ yra lygiagrecios.

8 teorema. Jei tiesés a ir b yra lygiagrecios, o tiesé a kerta plokstuma a, tai ir tiesé b kerta plokstuma a.

1 pavyzdys. Tiesé b yra plokstumoje a, ji yra lygiagreti su tiese a, kuri néra plokStumoje a. Per
plokstumos a taska M, nepriklausantj tiesei b, nubrézta tiesé c, lygiagreti su tiese a (2 pav.). Irodysime, kad
tiesé ¢ yra plokStumoje .

Sprendimas. Kadangi tiesés a ir b yra lygiagrecios, o tiesés a ir ¢ yra lygiagrecios, tai tiesé b lygiagreti
su tiese ¢ (7 teorema). Sakykime, kad tiesé ¢ néra plokstumoje . Kadangi tiesé ¢ ir plokStuma « turi bendra
taska, tai tiesé ¢ nelygiagreti su plokStuma «. Tarkime, kad tiesé ¢ kerta plokStuma « viename taske M. Pagal
8 teorema ir lygiagreti su ja tiesé b turi kirsti plokStuma a. Gavome priestara, kuri ir jrodo, kad tiesé ¢ yra
plokstumoje a.

Jei a ir b — dvi prasilenkiancios tiesés, taSkas A yra tieséje a, tai pagal 6 teorema per taska A eina vienintelé
tiesé c, lygiagreti su tiese b (3 pav.), tiesés a ir ¢ yra vienoje plokStumoje (3 teorema). Tuomet kampas «a tarp
tiesiy a ir ¢ yra vadinamas kampu tarp tiesiy a ir b. Akivaizdu, jog taip apibréztas kampas tarp prasilenkianciy
tiesiy nepriklauso nuo tasko A € a parinkimo.

D
b a
C
H
/M M
a a A ul ) K
A M a'
o B C
3 pav. 4 pav. 5 pav.

9 teorema. Jei tiesé a lygiagreti su tiese b, esancia plokStumoje a, bet pati tiesé a néra plokStumoje «, tai
tiesé a yra lygiagreti su plok§tuma a (tiesés ir plokStumos lygiagretumo pozymis).

10 teorema. Jei ploksStumos « ir 5 susikerta, tiesé a yra plokStumoje « ir ji lygiagreti su plokstuma 3, tai
tiesé a yra lygiagreti su plokStumy « ir § susikirtimo tiese.

11 teorema. Jei plokStuma kerta dvi lygiagrecias plokStumas, tai susikirtimo tiesés yra lygiagrecios.

Sakykime, kad ties¢ a kerta plok§tuma a taske A (4 pav.). I§ bet kurio tiesés taSko M nuleiskime statmenj
i plok§tuma «a; $is statmuo kerta plok§tuma a taske M’, kuris vadinamas tasko M ortogonaligja projekcija
plokstumoje a. Visy tiesés a tasky ortogonaliosios projekcijos plokstumoje a yra tieséje a’, kuri vadinama
tiesés a ortogonaligja projekcija plokstumoje a. Kampas ¢ tarp tiesés a ir jos ortogonaliosios projekcijos
plokstumoje a yra vadinamas kampu tarp tiesés a ir plokstumos a.

2 pavyzdys. Trikampiai ABC ir DBC yra skirtingose plokStumose, krastiné BC yra jy bendra krastiné,
taskai M, H, K yra atitinkamai atkarpy BD,CD,AC vidurio taskai (5 pav.). Per taskus M, H, K nubrézta
plokstuma kerta ties¢ AB taske P. Irodysime, kad atkarpos PH ir MK susikerta viename taske ir jame dalijasi
pusiau.



Sprendimas. Kadangi taskai M ir H yra trikampio BCD krastiniy BD ir CD A
vidurio taskai, tai atkarpa MH yra Sio trikampio viduriné linija, todél BC || MH ir
MH = %BC . Plokstumoje, einancioje per taskus B, C, D yra ties¢ MH, lygiagreti su

einancioje per taskus M, H, K yra ties¢é MH, lygiagreti su plokStuma, einancia per
taskus 4, B, C, tai pagal 10 teorema $iy plokStumy sankirtos tiesé¢ KP yra lygiagreti
su tiese MH, todé¢l BC || KP. Kadangi taskas K yra atkarpos AC vidurio taskas, tai
atkarpa KP yra trikampio ABC viduriné linija, todél BC || KP ir KP = %BC .
Keturkampio MPKH priesingos krastinés MN ir KP yra lygios ir lygiagrecios, taigi
Sis keturkampis yra lygiagretainis. I§ Cia ir iSplaukia uzdavinio tvirtinimas.

plokstumos, einancios per taskus A, B, C tiese BC, todél pagal 9 teorema ties¢ MH
lygiagreti su plokStuma, einancia per taskus 4, B, C. Lygiai taip pat plokStumoje,

Sprendimas. 18 salygos gauname, kad A1A=%A131=6. Taskai A,Aq,4,,B;,B, yra vienoje

3 pavyzdys. Lygiagrecios plokstumos « ir § kampo BAC krasting AB kerta
taskuose A ir By, o to kampo krasting AC - taskuose A, ir B, (6 pav.). Rasime AB; 6
ir A,B,, jei AyB; = 24,4, A,B, =12, AA, =5. pav.

plokstumoje y. Si plokstuma kerta dvi lygiagredias plokstumas « ir § lygiagre¢iomis tiesémis (11 teorema),

AAy _ Ady .\ . .. .
L = —=2 i§ kurios iSplaukia, kad A,B, =
A1By  AB;

taigi A1A, || B;B,. Taikydami Talio teoremg gauname lygybe
= 10.

Tiesé a yra vadinama statmena plokS§tumai a, jei ji statmena bet kuriai tos plok§tumos tiesei.

11 teorema. Tiesé yra statmena plokStumai tada ir tik tada, kai ji statmena dviem susikertan¢ioms tos
plokstumos tieséms.

12 teorema. Per bet kurj taskg A eina vienintelé tiesé a, statmena duotajai plokstumai a.

12 teorema (trijy statmeny teorema). PlokStumos tiesé a yra statmena b
tiesei b tada ir tik tada, kai ji statmena tiesés b ortogonaliajai projekcijai toje

plokstumoje (7 pav.). o /
e . . o N . . b’

4 pavyzdys. Staciojo trikampio pusiaukrastiné, nubrézta j jZambine, lygi /L/
5, taSkas D néra trikampio plokStumoje ir nuo kiekvienos trikampio vir§tinés a
nutoles vienodu atstumu lygiu 10. Rasime tasko D atstumg iki trikampio 7 pav.
plokstumos.

Sprendimas. Sakykime, kad tasko D ortogonalioji projekcija trikampio
ABC, £C =90° plokstumoje yra taskas E, statieji trikampiai AED, BED, CED
yra lygiis (jy statinis ED yra bendras, jzambinés DA = DB = DC yra lygios pagal
salyga). IS trikampiy lygumo iSplaukia, kad AE = EC = EB, taigi taskas E yra
vienodai nutoles nuo trikampio ABC virsiiniy, todél jis yra apie trikampj ABC E
apibrézto apskritimo centras — jzambinés AB vidurio taskas. I§ Cia iSplaukia, kad
atkarpa CE yra staciojo trikampio ABC pusiaukrasting, i§vesta j jzambine (8 pav.),
taigi ieSkomasis atstumas lygus DE = VDC2? — CE? =+/75 = 5V/3.

B

C
8 pav.
5 pavyzdys. Per smailiojo trikampio ABC virsiing A i§vesta plokStuma a, lygiagreti su tiese BC ir nutolusi

nuo jos atstumu lygiu 5. Taskai B’ ir C' yra tasky B ir C ortogonaliosios projekcijos plokstumoje o, AB' = 13,
AC' =15, BC = 14. Rasime trikampio ABC plota.




Sprendimas. Sakykime, kad atkarpa AK yra trikampio ABC auksting, o taskas K’ yra tasko K ortogonalioji
projekcija plokstumoje a (9 pav.). Kadangi atkarpa B'C' yra krastinés BC
ortogonalioji projekcija plok$tumoje «, tai BC = B'C' = 14, atkarpy BB' ir CC’
ilgiai lygiis plok$tumos @ atstumui iki tiesés BC, taskas K’ yra atkarpoje B'C’, o K
atkarpa AK' yra aukstinés AK ortogonalioji projekcija $ioje plok$tumoje, KK' =

B

= BB’ = C(C’ = 5. Kadangi ties¢ BC yra statmena tiesei AK, tai pagal trijy € B’
statmeny teorema ji statmena ir jos projekcijai - tiesei AK'. Kadangi tiesés BC ir 7
B'C' yralygiagre€ios, tai ir tiesé B’ C'yra statmena tiesei AK', taigi atkarpa AK' 7K y
yra trikampio AB'C’ aukstiné. Sios aukstinés ilgj rasime Zymédami B'K = a 4 Oy

=x, tuomet C'K' =14 —x . Statiesiems trikampiams AB'K' ir AC'K’
taikydami Pitagoro teorema gauname, kad AK'® =132 —x? =152 —
—(14—x)?. I8 lygties 169 — x? = 225 — (14 — x)? randame, kad x =5, AK’' =V132 -52 =12, AK =
= VAK'?2 + KK'? = V122 + 53 = 13, todél ieSkomasis plotas § = %BC -AK = 91.

9 pav.

Dvisienj kampg sudaro dvi pusplokstumés, turin¢ios bendra kontiiro tiesg (10 pav.). Tos pusplokstumés
vadinamos dvisienio kampo sienomis, o bendroji jy kontiiro tiesé — dvisienio kampo briauna. Sakykime, kad
dvisienio kampo briaunoje — tiesé¢je a — pazymime bet kurj taska A ir kiekvienoje kampo sienoje iSvedame
spindulius AB ir AC, statmenus tiesei a (11 pav.). Kampas CAB yra vadinamas nagringjamo dvisienio kampo
tiesiniu kampu. Visi dvisienio kampo tiesiniai kampai yra lygts (t. y. nepriklauso nuo tasko A € a parinkimo).
Dvisienio kampo didumu vadinamas jo tiesinio kampo didumas.

10 pav. 11 pav.

Dvi nelygiagrecios plokstumos « ir § sudaro keturis dvisienius kampus. Jei vieno
jy didumas ¢, tai kity didumai lygiis 180° — ¢, ¢, 180° — ¢ (12 pav.). Jei ¢ = 90°,
tai visi keturi kampai yra statieji, tuomet plokStumos « ir § yra statmenos.

12 pav.

13 teorema. Jei ploksStumoje « yra tiesé a, statmena plokStumai £, tai plokStumos « ir § yra statmenos.

14 teorema. Jei plokstuma y yra statmena dviem susikertancioms plok§tumoms ¢ ir 3, tai ji yra statmena
plokstumy « ir B sankirtos tiesei.

6 pavyzdys. Staciakampio gretasienio ABCDA'B'C'D’ siena DD'C'C yra kvadratas, taskas M yra
atkarpoje D'C ir D'M: MC = 1 : 5. NubréSime gretasienio pjuvj plokstuma, einancia per taskg M ir statmena
plokstumoms BCD' ir DCC'. Rasime gautojo pjiivio plota, jei DD' = 6, BD' = v/88.

Sprendimas.  SprendZiant §] uzdavinj patogiau nusibraizyti brézinj taip, kad siena DD'C’'C bity
gretasienio pagrindas (13 pav.). Plok§tumos DCC'D’ ir BCD'A' yra statmenos, tiesé 4 R ,
CD' yra jy sankirtos tiesé. Kadangi pjivio plok§tuma yra statmena plokstumoms B

yra jy gi pjivio p y p 0
DCC'D'ir BCD'A', tai $i plokStuma turi bati statmena tiesei CD' (14 teorema). Taigi 4
pjuvio plokstumos ir gretasienio pagrindo plokStumos sankirtos tiesé yra statmena
tiesei CD’, taigi ji lygiagreti su tiese DC'. Todél pjavio plok§tuma kerta pagrindo D’ |p
ploks§tumg DD'C'C tiese KP, lygiagre¢ia su kvadrato jstrizaine DC’, ¢ia K € DD’,
P € C'D'. Kadangi pjavio plokstuma yra statmena gretasienio pagrindui DCC'D’, p 0]
tai ji kerta sienas ADD'A" ir A'B'C'D’ tiesémis KQ ir PR, statmenomis plok$tumai 13 pav.
DCC'D’, ¢iaQ € AA', R € A'B'. Taigi ieSkomasis pjuvis yra sta¢iakampis KPRQ. I§ staciojo trikampio BCD'

randame vieng §io staciakampio krasting KQ = CB =VD'B? — D'C? = ’88 - (6\/2)2 = 4. Jei taske O




susikerta pagrindo jstrizainés DC' ir CD’, o D'M:MC =1:5,tai D'M:D'C =1:6, D'M:D'0
= D’M:%D’C =1:3. I§ trikampiy KMD' ir DOD' panaSumo gauname, kad KM : DO = KP : DC' =
=D'M:D'0 =1: 3, todél KP = éDC' = § 62 = 2+/2. Taigi ieSkomasis plotas § = 4 - 2/2 = 8V/2.

7 pavyzdys. Staciakampio gretasienio pagrindas yra kvadratas, kurio krastinés ilgis lygus 2, o gretasienio
auksting lygi 1. Per pagrindo jstrizaine i$vesta plokstuma, kuris su pagrindo plokstuma sudaro 45° kampa.
Rasime gautojo pjiivio plota.

E
Sprendimas. Sakykime, kad statiakampio gretasienio ABCDA'B'C'D’ B M %
pagrindo ABCD krastinés AB = AD = 2, aukstiné AA" = 1. Sakykime, kad taskas

C’
O yra kvadrato ABCD centras, per jstrizaing BD einanti pjiivio plokStuma kerta ties¢ N
CC' taske E.Atkarpa OC yra atkarpos OF ortogonalioji projekcija pagrindo D
plokstumoje, o OC L BD, taigi pagal trijy statmeny teoremg iSplaukia, kad EO L B 452 C
BD, todél kampas EOC yra dvisienio kampo tarp pagrindo plokStumos ir pjivio 4 o D
plok§tumos tiesinis kampas, taigi £EOC = 45°. I3 &ia gauname, kad statusis 14 pav.

trikampis EOC yra lygiasonis, OC = EC =2 > CC' = 1, taigi taskas E yra

krastinés CC' tesinyje (14 pav.). Jei pjuvio plokStuma gretasienio krastines B'C’ ir D'C’ kerta atitinkamai

taSkuose M ir N, tai trapecija BDNM yra ieSkomasis pjuvis. Kadangi trikampiai EMN ir EBD yra panasieji,

tai Sgyn:Segp = EM? : EB2. 1§ trikampiy EMC' ir EBC panaS$umo randame, kad EM : EB = EC":EC =
V2- oc

, 1 .. V2-1 . . 1
=(EC—-CC'):EC = 5 taigi Spuy = (W)ZSEBD.Kadangl OF = —— = 2,tai Sgpp =5 BD - OF =

= 2v2, todél Sgyy = (%)2 242 =3vY2 —4, o ieskomasis plotas S = Sggp — Sgmn = 2V2 — (3V2 —
—4) =4 —+/2.

8 pavyzdys. Taskai M, H ir P yra kubo ABCDA'B'C'D’ briauny A'B’, B'C’ B H
ir AD vidurio taskai (15 pav.). NubrésSime kubo pjtvj plokstuma, einancia per M,
taskus M, H ir P. Irodysime, kad plokStumos, einancios per taskus M, H, P ir At
B, D, D' yra statmenos. Rasime kubo krastinés ilgj, jei gautojo pjlvio perimetras
lygus 12v/2. N

Sprendimas. Visy pirma nubréSime duotaji pjuvi. Kadangi pjuvio A 0
plokstuma dvi lygiagrecias plok§tumas ABCD ir A'B'C' D' kerta lygiagre¢iomis . P D
tiesémis (11 teorema), tai per taska P nubréze tiese, lygiagrecia su tiese MH, 15 pav.
gauname jos sankirtos su tiese CD taska Q, kuriame pjlivio plok$tuma kerta tiesg
CD, o gretasienio sieng ABCD pjuvio plokStuma kerta tiese PQ. Tiesiy AB ir PQ sankirtos taSkas L yra taskas,
kuriame pjuvio plokStuma kerta gretasienio briaung AB, o tiesiy AA" ir ML sankirtos taskas N yra pjiivio
plok§tumos ir briaunos AA’ sankirtos tagkas. Kadangi pjuvio plok$tuma lygiagre¢ias plok§tumas ABB'A’ ir
DCC'D' Kkerta lygiagrediomis tiesémis, tai nubréZze tiese QR, lygiagreGig su tiese NM, gauname pjivio
plok§tumos ir kubo briaunos CC' sankirtos taska R. Taigi SeSiakampis MHRQPN yra ieSkomasis pjuvis.
Pazymékime kubo krastinés ilgj x. Kadangi PQ || MH || A'C’ |l AC,tai atkarpa PQ yra trikampio ADC
viduriné linija, taigi DQ = g Staciyjy trikampiy PDQ ir PAL statiniai PD ir PA yra lygs, smailieji kampai
prie virsunés P irgi lygus, todél i$ iy trikampiy lygumo gauname, kad AL = DQ = g Analogiskai i$ staciyjy
trikampiy NAL ir NA'M lygumo randame, kad AN = NA' = % Kadangi DR || NM || AB’ || DC', tai CR =
=RC' = g Taigi taskai Q, R, N yra kubo briauny DC, CC’, AA" vidurio taskai, todél visos pjuvio krastinés yra

lygios kubo sienos jstrizainés pusei xz—ﬁ Pagal salyga SeSiakampio perimetras 6 xTﬁ = 12v/2, taigi x = 4.

Kadangi plokstumos, einancios per taskus M, H, P, ties¢ HM yra statmena dviem plok$tumos BDD' tieséms

B'D' ir BB', tai pagal 11 teoremg ties¢ HM yra statmena plokStumai BDD’. Tuomet pagal 13 teorema
plokstumos MHP ir BDD' yra statmenos.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Tiesés air b yralygiagrecios, tiesé a kerta plokStuma « taske A4, tiesé c yra lygiagreti su tiese b. Ar tiesé
¢ gali priklausyti plokStumai a? Atsakyma pagrijskite.



10.

Tiesé a kerta plokstuma, einancig per taskus A, B ir C, taske A. Taskai M ir N yra tieséje a, o tsaSkai P ir
Q — tieséje BC. Nustatykite tiesiy MP ir NQ tarpusavio padét;.

Trikampis ADP ir trapecija ABCD, BC || AD yra skirtingose plok§tumose, jie turi bendra krasting AD. Per
trapecijos pagrindg BC ir atkarpos PD vidurio taskg K iSvesta plokstuma, kuri kerta atkarpa AP taske M.
Raskite atkarpos MK ilgj, jei AD = 10.

Dviejy atkarpy, esanciy tarp lygiagreciy plokStumy, ilgiy santykis yra 2:3, o kampy, kuriuos §ios
atkarpos sudaro su minétomis plokStumomis, didumy santykis lygus 1: 2. Raskite tuos kampus.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = BC = 10, AC = 12, taskas K yra vienodai nutoles nuo tiesiy
AB,BC,AC, jo atstumas iki trikampio plokStumos lygus 4. Raskite atstuma nuo taSko K iki tiesiy
AB,BC, AC.

Rombo ABCD krastinés ilgis lygus 4, kampas A lygus 60°. Nubrézta rombo plok§tumai statmena atkarpa
AE, tasko E atstumas iki tiesés CD lygus 4. Raskite atstuma nuo tasko E iki rombo plok§tumos.

Per trikampio MHP virSine M iSvesta plokStuma f lygiagreti su tiese HP ir nutolusi nuo §ios tiesés

atstumu lygiu V15. Taskai G ir Q yra atitinkamai tasky H ir P ortogonaliosios projekcijos plokstumoje
B. Raskite trikampio MGQ plota, jei MH = 17,PM = 10, HP = 9.

Staciakampio gretasienio ABCDA'B'C'D' pagrindas ABCD yra kvadratas, kurio krastinés ilgis lygus 4,
gretasienio jstrizainés AC’ ilgis lygus 4+/6. Pagrindo jstrizainéje AC yra taskas K toks, kad AK : KC =
= 1 : 3. Nubrézkite gretasienio pjiivj plokStuma, einancia per taska K ir statmena plokstumoms ABC ir
AA’C. Apskaiciuokite gautojo pjiivio plota.

Staciakampio gretasienio pagrindo krastiniy ilgiai yra 1 ir 2, o gretasienio aukstiné lygi 3. Per pagrindo
jstrizaine i$vesta plok§tuma, kuri su pagrindo plok§tuma sudaro 60° kampa. Raskite gautojo pjiivio plota.

Kubo ABCDA'B'C'D’ jstrizainés AC’ ilgis lygus 2v3, taskai M,H ir P yra briauny B'C’,D'C’ ir DD’
vidurio taskai. Nubrézkite kubo pjivj plokStuma, einancia per taskus M, H, P ir suraskite Sio pjiivio
perimetra.



IV. SEKOS

Teorine medZiaga parengé bei ketvirtaja uzZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (VU)

Sioje jauniesiems matematikams skirtoje temoje kalbésime tik apie begalines skai¢iy sekas, todél jas
vadinsime tiesiog sekomis.

Kiekvieng (begaling) realiyjy skaiCiy seka galima apibuidinti kaip kurig nors funkcija f, apibrézta
natiraliyjy skai¢iy aibéje N. Sios funkcijos reik§més f(1), £(2), £(3), ... yra vadinamos atitinkamai pirmu,
antru, treciu ir t. t. sekos nariu. ReikSmé f(n), n € N, vadinama bendruoju sekos nariu.

Paprastai skai¢iy sekos nariai zymimi kuria nors viena raide su indeksu, pavyzdziui, x,,, ¥, Qn, by, it pan.,
o pacios sekos uzraSomos vardijant jy narius:

X1s X2y X3y wev s Xppy ooe )
Y15 Y25 Y35 oo s Yns oo
ai, Ay, Az, ..., Ay, .. )
by, by, , b3, ..., by, ...

Gana daznai sekos nusakomos glaustai - uzrasant skliaustuose (...) bendraji narj: (x,), (), (@), (by)-

Seka (x,) vadinama didéjancigja seka, jeigu x,41 > Xn, kain =1, 2, 3, .... Ji vadinama mazéjancigja
seka, jeigu x4 <xp, kain=1, 2, 3, ...

Seka (x,,) vadinama monotonine seka, jeigu ji yra arba didéjancioji seka, arba mazéjancioji seka. Kartais
taip apibiidinta monotoniné seka vadinama grieztai monotonine seka.

Skaic¢ius a vadinamas sekos (x,) riba, jeigu skirtumo x, — a modulis |x,, — a| neribotai didéjant n
pasidaro kiek norima artimas nuliui; raSoma: a = lim x,,.

Skaiciaus |x,, — a| artumas nuliui nusakomas nelygybe |x, —a| < €, € > 0 (Cia € yra graiky abécélés
raidé epsilon), o neribotas indekso n didéjimas — nelygybe n > E,E € N.

Matematiskai tikslesnis sekos ribos apibrézimas yra toks: skaicius a vadinamas sekos (x,) riba, jeigu
kiekvienam (kiek norimai mazam) teigiamam skaiciui € yra toks natiiralusis skaicius E, kad biity

|x, —a| < e kain>E.

Seka (x,) vadinama nykstamgja seka, jeigu lim x, = 0.
Pereikime prie uzdaviniy.
1 pavyzdys. Uzrasykime pirmuosius 5 sekos narius, jei jos bendrasis narys yra:

1+(-1)™
1) xn = (n+i o

2) xp = 2xp1+1, x; =2.

—1)".
Sprendimas. 1) Pagal formule x,, = % gauname:
14+(-1)1
n=—"5 =0
—-1)2.
x2:1+( 1) 2 _ 1,

2+1



_1+(-D33 1,

3+1 2’
1+(-1)*4
X, =—————=1;
4 4+1 ’
14+(-1)%5 2
X5 = —( ) = —=.
5+1 3

2) Kadangi x; = 2, tai pagal formule x,, = 2x,,_; + 1 gauname, kad
Xp=2x1+1=2-2+1=5;
X3 =2x%+1=2-5+1=11;
Xg=2x3+1=2-11+1=23;
X5 =2%,+1=2-23+1=47.

2
2 pavyzdys. Patikrinkime, ar seka (x,), x, = ZZ_::

, yra monotoniné seka.
Sprendimas. Skai¢iuodami skirtumg x, .4 —X, , gauname, kad

X X _(m+1D2+1  n?+1 _ (nP+2n+2)(n®+2)—(n?+1)(n?+2n+3) _ 2n+1 >0
ntl M y1)242  n2y2 (n2+2n+3)(n2+2) T (n2+2n+3)(n%+2) ’

todél seka yra didéjancioji seka, taigi monotoniné.
3 pavyzdys. Isitikinkime, kad seka (x,,), x, = 2 + (—1)", néra monotoniné seka.

Sprendimas. Lengva matyti, kad
x1=1,x,=3, x3=1,
ir to pakanka, kad suprastume, jog seka néra monotoning.

Dabar pagvildenkime sekos (x,) bendrojo nario x, nusakymo vien tik indeksu n problema, kai Zinoma
X, priklausomybé nuo pirmesniy (vieno ar keliy) sekos nariy. Pavyzdziui, x,, = 2x,,_1 + 3x,_,, kain = 3,
X, =Xy = 2.

Aisku, kad pagal sig formulg (ji vadinama rekurencigja formule) visai nesunku suZzinoti, koks yra,
sakykim, septintasis sekos narys x-. Bet tikrai nusibosty ieskoti 37-0 sekos nario x5, nes reikéty suzinoti visus
pries ji esancius narius.

Seka (x,), kuri nusakoma rekurencigja formule

Xpio = DXp_1 + qx,, n = 1;p, g — (nelygis nuliui) realieji skaiciai,
vadinama antros eilés tiesine homogenine rekurencigja seka.
Siuo atveju ieskoma rekurenciosios lygties
Xn+2 = PXn+1 — qXn =0 (1)

sprendiniy, kuriy pavidalas yra x, = r™. Tada x,,,1 = ™%, x4, = 72, todél gaunama lygtis

n+2 _ o...n+1

r pri*tt —qr* =0,
018 jos — lygtis
r?—pr—q=0, 2)

kuri vadinama charakteringgja lygtimi.



Galimi trys atvejai:

1) D=p%+4q>0;

2) D =p?+4q =0;

3) D=p?+49 <0.

Pirmu atveju (2) lygtis turi du sprendinius 7y ir 7, antru atveju - vieng sprendinj r, o tre¢iu atveju realiyjy
sprendiniy neturi (jo toliau nenagrinésime).

Pagal gautus charakteringosios lygties 72 — pr — ¢ = 0 sprendimo rezultatus sudaromas rekurenciosios
lygties X402 — PXni1 — qX, = 0 bendrasis sprendinys:

1) x, =Cy 1"+ Cy 1), jeiD > 0; 3)

2) X, =C; 1"+ Cy-nr™, jeiD = 0. 4)

Cia C, ir C, — bet kurie realieji skai¢iai. Jy reik§més randamos pasinaudojus pirmyjy dviejy sekos nariy
X4 ir x, reikSmémis.

4 pavyzdys. I$spreskime rekurenciajg lygti

Xnt2 = 2Xn41 + 3%y, (5)
jeix; = xp = 2.

Sprendimas. leskodami sprendiniy, kuriy pavidalas yra x, =r™, gauname charakteringaja lygti
rt2 = 2r™tl 4 39 0% jos — lygtj r? — 2r — 3 = 0, kuri turi du realiuosius sprendinius: r; = —1, 1, = 3.
Todél (pagal (3)) bendrasis (5) lygties sprendinys yra

Xp = (=1)"C; + C, - 3™; €y, C; - realieji skaiiai.

IS salygos x; = x, = 2 gauname lyg¢iy sistema

{2 = _C1 + 3C2,
2= Cl + 9C2,

kuri turi vienintelj sprendinj — C; = -1, C, = %
Vadinasi,
Xp = (_1)n . (_1) + é 3" = (_1)n+1 +3n-1

yra vienintelis (5) lygties sprendinys, kuris tenkina salyga x; = x, = 2.

. n+ ..

5 pavyzdys. Irodykime, kad seka (x,), x, = a0 Y1a nykstamoji seka.

Sprendimas. Siekdami jrodyti, kad lim% = 0, pasirinkime bet kurj teigiama skai¢iy € (¢ > 0) ir
spreskime nelygybe

n+1
n2+2n+7 <8 (6)
n n+1

nes |— -0l =5—.

n2+2n+7 n2+2n+7

Pazyméje t = n + 1, gausime, kad n? + 2n + 7 = t2+6, todél (6) nelygybé jgis pavidalg

t
T < & @)

Spresdami ja gausime:



t
t2+6

—e<0,

—et?+t—6¢

t2+6 <0,

gt? —t+ 6 >0,

(\/Et—i)2+6s—i>0,

4g

2 _
(Ver—5=) +2= >0, ®)

Jei 24e? — 1 > 0, tai (8) nelygybé (todél ir (7)) galioja esant bet kuriai t reik§mei, taigi esant bet kuriam
natiiraliajam skaiCiui n (nes t = n + 1).

Is ¢ia darome iSvada, kad pasirinkus € > — =L (6) nelygybé galioja esant bet kuriam natiiraliajam
V24 2V6
skaiciui n.

Pasirinkus € < ﬁ, lygties

4g
1 Vi—24e?
Vet- R =t e
1, Vi—zae?
Vet = PN + Nk
14+V1—24¢2
p=
2Ve

_ 1-V1-24¢2 _ 1+V1-24¢2
tr= 2¢ b2 = 2¢ :

—/1- 2 _ 2
Vadinasi, (7) nelygybés sprendiniy aibé yra (_oo; 1-Vi-24¢ ) U (1+\/1 2452 ;

” o +00) . O turint mintyje, kad
t = 2, ji susiauréja iki aibés

1—V1 — 24¢2 1+ V1 —24¢2
2¢ 2¢
Aigku, kad pasirinke bet kurj natiiralyjj skai¢iy, priklausantj intervalui (“_ “2-82482 ; +Oo) ir pasigyméje ji
E;, gausime, jog
t ...
T <& Jeitikt > Ey.
Kadangi n = t — 1, tai pasirinkg E = E; + 1, galésime teigti, kad
L < ¢ jeitikn > E.
ne+2n+7
O tai ir reiskia, kad limnzn;l

. n+1 ..
= 0 irtodél seka (x,), x,, = ———, yra nykstamoji seka.
+2n+7 Cen), xn nZizns7 ANy ]



KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Parasykite pirmuosius 7 sekos (xy,),

, n>1,

3—Xp_1

. .. 1
narius, j€1 x4 = E

2. Parasykite pirmuosius 7 sekos (xy,),

1
Xn+1 = =, X1 =2

narius ir nuspreskite, kokia turéty bati bendrojo nario x,, formulé.

3. Raskite maziausig sekos (x;,) narj, jei

nd+1

a) x, =n?>—-5n+1; b) xp =55

4. [rodykite, kad (x,) yra mazéjancioji seka, jei
_ n+3
n = ot

5. Nustatykite, ar (x,,) yra monotoniné seka, jei

n
Xn = Yn+2, yn_n! 5

¢ian! =1-2-3-..-n (skaiciaus n faktorialas).

6. Raskite sekos (x;,), bendrgjj narj, jei

Xpio = S5Xpyq1 — 6Xy, X1 = 2 ir x5 = 5.

7. Raskite sekos (x,), tenkinancios rekurenciajg lygti Xx,., = Xp41 + X, ir salyga x; = x, = 1, bendrojo

nario formule.

8. Raskite rekurenciosios lygties
_ 1
Xn+2 = Xn+1 — an

S . 1
sprendinj, jeix; =1 ir x, = -5

9. [Irodykite, kad (x,) yra nykstamoji seka, jei

10. Irodykite, kad lim x,, = 0, jei




V. PLOTU SKAICIAVIMO UZDAVINIAI

Teoring medZiaga parengé bei penktaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Matematikos pamokose mokétés skaiCiuoti paprasCiausiy geometriniy figiiry — trikampiy,
lygiagretainiy, trapecijy, skritulio ir jo daliy - plotus. Atlikdami $ig uzduotj, detaliau susipazinsite su
kai kuriomis geometriniy figiiry ploty savybémis, su ploty taikymu uzdaviniy sprendimui.

Priminsime, kad lygiagretainio plotas lygus jo krastinés ir | ja nubréztos aukstinés sandaugai:
jei atkarpa DH yra i$ lygiagretainio ABCD virstinés D | kraSting AB (1 pav.) nubrézta auksting, tai
Sio lygiagretainio plotas S = AB-DH. Kadangi i§ staciojo D C
trikampio ADH iSplaukia, kad DH = AD sinzA, tai
lygiagretainio plotas lygus jo gretimy krastiniy ir kampo tarp jy F
sinuso sandaugai: S = AB - AD sinzA. Nubrézkime
lygiagretainio ABCD auksting BF i§ virSiinés B | kraSting AD, 4 B
tuomet S = AD - BF. IS lygybés AB - DH = AD - BF iSplaukia, H
kad 22 = 2=

AD ~ DH
proporcingi ] jas nuleisty aukstiniy ilgiams.

1 pav.

, t. y. lygiagretainio kraStiniy ilgiai yra atvirksciai

Kadangi trikampio ABC plotas lygus pusei lygiagretainio ABCD ploto, tai trikampio plotas
lygus jo krastinés ir j jg nubréZtos trikampio aukstinés sandaugos pusei, o taip pat trikampio plotas
lygus dviejy jo krastiniy sandaugos pusei, padaugintai i§ ty kraStiniy sudaromo kampo sinuso.
Atskiru atveju staCiojo trikampio plotas lygus jo statiniy ¢

sandaugos pusei. B
Jei trikampio krastiniy ilgiai BC = a,AC =b,AB =¢, 0] H
jas nuleisty aukstiniy ilgiai atitinkamai yra lygis AH = hg, F,

BG = hy,, CF = h, (2 pav.), tai jo plotui S teisingos lygybés

S =~ahg = 2bhy = >ch,, i kuriy iplaukia, kad trikampio

A .
krastiniy ilgiai yra atvirk§¢iai proporcingi | jas nubrézty G C
k$tiniu ilei -a:b: - 1.1.1 2
aukstiniy ilgiams: a: b c = ;=1 o=, pav.

Daznai uzdaviniy sprendimui padeda Sios akivaizdzios trikampiy ploty savybés:

C A M

D
4 B EAF B cC N K

3 pav. 4 pav.

1) Jei trikampiy ABC ir EFD krastinés AB ir EF yra lygios (3 pav.), tai Siy trikampiy ploty
santykis lygus i$ vir§iiniy C ir D nubrézty aukstiniy santykiui.

2) Jei trikampiy ABC ir MNK aukstinés, nubréztos i§ virsiiniy A ir M yra lygios (4 pav.), tai Siy
trikampiy ploty santykis lygus krastiniy BC ir NK santykiui.

3) Trikampio ABC krastinéje BC esantis taskas M dalija trikampj j du trikampius ABM ir ACM,
kuriy ploty santykis lygus atkarpy BM ir CM santykiui. Atskiru atveju trikampio pusiaukrastiné
dalija ji i du vienodo ploto trikampius.



4) Jei trikampiy ABC ir DEF y D
kampai A ir D yra lygts (5 pav.), tai
trikampiy ABC ir DEF ploty
santykis lygus jy krastiniy sandaugy

AB-AC ir DE-DF santykiui: E
SaBC _ AB-AC
Spgr  DE-DF’ B C F

5) Pana$iyjy trikampiy ploty 5 pav.

santykis lygus panaSumo koeficiento kvadratui. Tai reiskia, kad panasiyjy trikampiy ploty santykis
lygus bet kuriy atitinkamy ty trikampiy atkarpy santykio kvadratui.

1 pavyzdys. Trikampio aukstiniy ilgiai lygiis 12, 15, 20. Rasime trikampio plota.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampio ABC aukstiniy ilgiai lygis A
hqe = 20, hy, =15, h, = 12. Tada is lygybés ah, = bh;, gauname, kad
a=:2h=b=2b. Analogikai i§ lygybés bhy = ch, turime, kad

" he b=h,
c= %b = i—;b = Zb. Kadangi yra teisinga lygybé a?+ b? = c?, tai
trikampis ABC yra statusis, krastiné ¢ yra jo jZambiné, o krastinés b ir
a yra statiniai, taigi b = h,, a = h, (6 pav.), tod¢l trikampio plotas ¢ a=h, B
lygus § = ~ab = ~hghy =20+ 15 = 150. 6 pav.

2 pavyzdys. Per lygiagretainio ABCD virSiing A nubrézta ties¢ l;, kertanti krasting BC taske
E. Per taska D nubrézta tiesé [l,, lygiagreti su tiese [;, i$ tasky A ir E nubrézti statmenys AT ir EP
tiesei [, (7 pav.). Irodysime, kad staciakampio AEPT plotas lygus duotojo lygiagretainio plotui.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés BC ir [, kertasi taske

K. Trikampiai ABE ir DCK yra lygius (AB = DC pagal salyga, 4 B
£ABE = £DCK kaip atitinkamieji kampai tarp lygiagreciy
tiesiy AB |l CD ir kirstinés BK, o ZBAE = £CDK kaip kampai A

su atitinkamai lygiagre¢iomis krastinémis). 1§ &ia seka, kad D
duotojo lygiagretainio ABCD plotas lygus lygiagretainio AEKD r
plotui. Statieji trikampiai ATD ir EPK taip pat lygis, nes jy K
statiniai AT ir EP lygus kaip atstumas tarp lygiagreciy tiesiy [; 7 pav.
ir 1, o £DAT = £KEP kaip kampai su atitinkamai lygiagreCiomis krastinémis. Kadangi
staCiakampio AEPT plotas gaunamas i§ keturkampio AEKT ploto atémus trikampio EDK plota,
lygiagretainio AEKD plotas gaunamas i$ keturkampio AEKT ploto atémus trikampio ATD plota, tai
keturkampiy AEPT ir AEKD plotai yra lygiis. Bet anksciau jrodéme, kad lygiagretainio AEKD
plotas lygus lygiagretainio ABCD plotui. Taigi staciakampio AEPT ir lygiagretainio ABCD plotai
yra lygis. £

3 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastinés ligis lygus 10, taskai E ir F yra A4 <
atitinkamai krastinése AB ir BC, tiesés AF ir CE susikerta taSke G,
trikampiy ABF ir CBE plotai atitinkamai lygls 20 ir 35. Rasime
keturkampio EBF G plota (8 pav.). G

Sprendimas. Trikampiy AEG, EGB, BGF ir FGC plotus pazymékime
atitinkamai x,y,z, w. Pagal salyga yra teisingos lygybés x +y +2z =20, |
y + z+w = 35. Trikampiai ABC ir ABF turi ta pacig auksting AB, todél 8 pav.




ju plotas lygus krastiniy BC ir BF santykiui: B¢ _ Saapc _ 20 _ g Taigi BF = %BC =4,CF = 6.

BF ~ Spapr 20
Trikampiy CGF ir BGF aukstinés, nubréztos i§ virStinés G, yra vienodos, todél jy ploty santykis
it - . K—E:E :E .y 'E:SAAB(“:S_O:E
lygus krastiniy CF ir BF santykiui: —=L=pty. w=-z Analogiskai TB = Sappc 35 70
taigi EB = lAB =7, AE =3, r=45 = 3, X = 3y. Iras¢ Sias w ir x reikSmes, turime, kad 3y +
10 y EB 7 7 7
+y+z=20,y+z+ %Z = 35.18 cia iSplaukia, kad 10y + 7z = 140, 2y + 5z = 70. Sudg¢je

210 _ 35

12 2"

Sias lygybes, randame ieSkomgjj plotg: 12y + 12z = 210, y+z =

4 pavyzdys. Taskas E yra trikampio ABC krastinés AC vidurys, taSkas D yra krastin¢je BC ir

% = 2. Atkarpos AD ir BE susikerta taske F. Rasime keturkampio FDCE plota, jei trikampio DBF

plotas lygus 10 cm?. B

Sprendimas. Per taska E nubréZiame ties¢ lygiagrecig su tiese
AD, kuri kerta krasting BC taske M (9 pav.). Kadangi atkarpa EM D
yra trikampio CAD vidurio linija, tai i§ DC = 2BD gauname, kad
CM =MD =DB = éCB. Kadangi atkarpa EM yra lygiagreti su M
atkarpa FD, tai pagal Talio teorema EF = FB. Kadangi atkarpa DF 4 C

yra trikampio EDB pusiaukrasting, tai trikampio DEF plotas lygus E
trikampio BDF plotui, taigi Sapgr = Sapgr = 10, o trikampio EDB 9 pav.
plotas lygus 20. Kadangi taskas D dalija trikampio EBC krasting BC

. DB 1 _ .S DC
santykiu — = =, tai ZAEDC — —
pc . 2 Sagps DB

= SAECD + SAEDF = SOCmZ.

= 2, todel SAEDC = ZSAEDB = 40. I§ éla gauname, kad SFDCE =

5 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastiné lygi 16, kvadrato 4 B
CEFG krasting lygi 5, jo vir§iné G yra krastingje BC, o virsiné
E — krastinés DC tesinyje uz tasko C. Tiesés AE ir BC susikerta
taske P. Rasime keturkampio PGFE plotg (10 pav.). G F
Sprendimas. Kadangi DE = DC+ CE =16+ 5 =21, tai P
tg LAED =22 =2 <1, tai ZAED < 45° = £CEG, o taskas P ) E
yra kvadrato krastingje CG. Kadangi AD || PC, tai statieji 10 pav.

trikampiai ADE ir PCE yra panaSieji. PanaSiyjy figliry plotai

sutinka kaip jy atitinkamy atkarpy ilgiy kvadratai, todél Sxpcg : Saapr = CE? : DE? =52 : 212,

Kadangi trikampio ADE plotas lygus Saspr = %-AD *DE = % 16-21 =168, tai Sppcp =
25 25 200 _ 325

200 . .. .
Saapg = e 168 = BT Taigi ieSkomasis plotas Spgrr = Scere — Sapce = 25 — o= o

441
Sakykime, kad keturkampis ABCD yra trapecija, kurios

pagrindai yra AD ir BC, o aukstiné — atkarpa BH. (11 pav.). B C
Trapecijos plotas lygus pagrindy sumos ir aukstinés
sandaugos  pusei: S = %(AD + BC) -BH.  Kadangi
trapecijos viduriné linija, jungianti jos Soniniy krastiniy
vidurio taskus, yra lygi trapecijos pagrindy sumos pusei, tai
trapecijos plotas lygus jos vidurinés linjjos ir aukStines 4 D

sandaugai. H
11 pav.



6 pavyzdys. Jei trapecijos ABCD, AD || BC istrizainés

AC ir BD susikerta taske M (12 pav.), tai trikampiy ABM ir B ¢
CDM plotai yra lygts. Irodysime tai.
Irodymas. 1§ tikryjy, trikampiy ABD ir ACD plotai yra
lygiis, nes jy krastiné AD yra bendra, o | ja nubréztos auks- M
tinés yra lygios. IS lygybés S pp = Sucp abiejy pusiy atéme
A D

trikampio ADM plota, gauname lygybe S gy = Scpm-

Pastebékime, kad teisingas ir atvirkStinis teiginys:

12 pav.

B
jei atkarpos AC ir BD susikerta taSke M taip, kad
trikampiy ABM ir CDM plotai yra lygis, tai tiesés AD C
ir BC yra lygiagreCios. Jrodymui tarkime, kad yra
prieSingai — tiesés AD ir BC susikerta taSke M
N, nemazindami bendrumo tarkime, kad taskas C yra D N

A
tarp tasky B ir N (13 pav.). Trikampiy ACD ir ABD

krastine AD yra bendra, o trikampio ABD aukstiné,

13 pav.

nubrézta | krasting AD yra ilgesné uz trikampio ACD auksting, nubréztg | krasting AD, todél

Spaacp < Saapp- Atéme i abiejy nelygybés pusiy trikampio AMD plota,

gauname tokiag nelygybe:

Saacp — Saamp < Saagp — Saamp, 18 kurios iSplaukia, kad Sacpy < Saspy- Priestara jrodo, kad

tiesés AD ir BC yra lygiagrecios.

7 pavyzdys. Trikampio ABC plotas lygus 10 cm?, atkarpa AM yra jo pusiaukraiting, taskas D
yra atkarpoje MC, per taska M nubrézta lygiagreti su tiese AD ties¢, kertanti krasting AB taske E (14

pav.). Rasime keturkampio AEDC plota.

Sprendimas. Tarkime, kad atkarpos AM ir ED kertasi taske O.
Kadangi atkarpa AM yra trikampio ABC pusiaukrasting, tai trikampiy
ABM ir ACM plotai lygiis 5. Kadangi tiesés AD ir EM yra lygiagrecios,
tai keturkampis AEMD yra trapecija, todél pagal 6 pavyzdzio rezultatg
trikampiy AOE ir MOD plotai lygts. IS ¢ia gauname, kad 5 = Sy g =
= Sgegom + Sasor = Sggom + Samop = Saggp-  Tuomet  ieSkomasis
plotas Sygpc = Saapc — Sagep = 10 — 5 =5 cm?.

8 pavyzdys. Iskiliojo keturkampio ABCD krastines AB =9 cm,

A
7%
B MDC

14 pav.

CD = 12 cm, o jstrizainé

AC = 14 cm. Keturkampio jstrizainés AC ir BD susikerta taske E, o trikampiy AED ir BEC plotai

yra lygts (15 pav.). Rasime atkarpos AFE ilgj.

Sprendimas. Pagal 6 pavyzdzio rezultaty i§ trikampiy AED ir BEC
ploty lygybés seka, kad tiesés AB ir CD yra lygiagreCios, taigi

keturkampis ABCD yra trapecija, todé¢l trikampiai AEB ir CED yra

v e 1w s " o . AB _AE _ AE y .
panasieji. I§ jy panasumo iSplaukia, kad T 5 A Irase salygoje

E . .
, kurios sprendinys yra

e . .9 A
uzdavinio duomenis, gauname lygtj = Taa

AE = 6 cm.

Skritulio, kurio spindulio ilgis lygus R, plotas yra lygus S = mR?. Jei
taskas O yra skritulio centras, o centrinio kampo AOB didumas lygus n°,
mR%n

360 °

tai iSpjovos AOB plotas lygus S =

D C
/ E \
A B

15 pav.




9 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastiné lygi 6 cm., i§ virStinés B nubréztas ketvirtis apskritimo,

einancio per taSkus A ir C. Kvadrato BEFG vir$tiné G yra krastinéje BC, 4 D

o virsiné E yra krastinés AB tgsinyje uz tasko B (16 pav.). Rasime
plokstumos dalies, kurig riboja apskritimo lankas AC , atkarpa CF ir
atkarpa AF, plota.

Sprendimas. Sakykime, kad atkarpos AF ir BC kertasi taske H.
Kaip ir 5 pavyzdyje jrodome, kad taskas H yra atkarpoje BG. Kadangi G
ZBAC = £EBF = 45°, tai tiesés AC ir BF yra lygiagregios, todél
keturkampis ACFB yra trapecija, atkarpos AF ir BC yra jos jstrizainés.

Pagal 6 pavyzdzio rezultatg i§ ¢ia gauname, kad trikampiy AHB ir CHF £ F
yra lygis. Todél ieSkomosios figiiros plotas lygus skritulio iSpjovos 16 pav.

BAC plotui § = =m - BC? = 9 cm?,

10 pavyzdys. Atkarpa AD yra pusskritulio skersmuo, taskai B ir C yra pusskritulyje taip, kad
lanky AB ir CD didumai yra lygiis 30°. Rasime kurig pusskritulio ploto dalj sudaro figiiros, kurig

riboja lankas AB ir atkarpa AB ir figtros, kurig riboja lankas

CD ir atkarpos AD bei AC, plotas (17 pav.). /\
Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra skersmens AD B C

vidurio taskas, o OA = R.Kadangi lankai AB ir CD yra M\

lyglis, tai tiesés AD ir BC yra lygiagre¢ios. Kadangi A v D

trikampiy ABC ir BOC krastiné BC yra bendra, o aukstinés, 17 OaV
nubréztos | kraSting BC yra lygios (jos yra lygios atstumui pav.

tarp lygiagreciy tiesiy AD ir BC), tai trikampiy ABC ir OBC plotai yra lygis. IS Cia seka, kad

figiros, ribojamos lanku BC ir tiesémis AB bei AC, plotas lygus skritulio i§pjovos OBC plotui.

Kadangi £AOB = 2DOC = 30°, tai £BOC = 180° — 2-30° = 120°, tai Sios iSpjovos plotas
nR? nR?

lygus tre¢daliui skritulio plotui: Sipjoves poc =S1 = — = iT

S . Kadangi pusskritulio plotas

2
lygus Spusskritutio = %, tai i§ Cia seka, kad pusskritulio dalis, kurig riboja lankas BC ir atkarpos
AB, AC sudaro trec¢dalj pusskritulio ploto. Tuomet likusios dalies plotas S, = %Spusskritulw taigi
salygoje nurodytos figiiros plotas sudaro % pusskritulio ploto.

11 pavyzdys. | skritulj jbréztas lygiaSonis trikampis, kurio krastiniy ilgiai 1 cm, 1 cm,,

v3cm. Raskite skritulio nuopjovos, kurios pagrindas yra 3oniné

krasting, plota. 4
Sprendimas. Sakykime, kad lygiasonis trikampis ABC, kuriame

AB = AC =1, BC =+/3, jbréstas j apskritimg, kurio centras yra

taskas 0. Nubrézkime auksting AH, tada cos 2B = cos £C = % = \/;,

todél 2B = 2C = 30°,0 £A = 120° (18 pav.). Kadangi ties¢ AH yra B I C

trikampio ABC simetrijos aSis, tai ji eina per taska O. Vadinasi,

20AB = %ACOB = 60°. LygiaSonio trikampio AOB vienas kampas 18 pav

lygus 60°, todél §is trikampis yra lygiakrastis, 0A = OB = AB =1,
712:60

£AOB = 60°, todél ispjovos AOB plotas Sigpjovosaop = o % . Lygiakrascio trikampio AOB




plotas Sy = % 1% -sin60° = ﬁ Kadangi ieSkomasis nuopjovos plotas S lygus iSpjovos AOB ir

4
trikampio AOB ploty skirtumui, tai S = % - \/; .
PENKTOJI UZDUOTIS

10.

Trikampio ABC kampas A lygus 45°, krastiné BC = 10 cm, o aukstiné BD dalija krastine AC j
dalis AD = 6 cm, DC = 8 cm. Raskite aukstinés AH ilgj.

Trikampio ABC krastinés AB = 17 cm, BC = 25cm, aukstineé BH = 15cm. Raskite
trikampio ABC plota.

Per lygiagretainio ABCD virSing B nubrézta tiesé [;, kertanti kraSting AD taske E, o per
vir§ting C nubrézta lygiagreti su tiese [, tiesé [, kertanti krastinés AD tesinj taske T. IS tasky C
ir T nubrézti statmenys CC' ir TT' j tiese¢ BE. Raskite lygiagretainio ABCD plota, jei trikampio
C'T'T plotas lygus S.

Trikampio ABC krastinése pazyméti taskai K € BC, M € AC, N € AB, atkarpos AK, BM ir
CN susikerta viename taske L, trikampiy ALN, BLN, BLK ir MCL plotai atitinkamai lygts
40 cm?, 30 cm?, 35 cm?, ir 84 cm?. Raskite trikampio ABC plota.

Kvadrato ABCD krastings ilgis yra 9 cm, kvadrato AEFG krastinés ilgis yra 3 cm, jo vir§iiné E
yra krastingje AB, o virSiiné G — krastinés DA tgsinyje uz taSko A. Atkarpa CG kerta atkarpg
AB taske M. Raskite trikampio BMC plota.

Trapecijos ABCD pagrindy ilgiai AD =a, BC =b. Atkarpos BC tesinyje uz tasko C
pazymétas taSkas M taip, kad ties¢ AM nukerta nuo trapecijos trikampi, kurio plotas lygus i
trapecijos ABCD ploto. Raskite atkarpos CM ilgj.

Taskas F yra staciakampio ABCD krastinéje CD, atkarpa FB kerta jstrizaing AC taske E,
trikampiy FEC ir BEC plotai atitinkamai lyglis 4 cm? ir 6 cm?. Raskite keturkampio AEFD
plota.

Trikampio ABC plotas lygus 50 cm?, taskai D, E, F yra atitinkamai krastinése AC, AB, BC, be
to, AD =9 cm, DC = 6 cm, atkarpos EC ir DF susikerta taske G, o trikampiy CDG ir EFG
plotai vienodi. Raskite trikampio BCE plota.

Atkarpa AB yra pusskritulio skersmuo, taskas O yra pusskritulio centras, pusskritulio plotas
lygus 9m cm?. Taskai C ir D lankg AB dalija j tris lygias dalis. Apskai¢iuokite plok§tumos
dalies, apribotos atkarpomis AC ir AD bei lanku CD, plota.

I skritulj jbréztas statusis trikampis, kurio statiniai lygdis 1 cm ir v/3 cm. Raskite skritulio
nuopjovos, kurios pagrindas yra statinis, lygus 1 cm, plota.



VI. NEPRIKLAUSOMI IR PRIKLAUSOMI ATSITIKTINIAI JVYKIAI

Teoring medZiaga parengé bei SeStaja uzduotj sudaré dr. (HP) Eugenijus Stankus

Mus supa daugybé atsitiktiniy reiSkiniy — met¢ moneta, nezinome, kuria puse ji atsivers; mete
losimo kauliuka, nezinome, kiek akuciy atsivers ir pan. IS pirmo zvilgsnio atrodo, kad mes visai nieko
nezinome ir gyvename atsitiktinumy pasaulyje, kuriame vis délto gebame iSgyventi, netgi planuojame
savo, Salies ar pasaulio ateitj. Taip yra todél, kad ir tarp atsitiktiniy reiskiniy galima jzidiréti
désningumy. Tikimybiy teorija ir tiria tokius désningumus. Zinoma, remdamiesi ja negalime nustatyti
ar jvyks mus dominantis jvykis, taCiau galime jvertinti Sio jvykio pasirodymo galimybg, t. y.
apskaiciuoti tokiy jvykiy tikimybes.

Taip pat daznai yra svarbu nustatyti kokig jtaka turi vieno jvykio pasirodymas kito jvykio
pasirodymui. Kartais vieno jvykio pasirodymas nelemia kito jvykio pasirodymo — tuomet sakoma,
kad jvykiai yra nepriklausomi, o kartais jvykiai yra susije — tada sakoma, kad jie yra priklausomi. O
kaip nustatyti ar tiriamieji jvykiai yra nepriklausomi ar priklausomi, kaip jvertinti jvykiy
priklausomumo laipsnj? Tokio pobiidzio klausimams nagrinéti ir skirta $i tema.

Pradékime nuo pagrindiniy tikimybiy teorijos sgvoky bei jvykiy tikimybiy skai¢iavimo.

Bandymas ir su juo susije ivykiai. Bandymu arba eksperimentu vadiname sglygy, sudaranciy
galimybe jvykti stebimajam jvykiui, visumg. Pavyzdziui, tai — sglygos, kurioms esant metame moneta
ir stebime kuria puse ji atsivers. Eksperimentu galime vadinti lo§imo kauliuko metimg stebint kiek
akuciy atvirs. Salygy (meteorologiniy, laikotarpio, vietos ir pan.) visumg stebint autoavarijy skaiciy
magistraléje — taip pat galima laikyti eksperimentu. Salygos, kuriose mes gyvename, jeigu stebétume
zmogaus figj, svorj ar gyvenimo trukme — irgi eksperimentas.

Kiekvieng karta atlikdami bandyma nezinome, ar jvyks stebimasis jvykis, nors bandymo salygos
yra tokios pat arba labai panasios. Ka galime padaryti atsakant j §j klausima — tai i§vardyti visas $io
bandymo baigtis ir i$ jy sudaryti bandymo baigciy aibe. PaprasCiausias pavyzdys — simetrisko loSimo
kauliuko vieno metimo bandymo baigtys yra SeSios (laikoma, kad losimo kauliukas negali atsistoti
ant briaunos ar vir$iinés) — gali atsiversti bet kuri i§ SeSiy lo§imo kauliuko sieneliy. Taigi su §iuo
bandymu susieta baigiy aibe E ={e;e,;e;;e,;es;e.}. Jeigu nagrinétume dviejy simetriSky
skirtingy spalvy loSimo kauliuky metima, tai bandymo baigciy aibg
E={e;,i=12,.,6, j=i=12,.,6} buty sudaryta i§ 36 baigCiy; Cia e, yra baigtis, reiSkianti, kad
pirmasis kauliukas atsiverté i akutémis, o antrasis — j akutémis. Atkreipkime démesj, kad Sesias
simetri$ko lo§imo kauliuko metimo baigtis galime laikyti vienodai galimomis —né viena i$ jy neturi
daugiau Sansy pasirodyti, negu bet kuri kita. Taip pat vienodai galimos yra ir dviejy loSimo kauliuky
metimo 36 baigtys.

Zinoma, ne visi bandymai tokie patogiis ir lengvai aprasomi. Daugelio bandymy vienodai galimy
baigciy aibe¢ sudaryti nejmanoma. Pavyzdziui, kai stebima jmonés akcijy kaina, negalime teigti, kad
baigtys, jog po ménesio kaina sumazés, nepakis ir padidés, yra vienodai galimos. Baigtys, kad tam
tikroje kelio atkarpoje per tam tikrg laikotarpj jvyks 0, 1, 2, 3 ar daugiau kaip 3 autoavarijos,
tikriausiai irgi néra vienodai galimos.

IS bandymo baigciy aibés elementy galima sudaryti jvairius poaibius, kurie sutapatinami su
atitinkamais jvykiais (kurie gali jvykti atlikus §j bandymg). Pavyzdziui, simetrisko lo§imo kauliuko
vieno metimo baigCiy aibés E = {e;e,; e;; e,; e5; e, } poaibis 4 ={e,;e,; e} reiskia jvyki 4, kad,
metus loSimo kauliuka, jis atsivers lyginiu akuciy skai¢iumi. Poaibis B = {e,; e,; e} yra jvykis, kad
atsivers nelyginis akuciy skaiCius, o E, = {e,} — ivykis, kad atsivers SeSios akutés. Ivykiai, sudaryti
i§ vienos baigties, vadinami elementariaisiais jvykiais. Taigi jvykiai E, ={e}, E, ={e,} ir t. t. yra
elementarieji. [vykis E = {e,;e,; e;; e,; es; e, } yra biitinasis, o dél jvykiy aibés pilnumo jvedamas ir
negalimasis jvykis, zymimas tuscios aibés simboliu &J. Pabandykite apskai¢iuoti kiek i viso jvykiy
sudaro simetrisko loSimo kauliuko vieno metimo bandymo jvykiy aibe.



Baigtys, sudarancios jvyki 4, vadinamos palankiomis Siam jvykiui, visos kitos — nepalankiomis
ivykiui 4. Siy baig¢iy aibé sudaro priesinggjj jvykj A, kalbant aibiy terminais 4= £\ 4 . Negalimasis
ivykis neturi né vienos baigties.

Ivykiy veiksmai. Kadangi jvykius sutapatinome su baigéiy aibémis, tai su jais, kaip ir su bet
kuriomis aibémis, galimi jprastiniai aibiy, dabar — jvykiy, veiksmai.

Ivykiy 4 ir B sgjunga (Zymima A4 B) yra jvykis, kuriam palankiy baigciy aib¢ sudaro baigtys,
palankios bent vienam i§ jvykiy 4 ir B.

Ivykiy 4 ir B sankirta (Zzymima A N B) yra jvykis, kuriam palankiy baig¢iy aibg sudaro palankios
abiem jvykiams — ir 4, ir B, baigtys.

Ivykiy A4 ir B skirtumu (zymima A\ B) vadinamas jvykis, kuriam palankiy baigciy aib¢ sudaro
ivykiui 4 palankios, bet jvykiui B nepalankios baigtys.

Ivykiai A ir B vadinami nesutaikomaisiais, jei A N B=, kitaip tariant, kai jvykiai 4 ir B negali
ivykti kartu.

Ivykio tikimybé. Paprasciausia jvykio tikimybe¢ apibrézti bandymams, kuriy baigtys yra vienodo
galimumo. Jeigu taip néra, apibréziant tikimybe reikéty gilesniy tikimybiy teorijos studijy. Vienoda
baigciy galimumg suvokiame kaip ir kai kurias kitas pirmines matematines sgvokas (pavyzdziui,
skaiCius, taskas, ties¢ ir pan.). Dazniausiai teigiama — jeigu né viena baigtis atlikus bandyma neturi
daugiau galimybiy pasirodyti negu bet kuri kita, tai tokios baigtys laikomos vienodai galimomis.

1 apibrézimas (klasikinis tikimybés apibrézimas). Tarkime, bandymo baigéiy aibé yra sudaryta i§
n vienodai galimy baig¢iy. [vykio 4, kuriam palankiy baigéiy yra m, tikimybe vadinamas skai¢ius

P(A)=%.

Skaiciuojant tikimybe pagal klasikinj apibrézima svarbu jsitikinti baig¢iy vienodu galimumu, nors
tai ne visada paprasta.

1 pavyzdys. SimetriSko loSimo kauliuko vieno metimo jvykio A4={e,;e,;e,} tikimybé yra
P(A)=2=— . ivykio E, ={e} tikimybe P(Eg)=7. Plia.er)) ===

2 pavyzdys. Simetrinés monetos vieno metimo jvykio atsiversti herbui tikimybé yra > nes

bandymo baig¢iy aib¢ sudaro dvi vienodai galimos baigtys, o i$ jy palankiy nagrinéjamam jvykiui —
viena.
Ivykio tikimybe galima jvertinti ir remiantis statistiniais duomenimis. Jeigu atlikus vienodomis

salygomis N bandymy, stebimasis jvykis 4 jvyko M karty, tai santykis % yra ivykio 4 santykinis

daznis. Yra jrodyta, kad didinant bandymy skaiciy santykinis daznis yra stabilus ir apytikriai lygus
stebimojo jvykio tikimybei. Si santykinio daznio savybé yra bendresnio tikimybiy teorijos teiginio,
vadinamo didziyjy skaiciy désniu, atskiras atvejis. Didziyjy skai¢iy désnis patvirtinamas
eksperimentiskai — literatiroje galime rasti pavyzdziy, kai moneta metus 6000 ar 12000 karty herbo
atsivertimo santykinio daznio reikSme apytikriai lygi 0,5, t. y. Sio jvykio tikimybei.

Paprasciausios tikimybiy savybés.

Tegu bandymo baigciy aibe sudaro n vienodai galimy baigciy, o jvykiui A4 palankiy baig¢iy yra m.

1. Kadangi 0<m<n, tai 0< 2 <1, taigi 0< P(4)<1.Be to P(&)=0, P(E)=1.
n

2. Jei jvykiui 4 palankiy baigéiy yra m, tai jam prie§ingojo jvykio 4 baigéiy aibe sudaro n—m

baigéiy. Vadinasi, P(4)="""

=1-" 21— P(4). Taigi
n n

P(A)=1-P(4). (1)
3. Jeigu jvykiai 4 ir B yra nesutaikomieji, tai pasinaudoj¢ klasikiniu tikimybés apibrézimu lengvai
gausime, kad
P(Au B)=P(A)+ P(B). )



4. Galioja bendra formulé jvykiy sajungos tikimybei apskaiciuoti:
P(AU B)=P(A)+P(B)—P(ANB). (3)

bandymo baigciy skaiciais (pabandykite jrodyti savarankiskai). Taciau galima samprotauti ir kitaip.

Tegu A ir B yra bet kurie jvykiai. Tuomet teisingos lygybés

AUB=AU(B\A), B=(ANnB)U(B\4).
Kadangi abiejy lygybiy démenys yra nesutaikomieji jvykiai, tai
P(AUB)=P(A)+P(B\A), P(B)y=P(ANnB)+ P(B\ A).

I§ pirmosios lygybés atéme antrajg gauname:

P(AUB)-P(B)=P(4)~P(AnB) = P(AU B)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Pastaba. Jeigu jvykiai A ir B yra nesutaikomieji, tai i§ (3) iSplaukia (2) formulé, nes Siuo atveju
P(ANB)=0.

Operuodami baig€iy aibémis taip pat galime jsitikinti, kad teisingas toks teiginys.

5.Jeigu Bc 4,t.y. Byraaibés 4 poaibis arba sutampa su 4 (kitaip — iS to, kad jvyko B, iSplaukia,
kad jvyko A), tai

P(A\B)=P(A)—- P(B) (4)

3 pavyzdys. Simetriskas lo§imo kauliukas metamas du kartus. Apskaiciuokime tikimybe, kad nors
karta atsivers arba penkios, arba SeSios akutes.

Sprendimas. Tegu A — jvykis, kad nors kartg atsivers SeSios akutés, B — nors kartg atsivers penkios
akutes, C — nors kartg atsivers arba penkios, arba SeSios akutés: C = 4 U B . Pasteb¢je, kad jvykiai 4
ir B gali jvykti kartu (néra nesutaikomieji), jvykio C tikimybe rasime pagal (3) formulg.
Apskaiciuojame P(A)= %, P(B)= % , P(AnB)= 3_26 = % . Cia jvykiams 4 ir B palankiy baigéiy
yra po 11, o jvykiui 4nB — 2 i§ 36 vienodai galimy baig€iy. Sitilome Sias tikimybes apskaiciuoti
savarankiskai. Tuomet gauname, kad

11 11 1 5
P(C)=P(AUB) = P(A)+ P(B) = PANB) =+~ =,

Ivykiy nepriklausomumas ir priklausomumas. Jei vieno i$ jvykiy tikimybé nepriklauso nuo to,
ar jvyko, ar ne, kitas jvykis, tai jie yra nepriklausomi. Jeigu taip néra, tai jie — priklausomi.

Ivykio 4 salygine tikimybe su salyga, kad ivykis B jvykes (ja zymésime P(A | B) ), galima iSreiksti
formule

P4 B)=LUCB) wai by so0. (5)
P(B)
Si i3raika daznai laikoma sglyginés tikimybés apibrézimu.

Idomu, kad Sioje formuléje salyginé tikimybé iSreiksSta ,,besalyginémis® tikimybémis P(B) ir
P(AnB). Taip yra todél, kad skai¢iuojant jvykio 4 salyging tikimybe, kai jvykis B jvykes, galimy
baigcCiy aib¢ yra sudaryta tik i$ jvykiui B palankiy baig€iy, o jvykiui 4 i$ jy palankios tik tos, kurios
priklauso §iy jvykiy sankirtai. Pailiustruosime tai paprastu losimo kauliuko metimo pavyzdziu.

4 pavyzdys. Jonas ir Petras zaidzia métydami loSimo kauliukg. Kauliuka meta uzsimerkes Jonas,
o Petras stebi rezultatg. Po Jono metimo Petras jam pasake, kad atsiverté ne maziau kaip dvi akutes
(ivykis B). Jonas, remdamasis Sia informacija, bando atspéti ar atsiverté nelyginis akuciy skaicius
(ivykis 4). Kokia tikimybe, kad Jonas atspés?

Sprendimas. Turime apskaiciuoti salyging tikimybg P(A4 | B). Kadangi jvykis B yra jvykes, tai
baigc€iy aibe sudaro jvykiui B ={e,;e;; es; es; ¢} palankios 5 baigtys, o i§ jy palankiy jvykiui 4 yra

dvi: e; ir e5. Todél P(4|B) :§ . Jeigu pastarosios trupmenos skaitiklj ir vardiklj padalinsime i$ 6, tai

2 2/6 P(ANB)

ausime P(4A|B)====——=
& (4]8) 5/6  P(B)

, t. y. galioja salyginés tikimybés (5) iSraiska.

Ats. P(A|B)=

NN |



Jeigu P(A4|B)= P(A), tai jvykiai 4 ir B vadinami nepriklausomais. Taip bus tik tuomet, kaip
iSplaukia i§ (4) formulés, kai
P(ANB)=P(A)-P(B). (6)
Bendruoju atveju §i formulé taip pat laikoma jvykiy 4 ir B nepriklausomumo apibrézimu.
Taigi jei
P(ANB)# P(A)-P(B),
tai A ir B — priklausomi jvykiai.

O kaip apskaiciuoti jvykiy sankirtos tikimybe, kai Sie jvykiai yra priklausomi, iSplaukia i (5)
formulés:

P(AnB)=P(B)-P(4|B). (7)

Atkreipkime démesj, kad jvykiy nepriklausomumo ir priklausomumo matematinés savokos
neprieStarauja gyvenimiskai §iy terminy sampratai.

Galima jrodyti: kai viena i§ nepriklausomy jvykiy pory 4 ir B, Air B, A it B, A ir B yra
nepriklausomi jvykiai, tai ir visos kitos Sios poros yra nepriklausomi jvykiai.

5 pavyzdys. Irodysime teiginj: jei jvykiai 4 ir B yra nepriklausomi, tai ir jvykiai A ir B taip pat
yra nepriklausomi.

Irodymas. Ivykiai A ir B yra nepriklausomi, todé¢l P(4 " B) = P(A)- P(B). Turime jrodyti, kad
galioja lygybé P(4 N B)=P(4)-P(B).

Pirmiausia atkreipkime démesj, kad minimiems jvykiams galioja lygybé AnB=A\(ANB).
Sios lygybés teisingumu galima jsitikinti vaizduojant jvykius kaip baigéiy aibes geometriikai Veno
diagramomis (John Venn — angly filosofas, 1834-1883). Tuomet pasinaudoje¢ (4) lygybe gauname:

P(An E) =P(A\(ANB))=P(A)—P(AnB)=P(A)—P(A)-P(B)=P(A)-(1- P(B))=P(A) ~P(§) .
Teiginys jrodytas.

Iki Siol pateikti pavyzdziai dazniausiai buvo susij¢ su loSimo kauliuko ar monetos métymo
bandymy jvykiy tikimybiy skaiciavimais. Taciau auks¢iau minétos tikimybés savybés leidzia iSplésti
tikimybinius skaiciavimus ir nagrin¢jant realius miisy gyvenimo reiskinius, pavyzdziui, ekonominius.

6 pavyzdys. Stebima dviejy nepriklausomy jmoniy akcijy kaina. Zinoma, kad pirmosios jmonés
akcijy pabrangimo po ménesio (jvykis 4) tikimybé yra 0,8, o tikimyb¢, kad antrosios jmonés akcijos
po ménesio brangs (jvykis B), lygi 0,7. Apskaic¢iuokime tikimybe, kad po ménesio bent vienos iS §iy
jmoniy akcijos brangs.

Sprendimas. Tikimyb¢, kad abiejy jmoniy akcijy kaina po ménesio padidés yra
P(ANB)=P(A)-P(B)=0,8+0,7=0,56, nes pagal salyga ivykiai A ir B gali biti laikomi
nepriklausomais. Tuomet pagal (3) formule tikimybé, kad po ménesio bent vienos i§ §iy jmoniy
akcijos brangs, lygi P(AuU B)=P(4)+ P(B)—P(AnB)=0,8+0,7-0,56=0,94.

Ats. 0,94.

7 pavyzdys. Bankas investavo | dvi priklausomas tikio Sakas, zinodamas tokig informacija:
investicija | pirmaja Saka bus pelninga (ivykis 4) su tikimybe 0,8; investicija | antraja Saka bus
pelninga (jvykis B) su tikimybe 0,9; jeigu investicija j antraja tkio Saka biity pelninga, tai investicija
1 pirmaja Saka biity pelninga su tikimybe 0,95. Apskaic¢iuokime tikimybe, kad bent viena i§ $iy
investicijy bus pelninga.

Sprendimas. Tikimybé, kad investicijos | abi Gikio Sakas bus pelningos, pagal (7) formulg yra
P(AnB)=P(B)-P(4|B)=0,9-0,95=0,855 . Tuomet

P(AU B)=P(A)+ P(B)— P(An B)=0,8+0,9—0,855=0,845 .

Ats. 0,845.

Siuo pavyzdziu ir baigiame pazintj su tikimybiy teorijos pradiniais elementais, tarp jy ir su
ivykiy nepriklausomumo ir priklausomumo sgvokomis bei jy iliustracijomis. Linkime sékmingai
iSspresti Sestajg uzduotj!
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SESTOJI UZDUOTIS

Taisyklingas loSimo kauliukas metamas du kartus. ApskaiCiuokite tikimybe, kad atsivertusiy
akuciy suma bus nelyginé nevirSijanti 5.

Moneta metama 3 kartus. Apskaiciuokite tikimybe, kad bent vieng kartg atsivers herbas.
Taisyklingas loSimo kauliukas metamas du kartus. Apskaiciuokite salyging tikimybe bent karta
atsiversti 6 akutémis, jeigu pirmuoju metimu atsiverté ne maziau kaip 3 akutés.

Jvykiai 4 ir B yra nepriklausomi. Jrodykite, kad jvykiai 4 ir B yra nepriklausomi.

Zinomos $ios tikimybés: P(4)=0,8, P(B)=0,6, P(4UB)=0,9. Apskaitiuokite P(4N B),
salygines tikimybes P(A4|B) ir P(B|A) bei nustatykite ar jvykiai 4 ir B yra priklausomi.
Tikimybé¢ laiméti jsigijus viena loterijos A bilieta lygi 0,005, o loterijos B laimingo bilieto
tikimybé yra 0,001. Apskaiciuokite tikimybe, kad jsigijus po vieng loterijos A ir loterijos B
bilieta, bent vienas bus laimingas.

Krepsininkas Audrius baudos metimg pataiko su tikimybe 0,85, o Balio tikslaus baudos metimo
tikimybé yra 0,75. Audrius ir Balys meta po vieng baudos metimg. Apskaiciuokite tikimybe, kad:
a) abiejy krepsSininky baudos metimai bus tikslis; b) bus tikslus lygiai vienas metimas; c) bus
tikslus bent vienas metimas; d) abu krepSininkai nepelnys tasky.

Gydytojas zino, kad skirtingy ligy pozymiai gali biiti vienodi. I$ tyrimy nustatyta: tikimyb¢, lygi
0,3, kad ligoniui bus aptiktas pozymis 4; salyginé tikimybe¢ 0,9 sirgti liga B, kai aptiktas pozymis
A. Apskaiciuokite tikimybe, kad ligoniui bus aptiktas pozymis A4 ir jis sirgs liga B.

Saulys $auna j taikinj du kartus. Pirmojo $Givio pataikymo tikimybé yra 0,7. Kai pirmasis $iivis
taiklus, antrasis §tvis taiklus su tikimybe 0,8. O jei pirmasis §tvis netaiklus, tai tikimybé pataikyti
1 taikinj antruoju §tiviu lygi 0,6. Apskaiciuokite: a) tikimybe, kad Saulys pataikys ] taikinj abiem
Stviais; b) tikimybe, kad pirmasis Stivis bus netaiklus, o antrasis — taiklus; ¢) tikimybe, kad
antrasis Stvis bus taiklus.

10. Dvejos automatinés staklés gamina vienodas detales. Tolesniame gamybos procese jos

sumaisomos, todél atsitiktinai paimta detalé¢ su vienoda tikimybe 0,5 gali biiti pagaminta bet
kuriomis i§ dviejy stakliy. Zinoma, kad pirmosiomis staklémis pagaminta atsitiktinai paimta
detalé bus brokuota su tikimybe 0,15. Si tikimybé antrosioms stakléms lygi 0,045. Apskaiciuokite
tikimybe, kad atsitiktinai pasirinkus detale i abejomis staklémis pagamintos produkcijos ji bus
brokuota.



VII. FUNKCIJOS IR LYGTYS

Teoring medZiaga parengé ir septintaja uZduotj sudaré mokytojas ekspertas Antanas Skiipas

1. Trumpai prisiminsime kai kurias mums svarbias savokas.

Sakykime, X ir Y yra dvi aibés. Désnis (taisykle), pagal kurj kiekvienam aibés X elementui
priskiriamas vienintelis aibés Y elementas, vadinamas funkcija.

Funkcija dazniausiai zymima y = f(x).

Aibé X vadinama funkcijos f apibrézimo sritimi, Zymima Dy Aibé, sudaryta i§ visy f{x) reikSmiy,
kai x prabéga visg Dy, vadinama funkcijos f reikSmiy sritimi, zymima Ey. Taigi E; C Y.

Atkreipsime démesj, kad funkcijg nusako du dalykai: désnis ir jo apibrézimo sritis. Todél dvi
funkcijos, nusakomos tuo paciu désniu, bet turinCios skirtingas apibrézimo sritis, laikomos
skirtingomis.

Mokykliniame matematikos kurse aibés X ir ¥ dazniausia biina skaiCiy aibés, todél ir funkcijos
vadinamos skaitinémis funkcijomis. Jos dazniausiai nusakomos reiskiniais, formulémis. Funkcijos
apibrézimo sritimi, jeigu néra nurodyta kitaip, laikoma atitinkamo reiskinio apibrézimo sritis.

Sakykime, turime dvi funkcijas f'ir g su apibrézimo sritimis Dy ir Dg. Daznai susiduriame su
tokiu uzdaviniu: reikia rasti tas funkcijy kintamyjy reikSmes, su kuriomis tos funkcijos jgyja tas pacias
reik§mes. Toks uzdavinys uzraSsomas lygybe
V £ = 9(0).

Sig lygybe ir vadiname lygtimi. Kintamojo x reikSmiy aibe, kurioje apibréztos abi funkcijos f(x) ir
g(x) nattralu laikyti lygties apibrézimo sritimi D;. Taigi, jei néra atskirai nurodyta,

Dl = Df n Dg.
Funkcijy f ir g kintamieji daznai vadinami lygties nezinomaisiais. Nezinomojo reikSmes, kurias
jrasius lygtyje, gaunamos teisingos lygybés, vadinamos lygties sprendiniais. ISspresti lygti — reiskia
rasti visus jos sprendinius arba jrodyti, kad jy néra.

Spresdami lygtis, stengiamés sudétingesnes lygtis pertvarkyti i paprastesnes, turincias tuos
pacius sprendinius, taigi ekvivalencias lygtis.

Nagrin¢jant lygtj kai kada naudinga nubraizyti funkcijy fir g grafikus. Jy sankirtos tasky abscisés
ir yra lygties sprendiniai. Tada galima susidaryti vaizda apie sprendiniy egzistavima, jy skaiiy.

2. Akivaizdu, kad lygtis f(x) = g(x) gali turéti sprendiniy tik tada, kai D, = D N Dy # @ ir
E-NE;+ Q.

Pavyzdziai. a) V4 —x =+Vx—-5-3.

Sprendimas. Funkcija f(x) = V4 — x apibrézta, kai 4 —x = 0, vadinasi, Dy = (—o0;4]. O
g(x) = Vx — 5 — 3 apibréZta, kai x — 5 = 0; Dy = [5; +00). Taigi D; = (—; 4] N [5; +) = @.

Ats.: lygtis sprendiniy neturi.

b) lg((x —3)(1—x)) —lg(1 —x2) = 1.

Sprendimas. leSkodami lygties apibrézimo srities, sudarome nelygybiy sistema

{(x -3)(1—-x)>0,

1-x%2>0.
I$ jos gauname, kad D; = (1;3) N (—1;1) = Q.
Ats.: lygtis sprendiniy neturi.

) Vx =3 —-vVx+9=+vVx—2.

x—32>0,
Sprendimas. Sudare sistema gx + 9 > 0, randame lygties apibrézimo sritj D; = [3; 4+00). Ta¢iau
x—22=20,

x—3<x+9, o tada ir Vx —3 <+vVx+9 (h(x) =+x — didé¢janti!). Tod¢l f(x) =+vx —3—
—Vx+9<0,0g(x) =vx—2>0. Vadinasi, Ef N E; = @, ir lygtis sprendiniy neturi.
Ats.: lygtis sprendiniy neturi.
d) ISspreskime dar vieng, gana nejprasta lygtj
2sinx = 5x% + 2x + 3.



Sprendimas. Akivaizdu, kad D; = R. Rasime lygties kairiosios ir deSiniosios pusiy reikSmiy
sritis. Kairioji: —2 < 2sinx < 2, Ey = [—2; 2]. Pertvarkysime deSiniajg, iSskirdami pilng kvadrata:
1 1,1 1 1\2 1
5x% 4 2x +3 :5(x2+2x-—)+3 = 5(x2+2x-—+———)+3 = 5(x+—) —--+3=
5 5 25 25 5 5
1

2 4
= 5 (x + E) + 25
4 . 4
Matome, kad E; = [2 o +00). Taigi Ef N E; = [-2;2] N [2;; +oo) = Q.
Ats.: lygtis sprendiniy neturi.

3. Nustatyti, kad lygtis turi sprendiniy, gali padéti tokia teorema.

Jei funkcija h(x), apibrézta ir tolydi uzdarame intervale [a; b), jo galuose jgyja skirtingo Zenklo
reikSmes, tai tame intervale yra bent vienas taskas, kuriame h(x) = 0.

Sios (Bolcano-Kosi) teoremos jrodymas iSeina uz mokyklinés matematikos kurso riby, nors pats
tvirtinimas ir lengvai suprantamas.

Pavyzdys. Irodysime, kad intervale [0; 2] lygtis
e™*=2x-3

turi sprendiniy.

Irodymas. Nagrinékime funkcijos #(x) = e ™™ — 2x + 3 reikSmes intervalo galuose:

h(0)=e©°—2-0+3=4, h(2Q)=e?-2-2+3=e2-1<0.

Funkcija £ intervale [0; 2] tolydi, vadinasi, Sio intervalo viduje ji virsta nuliu. Lygtis turi sprendiniy.
Suprantama, intervalg galima siaurinti. Pavyzdziui i3 to, kad A(1) =e 1 =2+3=1+e"1>0
galima daryti iSvadg, kad sprendiniai yra intervale [1;2]. Toliau siaurindami intervalg, galime
sprendinius jvertinti kiek norima tiksliai. Ta¢iau kiek jy yra, lieka neaisku.

Kad lygtis f(x) = g(x) turi vienintelj sprendinj intervale [a; b] C D,, kartais leidzia nustatyti §i
teorema.

Jei funkcija yra didéjanti intervale [a; b], o g(x) jame mazéjanti, tai lygtis f(x) = g(x) jame
turi ne daugiau kaip vieng sprendinj.

Atkreipsime démesj, kad teorema sprendinio egzistavimo negarantuoja. Pagalvokite — kodél?

Irodymas. Sakykime, lygtis be sprendinio x; turi dar vieng sprendinj x, ir x; < x,. Tuomet i§
funkcijy f'ir g monotoniskumo isplaukia, kad f(x;) > f(x1) ir g(x;) > g(x;). Bet f(x1) = g(xy),
todel f(xy) > f(x1) = g(x1) > g(x,). Vadinasi, f(x;) > g(x;), ir x, sprendiniu biiti negali.
Analogiskai galima jrodyti, kad ir x5 (x3 < x;) nebus sprendiniu.

Dabar jau nesunku jsitikinti, kad lygtis e™ = 2x — 3 gali turéti tik vieng sprendin;.

Pasitaiko, kad lygties sprendinj pavyksta pastebéti. Tada teorema gali pasitarnauti jrodant, kad
kity sprendiniy lygtis neturi.

X

Pavyzdziai. a) ISsprgsime lygti
3¥ 4+ 4% = 5%,
Sprendimas. Pastebésime, kad x = 2 tenkina lygtj (3% + 42 = 52 — Zinomo Pitagoro trikampio
lygybé). Padaling abi lygties puses i§ 4* (4* > 0 !), gauname:
G +1=6
4 4)
3\* L 5\ ... . .. . . .
flx)= (Z) + 1 yra mazgjanti, o g(x) = (Z) didéjanti funkcijos. Vadinasi, lygtis turi
vienintelj sprendinj x = 2.
Ats.: x = 2.
b) ISspresime lygti
Inx =x—1.
Sprendimas. Lygtis apibrézta intervale (0; +0).
Nesunku pastebéti, kad x = 1 yra lygties sprendinys. Jrodysime, kad kity sprendiniy lygtis neturi.
Deja, §j kartg teorema nepadés — abi lygties pusés yra monotoniskai didé¢jancios funkcijos.
Sudarykime funkcija h(x) = Inx — x + 1. Jos i$vestiné lygi h'(x) = % — 1. Ji virsta nuliu, kai

% —1=0,t y. kai x = 1. Tai yra vienintelis kritinis taskas. Jame / jgyja maksimuma, nes, praeinant



kritinj taska, h' (x) reikSmés keicia Zenkla i§ teigiamy j neigiamas. Vadinasi, visoje apibrézimo srityje
h(x) = 0 vienintelj karta, kai x = 1. Taigi, lygtis Inx = x — 1 turi vienintelj sprendinj x = 1.
Ats.:x = 1.
4. Dazniausiai lygtys sprendziamos jas jvairiai pertvarkant, naudojant keitinius.

Pavyzdziai. a) ISsprgsime lygti

/x+4x/x—4=i/3x—12+2.

Sprendimas. Lygties apibrézimo sritis D; = [4; +00), nes i$ salygos x — 4 > 0 iSplaukia, kad
x =4, o tuomet ir x + 4vx — 4 > 0. Desinioji lygties pusé apibrézZta visoje R.
Pertvarkome kairigja lygties puse:

\/(x—4)+2\/x—4-2+4=3\/3x—12+2, (Vai—2+2) =¥3x—12+2
Turime Vvx — 4+ 2 > 0,todél vx — 4+ 2 = 3\/3x—12+2, Vx —4 = i/3x—12.Abipuses

keldami $eStuoju laipsniu, gausime
(x —4)3 =9(x — 4)?, (x—4)2-9(x—4)2=0, (x—4)*(x—4—-9) =0,
i$ kur x; = 4, x, = 13. Galima patikrinti, kad ir 4, ir 13 tenkina lygt;.

Ats.: X1 = 4', Xy = 13.
/—2x—x/§+5x = 4x3.

Sprendimas. 1§ nelygybés —2x —+/5 = 0 randame D; = (—00; _\/Z_E] Duotaja lygti perrase

b) ISspresime lygtj

—2x — /5 = 4x3 — 5x, matome, kad deginioji §ios lygties pusé¢ bus neneigiama, kai
3 2_5 V5 V5
4x° —5x =0, 4x(x _Z)ZO' 4x(x—?) (x+?)20.

Intervaly metodu randame, kad §i nelygybé teisinga aibéje A = [— ? ; O] u [\/2_3 ;+ 00). Matome, kad

AND; = {— \/?g} Vadinasi, tik $is skaiCius galéty biiti sprendiniu. [rase ji lygtyje, isitikiname, kad

X =- g tikrai jg tenkina.

Ats.: x = —\/;

¢) ISspregsime lygti
(x2 —4x)2 + 3(x — 2)%? = 12.
Sprendimas. Lygtis apibrézta visoje R. Pertvarkysime kairiajg lygties puse:
(x2 —4x)2+3(x* —4x+4) =12, (x*—4x)?+3(x*—4x) =0,
(x2 —4x)?2(x* —4x+3) =0, x(x—4)(x*—4x+3)=0.
Lygtis x? — 4x + 3 = 0 turi sprendinius x; = 1, x, = 3. Taigi pradiné lygtis turi keturis sprendinius:
x1=1,x,=3,x3=0,x, =4.

Ats.:xq =1,x, =3,x3 =0, x4 = 4.

d) ISspresime dar vieng lygti
(x? + 4x + 7)% + 3x3 + 14x% 4+ 21x = 0.
Sprendimas. Lygtis apibrézta visoje R. Pertvarkome:
(x2 +4x+7)? +3x(x? +7) + 14x% = 0.
Jrase lygtyje jsitikiname, kad x = 0 néra jos sprendinys, todél abi puses dalindami i§ x2 sprendinio
neprarasime:
(xz +4x+7
X

2 2 2
) +3%7 114 =0, arba (x+4+1) +3(x+4+1)—12+14: 0.
X X X
Pazymeéje x + 4 + % = t, gauname lygtj t? + 3t + 2 = 0, turingig sprendinius t; = =2, t, = —1.



Spreskime  lygti x+4+£=—2: x+6+§=0, | - x x?2+6x+7=0. Gauname
sprendinius x; = —3 — V2irx, = =3+ 2.

Lygtis x + 4 + % = —1, pertvarkyta j x? + 5x + 7 = 0, sprendiniy neturi (diskriminantas —3).

Ats.:x; = =3 =2, x, = =3 +/2.

5. Teorema. Sakykime, funkcija f'yra monotoniskai didéjanti (arba mazéjanti), o funkcijy g ir 4
reikSmiy sritys E; Dy ir Ej € Dy. Tuomet lygtys

fg(x)) = f(h(x)) ()
ir g(x) = h(x) (+2)
yra ekvivalencios.

[rodymas. a) Jei x( yra lygties (++) sprendinys, t. y. g(xo) = h(xy), tai f(g(xq)) = f(h(xp)),
jis tenkina ir lygtj (»).

b) Jei tartume, kad x, yra () lygties sprendinys, bet netenkina (xx), pvz., g(xg) < h(xy), tai i$
funkcijos f monotoniskumo isplaukty, kad f(g(xy)) < f(h(xy)), kai f did¢janti arba f(g(xy)) >
f(h(xp)), kai f mazéjanti. AnalogiSkai prieStaras gautume ir tardami, kad g(x,) > h(xg).

Sia teorema i tikro remiamasi, jos neminint, sprendziant lygtis

22x+1 = 23%  g(x + 3) = 1g(2x + 1) ir pan.
Pavyzdziai: a) ISspregsime lygtj

(x% = 2x)% 4+ x? — 3x = x3.
Sprendimas. Lygtis apibréZta visoje R. Prie abiejy lygties pusiy pridéje x, gausime:
(x2 = 2x)3 +x% —2x =x3 +x.

Jvede funkcija f(x) = x3 + x, lygtj galésime perrasyti taip: f(x% — 2x) = f(x).

Ir funkcija f, ir funkcijos g(x) = x% —2x, h(x) = x apibréztos visoje R. Be to, f yra
monotoniskai didéjanti, nes f'(x) = 3x%+ 1 > 0 visoje R. Vadinasi, gautoji lygtis ekvivalenti
lygéiai x? — 2x = x. Toliau spresdami, gausime x? — 3x = 0, x(x — 3) = 0.

Ats.: xq = 0,x, = 3.

b) ISspresime lygti

Bx+2){/(Bx +2)2+3+2xy/4x*>+3 =0.
Sprendimas. Pastebéje, kad 4x2 = (2x)?%, matome, kad lygtj galima uZrasyti taip:
fBx+2)+ f(2x) =0, kai f(x) = xVx? + 3.
Be to, visos funkcijos f, g(x) = 3x + 2, h(x) = 2x ir pati lygtis apibréztos R. Funkcija f yra
monotoniskai didéjanti, nes f'(x) = Vx2 + 3 + x - 2\/% =Vx2+3+ % > 0.
Perragykime dabar lygtj taip: f(3x + 2) = —f(2x). Bet —f(2x) = f(—2x) su visais x € R,

nes fnelyginé: f(—x) = (—x)/(—x)? +3 = —(x\/x2 +3) = —f(x). Vadinasi, dabar lygtj galime

uzra$yti f(3x + 2) = f(—2x) ir, remdamiesi teorema, gauname jai ekvivalencia lygtji 3x + 2 =

= —2x, 5x = —2, kurios vienintelis sprendinys x = —é.
2
Ats.: x = — =
6. Teorema. Jei f'yra monotoniskai didéjanti funkcija, tai lygtys
fx)=x (*)
ir fx) =x (+%)

yra ekvivalencios.

[rodymas. Jei x yra (=) lygties sprendinys, tai f(f(xy)) = f(xy) = xo — iSeina, kad x, tenkina
ir () lygtj.

Dabar tarkime, kad x, yra (++) lygties sprendinys, t.y., f(f(x,)) = xo, bet néra () lygties
sprendinys, f(xg) # xo.

Sakykime, kad f(xg) > x,. Tuomet i$ to, kad f monotoniskai didéjanti, iSplaukia:

f(f (x0)) > f(x0) > Xo-



Vadinasi, x, negali biiti lygties (x«) sprendiniu. Visai panasiai, jei buty f(xy) < x,, gautume
f(f (x0)) < f(x0) < xo.
Gauta priestara rodo, kad x, yra ir () lygties sprendinys.
Pastaba. Teoremos salyga, kad fbiity monotoniskai didéjanti, yra esminé. Pavyzdziui, funkcija
X X
f(x) = (%) yra monotoniskai mazgjanti. Lygtis (i) =x gali turéti tik vieng sprendinj

. . 1. 1
= x, dar turi sprendinius x, = ~irx; =-.

1 )(R)

(pagalvokite kodél), o lygtis f(f(x)) = x, t.y. (E

Pavyzdziai. a) ISspreskime lygtj
/2 +Vx=x-2

Sprendimas. Lygtis apibrézta, kai x € [0; +00). Parasykime lygtj taip: 2 + /2 + vx = x. Jvede
funkcija f(x) = 2 + +/x, matome, kad lygtis uzrasoma f(f(x)) = x. Funkcija / yra monotoniskai
didéjanti (kodél?), todél gautoji lygtis ekvivalenti lyg&iai f(x) = x, t.y. 2+ +/x = x. Pazyméje
Vx =t (t > 0), gauname lygtj t? — t — 2 = 0, turinéig sprendinj t; = 2;t, = —1 < 0.

I8 lygties Vx = 2 gauname x = 4.

Ats.: x = 4.

b) ISspresime lygti
2V2x +1=x% - 1.
Sprendimas. Pertvarkome lygti: 23/2x + 1+ 1 = x3, ; 232x +1+ 1 =x. Jvedus funkcijg
g(x) = V2x +1, lytis jgyja pavidala g(g(x)) = x.
Funkcija g yra monotoniskai did¢janti. Todél gautoji lygtis ekvivalenti lyg€iai g(x) = x, t. y.
V2x+1=x, 2x+1=x3, x3 —2x — 1 = 0. Pastebéje sprendinj x; = —1, pertvarkykim lygtj:
x34x?—x2—-x—-x-1=0, x*’(x+1)—x(x+1D)—-(x+1)=0, x+D*—x—1)=0.

. . . . . . -5 5
Gautoji (o kartu ir pradiné) lygtis turi sprendinius x; = —1, x, = L 2\/_, X3 = 1+2\/_.
Ats.: X1 = _1, Xy = 1_2_\/5, X3 = 1+2\/§

Pastaba. Lygtj buvo galima pertvarkyti ir kitaip: j lygti NI x, ir jvesti funkcijg f(x) =

2
3_
= le Pabandykite.

SEPTINTOJI UZDUOTIS
ISspreskite lygtis:
. G+ DG-0)(Vx—8+2)=4 6. (x> +3x—4)2+2x3+3x?>-8x =0;
2. V3+x=3-xVx 7. x> —2x—-1+Vx2—x+1=+/x+2;
3. VXZ—3x+2=-x%+42x—1; 8. 3¥73% 1 3x2 _ 15y 4 12 = 32(x-2);
4. Vax+ o2z —1=VTax—7+1; 9. Votx=x"-6
5. (x?+x)?—21x%+3(x —3)% = 27; 10. 241+ 2vVx = x — 1.

Sprendimy uzuominos: 1-3 uzdavinius spreskite, remdamiesi teorinés medziagos 2 ir 3 skyriy idéjomis, 4-6
uzdavinius — 4 skyriaus idéjomis, 7-10 uzdavinius — 5 ir 6 skyriy idéjomis.



VIII. LIEKANU ARITMETIKA

Teoring medZiaga parengé bei astuntaja uzduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas)

Gerai zinome, kad sudauginus du sveikuosius skai¢ius ar sudéjus juos bei vieng i$ kito atémus,
gaunamas sveikasis skaiCius. Taciau dalijant vieng sveikajj skai¢iy i$ kito, ne visada gaunamas
sveikasis skaicius, o i$ nulio net nedalijama.

Sakoma, kad sveikasis skaiCius a dalijasi i§ sveikojo skaiCiaus b. Jeigu yra toks sveikasis
skaiCius k, kuriam esant galioja lygybé

a=k-b.

Skaicius b yra vadinamas skaiciaus a dalikliu, o k vadinamas dalmeniu.

Kai skai¢ius a nesidalija i§ skaiciaus b, visada galima rasti tokj sveikajj skaiciy k, kad galioty
lygybe

a=k-b+r, re{l;2; ..;b—1}.
Skaicius r ¢ia vadinamas dalybos liekana.
Abu atvejus — dalumo ir nedalumo — galima sujungti tokia formule:
a=k-b+r, re{0;;2; ...;b—1}. (D)
Skaicius k£ ¢ia vadinamas dalmeniu, o » — liekana. AiSku, kad skaiCius »=0 tik formaliai yra
skaiiaus a dalybos i b liekana. Skaicius b vadinamas skaiciaus a dalikliu tik kai » =0.

Geb¢jimas nagrinéti ir spresti sveikyjy skaiciy dalumo uzdavinius bei apskaiciuoti dalybos
liekanas yra naudingas ne tik dalyvaujant matematikos uzdaviniy sprendimo konkursuose, bet ir
sprendziant rimtas matematikos ir jos taikymo problemas.

Sioje jauniesiems matematikams skirtoje temoje skai¢iy dalumga bei dalybos lickany skaicia-
vimg nagrinésime spresdami uzdavinius, visai nesileisdami j gilesnius teorinius samprotavimus bei
apibendrinta metody analize. Bet i$ pradziy susipazinkime su sveikyjy skaiciy dalybos liekany
aritmetika.

Tegu g, ir a, yra bet kurie sveikieji skai€iai, o b yra teigiamas sveikasis skaicius. Nagrinékime
skaiCiy @ ir a, sumos a; +a, bei sandaugos g, -a, dalybos 18 skaiiaus b liekany (jas paZymékime
r(a; +ay) 1t r(ajay)) rySisu a; ir a, dalybos i§ b lieckanomis 5 =r(a))ir r, =r(ay).

Targ, kad

aj=kb+n It ay=kyb+r,
H,r €4{0;1;2; ...;b—1}, gausime:

1) ay+ay =(kib+n)+ (kb + 1) =(kj + k)b + (1 + 1)
ir

2) ay-ay =(kb+1)-(kyb +10) = (kkob + 1iky + k)b + 1 - 1.

I§ Cia iSplaukia, kad:

r(a +ay)=r(n+nr) 2)
ir

r(ay-ay)=r(n-n). 3)
Sios sveikyjy skai¢iy sumos ir sandaugos dalybos i3 to paties sveikojo skai¢iaus savybés yra gana
paprastos, bet labai svarbios sprendZiant uzdavinius. Dar daugiau, jos galioja ne tik dviejy, bet ir bet
kurio baigtinio skai¢iaus sveikyjy démeny ir dauginamuyjy atveju. Cia pat norétume atkreipti démesj
j tai, kad bet kurj sveikaji skaiciy a dalyti galima tiek i$ teigiamo, tiek i§ neigiamo sveikojo skaiciaus
— svarbu, kad jis nebiity nulis. Bet apibrézime esanti salyga »>0 né kiek neapriboja dalybos
taikymo galimybiy, nes ir §iuo atveju dalmuo gali bti tiek teigiamas, tiek neigiamas.

Esant salygai » >0, lygybe

=k+%’ re{0;L2; . b-13, @



gaunamg i$ (1) iSraiSkos, galima suvokti kaip skaiCiaus % iSraiskg sveikgja dalimi £ ir trupmenine
dalimi =, nes ~ [0;1).
b b

1 pavyzdys. Apskaiciuokime skaiciaus
a=2020-2021-2022 +2023°
dalybos i§ 7 lickang.
Sprendimas. Kadangi 2020 =288-7 + 4, tai
a=(288-7+4)-(288-7+5) (2887 +6)+(289-7 +0)>,

todél (pagal (2) ir (3))
r(a)=r(4-5-6+0)=r(120).
Vadinasi,
120=17-7+1= r(120)=1= r(a) =1.
Ats.: 1.

2 pavyzdys. Raskime skai¢iaus 32023

paskutinj skaitmenj.
Sprendimas. Aisku, kad iekomas skaitmuo yra skai¢iaus 329%° dalybos i§ 10 liekana r(3%0%3).
Pabandykime issiaiskinti, kokia ji. Kadangi
32023 _ 3450543 _ 1505 57 21505 _ (.10 41505 481505y = ,1505) =1, r(27)=7,
tai +(32923)=r1-7)=7.
Vadinasi, skai¢iaus
Ats.: 7.

32023 paskutinis skaitmuo yra 7.

3 pavyzdys. Jrodykime, kad skai¢ius a, =13%"*! +1, neN, dalijasi i§ 7.

Irodymas. Kadangi
a, =132 4121327 1341=169" 13 +1=(7-24+1)" -(7-1+6) +1,

tai skaiCiaus a, dalybos i§ 7 liekana sutampa su skaiciaus 1” -6 +1 dalybos i§ 7 liekana, kuri lygi
nuliui. O tai ir reiSkia, kad @, dalijasi i§ 7 esant bet kuriam natiiraliajam skaiciui 7.

4 pavyzdys. [rodykime, kad skaicius

a,=4"+15n-1, neN, (5)

dalijasi i§ 9.

Irodymas. 18 pradziy jrodykime, kad «, dalijasi i 3. Kadangi

L T W L WY gy
=4" (4-)+4"2 G- +..+4- (A=) +(4-1)=
=34 44" 4 A,

tai a, = (4" —1)+15n=3-(4" 1 +4" 2 4 _+4+1+5n).

IS Sios iSraiSkos ir matome, kad q,, dalijasi i§ 3, kai neN.

Skliaustuose esantj reiSkinj pazymékime b, . Jo dalumui i§ 3 jrodyti taikykime dalybos i§ 3
liekany analizés metoda. Kadangi 4=3-1+1, tai skaiCiaus

b,=@"144"2 4 4 4)+1+5n
dalybos i§ 3 liekana r(b,) sutampa su skaiiaus
A" 12 4D+ 1+ 5n=(n—1)+1+5n=06n
dalybos i$ 3 lickana r(6n):
r(b,)=r(6n)=0.



Tai ir reiSkia, kad skaiCius 5, dalijasi i$ 3, o skaicius a, =3b, dalijasii§ 9.
5 pavyzdys. Irodykime, kad bet kuriy i$ eilés einanciy trijy natiiraliyjy skaic¢iy kuby suma
dalijasi i§ 9.
Irodymas. Tegu n yra pirmas trejeto skaicius, o a, yra skai€iyn, n+1 ir n+2 kuby suma:
a, =n>+(n+1)° +(n+2)>.
Sudarykime skaic¢iy n, n+1 ir n+2 dalybos i§ 9 liekany »(n), r(n+1) ir r(n+2) visus trejetus
(r(n); r(n+1); r(n+2)) r(n)e{0;1;2;...;8. Gausime:
(05 15 2), (1;253), (2;3;4),
(3;4;5), (4:5:6), (5,6,7),
(6,75 8), (7;8;0), (8 0;1).
Visais atvejais skai¢ius
(r(m)* + (r(n + 1) +(r(n +2))°
dalijasi i§ 9. Vadinasi, skaiiaus
a,=n>+(n+1)>+(n+2)°
dalybos 18 9 liekana r(a,,) lygi nuliui, kai # yra bet kuris natiiralusis skaicius.
6 pavyzdys. Jrodykime, kad néra né vieno nattraliyjy skaiciy m, n ir k trejeto (m; n; k), kuriam
esant galioty lygybé
5" 49" =13k, (6)
Irodymas. Tegu m, n ir k yra nattiralieji skaiciai. Dalydami i§ 4 gausime, kad
r(5™)y=1, r@")=1 ir r13*)=1, nes 5=4+1, 9=2-4+1, 13=3-4+1.
Todél
r(5™ +9") =r(1+1)=2.
Vadinasi, sumos 5" +9" dalybos i§ 4 lickana nesutampa su skai¢iaus 13 dalybos i% 4 lickana, kad
ir koks buty natiiraliyjy skaiciy m, n ir k trejetas (m; n; k). Sios iSvados pakanka teiginiui pagrjsti.
7 pavyzdys. [rodykime, kad skaiCius
a, = n?-5n+29, neN,
nesidalija i§ 169.
Irodymas. Kad skaiCius a, dalytysi i§ 169, jis biitinai turi dalytis i§ 13.
Nattiralyjj skaiciy n uzras¢ pavidalu n =13k +r, r<{0;1;2;...;12}, gausime, kad
a, = (13k +r)? =513k + )+ 29 = 13k(13k +2r — 5) + (> = 51 + 29).
Kad q, dalytysi i§ 13, skaiCius #> —5r+29 turi dalytis i§ 13. Tiesiogiai tikrindami gauname, kad
gali biiti tik =9 (92 -5-9+29 =65).
Siuo atveju
a, =13k(13k +2-9-5) +65=169k(k +1) + 65.
Matome, kad jis nesidalija i§ 169. Vadinasi, néra tokio natiiraliojo skaiciaus n, kad a, dalytysi i§
169.

ASTUNTOJI UZDUOTIS
1. Raskite skai¢iaus a=3-11>'+5.31!1 417 dalybos i§ 12 lickana.
2. Raskite skaiiaus a=2%?? +3333+5%% dalybos i§ 7 lickana.

3. [Jrodykite, kad skai¢ius a=23'7+17%3 dalijasi i§ 8, bet nesidalija i§ 6.



10.

Jrodykite, kad skaiGius a=12"% —155 dalijasi ir i§ 13, ir i§ 143.

Apskaiciuokite skai¢iaus « =(77+11'?1)7! dalybos i3 6 lickana.

Irodykite, kad néra né vieno nattiraliojo skaiciaus n, kad a, = n? +7n+2 dalytysiis 13.
Raskite skai¢iaus 2'%3 paskutinj skaitmen;.

Nustatykite, ar yra bent vienas natiiralusis skai¢ius n, kad a, =14n> + 92 + n nesidalyty i3 3.

Nustatykite, kokias reik§mes gali jgyti skai¢iaus a =3xy(x* — y*) dalybos i§ 5 lickana, jei x ir
y yra didesni uz 4 natiiralieji skaiciai ir x > y.

Jrodykite, kad néra tokio natiiraliojo skai¢iaus n, kad jo kvadrato n? paskutiniai du skaitmenys
buty 75.



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

. Vario ir alavo lydinio mase lygi 12 kg, Siame lydinyje yra 45% vario. Kiek gryno alavo
reikia pridéti i §j lydinj, kad vario jame biity 40%?

. Raskite sekos (x;) bendrojo nario formule, jei x,412 = 4X,41 — 4%, X1 = 2, X, = 5.

. Staciojo trikampio ABC statinis BC = 5, jzambinéje AB yra taskas E ir AE = 6, EB = 7.
I tasko E iskeltas statmuo atkarpai AB kerta statinj AC taSke F. Raskite keturkampio BCFE
plota.

. Raskite skai¢iaus 72923 paskutinj skaitmen;.



STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Tuo paciu laiko momentu i§ punkto A ta pacia kryptimi iS§vaziavo du dviratininkai, o po valandos — ir
automobilis. Pirmo dviratininko greitis 24 km/h, o antro dviratininko greitis 18 km/h. Automobilis
vaziuodamas pastoviu greiciu antrg dviratininkg pasivijo 10 minu¢iy ankséiau, negu pirma dviratininka.
Raskite automobilio greit;.

Sprendimas. Tegu v yra automobilio greitis (km/h), o ¢ laikas (h), per kurj automobilis pasivijo antrg
automobilj. Pagal salyga, turi biiti

vt =18(1+1¢) ir v[t+lj=24[z+t)
6 6

IS pirmos lygties gauname, kad
1
- 8(1+1¢) .
t
Sig iSraiska jrase i antrg lygtj gauname:

M-(Hljzm(lﬂj
t 6 6 )

04060H) oo
t

3(6¢% + 7t +1) = 28¢ + 241,
6t2 +7t-3=0.

Si lygtis turi tik viena teigiama sprendinj ¢ = % Vadinasi,

18(1 + ;j
v=—2 =72 (km/h).

3
Ats.: 72 km/h.

ISspreskite lygti (x2 + 2x)2 —(x+ 1)2 =55.

Sprendimas. Pazymékime ¢ = (x2 + 2x)2 . Tada gausime:
(2 +2x)? (P +2x+1) =552 —(t+1)=55= 12 —1—56=0.
Si lygtis turi du sprendinius: 4 =—7, t, =8.

Toliau:

) x> +2x=-T= x> +2x+7=0= (x+1)> +6=0= &;

2) X2 4+2x=8=(x+1)>=9=x+1=23=>x=—-4arbax=2.0;
Ats.:—4; 2.

Parduotuvé pardave 50 skaiciuotuvy su 12 % antkainiu. Kiek daugiausiai skaic¢iuotuvy ji galéty parduoti
su 8 % nuolaida (nuo pradinés kainos), kad nepatirty nuostoliy?

Sprendimas. Tegu p yra pradiné skaiCiuotuvo kaina, pavyzdziui, eurais. Uz parduotus 50
skaiCiuotuvy su 12 % antkainiu parduotuvé gavo 50-0,12 =6 eurus papildomy pajamy.

Parduodama x skaic¢iuotuvy su 8 % nuolaida parduotuvé patirty x-0,08 =0,08x eury nuostoliy.

Skaiciui x rasti reskia iSspresti nelygybe 0,08x < 6. Gauname, kad x <75.

Ats.: 75.



2.2

Raskite maziausig realyji skai¢iy x, tenkinantj nelygybe m >-2.
x“+25

9x —68 —3x7

Sprendimas. Reiskinys 3
x“+25

yra apibréztas visoje realiyjy skaiéiy aibéje.
9x — 68— 3x*

Kadangi x> +25> 0, kai x e (—oo; ), tai nelygybé 3
x“+25

> -2 yra ekvivalenti nelygybei

9x—68—3x> > —2(x2 +25). Spresdami jg gauname:
9x—68—3x% > -2x2 —50=>x% —9x+18<0=> (x—4,5)> =2,25<0= (x—4,5)> <2,25=>
=-15<x-4,5<1,5=3<x<6.

Vadinasi, 3 yra maziausias nelygybés sprendinys.
Ats.: 3.

Statinéje, jpylus i ja vandens tiek, kad dar likty 30% laisvo jos tiirio, biity 30 litry vandens daugiau, negu
1ja ipylus 30% jos turio. Kokia statinés talpa?

Sprendimas. Tarkime, kad statinés talpa yra x litry. Kai pripilta vandens, kad dar likty 30% laisvo
jos turio, tai yra pripilta 0,7x litry vandens, o kai pripilta 30% statinés tiirio, tai pripilta 0,3x litry vandens.
Pagal salyga 0,7x — 0,3x = 30, x = 75.

Ats.: 75 ltr.
_lad
I$spreskite nelygybe x_l" <x-—1
42
Sprendimas. Akivaizdu, kad x # 0 ir x # 1. Jei x < 0, tai nelygybé tampa tokia: ;C_H <x-1,

t.y. -(x+1) <x—1,i8 kur gauname, kad x > 0, taigi $iuo atveju sprendiniy néra. Kai x > 0, tai
x2-1

T <X~ 1, x +1 < x — 1,0 8inelygybé neturi sprendiniy. Taigi duotoji nelygybé sprendiniy neturi.

Ats.: sprendiniy néra

I kvadratg jbrézti keturi besilieiantys pusapskritimiai (Zr. pav.), kuriy centrai — kvadrato krastiniy vidurio
taskai, o spinduliai lygtis 1 cm. Apskaiciuokite apskritimo, esanc¢io kvadrato viduryje ir liecian¢io visus
keturis pusapskritimius, spindulj. B

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra apskritimo, esancio kvadrato —é\A 5 /,,—
viduje ir lieian¢io visus keturis pusapskritimius, centras, taskai A ir B yra ) / (l- =/

dviejy gretimy kvadrato krastiniy vidurio taskai, i§ jy centry nubrézti N
pusapskritimiai lieciasi taske E ir lieCia kvadrato viduje esantj apskritima // N
atitinkamai taskuose C ir D (zr. pav.). Sakykime, kad r yra ieSkomasis F-i V]

\
|

spindulys. Kadangi taskai A4,C,0 yra vienoje tieséje, statmenoje kvadrato

krastinei, o taskai B, D, O yra vienoje ties¢je, statmenoje kitai kvadrato krastinei, tai trikampis AOB yra
statusis lygiasonis trikampis, kurio statiniy ilgiai yra 1 + r. Kadangi taskai 4, E, B yra vienoje ties¢je, tai
Sio staciojo trikampio jzambiné AB = 2. I§ Pitagoro teoremos turime, kad (1 + )2 + (1 +1)? = 4.
Teigiama §ios lygties $aknis yrar = V2 — 1.

Ats.: \/5—1.



8. [ISspreskite lygt] x(x+4)+ l(l + 4) =0.
X\ X

Sprendimas. Sudaugine gauname lygti X%+ Lz + 4(x + l) =0. Pazyméje t=x+ 1 gauname
X X X

kvadrating lygtj 2 +4t-2= 0, kuri turi du sprendinius #; =-2— J6 ir ty=-2+ J6. Belicka iSspresti

dvi lygtis: x+l:—2—\/g ir x+l:—2+\/g. Gausime:
x X
_n_ +4/ _
1) x+l=—2—\/g:>x2+(2+\/g)x+1=0 (nes x#0) =>x= 2o £2+\/E)2 4:>
X
26 +6+46

= 5 ;

2 2
2) x+l=—2+J€:>x2—(\/3—2)x+1=0:(x—‘/g_2] +1_(\/E_2J =0=
X

2 2

=0= @ (nes 246 -3>0).

j(x_\/g—2f+2\/€—3
2

2

s —2=V6 V64476
¥ : .

9. Apskritimo w centras yra kito apskritimo w, taskas, apskritimas w, lieCia apskritimo w, skersmenj AB

taSke M taip, kad AM = m, BM = n. Raskite apskritimo w, ilgj. J9° it
Y \\m,\

Sprendimas. Jei taskas O yra apskritimo w, centras (Zr. pav.), tai / 1\*.
kampas AOB yra statusis, taigi apskritimo w; spindulys lygus statiojo  ; | M & //3 B
trikampio AOB aukstinei. I§ trikampiy AOM ir OBM panasumo turime, kad /{ ™S T /

F % /

‘3_1;; = g—ln\:, taigi OM = VAM - BM = vmn. Taigi apskritimo w, ilgis lygus ,-" \ /’”‘] g /
2mvmn. '-\ o ___7;,/

Ats.: 2mmn. \"-—-”gal

10. Trikampio krastiniy ilgiai yra 5, m ir n+5. Raskite visas nattraliyjy skaiciy m ir n poras (m; n), kurioms
esant §is trikampis yra statusis.

Sprendimas. Kad trikampis biity statusis, ilgiausios jo krastinés ilgis galéty buti tik m arba n+5. Aisku,
kad m ir n turi buti tokie nattralieji skaiciai (pagal salyga), kad tenkinty lygti m? = (n+ 5)2 +25 arba
(n+5)> =m? +25.

Nagrinékime du atvejus:
1) ir 2)

n-s m

i
i



Pirmu atveju turi galioti Sios salygos:

m? :(n+5)2+25, m>n+5ir n+10>m.

I ¢ia gauname, kad n+5<m <n+10. Vadinasi, galéty butitik m=n+5+k, k=1,2,3,4. Toliau:
(n+5+k)2 =(n+5)% +25= n® +25+ k> +10n+10k + 2nk =n> +10n +50 =

— 2_
:sznkzzs—kz—mk:n:w.

Taikydami perrankos metoda (£ =1,2, 3, 4) gauname, jog n="7. O tada m =13.

Antru atveju turi biti (n+5)2:m2+25, m+5>n+5 ir m<n+5. Gauname, kad n<m<n+5 ir

m* =n® +10n.
Toliau:
2
m=n+k, k=1,2,3,4 :>(n+k)2=n2+10(n+k):>(10—2k)n=k2:>n=10 =

=n=8 (kai k=4), m=12.
Ats.: (13;7), (12; 8).



PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

IS verdancio virdulio nupilta % vandens, o ] likusj vandenj virdulyje pripilta tiek pat kiek nupilta 16°C
temperatiiros vandens. Raskite sumaiSyto vandens temperatiirg virdulyje.

Sprendimas. Verdancio vandens virdulyje temperatiira yra 100°C. Tegu virdulio talpa yra a litry.

Nupylus % virdulio, likes virdulyje vanduo sudaré %-100= % Silumos vienety. Papildzius virdulj

2a .. . 2 32a .. . . . . .

“4 litro 16°C vandeniu, t. y. =4 16= Ta Silumos vienety, virdulyje sumaisytas vanduo sudaré % +
32a _ 132 . . o e . _ 132a .

t5 = Silumos vienety. Vadinasi, vandens miSinio virdulyje temperatiira buvo ca=44(°C).

Ats.: 44°C.

50 g 560-osios prabos aukso sulydyta su nezinomos prabos aukso lydiniu ir gauta 300 g. 760- osios prabos
aukso lydinys. Raskite antrojo lydinio aukso praba.

Sprendimas. Sakykime, kad antrojo lydinio aukso praba yra x, tai jo paimta 300—50=250(g) ir

: . 250-x x ) ) . . 50-560

Siame lydinyje o aukso yra ==—(g). I§ pirmojo lydinio gryno aukso paimta =28(g).
ydinyje gryno aukso yra === (g). I8 pirmojo ly gryno aukso p 1000 (8
. . .. 300-760 .

Kadangi naujame lydinyje yra 1000 =228(g) gryno aukso, tai pagal salyga:

0,25x+28=228, 0,25x=200, x=2800.
Ats.: 800-0ji praba arba 800 %eo.

(Samojo uzdavinys). Valstietis, vaziuodamas j pievas Sieno, pasiémé tris stinus: 15 mety, 12 mety ir 10
mety amziaus. Grizdamas atgal su Sienu, 13,5 km kelig berniukai i§ eilés vaziavo ant vezimo, kiekvienas
savo amziui atvirksciai proporcingg nuotolj. Kiek kilometry kiekvienas berniukas vaziavo ant vezimo?

Sprendimas. Sprendziant uzdavinj reikia skai¢iy 13,5 padalinti atvirks¢iai proporcingai skaiiams

15,12 ir 10, t. y. santykiu LLL Vadinasi, ix+Lx+Lx=13,5 ir lx=13,5, tai x =54.
15 12 10 15 12 10 4

15 mety stinus gali vaziuoti 54'% =3,6 (km), 12 mety — 54- % =4,5(km), 0 10 mety — 54'% =54
(km).

Ats.: 3,6 km, 4,5 km, 5,4 km.
Laikrodis rodo vidurdienj. Po kiek maziausiai laiko valandiné rodyklé vél sutaps su minutine rodykle?

Sprendimas. Tai tipinis dviejy objekty (laikrodzio minutinés ir valandinés rodykliy) judéjimo vienas
paskui kita, t. y. vijimosi, uzdavinys:

1. Laikrodzio rodyklés vél sutaps, kai minutiné rodyklé pasisuks 360° kampu.

2. Per 1 min. minutiné rodyklé pasisuka 360° : 60 = 6° kampu, o valandiné — 30° : 60=0,5° kampu,
todél per 1 min. minutiné rodyklé aplenkia valanding 6° —0,5° =5,5°.

Pagal salyga minutiné rodyklé vél sutaps su valandine po 360°:5,5° = % =

65% (min.), t. y. po
lh SEmin.
11

Ats.: 1h SEmin.
11



5. Darbininko darbo nasumas pakilo 20 %. Kiek procenty sutrumpés laikas tam pac¢iam darbui atlikti?

Sprendimas. Darbininko darbo nasumas ir laikas tam paciam darbui atlikti yra atvirks¢iai proporcingi
dydziai.
Sakykime, esant tam tikram darbininko darbo nasumui, t. y. 100 %, laikas yra ¢ laiko vienety, tai
esant 120 % darbo naSumui, laikas bus x laiko vienety. Vadinasi,
100 % naSumas — ¢ laiko vienety ¥ 100 10¢

120 % nasumas — x laiko vienety =~ . =120 X=—

Laikas sutrumpéjo ¢ — 100 _2t_ i, t.y. 1 buvusio laiko. Vadinasi, 100 %- L 162 %.
12 12 6 6 6 3

Ats.: 162%.
3

6. Naujai iSkasta akmens anglis yra 2 % drégnumo. Po tam tikro laiko anglis dar jsiurbia tam tikra kiekj
drégmés ir jau yra 15 %. Kiek padidés, atsizvelgiant | tai, naujai iSkastos 13g tonos anglies svoris

(tikstantosios tikslumu)?

Sprendimas. Kadangi 13%t=13,375t, tai naujai iSkastoje akmens anglyje sausyjy medziagy yra

13,375-(1-0,02) =13,1075(¢). Kadangi padidéjus drégnumui sausosios medziagos sudaro
100-15=85 (%), tai

13,1075 — 85 % 195 = 131075
; N 35 x 131075 131075000 o ce
x £—100% Lo =X 100 &5 5
100
Vadinasi, padidéjimas 15,420588—13,375 = 2,045588 ~ 2,046 ().
Ats.: 2,046 1.

7. Misko sklype medienos prieaugis per metus sudaré 10 %. Medienos kiekis sklype dabar apytiksliai lygus
8,50 10* m’. Kiek kubiniy metry medienos $iame sklype
a) buvo pries 4 metus?
b) bus po 5 mety?
Nurodymas. Atsakymus pateikite standartine skaiciaus iSraiska a-10”" , skaifiy a parase Simtosios
tikslumu.

Sprendimas. Turime reikalg su sudétiniais procentais.

a) Tegu pries 4 metus medienos kiekis misko sklype buvo x m?, tai
4
w1420 ) Z850.10%, x-114 =850-10°,
100

4 4
w2 30107 850107 5056143 .10* ~5.81-10° ().

1,1* 1,4641
b) Po 5 mety medienos kiekis misko sklype bus:
5
8,50-10* -(l +%) =8,50-10*-1,1° =13,689335...-10* =1,3689335...-10° ~1,37-10°

(m?).
Ats.: a) ~581-10%(m?); b) ~1,37-10° (m?).

8. Po astuoneriy mety i$ 8 000 Eur palikimo sumos buvo like 31,25 Eur. Po kiek ty paciy procenty likutinés
sumos iSleido kasmet paveldétojas?



Sprendimas. Turime vél sudétiniy procenty uzdavinj, kai Zinodami prading ir likuting pinigy sumas,

taip pat laikotarpio trukme¢, norime surasti procenty reikSme. Remdamiesi sudétiniy procenty
8

8
skaiiavimais  sudarome lygti: 8000 (1 - Lj =3125, tai -2 = 0,039062 ir
100 100
p 4 4 2
(1 - @j =./0,039062, (1 —%} =0,00624995... Analogiskai: (1 - %j =0,2499989..., o

1--L_=0,4999988... . Todél -2 =0,5000012... it p=50%.
100 100

Ats.: 50 %.

Trys seserys pintinaite gauty slyvy pasidalijo Sitaip: pirmoji pasiémé % visy slyvy ir dar 8 slyvas, antroji

pasiémé % likusiyjy ir dar 8 slyvas, trecioji pasiéme vél % antrg kartg likusiy slyvy ir dar paskutines 8
likusias slyvas. Kiek slyvy gavo kiekviena sesuo?

Sprendimas. I bidas (Algebrinis).

Tegu pintinaitéje buvo x slyvy. Pirmoji sesuo pasiémé (§+8] slyvas ir pintingje liko

x—£—8=§—8 (slyvos). Antroji sesuo pasiémé 1 2—8 +8=2x—§+8:2x+E (slyvas), todél
3 3 303 9 3 9 3

2 2 16 4 40

sl intinéje dar liko —x-8-=x—-—=—x——. Trecioji sesuo asiémé
yva p 1) 3 9 379 3 ) p
1 ix _% +8= ix _% +8= ix + 32 (slyvas). O tai likusios pintinaitéje slyvos. Vadinasi, pagal
319 3 27 9 27 9
salyga:
ix+2 :ix—ﬂ, tai ix—ix=£+ﬂ ir ing. Todél x=57.
27 9 9 3 9 27 9 3 27 9

Taigi pirmoji sesuo pasiémé 57 - % +8=27 (slyvas), antroji — (57-27)- % +8=30- % +8=18 (slywy), o

trecioji — (57-27-18)- % +8=12 (slyvy).
11 birdas (Aritmetinis).

Pradékime nuo III sesers paimty slyvy. Kadangi §i, pagal salyga, ,,pasiémé % likusiy slyvy ir dar
paskutines 8 slyvas®, tai reiskia, kad Sios ir yra 3 slyvy, tekusiy mergaitei. Vadinasi, trecioji sesuo gavo

8: % =12 (slyvy).

Spreskime ,,atgal toliau. Kai II sesuo paéme 8 slyvas, tai pintinaitéje buvo likg¢ 12+8 =20 (slyvy)
ir Sios sudaré % likusiy slyvy. Reiskia antroji sesuo paémé 20: % —-12=30-12=18 (slywy).

Kai I sesuo paémé 8 slyvas, tai pintinaitéje buvo likg 12 +18 + 8 =38 (slyvos) ir jos sudaré % slyvuy.

Turime, kad pirmoji sesuo paémé 38: % —(12+18)=57-30=27 (slyvas).
Ats.: 27 slyvas, 18 slyvy ir 12 slyvy.



10. Isilgai gelezinkelio sankasos eina takelis. 110 m ilgio traukinys vaziavo 30 km/h grei¢iu. 14 val. 10 min.
traukinys pasivijo einantj keleivj ir pravaziavo pro jj per 15 sekundziy. 14 val. 16 min. tas pats traukinys
susitiko kitg keleivi ir pro ji pravaziavo per 12 sekundziy. Raskite kiekvieno keleivio greitj ir keleiviy
susitikimo laika, jeigu keleiviai éjo pastoviais greiciais.

Sprendimas. Traukinio greitis yra 30@=500£:é2= 12 110 m ilgio traukinys pro

h min 3 s 3s

C _ .. 25 66 1 L . .
stovint] Zzmogy bty pravaziaves per 110:? =? =13§(s), o kadangi vaziavo pro keleivj 15 s, tai
reiskia, kad keleivis &jo traukinio judéjimo kryptimi ir traukinio pravaziavimas pro keleivi truko
15— 13% = 1? (s) ilgiau. Per tg laikg traukinys nuvaziavo, t. y. keleivis nuéjo, 8% . 1% =15(m). Vadinasi,

. . .. . m m km

pirmojo keleivio greitis 15: 15 =1 (:) =60 (ﬁ) = 3,6(7),

Kadangi kita keleivj traukinys pravaziavo per 12 s., tai $is &jo kryptimi, priesinga traukinio judéjimo
krypciai, todél traukinys, pravaziuodamas pro keleivi, truko 13 % —-12 = 1% (s) trumpiau. Per tg laika

traukinys nuvaziavo, t. y. keleivis nuéjo 8% . 1% = 10 (m). Taigi pravaziuoto antrojo keleivio greitis

10_5(m)_sof m_|_5(km)
12 6\s min h

Keleiviai eina prieSingomis kryptimis takeliu pagal ta pat] gelezinkelj, tai jie susitiks. Kadangi
keleiviy artéjimo vienas prie kito greitis 60+50=110 (ﬁj . Belieka i$siaiskinti atstuma tarp keleiviy

min

tuo momentu, kai traukinys pasivijo pirmajj keleivj, t. y. 14 val. 10 min.
Per laikg nuo 14 val. 16 min. iki 14 val. 10 min., t.y. 6 minutes, traukinys nuvaZziavo

500£_-6 min =3000m, o antrasis keleivis nuéjo 50£_'6 min =300m. Vadinasi, momentu 14 val.
min min

10 min. tarp keleiviy buvo 3000+ 300=3300(m). Keleiviai susitiko dar po 3300:110 =30 (min), o tai
buvo 14 val. 10 min.+30 min.=14 val. 40 min.

Ats.: 3,6%‘“, 3%‘“; 14 val. 40 min.



ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. 1 2 3 45 6 7\ (1 2 3 4 5 6 7.
Nustatykite sandaugas (3 7 6 2 4 1 5) ( 4136 2 7 5) ir
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14).(1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14)
3 12 510 2 11 7 9 1 14 4 6 8 13 4 13 14 6 9 10 2 11 5 12 8 3 1 7/
Abiem atvejais atsakyma uzraSykite tiek lentele, tiek ciklais.

1 2 3 4 5
35716
( 1 23 4 5 67 8
14 3 9 12 13 8 2 5

s 2 Z)=(1 3 72 5 6 4),

10 11 12 13 14

9 —
4 7 6 10 11 1) =(1 12 3 9 4 12 10 NG 13 11 6 8).

1234567891011)
3 10 87 9 15 11 2 4 6/

b= 6 3 11)(2 7 5 8)4 10 9).Atsakymg uzraSykite tiek lentele, tiek ciklais.

Nustatykite sandaugg a® - b? - a™1, kur a = (

. . (1 234 5 67 89 10 11y _
LS'prendums.a—(11 7 69 10 82 1 4 & 3)—(1 11 3 6 82 7@ 9(G 10),
, (12345 6 7 8 9 10 11y_
b—(3 c e s 10 4 6)—(1 D2 5@ 9 1006 11)(7 8),
L /1 23 4 5 6 7 8 9 10 11)_
= 5 1 100 1443 2 g)=0 611832957 4 10
(1 234 5 67 89 10 11y_
Ats..(11382104715 5 6)—(1 11 6 4 2 3 86 10 9.

Duotikeitimiaia = (3 2 2 1 2 O p=(3 2320 0 (23250

Nustatykite keitinio u € Sg eile, jeia-u-b = c.
Sprendimas. Keitinio

(12 34
u=a Cb_(4253
2 3
5 4

-

—_ O
B
w
N Ul
)
N—
&R
NN
N W
_
o U1
€2 @)}
N—
Il

eilé lygi MBK(5,1) = 5.
Ats.: 5.

11 12 13 14 15
15 5 7 12 6

1 2 3 4
13 11 9 1 14
keitinj a®®78. Atsakyma uzrasykite lentele.

Sprendimas. a=(1 13 7 8 4)(2 11 15 6 3 9)(5 14 12)(10), skaiius 5678
dalijasi 1§ 5, 6, 3 atitinkamai su lickana 3, 2, 2, taigi

a®®8=(1 8 13 4 7)(2 15 3)(6 9 115G 12 14)(10).
1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15)
8 15 2 7 12 9 1 13 11 10 6 14 4 5 3

). Nustatykite

vl
w o

Duotas keitinys a = (

Ats.. (

1 2 34 5 67 89 10) ir
8 4 71 10 2 3 9 5 6
b=(1 5 6 4 9)(2 10 7)(3 8).Atsakymg uzrasykite ciklais.

Sprendimas.a=(1 8 9 5 10 6 2 4)(3 7), skaiCius 444 dalijasi i§ 8 ir 2 atitinkamai
su liekana 4 ir 0, taigi c = a*** = (1 10)(2 9)4 5)(6 8)(3)(7).

Nustatykite keitinj %0 jeiu - a*** = b1, a = (



u=b1l-¢c'=09 4 6 5 1)(7 10 2)8 3)-(10 DO 2)5 4B 6)B)(7)=
=(1 2 7)(3 6 4 8)(5 10 9). Skaicius 100 dalijasi i$ 3 ir 4 atitinkamai su liekana 1 ir 0, tad
ul® =1 2 7B)’)A)B)G 10 9).

Ats: (1 2 7)(3)(6)(H)(B)( 10 9).

201-b210)102 2 34 5 67 8 9 10 11 12 13)

1
4 11 51 13 7 8 2 3 12 10 9 6
),c=(1 2 3 4 5)(6 7 11 12)(8)(9)(10)(13).

Nustatykite keitinio (a

b=(1234 5 6 7 8 9 10 11 12 13
4 3 6 11 10 9 1 13 7 8 2 5 12

Sprendimas.a = (1 4)(2 11 10 12 9 3 5 13 6 7 8),skaiGius 201 dalijasiis 2 ir
11 atitinkamai su liekana 1 ir 3, taigia®®* = (1 4)(2 12 5 7 11 9 13 8 10 3 6).

b=1 4 11 2 3 6 9 7)(5 10 8 13 12), skai¢ius 210 dalijasi i§ 8 ir 5
atitinkamai su liekana 2 ir 0, taigi b1 = (1 11 3 9)(2 6 7 4)(5)(10)(8)(13)(12).

a?t . p?10=(1 2 12 5 4 113 7)(6)(@B 10 9 13), skaitius 102 dalijasi i§ 6, 2, 4
atitinkamai su liekana 0, 0, 2, taigi

(@®° - p?10)102 = (8 9)(10 13)((2)B)H)(G)(6)(7)(11)(12),

Keitinio (a?°1-p210)102.c=(1 2 3 4 5)(6 7 11 12)(8 9)(10 13) eile lygi

MBK(5, 4, 2, 2) = 20.

Ats.: 20.

- c eile, kai a = (

Nustatykite, kiek grupéje S;, yra keitiniy, kuriy eilé lygi 14.

Sprendimas. Jei keitinio a € S;, eilé yra 14, tai jo cikly ilgiai tegali buti 1, 2, 7, 14, o visy ilgiy
suma lygi 10. Taigi cikly ilgiai tegali buiti 1, 2, 7. Jei cikly ilgiai téra lygiis 1 arba 2, tai ir $iy ilgiy
maziausias bendras kartotinis yra 1 arba 2. Taigi bent vieno ciklo ilgis turi biiti 7. Analogiskai, bent vieno
ciklo ilgis yra 2. Vadinasi, 2 + 7 = 9 i§ 10 skaiciy sudaro du tokius ciklus, ir dar vienas skaicius sudaro
vienetinj cikla. Kiekvienas toks keitinys tinka, nes MBK(7,2,1) = 14.

Taigi a = (ay)(@2 a3)(as as ag a; ag @9 Q10). Pirmgjj ciklg sudaryti yra 10 budy,
tada antrajji — 9 - 8 buidy, tada tre¢iagjj — 7! budy. Kai kurie i$ taip sudaryty cikly (d2 a3) sutampa:
* ¥Y)=( X) - gauname lygiy cikly poras, o (@4 ds Qg a; ag o Qi) atveju — cikly
septynetus. Vadinasi, tinkamy skirtingy keitiniy a yra 10 - % 77' =10-36-720 = 259 200.

Ats.: 259 200.

Nustatykite, kiek grupéje Sg yra keitiniy, kuriy eilé lygi 2.

Sprendimas. Jei keitinio a € Sg eilé yra 2, tai jo cikly ilgiai tegali buti 1 ir 2 (ir bent vieno ciklo ilgis
yra 2), o visy ilgiy suma lygi 6. Kai cikly, kuriy ilgis yra 2, yra vienas, du arba trys, atitinkamai gauname
tinkamus keitinius 1) (@1 @2)(az)(as)(as)(ag); 2) (1 a2)(@z  as)(as)(ag); 3) (1 a2)(as as)(as Q).

1) Sudaryti ciklg (@1 a2) galima62;5 = 15 budy (nepamirskime, kad (X ¥) = (¥ X)), otada like
skai€iai a3, a4, as, ag sudaro vienetinius ciklus (nesvarbu kokia tvarka juos suraSysime). Taigi, yra 15
tokiy keitiniy.

2) Sudaryti ciklus (as)(ae) galima %5 = 15 budy (nepamirskime, kad (x)(y) = (¥)(x)). Tada
likusius 4 skaicius i$ aibés {1, 2, ..., 6} reikia suskirstyti j dvi poras (nei pory tvarka, nei skaiéiy tvarka
porose néra svarbi). Tai jmanoma padaryti 3 budais: jei turime skaicius X, y, z, t, tai x galima poruoti su
y, z arba t, o likusi pora atitinkamai bus z, t; y, t arba y, z. Taigi, yra 15 - 3 = 45 tokie keitiniai.

3) Nemazindami bendrumo, galime laikyti, kad a; = 1 (prieSingu atveju galétume pakeisti cikly
tvarka ir/arba skaiCiy tvarka cikluose). SkaiCiy a, galime pasirinkti 5 buidais. Tada likusius 4 skaicius i$
aibés {1, 2, ..., 6} reikia suskirstyti j dvi poras (nei pory tvarka, nei skaiiy tvarka porose néra svarbi). Tai
jmanoma padaryti 3 budais (kaip ir 2) atveju). Taigi, yra 5 - 3 = 15 tokiy keitiniy.

I§ viso gavome 15 + 45 + 15 = 75 tinkamus keitinius.
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Pastaba. Kiekvienu i§ atvejy 1)-3) galima mastyti ir kitaip: skaicius a4, a,, az, a4, a5, ag galime
parinkti 6! biidy, taciau keitinys nepasikeis, jei bet kaip keisime vietomis 1) skai¢ius a,, a, arba skaicius
as, g, As, dg; 2) skailius aq, a,, skaiCius as, a,, skaiGius as, ag arba ciklus (@1  a2), (a3 ay);
3) skailius a;, a,, skaicius as, a4, skaiius as, ag arba ciklus (@1 @), (@3 a4), (@5 Qg). Todél

6! 6

. - e 6! ! v _
tinkamy skirtingy keitiniy i$ viso yra PO e 15+ 45+ 15 =75.
Ats.: 75.

Vieng pavaizduoto taisyklingojo penkiakampio (su centru O) simetrijg galima
apibudinti tokia trijy veiksmy seka: pasukame penkiakampj 144° kampu aplink O
pagal laikrodZzio rodykle; simetriskai atvaizduojame jj vertikalios tiesés, einancios
per O, atzvilgiu; pasukame jj 72° kampu aplink O prie§ laikrodzio rodyklg. Ciklais uzrasykite grupés Ss
keitinius, kurie apibiidina S§iuos tris veiksmus, ir S§iy keitiniy sandauga, kuri apibiidina duotaja
penkiakampio simetrijg. Kokiu vienu veiksmu (posiikio arba simetrisko atvaizdavimo tiesés atzvilgiu)
galima nusakyti §ig simetrija?

Ats.: keitinys (1 3 5 2 4)-(D@2 5@ 4)-1 5 4 3 2)=01 3)2)4 5)
apibiidina penkiakampio simetrija tiesés, einancios per taskg O ir vir$ting 2 (pradinéje padétyje), atzvilgiu.

Pavaizduotas kubas su centru 0. Kubo simetrija U, kai Sis pasukamas 120°
kampu aplink ties¢ OA pagal laikrodZio rodykle, Zifirint i§ tasko A, apibtidina
keitinys a € Sg. Simetrija V, kai kubas pasukamas 90° kampu aplink ties¢ OB
(statmeng kubo sienai) pagal laikrodzio rodykle, zilirint i§ tasko B, apibtidina
keitinys b € Sg. Kubas transformuotas, simetrijas pritaikant tokia tvarka:
UVUUVVUUUVVVUUUUUUVVVVVV. (Sukant kubg, tiesés OA ir OB
nejuda.) Si kubo transformacija W — vélgi jo simetrija. Uzradykite jos keitinj ¢

kaip keitiniy a ir b laipsniy sandaugg. Ciklais uzraSykite c¢ bei jvardykite, kokiu
vienu posiikio veiksmu galima nusakyti W.

Sprendimas. Net neuzraSius a =(1)(2 4 5)(3 8 6)(7),b=(1 2 3 4)(5 6 7 8),
galima pastebéti, kad pritaikius simetrija U tris kartus arba pritaikius simetrija V keturis kartus gaunamas
pradinis vaizdas ir todél a® = b* = eg. Taigi
c=a-b-a?-b?>-a®-b3-a® - b®=a-b-a’*-b*>-eg-b3-eg-b>=a-b-a*-b’" =a-b-a®- b3,
c=M2 4 5@ 8 6)7)-(1 2 3 45 6 7 8-(1)2 5 43 6 8)(7)-

1 4 3 26 87 6)=00 8 6)2 4 7)A3)5).
Ats.: keitinys c=a-b-a®-b%>-a-b3-a®-b®=(1 8 6)(2 4 7)(3)(5) apibiidina kubo
postki aplink ties¢, einancig per virStines 3 ir 5 (jy pradinéje padétyje), pries laikrodzio rodykle,
zitrint i§ vir§tnés 3.



TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Tiesés a ir b yra lygiagrecios, tiesé¢ a kerta plokStuma « taske A, tiesé ¢ yra lygiagreti su tiese
b. Ar tiesé c gali priklausyti plok§tumai a? Atsakyma pagriskite.

Sprendimas. Kadangi a |l b,o b || ¢, tai tiesés a ir ¢ yra lygiagrecios (7 teorema). Jei tiesé
a bty plokStumoje, tai ji arba eity per taska A (1a pav.) arba neity per taska A (1b pav.). Pirmuoju
atveju tiesés a ir c¢ susikirsty taske A, o antruoju atveju tiesés a ir ¢ buty prasilenkiancios
(5 teorema). Priestara reiSkia, kad tiesé ¢ néra plokStumoje a.

b a b

a A a

la pav. 1b pav.
Ats.: negali.

Ties¢ a kerta plokStuma, einancig per taskus 4, B ir C, taske A. Taskai M ir N yra ties¢je a, o
taskai P ir Q — tieséje BC. Nustatykite tiesiy MP ir NQ tarpusavio padét;.

Sprendimas. Nubrézkime plokStumg «, einancig per taskus a\ v

A, B, C (2 pav.). Tiesé¢ PQ yra plokStumoje a, o ties¢ MN kerta N
Sig plokstuma taske A, nepriklausanciame tiesei PQ, taigi tiesés / \\
B, ¢/
0 P

PQ ir MN yra prasilenkiancios (5 teorema). I§ ¢ia iSplaukia, kad
taskai M, N, P ir Q néra vienoje plokStumoje, taigi tiesés MP ir
NQ nepriklauso vienai plokstumai, todél jos yra a 4
prasilenkiancios. 2 pav.

Ats.: prasilenkiancios.

Trikampis ADP ir trapecija ABCD, BC || AD yra skirtingose plokStumose, jie turi bendrg krastine
AD. Per trapecijos pagrindg BC ir atkarpos PD vidurio taskg K iSvesta plokStuma, kuri kerta
atkarpa AP taske M. Raskite atkarpos MK ilgj, jei AD = 10.

Sprendimas. PlokStumoje, einancioje per taskus A, B, C (3 pav.) yra tiesé¢ AD, lygiagreti su
plokstumos, einancios per taskus B, C, K tiese BC, todé¢l pagal p
9 teoremg ties¢ AD lygiagreti su plokStuma, einancia per .
taskus B, C, K. PlokStumoje, einancioje per taskus 4, D, P, yra M K_~ C

ties¢ AD, lygiagreti su plokStuma, einancia per taskus B, C, K,
todel pagal 10 teorema Siy plokStumy sankirtos ties¢ MK yra
lygiagreti su tiese BC, o tai reiskia, kad MK || AD. Kadangi
taskas K yra atkarpos PD vidurio taskas, tai atkarpa MK yra

trikampio ADP viduriné linija, todél MK = %AD = 5.

Ats.: 5.



4. Dviejy atkarpy, esanciy tarp lygiagreCiy ploks§tumy, ilgiy santykis yra 2: 3, o kampy, kuriuos
Sios atkarpos sudaro su minétomis plokStumomis, didumy santykis lygus 1:2. Raskite tuos
kampus.

Sprendimas. Sakykime, kad « || § — dvi duotosios lygiagreCios plokstumos, taskai A; ir By
yra plokStumoje a, o taskai A, ir B, — plokStumoje § (4 pav.). IS tasky A; ir B; nuleidziame
statnmenis A, H ir B,G i plok$tuma f, atkarpos A,H ir B, G yra

atkarpy A;A4, ir BB, ortogonaliosios projekcijos plokstumoje H
B,todél kampai A A,H ir B;B,G yra kampai tarp atkarpy /g BZ 2x
A A, ir B;B, ir plok§tumos 3, akivaizdu, kad tokius kampus §ios

atkarpos sudaro ir su plokituma a. Zymédami A;H = B,G =
h,2A1A,H = x, ir £B{B,G =2x 1§ staciyjy trikampiy

A1A;H ir BiB,G randame, kad A4, = ﬁ, BB, = /a 4y b1

Si:Zx. Kadangi didesnj kampa su duotosiomis plokStumomis 4 pav.

sudaro trumpesnioji atkarpa, tai i$ sglygos gauname trigonometring lygtj Si:Zx : Sizx =2:3 t
. Ssii:;; = % IS ¢ia iSplaukia, kad % = g, cosx = %. Taigi ieSkomieji kampai yra

3. 3
arccos _ ir 2 arccos "

3. 3
Ats.: arccos 2T 2 arccos "

5. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = BC = 10, AC = 12, taskas K yra vienodai nutolgs nuo
tiesiy AB, BC, AC, jo atstumas iki trikampio plokStumos lygus 4. Raskite atstuma nuo taSko K
iki tiesiy AB, BC, AC.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas L yra tasko K ortogonalioji projekcija trikampio ABC
plokstumoje (5 pav.), pagal salyga KL = 4. IS asko K nuleiskime statmenis KP, KQ ir KR j tieses
AB,AC ir BC. Atkarpos LP,LQ ir LR yra atkarpy KP,KQ ir KR
ortogonaliosios projekcijos trikampio ABC plokStumoje, tai pagal trijy
statmeny teoremg LP 1 AB, LQ L AC, LR 1 BC.Kadangi pagal salyga
KP = KQ = KR, tai statieji trikampiai KPL, KQL ir KRL yra lygts. I$ 0

K

Cia iSplaukia, kad LP = LQ = LR, taigi taskas L yra vienodai nutoles nuo 3/ R
trikampio ABC kraStiniy, todél jis yra i §j trikampj jbréZzto apskritimo 4 p B
centras. Jbrézto apskritimo spindulj r = LP = LQ = LR rasime i$ 5 pav.

formulés S = pr, ¢ia § ir p yra atitinkamai trikampio ABC plotas ir

pusperimetris. Nubrézkime trikampio auksting j BH pagrinda AC, kadangi trikampis ABC yra
lygiaSonis, tai taSkas H yra kraSinés AC vidurio taskas. IS Pitagoro teoremos trikampiui ABH
turime BH = VABZ — BHZ = V102 — 62 = 8, todél S = %AC -BH =48, p = %(10 +10 +

12) = 16,r = % = 3. IS staciojo trikampio KPL randame ieskomajj atstumg nuo tasko K iki
tiesiy AB,AC,BC: d = VKL? + LP? = 5.

Ats.: 5.



Rombo ABCD krastinés ilgis lygus 4, kampas A lygus 60°. Nubrézta rombo plok$tumai statmena
atkarpa AE, taSko E atstumas iki tiesés CD lygus 4. Raskite atstumg nuo tasko E iki rombo
plokstumos.

Sprendimas. 18 tasko E nubrézkime statmenj EK tiesei CD, kadangi E
trikampis ADC yra bukasis, tai taskas K yra atkarpos CD tesinyje uz tasko 4 K
D (6 pav.), pagal salyga EK = 4. Kadangi ties¢ AK yra tiesés EK B D
ortogonalioji projekcija rombo plokStumoje ir EK 1 CD, tai pagal trijy
statmeny teorema tiesés AK ir CD yra statmenos, t. y. atkarpa AK yra C
rombo aukstiné. Dviem biidais skai¢iuodami rombo plotg, gauname 6 pav.

233

4
lygybe AB?sin60° = CD - AK, i§ kurios randame rombo auksting AK = == 2v/3 ir

ieSkomajj atstumg nuo tasko E iki rombo plok$tumos EA = VEK? — AK? = 2.

Ats.: 2

Per trikampio MHP vir§ing M iSvesta plokStuma S lygiagreti su tiese HP ir nutolusi nuo Sios

tiesés atstumu lygiu v15. Taskai G ir Q yra atitinkamai taSky H ir P ortogonaliosios projekcijos
plokstumoje . Raskite trikampio MGQ plota, jei MH = 17,PM = 10, HP = 9.

Sprendimas. Sakykime, kad atkarpa MK yra trikampio MHP aukstine, o taSkas L yra tasko
K ortogonalioji projekcija plok§tumoje f (7 pav.). Kadangi ties¢ HP yra lygiagreti su plokStuma
B, tai PQ = KL =+/15, GQ = HP =9 ir KL 1 GQ. Ties¢ ML yra H
tiesés MK ortogonalioji projekcija plokstumoje [, tai pagal trijy

i
statmeny teorema tiesés ML ir GQ yra statmenos. Todél ieSkomasis G
plotas S = %GQ -ML.I§ staCiojo trikampio MKL turime ML = Mﬁz
VMK? — K12. Rasime trikampio MHP aukstine MK. Zymime HK = /P L
x,KP = x —9 (nes trikampis MPH yra bukasis, todél aukstinés 7 pav.
pagrindas K yra krastinés HP tesinyje uz tasko P) ir taikydami

Pitagoro teoremg trikampiams MHK ir MPK gauname, kad MK? =172 — x? = 10? —
(x —9)2. 1§ lygties 17?2 — x2 = 10?2 — (x — 9)? randame x = 15, tuomet aukstiné KM =

V172 — 152 = 8, taigi ML = /82 — (VI5)2 = 7, ieskomasis plotas § =>-9-7 = =,

63
Ats.: —.
2

Sta¢iakampio gretasienio ABCDA'B'C'D' pagrindas ABCD yra kvadratas, kurio krastinés ilgis
lygus 4, gretasienio jstrizainés AC’ ilgis lygus 4+/6. Pagrindo jstrizainéje AC yra taskas K toks,
kad AK : KC = 1 : 3. Nubrézkite gretasienio pjivj plokStuma, einancia per taska K ir statmena
plokstumoms ABC ir AA'C ir apskai¢iuokite gautojo pjivio plota.

Sprendimas. Plok$tumos ABCD ir AA'C'C yra statmenos, ties¢ AC yra jy sankirtos tiesé.
Kadangi pjuvio plok$tuma yra statmena plokStumoms ABCD ir AA'C'C, tai $i plokStuma turi buti
statmena tiesei AC (14 teorema). Taigi pjivio plokStumos ir gretasienio pagrindo plokstumos
sankirtos tiesé yra statmena tiesei AC, taigi ji lygiagreti su tiese BD. Todél pjivio plokstuma kerta
pagrindo plok§tumg ABCD tiese LP, lygiagrecia su kvadrato jstrizaine BD, ¢ia L € AB, P €
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AD. Kadangi pjiivio plokStuma yra statmena gretasienio pagrindui ABCD, tai ji kerta sienas
ABB'A" ir ADD'A’ tiesémis LQ ir PR, statmenomis plokS$tumai

ABCD, ¢iaQ € A'B’, R € A'D’ (8 pav.). Taigi ieSkomasis pjuvis yra A, R D’
statiakampis LPRQ. 1§ sta¢iojo trikampio AA'C randame vieng $io B
staiakampio krasting LQ = AA' =VAC'? — AC? = o
Al P D
\] (4V6)% — (4V2)? = 8. Jei taske O susikerta pagrindo jstrizainés =
B
AC ir BD, o AK:KC=1:3,tai AK:AC =1:4, AK: A0 = 8 pav. ¢

AK: %AC = 1: 2. I8 trikampiy AOD ir AKP panaSumo gauname, kad
KP:0D =AK:A0 =1:2, todél KP=%0D =§-2\/E=\/§, LP = 2KP = 2v/2. Taigi
ieskomasis plotas § = 8 - 2v/2 = 16+/2.

Ats.: 16V/2.
Staciakampio gretasienio pagrindo krastiniy ilgiai yra 1 ir 2, o gretasienio aukstiné lygi 3. Per

pagrindo jstrizaing i§vesta plok§tuma, kuris su pagrindo plokstuma sudaro 60° kampg. Raskite
gautojo pjuvio plota.

D) C'
A! B'
E
D C
A 0 B
9 pav.

Sprendimas. Sakykime, kad statiakampio gretasienio ABCDA'B'C'D’ pagrindo ABCD
krastinés AB =1, AD = 2, aukstiné AA' = 3, pagrindo jstrizainé AC = V1% + 22 = V5.
Sakykime, kad taskas O yra staciakampio ABCD centras, per jstrizaing BD einanti pjuvio
plokstuma kerta ties¢ CC' taske E. I$ tasko E nuleiskime statmenj EK, K € BD | jstrizaing BD,
tuomet atkarpa KC yra atkarpos KE ortogonalioji projekcija pagrindo plokstumoje. IS to, kad
KC 1 BD pagal trijy statmeny teoremg iSplaukia, kad EK 1 BD, taigi kampas EKC yra dvisienio
kampo tarp pagrindo plok$tumos ir pjiivio plok§tumos tiesinis kampas, todél ZEKC = 60°.
Atkarpa KC yra staciojo trikampio CBD auksting, todél Sio trikampio plotui turime lygybes 25 =

BD - CK = CD - CB, taigi CK === = % Kadangi EC = KC tg 60° = % <3=CC, tai
taskas E yra krastinés CC’ taskas. (9 pav.). Taigi trikampis BDE yra ieSkomasis pjuvis, jo auksting
k¢ 4 K —-1pp- -1l.y5. 4 _
KE—m—\/—g,todeljoplotasS—zBD KE—2 V5 \/3—2.
Ats.: 2.

Kubo ABCDA'B'C'D’ jstrizainés AC’ ilgis lygus 2+/3, taskai M, H ir P yra briauny B'C’, D'C’ ir
DD’ vidurio takai. Nubrézkite kubo pjuvj plokstuma, einanéia per taskus M, H ir P ir suraskite
Sio pjiivio perimetr3.



Sprendimas. Kadangi AB? + AD? + AA'?> = AC'?, tai kubo briaunos ilgis AB = 2,0 jo

sienos jstrizainés ilgis AC = 2v/2. Tiesiy HP ir DC sankirtos tagkas D H c
T (10 pav.) yra taskas, kuriame pjuvio plokStuma kerta ties¢ i
DC. Lygiagretias plokitumas A’B'C'D’ ir ABCD pjiivio plokituma  4{ > B

kerta lygiagreciomis tiesémis (11 teorema), taigi per taska T nubréze T,4 D 4K c
tiese, lygiagreCia su tiese MH, jos susikirtimo su tiesémis AD ir AB )

taskai E ir F yra pjuvio ir $iy tiesiy sankirtos taskai. Statieji A4 2 B
trikampiai PDT ir PD'H yra lygts, nes DP = D'P, £TPD = £HPD’, 10 pav.

todel PT = HP ==-2V2 =2, o TD = HD' =~-2 = 1. Statigji

trikampiai TED ir HMC' yra lygts, nes TD = HC', o £ETD = £MHC’, kaip kampai su
atitinkamai lygiagre¢iomis krastinémis. Todél DE = C'M = 1, taigi taskas E yra atkarpos AD
vidurio taskas. Statieji trikampiai TED ir FEA yra lygis, nes ED = EA, £DET = £AEF. Todél
AF = DT =1, taigi taskas F yra briaunos AB vidurio taskas. Lygiagreé¢ias plok$tumas DCC'D’
ir ABB'A’ pjuvio plokStuma kerta lygiagre¢iomis tiesémis, todél per taska F nubréZiame tiesg
FK || HP ir randame pjuvio ir tiesés BB’ sankirtos taskg K. Kadangi FK || HP, o atkarpa HP yra
trikampio DD'C’ viduriné linija, tai HP || DC' || AB’, taigi FK || AB',t. y. atkarpa FK yra
trikampio ABB' viduriné linija, o taSkas K yra briaunos BB' vidurio taskas. Gautasis SeSiakampis
MHPEFK yra ieskomasis pjiivis, Sio SeSiakampio virStinés yra kubo briauny vidurio taskai, o
krastiniy ilgiai lygiis pusei kubo sienos jstrizainés ilgio V2, todél jo perimetras lygus 6v/2.

Ats.: 6v/2.



KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Parasykite pirmuosius 7 sekos ( x,,),

S 1
narius, j€1 x; = 5

Sprendimas. Kadangi x; = %, pagal formule

1
K 3_xn—l
gauname, kad:
11 2
x2_3—x1_3_l_ ’
2
I
SN
5
11 13
MU 45
13
oo L 1 34
> 3-x, 4 13089
34
[ B S
© 3-xs 5 34 233
89
11233
T3k 5 89 6l
233
1 2 5 13 34 8 233
Als.: —5 =5 50— T
2757137347 897 2337 610
ParaSykite pirmuosius 7 sekos ( x,,),
1 1
Xn+l ZE’ X1 5y

narius ir nuspreskite, kokia turéty biiti bendrojo nario x, formule.

Sprendimas. Kadangi x| = %, pagal formul¢ x,,,; =

gauname:
-X,

X ! ;
2= 1 73>
L3

2
o 13
3= 5 T
22 4

3
1 4
X4——3=g,



. 1 5.
5= =2
2 4 6
5
. 1 6
6= £ >
22 7
6
. 1 7
7= =g
26 8
7
Aisku, kad bendroji $ios sekos nariy formulé turéty buti tokia:
X, =——, n=1,2,3,..
n+1

O jrodyti galima taikant, pavyzdziui, matematinés indukcijos metoda (¢ia ji praleisime).
23 45 6

9 .

8

~|

2) x, =ﬁ, n=1,2,3,..

Raskite maziausia sekos ( x,, ) narj, jei

3
+1
a) xn=n2—5n+l; b) x, = n3 .
2n” +3
Sprendimas. a) 18 formulés
X, =n—=5n+1, n=1,23,..
matyti, kad taskai (n; x,),n=1,2,3,... yra paraboléje, kurios lygtis y = x? —5x+1. Sios parabolés Sakos
kyla i virSy, o vir§iné yra taske (2,5; —5,25). Vadinasi, tasSkuose x =2 ir x =3 funkcijos y = x2—5x+1

reikSmes yra vienodos ir lygios skaic¢iui —5. Darome i$vada, kad maziausi sekos nariai yra x, =-5 ir
X3 = -3.

Ats.: xp =x3=-5.
b) Skai¢iuodami pagal formule

n+1
n=_3
2n” +3
auname, kad x —g X —2 x —§ X —ﬁ X —E
8 : 175 2799 B s ATz Y

C 253
Nesunku jsitikinti, kad %<2 o <§ 28 < 65 65 126

b PN b — P b P < A A
19 19 57 57 131 131 253
Bet to nepakanka, kad biity galima tvirtinti, jog x;

= % yra maziausias sekos narys.
Bendrojo nario formule pertvarkykime taip:

P+l 1 2+ 1 QP +D+D-1 1 [@@E+D+) ] _l.( 1 ]
"od 43 2 24D+l 20 24D+l 2 203D+l 200 +D)+1) 2 '

20 +3
. S - 2 v . . -
Dabar jau pagrijstai galima teigti, kad x; = 3 yra maziausias §ios sekos narys (nes kuo didesnis skaicius

n, tuo mazesné trupmenos 3 reik§mé).
2n° +3

Ats.: x| = % .



Irodykite, kad ( x,, ) yra mazéjancioji seka, jei
_n+3
2n+1

n

Sprendimas. Aisku, kad pakanka jsitikinti, jog esant bet kuriam natiiraliajam skaiéiui n skirtumas
X, —X,41 yra teigiamas skaicius:

. n+3  n+4 =(n+3)(2n+3)—(n+4)(2n+1)=

n~ Xn+l

T2+l 2043 (2n+1)(2n+3)
2n2+9n+9)—(2n* +9n+4) 5 0
2n+1)2n+3) QniD)2n+3)

Nustatykite, ar ( x,, ) yra monotoniné seka, jei

2}1
Xn=Vn+2> Vn = ';
n:

¢ia n!=1-2-3-...-n (skaiCiaus n faktorialas).

Sprendimas. Apskai¢iuokime santykj n
Xn+1
X, _yn+2_2"+2-(n+3)!_4-2”-(n+2)!~(n+3)_n+3
Xppl Ynes (n+2)r2" (n+2)!18-2" 2
Kadangi nt3 >1, kai n=1,2,3,..., tai x,>x,,., kai n=1,2,3,.... Vadinasi, seka (x,) yra

mazéjancioji seka, o kartu ir monotoniné seka.
Ats.: Yra monotoniné (mazéjancioji) seka.

Raskite sekos ( x,, ) bendrajj narj, jei

Xp4o =5X,41 —6x,, X1 =2 1r x5 =5.

Sprendimas. 18 pradziy iSspreskime charakteringja lygti "2 =5/ —6,", kuri ekvivalenti (kai
r#0) kvadratinei lygciai 2 =5r—6. Gauname du sprendinius: »=2 ir »=3. Vadinasi, bendrasis
rekurenciosios lygties

Xpi2 =5Xp41 —0X,
sprendinys yra
X, =2" 'Cl +3" 'CZ
(¢ia Cj ir C, — bet kurie realieji skaiciai).
Kadangi x; =2 ir x, =5, turi galioti lygybé
2C +3C, =2
ir lygybé
4C1 + 9C2 =5.
I§ lygciy sistemos
2C1+3C, =2,
4C, +9C, =5
L. 1
gauname, kad C; = 5 ir Cy= 3
Vadinasi, sekos ( x,, ) bendrojo nario formulé yra
=2 Ly Lot gt
2 3

Ats.: x, =2""1 437,



Raskite sekos ( x,, ), tenkinancios rekurenciaja lygti x,,,» = x,,1 +x,, ir salyga x; = x, =1, bendrojo nario
formule.

Sprendimas. leSkodami sprendiniy, kuriy pavidalas x, =7", sprendziame charakteringaja lygtj

n+2 rn+1

r = +7", r=0.

Ji ekvivalenti kvadratinei lygciai r?=r+1 ir turi du sprendinius — » = . Todél

1-5 1++/5
2

ir r=
2
bendrasis rekurenciosios lygties

Xp4+2 = Xp41 TXp

X =[ﬂ}n -C +(1+\/§J" -Cy
" 2

sprendinys yra

2
(¢ia C; ir Cy — bet kurie realieji skaiciai).

Konkrecias Cj ir C, reikSmes apskai¢iuojame remdamiesi salygomis x; =1 ir x, =1:
1—\/§.C1+1+\/§_C2=
2 2 {(1—\/§)c1+(1+\/§)02=2,

2 2 = =
(RN ey S ER

1,

2
. (1-v5)c; +(1+45)c, =2, :{(1-\/3)c1+(1+\/§)c2=2,:>
2C1+2C2+(1—\/§)C1+(1+\/§)C2:2 2C) +2C, =0

{cz =-Cy, {cz =-Cy, J5 J5

TN0-v5)c +(+5)Ca)=2 afsg 2 0TS TS

Taigi sekos ( x,, ) bendrojo nario x,, formulé yra tokia:

S I )

2 5 2 5 5 2 2

=g 2 2

Ats.: —ﬁ (1+\/§]n—(ijn .

Raskite rekurenciosios lygties
Xn+2 = Xp41 — an

D . 1
sprendin, jei x; =1 ir xp = 5

Sprendimas. Sios rekurenciosios lygties charakteringoji lygtis yra

1
rn+2 _ rn+1 __rn'

Atmete sprendinj »=0 (jis netenkina pradiniy salygy x3 =1 ir x, :—% ), gauname ekvivalencig

kvadrating lygti

kuri turi vienintelj sprendinj » = >



Siuo atveju bendrojo sprendinio iSraiska yra
1) 1)
x,=|=1| -Ci+n:|=| -C
" [2j 1 [2j ?
(Cy ir C, yra bet kurie realieji skaiciai).

o . . 1 e " . .
Remdamiesi salygomis x; =1 ir x, :_E apskaiciuojame konkrecias C; ir C, reikSmes:

1 1

Sa+sG=L (cic,=2  (g=2-C,
= = =C=6,C,=—4.

11 1 |G +20,==2" |G +2(2-C)) =2

ch +5C2 Z—E

Vadinasi, ieSkomas rekurenciosios lygties sprendinys yra

n n n-1
x, =6 1 —4n- 1 =(3-2n)- 1 =3—2n.
2 2 2 on-1

Irodykite, kad ( x,, ) yra nykstamoji seka, jei

x—7
"onsl

Sprendimas. Pagal nykstamosios sekos apibrézima, reikia jrodyti, kad lim =0.

n+l1
O pagal ribos apibrézima, reikia bet kuriam teigiamam skaiciui € nurodyti tokj nattralyjj skai¢iy £
(nebitinai maziausig!), kad nelygybé

7 O<e
n+1
galioty kiekvienam natiiraliajam skai¢iui n, didesniam uz E.
Kadangi
A A O AP
|n+1 |n+1| n+1 n+l n

tai pakanka rasti nattiralyjj skaiciy E, kuriam esant nelygybé 7 <¢ galioja, kai n> E.
n

Spresdami nelygybe 7 <g, €>0, gauname, kad n > l
n €

Jei £>7, tai [1} =0; jei 0<e<7, tai [l} yra natliralusis skai¢ius. O skaicius E = [l} +1 yra
€ € €

natiiralusis visais atvejais.

Vadinasi, laisvai pasirinkus &, € > 0,nelygybé:Z <g, taigi ir nelygybé Ll - 0‘ =g, galioja kiek-
n n+

vienam 7, didesniam uz nattiralyjj skaiciy E, kai E = [—} +1.
€

Apibendrinant galime pasakyti, kad bet kuriam g, €>0, yra toks natiiralusis skaiCius £, kad
T
n+1

nelygybé < ¢ galioty kiekvienam »n, didesniam uz E.




10. Irodykite, kad limx, =0, jei
1
n2 +5 '

X, =
Sprendimas. Tegu € yra bet kuris teigiamas skaicius. I$ nelygybés 1 < ¢ i$plaukia nelygybé n > l
n €

Pasirinkus nattralyjj skaiciy E = {—} +1, galima padaryti i§vada, kad nelygybé 1 < ¢ galioja kiek-
€ n

vienam 7, didesniam uz E.

Kadangi
| 21 _0‘2 21 <L2$l’
|n +5 n“+5 n n
kai n yra bet kuris natiiralusis skaicius, tai nelygybé 21 — 0| < ¢ tikrai galioja kiekvienam 7, didesniam
n°+5

uz E, kai E=[1}+1.
€

Matome, kad ribos lim = 0 apibrézimo salyga galioja (yra tenkinama).
n°-+5



PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Trikampio ABC kampas A lygus 45°, krastiné BC = 10 cm., o auksting BD dalija krasting AC j
dalis AD = 6 cm., DC = 8 cm. Raskite aukstinés AH ilgj. B

Sprendimas. Kadangi staiojo trikampio ABD smailusis H
kampas A lygus 45°, tai trikampis ABD yra lygiaSonis, AD =
BD = 6 (1 pav.). Taigi trikampio ABC plotas S = %AC “BD =

~-(6+8) -6 =42. Kita vertus, § =>BC - AH, taigi AH =, c
2 _242_g, b
B 10 orcm 1 pav.

Ats.: 8,4 cm

Trikampio ABC krastinés AB =17 cm., BC = 25 cm., aukstiné BH = 15 cm. Raskite
trikampio ABC plota.

Sprendimas. 18 staciyjy trikampiy ABH ir CBH randame AH = VAB? — BH? =
V172 =152 =8, CH =VBC? — BH? = +/25%2 — 152 = 20. Jei taskas H yra atkarpoje AC
(2a pav.), tai AC =AH +BH =28, todél trikampio plotas S =>AC-BH =~-28-15 =
210 cm?. Kai taskas H néra krastinéje AC (2b pav.), tai AC = CH — AH = 12, taigi §iuo atveju

ieskomasis plotas S = % 12-15 =90 cm?.

Ats.: 210 cm? arba 90cm?.

B B
A C
H ¢ 4 H
2a pav. 2b pav.

Per lygiagretainio ABCD vir$ting B nubrézta tiese¢ l,, kertanti krasting AD taSke E, o per virSiing
C nubrézta lygiagreti su tiese [; tiesé [,, kertanti krasStinés AD tesinj taske T. IS tasky C ir T
nubrézti statmenys CC' ir TT' j ties¢ BE. Raskite lygiagretainio ABCD plota, jei trikampio C'T'T
plotas lygus S.

Sprendimas. Kaip ir 2 pavyzdyje pastebime, kad
trikampiai ABE ir DCT yra lygis (3 pav.), todél lygiagretainiy
ABCD ir BETC plotai yra vienodi. Analogiskai trikampiai
BCC' ir ETT' irgi lygus, todél lygiagretainio BETC plotas

lygus sta¢iakampio CTT'C’ plotui. Taigi lygiagretainio ABCD
plotas lygus sta¢iakampio CTT'C’ plotui. Kadangi Sio

staGiakampio jstrizainé¢ TC' dalija jj | du lygius trikampius 3 pav.
CTC' ir C'T'T, tai staiakampio CTT'C’ plotas (o tai reiskia, kad ir ieSkomasis plotas) lygus
dvigubam trikampio C'T'T plotui.

Ats.: 28.

Trikampio ABC krastinése pazyméti taskai K € BC, M € AC, N € AB, atkarpos AK, BM ir
CN susikerta viename taske L, trikampiy ALN, BLN, BLK ir MCL plotai atitinkamai lygts
40 cm?, 30 cm?, 35 cm?, ir 84 cm?. Raskite trikampio ABC plota.



Sprendimas. Pazymékime trikampiy CLK ir ALM plotus atitinkamai x ir y (4 pav.). Kadangi
trikampiy ALN ir BLN aukstiné, nubrézta i§ virStinés L yra ta pati, tai AN : NB = Spyn ¢
Sapiy = 40 :30 =4 : 3. Kadangi trikampiy ACN ir
BCN aukstinés, nubréztos i§ virSiinés C, sutampa, tai jy

ploty santykis lygus atkarpy AN ir BN santykiui, todél yra

teisinga lygybé 2 _ 204yiaa
g yey 3 30+35+x

gauname, kad 4x — 3y = 112. Analogiskai trikampiy

,kurig  pertvarkome ir

LKB ir LKC auksting, nubrézta i virSiinés L, yra ta pati,
todeél jy ploty santykis lygus atkarpy BK ir KC santykiui,
taigi BK : KC = 35 : x. bet $is santykis lygus trikampiy

ABK ir ACK ploty santykiui, nes Siy trikampiy aukstinés, nubréztos i§ virStnés A, sutampa. I$

L. .35 _ 40+30+35 . . . . .
¢ia gauname lygtj Y = Seear kurig suprastiname ir turime 2x —y = 84. IS sistemos 4x —

3y =112, 2x —y = 84 randame, kad x = 70, y = 56. Taigi trikampio ABC plotas S = 40 +
30 4+ 35+ 56 + 84 + 70 = 315 cm?.

Ats.: 315 cm?.

Kvadrato ABCD krastinés ilgis yra 9 cm., kvadrato AEFG krastinés ilgis lygus 3 cm., jo vir$iing
E yra krastinéje AB, o vir§in¢ G — krastinés DA tgsinyje uz tasko A. Atkarpa CG kerta atkarpa
AB taSke M. Raskite trikampio BMC plota.

Sprendimas. Kadangi GD = 3 +9 = 12, (5 pav.), tai trikampio GDC plotas Spygpc = %GD :
DC = % 12 -9 = 54. Statieji trikampiai BMC ir GCD yra panasieji, nes jy smailieji kampai

BCM ir CGD yra lygts (vidaus prieSiniai kampai tarp lygiagreciy B C
tiesiy BC || GD ir kirstinés GC), taigi BM : CD = BC : GD =9 :
12 =%, todél BM:ZCD =%-9=§>6=BE. 5 &a
gauname, kad taSkas M yra atkarpoje EA. Kadangi panaSiyjy F

trikampiy plotai sutinka kaip jy atitinkamy krastiniy kvadratai, tai M
Sagmc : Sagep = BC? : GD? = 9% : 122 = 9 : 16, taigi G 4 D
ieskomasis plotas Sygpyc = %SAGCD = 19—6- 54 = % cm?. 5 pav.

Ats.: 22 em2.

8
Trapecijos ABCD pagrindy ilgiai AD = a, BC = b. Atkarpos BC tgsinyje uz tasko C paZymétas
taskas M taip, kad ties¢ AM nukerta nuo trapecijos trikampj, kurio plotas yra lygus i trapecijos
ABCD ploto. Raskite atkarpos CM 1ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad ties¢ AM kerta trapecijos B C

Soning krasting CD taSke N. Sakykime, kad ieSkomoji
atkarpa CM = x, duotosios trapecijos aukstiné yra H, H N
trikampio AND aukSting, nubrézta i§ virSinés N, i

pazymékime h, tuomet trikampio CNM aukstinés, nubréztos 4 LT D
i§ virStinés N, ilgis lygus H — h (6 pav.). I8 salygos Syayp = 6 pav.

%SABCD turime lygybe az—h =%-azﬁ-H, i§ kurios iSplaukia,
kad H =22 Kadangi £ZAND = £CNM (kryzminiai kampai) ir £ZNAD = £CMN (vidaus

a+b’
priesiniai kampai tarp lygiagre€iy tiesiy AD || MC ir kirstinés AM), tai trikampiai AND ir MNC




yra panasSieji. Kadangi panaSiyjy trikampiy atitinkamy atkarpy santykiai yra vienodi, tai i Siy

trikampiy panaSumo gauname lygybe % = ﬁ, kurig pertvarkius, turime aH — ah = hx. | §ig

.y e . ey ey 4a%h . 4q?
lygybe iraSome aukstinés H isSraiSka, gauname, kad P ah = hx, todé¢l x = 2=
3a%?-ab

a+b
3a%?-ab
Ats.: .
a+b

Taskas F yra staciakampio ABCD krastinéje CD, atkarpa FB kerta jstrizaing AC taske E,
trikampiy FEC ir BEC plotai atitinkamai lygils 4 cm? ir 6 cm?2. Raskite keturkampio AEFD
plota.

Sprendimas. Kadangi FD || AB, taipagal 6 pavyzdzio rezultata trikampiy CEB ir AEF plotai

yra lygts 6 (7 pav.). Trikampiy AEF ir CEF aukstinés, nubréztos B C
i§ virStinés F, yra lygios, tai ty trikampiy plotai sutinka kaip

atkarpy AE ie EC ilgiai: AE : EC = Spppr : Sppre = 6:4=3: £

2. Trikampiy CEB ir AEB aukstinés, nubréztos i$ virSinés B, F
yra vienodos, todél Spspp :Sapgc = AE :EC =3:2, taigi 4 D

Saar = %SABEC = % -6 = 9. Taigi trikampio ABC plotas lygus 7 pav.

trikampiy AEB ir BEC ploty sumai, t. y. 15, toks pat yra ir trikampio ADC plotas, todél
ieSkomasis plotas Sygrp = Saapc — Sagrc = 15 — 4 = 11 cm?,

Ats.: 11 cm?.

Trikampio ABC plotas lygus 50 cm?, taskai D, E, F yra atitinkamai krastinése AC, AB, BC, be
to, AD =9 cm, DC = 6 cm,, atkarpos EC ir DF susikerta taske G, o trikampiy CDG ir EFG
plotai vienodi. Raskite trikampio BCE plota.

Sprendimas. Kadangi trikampiy CDG ir EFG plotai yra lygis, C
tai pagal 6 pavyzdzio rezultatg FC || ED (8 pav.). Trikampiai ABC ir
AED yra panasieji, tod¢l jy plotai sutinka kaip atitinkamy krastiniy F

.. SAAED ADy o 9 .2 9 .. 9
kvadratai: 2222 = (—5)? = (—)? = —. Taigi S =2.9 —
SAABC ( AC) (9 n 6) 25 819A4ED = 5 " PAABC

%- 50 = 18. Kadangi trikampiy DCE ir AED aukstinés, nubréztos 4 B

e . . Sagpc __DC _ 6 _ 2 .
i§ virStnes E, yra lygios, tai ———=-—=—-=~ taigi S =
» yra lyglos, Sparp AD 9 3 g1 SAECcD 8 pav.

%SAAED = § 18 = 12. leSkomajj plotg gauname, i trikampio ABC ploto atémg¢ trikampiy AED
ir ECD ploty suma: Sxgcp = 50 — 18 — 12 = 20 cm?.
Ats.: 20 cm?.

Atkarpa AB yra puskritulio skersmuo, taskas O yra puskritulio centras, puskritulio plotas lygus
91 cm?. Taskai C ir D lankg AB dalija | tris lygias dalis. Apskai¢iuokite plok$tumos dalies,

ibotos atk is AC ir AD bei lanku CD, plota.
apribotos atkarpomis ir ei lanku plota C 4{/;;///////////4%4/{#,
Kadangi apskritimo lankai AC ir DB yra lygts, tai stygos AB ir ///////ll{///////// \
CD yra lygiagrecios. Todél trikampiy ACD ir OCD krastiné CD

yra bendra, o j jg nubréztos aukstinés yra lygios (jos lygios 0
atstumui tarp lygiagreciy tiesiy AB ir CD). Taigi trikampiy ACD 9 pav.

Sprendimas. Sujunkime taskus C ir D su centru O (9 pav.).

ir OCD plotai yra lygts, todél ieSkomosios figtiros plotas lygus



10.

skritulio iSpjovos OCD plotui. Kadangi 2C0OD = é 180° = 60°, tai Sios iSpjovos plotas yra
lygus Sestadaliui skritulio ploto, t. y. tre¢daliui pusskritulio ploto. Taigi ieSkomasis plotas lygus

9
ST= 31 cm?.

Ats.: 3w cm?.

I skritulj jbréztas statusis trikampis, kurio statiniai lygiis 1 cm. ir v/3 cm. Raskite nuopjovos,
kurios pagrindas yra statinis lygus 1, plota.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampis ABC, 2C = 90° AC =1,BC =+/3 jbréztas |
apskritima, trikampio jzambiné AB yra to apskritimo skersmuo, jzambinés vidurio taskas O yra

B
apskritimo centras (10 pav.). Kadangi AB = /12 + (/3)2 =2, sinsB =

= =, tai £B = 30°. Kadangi A0 = OC = 0B, tai 2OCB = £B = 30°,
tai pagal trikampio priekampio savybe £A0C = 30° + 30° = 60°, A
trikampis AOC yra lygiakrastis, jo plotas Sasoc = % 0A? - sin 60° = \1_5' C

. 2. T . 10 pav.
I8pjovos  AOC plotas  Sipjoves aoc = n;oeo = %. Taigi ieSkomasis bav
nuopjovos plotas lygus iSpjovos AOB ir trikampio AOB ploty skirtumui, t. y. ieSkomasis plotas
1 T_\¥3
ygus = — -~

Ats.: = — E .
6 4



SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Taisyklingas losSimo kauliukas metamas du kartus. Apskai¢iuokite tikimybe, kad atsivertusiy
akuciy suma bus nelyginé nevir$ijanti 5.

Sprendimas. €142 €3 214 €5 €6 Cia i$vardintos visos 36 vienodai galimos lo§imo
01 €20/93 €4 €5 €5 kauliuko dviejy metimy baigtys. Baigtys, kurios

tenkina salyga ,, atsivertusiy akuc¢iy suma

e €33 €34 €35 € o o s 9
31732 733 734 735 736 nelyging ir nevirsija 5 baigCiy sgrase
41 €42 €43 €44 €45 46 uzbrauktos. Jy yra 6. Taigi ieSkomoji tikimybé
€51 €53 €53 €54 €55 E56 lygi p zﬁzl_
36 6

1
Ats. p e €1 €62 €63 €64 €65 €66

2. Moneta metama 3 kartus. Apskaiciuokite tikimybe, kad bent vieng kartg atsivers herbas.
Sprendimas.

Sioje schemoje, vadinamoje galimybiy
medZiu, matome iSvardintas visas 8 trijy
monetos metimy bandymo baigtis.
Pavyzdziui, (MMM) — visus tris kartus
atsiverté moneta, (HMH) — pirmu metimu
atsiverté herbas, antru - moneta, tre¢iu —
herbas. Nesunku nustatyti, keliais atvejais
bent vieng kartg i$ trijy metimy atsiverté
herbas, tokiy atvejy yra 7. Vadinasi,
ieskomoji tikimybé lygi p = 2.

3
O
O
)
)
°‘
O
)
O

7
Ats.p = Py
3. Taisyklingas losimo kauliukas metamas du kartus. Apskaiciuokite salygine tikimybe bent
kartg atsiversti 6 akutémis, jeigu pirmuoju metimu atsiverté ne maziau kaip 3 akuteés.

Sprendimas.
e Cin Cialia e le Baigtys, rodancios, kad pirmuoju metimu
12 715 14 15 H6 atsiverté ne maziau kaip 3 akutés (jvykis B)
€3] €p7 €33 €34 €35|Ex¢ apvestos raudona stora linija. Jy yra 24.
Coi o Con Cor Cacle Aibé¢ baigciy, reiskianciy kad kauliukas
31 732 733 =34 "35(736 bent kartg atsiverte 6 akutémis (jvykis 4) ,
€41 €42 €43 €44 €45/ €46 gpve‘sta JUOdavllnlja Ié Jq 9 priklaus'o.
jvykio B baigcCiy aibei. Taigi salyginé
e €zy €57 €4 Ezc|€C
51 *52 *53 54 *55|%56 o . .
tikimybé lygi: P(4|B)= % .
€61 €62 €63 €64 €65 €66 9
Ats. P(A|B)=—.
24



4. Ivykiai 4 ir B yra nepriklausomi. Jrodykite, kad jvykiai 4 ir B yra nepriklausomi.

Irodymas. Turime jrodyti, kad i§ lygybés P(4nB)=P(4)-P(B) iSplaukia lygybe
P(ANB)=P(A)-P(B).

Pasinaudosime lygybe tarp jvykiy 4 B= 40U B. Tuomet
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(4)— P(B)+ P(ANB)=1-P(4) - P(B) + P(4)- P(B) =
=1-P(4)- P(B)-(1- P(4)) = (1- P(4))-(1- P(B)) = P(4) - P(B) . Teiginys jrodytas.

5. Zinomos §ios tikimybés: P(4)=0,8, P(B)=0,6, P(4UB)=0,9. Apskaitiuokite P(4N B),
salygines tikimybes P(4| B) ir P(B| A) bei nustatykite ar jvykiai 4 ir B yra priklausomi.
Sprendimas.
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB) = P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB)= 0,8+0,6—0,9=0,5.
P(ANB)_0.5_5 P(B|A):P(Am3) _05_5
P(B) 0,6 6 P(4) 0,8 8
Matome, kad P(4nB)=0,5,0 P(A4)-P(B)=0,8-0,6=0,48. Taigi P("B)+# P(A)-P(B). Vadinasi,
jvykiai 4 ir B yra priklausomi.

P(4|B)=

Ats. P(AnB)=0,5, P(A|B) =% , P(B|A)= g , ivykiai 4 ir B yra priklausomi.

tikimybeé yra 0,001. Apskaiciuokite tikimybe, kad jsigijus po vieng loterijos A ir loterijos B bilieta,
bent vienas bus laimingas.

Sprendimas. Tegu A- ivykis, kad jsigytas loterijos A bilietas laimés, B — jvykis, kad jsigytas
loterijos B bilietas laimés. Tuomet AU B - jvykis, kad bent vienas bilietas bus laimingas. Kadangi
A ir B — nepriklausomi jvykiai, tai
P(A U B)=P(A)+ P(B)— P(An B)=0,005+0,001—0,005-0.001=0,005995 .

Ats. 0,005995.

7. KrepSininkas Audrius baudos metima pataiko su tikimybe 0,85, o Balio tikslaus baudos metimo
tikimybé yra 0,75. Audrius ir Balys meta po vieng baudos metima. Apskaiciuokite tikimybe, kad:
a) abiejy krepSininky baudos metimai bus tikslis; b) bus tikslus lygiai vienas metimas; c) bus
tikslus bent vienas metimas; d) abu krepSininkai nepelnys tasky.

Sprendimas. Pazymékime A — jvyki, kad Audrius baudos metimg pataiko, B — jvyki, kad Balys
baudos metimg pataiko. Tuomet:

a) AnB — ivykis, kad abiejy krepSininky baudos metimai bus tikslas ir
P(ANnB)=P(A4)-P(B)=0,85-0,75=0,6375 (jvykiai 4 ir B - nepriklausomi);

b) jvykis ,,bus tikslus lygiai vienas metimas® uzra§omas iSraiska (4N B)U (4N B). Kadangi
ivykiai AN B ir AN B yra nesutaikomieji, be to, jvykiy poros 4 ir B bei 4 ir B yra nepriklausomy
ivykiy ~ poros, tai  P(ANB)U(ANB)=P(ANB)+P(ANB)= P(4)-P(B)+ P(A)-P(B) =
=0,85-0,25+0,15-0,75=0,325.

c) ivykis ,,bus tikslus bent vienas metimas* yra 4 B . Todél
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(An B)=0,85+0,75-0,6375=0,9625.
d) jvykio ,,abu krepSininkai nepelnys tasky“ tikimybeé lygi:
P(ANB)=P(A4)- P(B)=0,15-0,25=0,0375 (jvykiai 4 ir B — nepriklausomi).
Ats. a) 0,6375; b) 0,325; ¢) 0,9625; d) 0,0375.

8. Gydytojas zino, kad skirtingy ligy pozymiai gali biiti vienodi. IS tyrimy nustatyta: tikimybé,
lygi 0,3, kad ligoniui bus aptiktas pozymis A; salyginé tikimybé 0,9 sirgti liga B, kai aptiktas
pozymis 4. Apskaiciuokite tikimybe, kad ligoniui bus aptiktas pozymis A4 ir jis sirgs liga B.



Sprendimas. 1vykij, kad ligoniui bus aptiktas pozymis A4, kad biity paprasCiau taip pat
pazymékime 4, taigi P(A4)=0,3. Tikimybé jvykio susirgti liga B, kai aptiktas pozymis A, yra
P(B| A)=0,9. Tuomet jvykio ,ligoniui bus aptiktas pozymis A4 ir jis sirgs liga B* tikimybé¢ lygi:
P(BNA)=P(A)-P(B|A4)=0,3-0,9=0,27.

Ats. 0,27.

9. Saulys $auna j taikinj du kartus. Pirmojo §avio pataikymo tikimybé yra 0,7. Kai pirmasis §Givis
taiklus, antrasis Stvis taiklus su tikimybe 0,8. O jei pirmasis §tvis netaiklus, tai tikimybé pataikyti
1 taikinj antruoju stuviu lygi 0,6. Apskaiciuokite: a) tikimybe, kad Saulys pataikys i taikinj abiem
Stiviais; b) tikimybe, kad pirmasis siivis bus netaiklus, o antrasis — taiklus; c¢) tikimybe, kad antrasis
Suvis bus taiklus.

Sprendimas. Tegu A — jvykis pataikyti pirmu Siiviu, B — jvykis pataikyti antru Stiviu. Pagal
salygg P(4)=0,7, P(B|4)=0,8, P(B| Z) =0,6. Tuomet:
a) P(ANB)=P(A4)-P(B| A)=0,7-0,8=0,56;b) P(AnB)=P(A)-P(B| A)=0,3-0,6=0,18.
c) Atkreipkime démesj, kad jvyki B galima iSreiksti dviejy nesutaikomyjy jvykiy sajunga, t. y.
lygybe B=(Bn A)U(BnA). Todél P(B)=P(B A)+P(BN A)=0,56+0,18=0,74.

Ats. a) 0,56; b) 0,18; ¢) 0,74.

10. Dvejos automatinés staklés gamina vienodas detales. Tolesniame gamybos procese jos
sumaiSomos, todé¢l atsitiktinai paimta detalé su vienoda tikimybe 0,5 gali buti pagaminta bet
kuriomis i§ dviejy stakliy. Zinoma, kad pirmosiomis staklémis pagaminta atsitiktinai paimta
detalé bus brokuota su tikimybe 0,15. Si tikimybé antrosioms stakléms lygi 0,045. Apskai¢iuokite
tikimybe, kad atsitiktinai pasirinkus detale i§ abejomis staklémis pagamintos produkcijos ji bus
brokuota.

Sprendimas. Pazymékime 4 — jvyki, kad atsitiktinai paimta detalé bus brokuota, B, — kad

atsitiktinai paimta detalé bus pagaminta pirmosiomis staklémis, B, —kad atsitiktinai paimta detalé
bus pagaminta antrosiomis staklémis. Tuomet 4=(4 N B))u (4N B,) ir
P(A)=P(ANnB;)+P(ANB,)
= P(B,) - P(A/By) + P(B,)-P(A/B,)=05-0,15+0,5-0,045 = 0,0975.

Ats. 0,0975.



SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. I3spreskite lygti (x + D(5 —x)(Vx —8+2) =4.
Sprendimas. Irodysime, kad lygtis
(x+1DGE-x)(Vx—8+2)=4

sprendiniy neturi.

Lygtis apibrézta, kai x — 8 > 0, taigi D; = [8; +00). Taciau joje 5 —x < 0, o tada ir visa
kairioji lygties pusé neigiama ir reikSmés 4 nejgyja.

Ats.: lygtis sprendiniy neturi.
2.

Isspreskite lygti V3 + x = 3 — x/x .

Sprendimas. Lygtis V3 + x = 3 — xv/x apibrézta intervale [0; +0). Nesunku pastebéti,
kad x = 1 tenkina lygtj. Kairioji lygties pusé yra monotoniskai didéjanti, nes

V3+x) =——— >0.
( ) 2V3 +x
Desinioji - monotoniskai mazéjanti, nes

(3—x\/§)’=—;\/§ <0.

Vadinasi, lygtis teturi vienintelj sprendinj.

Ats.: x = 1.
3. Isspreskite lygtj Vx2 —3x +2=—x2+2x—1.
Sprendimas. Rasime lygties Vx2 — 3x + 2 = —x? + 2x — 1 apibrézimo sritj. I$ nelygybés
x% —3x + 2 = 0 i3plaukia, kad D; = (—o0; 1] U [2; +0). Antra vertus, deSinioji lygties pusé turi
biiti neneigiama:
—x2+2x—-1 >0,
x> =2x+1 <0,
(x—1?% <o.
Sia nelygybe tenkina tik x = 1. Jis tenkina lygtj.
Ats.:x = 1.

ISspreskite lygti \/Zx +2\2x—1=3V14x -7+ 1.

Sprendimas. Lygties apibrézimo sritis D; = E +00), nes i$ salygos 2x — 1 > 0 iSplaukia,

kad x > % o tuomet ir 2x + 2v2x — 1 > 0. DeSinioji lygties pusé apibréZta visoje R.
Pertvarkome kairiaja lygties puse:

J(Zx—1)+2\/2x—1+1= Vidx =7 +1, \/(\/Zx—1+1)2 =V14x -7+ 1.

Turime vV2x — 1+ 1> 0,todél vV2x —1+1=V14x -7+ 1, V2x — 1 = i/7(2x — 1). Abi
puses keldami Sestuoju laipsniu, gausime

(2x — 1)® =49(2x — 1)?, (2x —1)> —49(2x — 1)2 =0, (2x — 1)?(2x — 50) = 0,
is kur x; = %, x, = 25. Galima patikrinti, kad Sie skai¢iai tenkina duotajg lygt;.
Ats.: xq = %, X, = 25.

I3spreskite lygtj (x2 + x)? — 21x% + 3(x — 3)% = 27.

Sprendimas. Lygtis apibrézta visoje R. Pertvarkysime kairigjg lygties puse:



(x2+x)? —21x2+3(x2—-6x+9) =27, (x*+x)?—18(x2+x) =0,

(x% 4+ x)%(x* +x—18) = 0, x(x+ 1D(x*+x—18) =0.

Lygtis x2 + x — 18 = 0 turi sprendinius x; = _1+2m, X, = —1—2\/ﬁ_ Taigi pradiné lygtis turi
keturis sprendinius: x; = —1+2\/ﬁ’ , = —1—2\/ﬁ’ x3=0,x, = —1.

Ats.: x; = —1+2\/ﬁ’ X, = _1_2m, x3=0,x4 =—1.

I8spreskite lygti (x% + 3x — 4)% + 2x3 + 3x2 —8x = 0.
Sprendimas. Lygtis apibréZta visoje R. Pertvarkome:
(x2 +3x—4)2+2x(x* —4)+3x2 = 0.
Jrase lygtyje x = 0 jsitikiname, kad tai néra jos sprendinys, todél abi puses dalindami i§ x?
sprendinio neprarasime:
2 N2 2_ 2
(=) +25=+3=0, aba (x+3-2) +2(x+3-3)-6+3=0.
X X X X
Pazyméje x + 3 —% = t, gauname lygtj t? + 2t — 3 = 0, turin¢ig sprendinius t; = —3,
tz = 1
Spreskime lygti x + 3 —%= -3: x+6—§= 0, |-x x?+6x—4=0. Gauname
sprendinius x; = =3 — V13 irx, = =3 + V13.
Lygtix + 3 — % = 1 pertvarkome j x? 4+ 2x — 4 = 0. Gauname sprendinius x; = —1 — /5,
x4 = _1 + ‘\/§
Ats.:x; = =3 =13, x, = =34+V13, x3=—-1—-+/5, x, = -1 + /5.

I3spreskite lygtj x2 —2x —1+Vx2 —x+1=+vVx+ 2.

Sprendimas. Rasime lygties x%—2x —1+Vx2—x+1=+x+2 apibrézimo sritj.
Sudarome nelygybiy sistema:
{xz -x+1>0,

x+2=0.
Pirmoji nelygybé teisinga visoje R, antroji — kai x > —2. Taigi D; = [-2; + o).
Pertvarkykime lygtj:
x2—x—1+Vx2—x+1=x+2+Vx+2. ()
Nagrinékime funkcijg
f(x) =x++x,
tRuomet (=) lygtj galime perraSyti:
fO? —x+1)=f(x+2). (++)
Funkcija f yra monotoniskai didéjanti: f'(x) =1+ ﬁ; >0, x> 0. Vadinasi, lygtis (x)

ekvivalenti lyg¢iai
x2—x+1=x+2,
x> —=2x—1=0,
2-2+2 242v2

— x :
2 72 2

x1:
Ats.:x; =1—+/2, x, =1 ++/2.

ISspreskite lygtj 3%%-3% 4 352 _ 15x + 12 = 32(x-2),
Sprendimas. Lygtis
3¥*3x 4 32 _ 15x 4 12 = 32(x~2)
apibrézta visoje R. Pertvarkykime jg taip:
3¥°73% 4 3x2 — 9x = 6x — 12 + 32072,
3¥°-3% 4 3(x2 — 3x) = 3262 4 3. 2(x — 2).



10.

Apibrézkime funkcija
f(x) =3*+3x.
Ji yra monotoniSkai didéjanti, nes
f(x)=3*-In3+3>0.
Todél lygtis
f(x?—=3x)=f(2x — 4)

x%—3x =2x —4,
x> —5x+4=0,
x1=1, x2:4‘.

ekvivalenti lygc€iai

Ats.: X1 = 1, Xy = 4,

Isspreskite lygtj V6 +x = x3 — 6 .
Sprendimas. Lygtis Y6 + x = x3 — 6 apibrézta visoje R. Pertvarkysim ja:

6+ V6 +x=x3
3
6+ V6+x=nx.

Apibrézus funkcija f(x) = V6 + x, x € R, lygtis uzraoma f(f (x)) = x.
Funkcija f'yra monotoniskai didéjanti, todél pakanka spresti lygtj f(x) = x, t. y.,

3\/6+x=x,
6+ x = x5,

x}—x—6=0.
Nesunku pastebéti, kad $ig lygtj tenkina x = 2. Pertvarke lygti
x3—2x24+2x*—4x+3x—6=0,
x2(x—2)+2x(x—2)+3(x—2)=0,
(x —2)(x* +2x + 3) > 0.
Trinaris x% 4+ 2x + 3 > 0 visoje R, todél lygtis daugiau sprendiniy neturi.
Ats.: x = 2.

Isspreskite lygti 2y 1+ 2y/x = x — 1.
Sprendimas. Lygtis 24/1 + 24/x = x — 1 apibrézta intervale [0; +0). J perrase

1+2/1+2\/§=x,

f)=1+2vVx, x>0.

jveskime funkcija

Tuomet lygtis gali biiti uzrasyta

fUE) = x.

Funkcija f monotoniskai did¢janti, todél gautoji lygtis ekvivalenti lygciai
fx)=x, ty.,
1+ 2vVx =x,
x—2J/x—-1=0.
Pazyméje vx = t > 0, gausime
t?—2t—1=0,
t;=1-+2<0, t,=1++2.
Gauname x = t2 = (1 + \/E)Z =3+ 2vV2.
Ats.: x = 3+ 2+/2.



ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. Raskite skai¢iaus a = 3 - 1131 + 531! + 17 dalybos i$ 12 liekang.

Sprendimas. Kadangi 113! = 1211511 = (10-12 + 1) - 11, tai r(3-1131) =r(3-11°-
11) = r(33) = 9. Skai¢iuodami antro démens dalybos i§ 12 liekang, gauname:

31 =212+ 7)1 = rG-31Y) =rG- 7N =r(G- 48+ 1)°-7) =r((5-1°-7) = 11.
Todéelr(a) =r(9+11+17) =r(37) = 1.
Ats.: 1.
2. Raskite skai¢iaus a = 2222 + 3333 + 5555 dalybos i$ 7 liekana.
Sprendimas. 18 pradziy apskaic¢iuokime skaiciaus a démeny dalybos i§ 7 lickanas:
2222 = (23)74 = 874 = (7 + 1)7* = r(22%2) = r(17%) = 1;

3333 — (32)166 -3 = 9166 -3 = (7 + 2)166 -3 = 7,.(3333) — T(2166 . 3) — T((23)55 -2 3)
=r((7+1)°°-6) = r(1%° - 6) = 6;

5%%° =25%77.5=(3-7+4)*7 -5 = r(5°>°) = r(4*”7 - 5) = r((4*)%* - 4- 5) = r((64° - 20)
=7((9-7+1)%-20) =r(1%-20) = 6.

Vadinasi, r(a) =r(1+ 6 + 6) = 6.
Ats.: 6.

3. [rodykite, kad skai¢ius a = 2317 + 1723 dalijasi i$ 8, bet nesidalija i3 6.
Sprendimas. 1§ pradziy jrodykime, kad a dalijasi i$ 8:

a=02:8+7)V+2-8+1D8=r@)=r77+12®)=r((48+1)%-7+1)
=r(18-7+1)=r(7+1)=0.

Nagrinéjant skai¢iaus a dalumo i§ 6 problema, pakanka jrodyti, kad a nesidalija i§ 3.
Skai¢iuodami lickang, gauname:

a=237+1783 = (7-3+2)"7 + (5-3+2)2® = r(a) =r(2"7 +2%3) = r(4% -2 + 41 - 2)
=r(B+D%2+@B+D"1-2)=r(1®-2+11-2)=r(2+2) = L

Matome, kad skaicius a nesidalija i$ 3, todél nesidalija i$ 6.
4. [Irodykite, kad skai¢ius a = 121 — 155 dalijasi ir i§ 13, ir i§ 143.

Sprendimas. Kadangi 143 = 11- 13, tai galima elgtis dvejopai — arba i$ karto jrodyti, kad a
dalijasi i§ 143, arba jrodyti, kad a dalijasi iri$ 11, ir i§ 13.

Irodykime, kad a dalijasi i§ 143.

1 biidas. Skaiciaus a iSraiSka pertvarkykime taip:



a =1216% — 155 = 12- 12168 4 (—2- 143 + 131) = 12 - 14484 4 (=2 - 143 + 131)
=12 (143 + 1)% + (=2 - 143 + 131).

Skai¢iuodami skaiciaus a dalybos i§ 143 lickang, gauname:
r(a) =r(12-18* + 131) =r(143) = 0.
Vadinasi, a dalijasi i$ 143.
2 biidas. Kadangi
a =12 — 155 =12-12168 — 12 — 143 = 12(144%* — 1) — 143 = 12 (144 — 1)(14433 +
14482 + ...+ 144 + 1) — 143 = 12-143(143% + 14382 + ...+ 143 + 1) — 143 =
143(12(1438% + 14382 + -+ 143 + 1) — 1),

o skliaustuose gaunamas skaiCius yra sveikasis, tai iSvada, jog a dalijasi i§ 143, gauname tiesiogiai
remdamiesi dalumo apibrézimu.

5. Apskaiciuokite skai¢iaus a = (77 + 11121)7? dalybos i3 6 lickang.
Sprendimas. 1§ pradziy apskai¢iuokime laipsnio pagrindo 77 + 1112 dalybos i$ 6 lickana:

77 + 11121 = (612 4+ 5) + 12150 - 11 = (6- 12 4+ 5) + (6 - 20 + 1)°° - (6 + 5)
= r(77 + 11121) = r(5 + 15° - 5) = r(10) = 4.

Dabar apskaic¢iuokime r(a):

r(a) =r(4’) = r(64%2-16) = r(4%3 - 4) = r(4**) = r(64®) = r(4®) = r(64% - 16)
=r(4%-4) =7r(64) = 4.

Ats.: 4.
6. [rodykite, kad néra né vieno natiiraliojo skai¢iaus n, kad a,, = n? + 7n + 2 dalytysi i$ 13.
Sprendimas. Natiiralyjj skaiciy n uzraSykime
n=13m+r, re{0,1,..,12}.
Tadaa, = (13m+7)2+7(13m+7r)+2=13m(A3m+2r+7) +r2+7r + 2.

Kad a, dalytysi i$ 13, skai¢ius r2 + 7r + 2, r € {0, 1,2, ..., 12}, turéty dalytis i§ 13. Bet né vienu
atveju negauname dalaus i$ 13 skaiGiaus 72 + 7r + 2.

7. Raskite skaiGiaus 2123 paskutinj skaitmenj.

Sprendimas. Skai¢iaus 2123

Gauname:
r(2123) = r((25)%4-23) =r((30 + 2)**-8) = r(224-8) =r((2%)°-4) =
r((30 + 2)°-4) =r(25-4) =r(128) = 8.

paskutinis skaitmuo yra Sio skaiCiaus dalybos i§ 10 lickana.

Ats.: 8.



8. Nustatykite, ar yra bent vienas natiiralusis skai¢ius 7, kad a, = 14n3 + 9n? + n nesidalyty i$ 3.
Sprendimas. Tegun =3m +7r, r € {0,1,2}.

Tadaa, = 14(3m +1)3+9- (3m + )2 + 3m + r. Skaiciaus a,, dalybos i% 3 liekana tokia pat
kaip ir skai¢iaus 2r3 + 7, r € {0, 1, 2}, dalybos i3 3 lickana, nes 14 = 4 -3 + 2.

Jeir =0, tai2r3 +r=0; jeir=1, tai2r3 +r =3; jeir =2, tai 2r3 + r = 18.

Matome, kad visais atvejais 213 + r dalijasi i§ 3, todél néra né vieno natiiraliojo skai¢iaus n, kad
a, = 14n3 + 9n? + n nesidalyty i 3.

Ats.: néra.

9. Nustatykite, kokias reikmes gali jgyti skai¢iaus a = 3xy(x* — y*) dalybos i§ 5 liekana, jei x
ir y yra didesni uz 4 natiiralieji skai¢iai ir x > y.

Sprendimas. Jei x arba y dalijasi i§ 5, tai r(a) = 0.
Tarkime, kad nei x, nei y nesidalija i§ 5 ir
x=5m+rn, y =5k +m, r, 1, €1{1,2,3,4}.

Sudarykime skai¢iaus x* dalybos i§ 5 liekany aibe. Kadangi x* = (5m + )%, n, € {1,2,3,4},
tai r(x*) = ()% n € {1,2,3,4}. Visais atvejais r(x*) = 1. Aisku, kad y* dalybos i3 5 liekana
(kair, # 0) taip pat lygi 1, bet r(—y*) = 4.

Vadinasi, r(a) =rBxy(x* —y*) = rGxy(x* + (=y*))) = rBxy(1 + 4)) = 0. Kitaip
sakant, skaiCius a dalijasi i§ 5, jei x ir y yra didesni uz 4 nattiralieji skaiciai ir x > y.

Ats.:r(a) = 0.

10. Jrodykite, kad néra tokio natiiraliojo skai¢iaus n, kad jo kvadrato n? paskutiniai du skaitmenys
bty 75.

Sprendimas. Aisku, kad prasminga nagrinéti tik tuos natiraliuosius skaicius, kuriy vienety
skaitmuo yra 5. Tegu n = 10m + 5, m = 0,1, 2, .... Tada n? = (10m + 5)? = 100m? + 100m +
25 =100 - (m? +m) + 25.

Matome, kad skai¢iaus n? dalybos i§ 100 liekana yra 25. O tai ir reiskia, kad paskutiniai du
skai¢iaus n? skaitmenys negali biiti 75.



BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI
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