Atranka j 2023 m. Pasauline ir Vidurio Europos matematikos

olimpiadas

Pirmoji diena, 2023-05-05

. Mikas uzrasé baigtine sveikyjy skaiciy seka ag, ai, as, . . ., a,. Cian > 1,
a, = 0, o sekos pirmieji n nariy yra didesni uz 1. Kiekviena narj a;,1,
kai « = 0,1,2,...,n — 1, Mikas is eilés gavo, is skaiciaus a; atémes
skaic¢iaus a; maziausig pirminj daliklj. Kiekvienam skaic¢iui £ € N visy
galimy skaiciaus ag reikSmiy, kai n = k, aibe pazymékime M (k).

a) Nustatykite visus aibés M (386) elementus.

b) Irodykite, kad egzistuoja toks k € N, kuriam aibéje M (k) yra lygiai

10 elementy.

. Realieji skaiciai x,y, z tenkina salygas 0 < z < %Z, 0<y< % ir

2ryt=1+2t= -2+ (1 -y

a) Raskite bent vieng galima skaiciaus z reikSme.
b) Raskite didziausia galima skaiciaus z reikSme.

. Trikampio ABC krastinése AC' ir BC' atitinkamai pazymeéti tokie tas-
kai D ir F, kad CD = CE. Trikampio ABC' pusiaukampiné is A kerta
atkarpa DE taske P. Tiesés AB ir DE kertasi taske F' (taskas B yra
tarp A ir F). Trodykite: AF - BF + CP? = CF? tada ir tik tada, kai
AD - BE = DP2.
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. Apskritimas, einantis per trikampio ABC' krastinés AC' vidurio taska M
ir lieCiantis tiese BC taske B, kerta atkarpa AB jos vidaus taske P.
Irodykite, kad AB - BP = 2BM?.

. Duotas naturalusis skaiCius n. Auksé ir Baltrus zaidzia tokj zaidima,
pakaitomis atlikdami éjimus. Ejimo metu Zaidéjas turi pasirinkti bet
kurj is skaiciy 1, 2, 3, 4, 5 ir uzrasyti ji lentoje. Pirmajj ¢jima atlieka
Auksé. Zaidimas baigiamas, abiem zaidéjams atlikus i$ viso n éjimy.
Jei uzrasytyjuy n skaiciy suma dalijasi is 9, tai laimi Baltrus; priesingu
atveju laimi Auksé. Nustatykite visas skaic¢iaus n reiksmes, kurioms
Auksé turi pergalés strategija.

. Kiekvienam naturaliajam n visy teigiamy racionaliyjy skaiciy x, isskyrus
naturaliuosius skaicius, n-tyjy laipsniy ™ aibe pazymékime A,. Taigi
A, ={z" : ©>0,2€Q, x ¢ N}.

a) Irodykite, kad kiekvienam nelyginiam n > 3 yra be galo daug svei-
kyjy skaiciy, kuriuos galima uzrasyti dviejy skirtingy aibés A,, ele-
menty suma.

b) Nustatykite, ar egzistuoja sveikasis skaiCius, kurj galima uzrasSyti
tiek dviejy skirtingy aibés As elementy suma, tiek dviejy skirtingy
sveikyjy skaiciy kuby suma.



