Atranka j 2023 m. Pasauline ir Vidurio Europos
matematikos olimpiadas

Sprendimai

Artiras Dubickas ir Aivaras Novikas

1. Mikas uzrase baigtine sveikyjy skai¢iy seka ag, a1, ag, . .., a,. Cian > 1,
a, = 0, o sekos pirmieji n nariy yra didesni uz 1. Kiekviena narj a;;1,
kai 2 = 0,1,2,...,n — 1, Mikas iS eilés gavo, iS skaiCiaus a; atémes
skaic¢iaus a; maziausia pirminj daliklj. Kiekvienam skaic¢iui & € N visy
galimy skaiciaus ag reikSmiy, kai n = k, aibe pazymeékime M (k).

a) Nustatykite visus aibés M (386) elementus.
b) Irodykite, kad egzistuoja toks k € N, kuriam aibéje M (k) yra lygiai
10 elementy.

Sprendimas. Nagrinékime bet kokj skaic¢iy a € N, didesnj uz 1, ir jo
maziausig pirminj daliklj p. Pastebékime, kad juy skirtumas a — p visada
yra lyginis: arba skaicius a lyginis ir tada p = 2, arba skaic¢ius a nelyginis
ir tada skaicius p nelyginis. Pradékime nuo skaiciaus a ir konstruokime
skaiciy seka, kaskart is paskutinio gauto jos nario atimdami to nario
maziausig pirminj daliklj. Taip gausime vienintele seka ag, aq, as, . . ., ay,
kurioje ag = a ir kuri tenkina uzdavinio salyga:

ap = a, a; = a — p (lyginis skaicius) ir, jei a; > 0, tai
ay = a—p—2 (lyginis skai¢ius), a3 =a—p—2—2 (lyginis skai¢ius),
ce apn=a—p—2—-2—...—2-2=0.
Ciaa,=a—p—2(n—1)ir
a—p=2n-—-1).
Vadinasi, skai¢ius a priklauso lygiai vienai aibei M (k), o reikiamas k
randamas pagal formule a —p = 2(k —1).

a) Tarkime, kad a € M(386). Tada a —p = 2 -385. Skaicius a
dalijasi i$ p, todél ir a —p =2-5-7- 11 dalijasi iS p. Taigip =2, 5, 7
arba 11 bei atitinkamai a = 772, 775, 777 arba 781. ReiksSme a = 777
turime atmesti, nes ji dalijasi is 3, tad p = 7 néra maziausias pirminis

jos daliklis. Likusios reiksmes a = 772, 775, 781 tinka, nes ju maziausias



pirminis daliklis i tiesy atitinkamai lygus p = 2, 5 ir 11 ir visais trimis
atvejais turime a — p = 2 - 385. Vadinasi, M (386) = {772,775, 781}.
b) Imkime, pavyzdziui,

k=ky=3-5-7-11-13-17-19-23-29 + 1.

Cia 3,5,7,...,29 yra devyni maziausi nelyginiai pirminiai skai¢iai. Ly-

gybé a — p = 2(kg — 1) parodo, kad jei a € M(kg), tai skaifiaus a

maziausias pirminis daliklis p dalija skaciu 2(ky — 1). Taigi tinkamos

gali buti tik 10 reiksSmiy
a=p+2ky—1)=p+2-3-5-7-11-13-17-19-23-29,

kur p € {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29}. Jos visos tinka, nes kiekviena i$

ju dalijasi is atitinkamo p, bet nesidalija jokio pirminio skaiciaus, kuris
priklauso aibei {2, 3,5,7,11,13,17,19,23,29}\{p}. Vadinasi, kiekvienas
toks p tikrai yra maziausias atitinkamo a pirminis daliklis ir tenkina
lygybe a —p = 2(kg — 1). Visos 10 skirtingy skai¢iaus a reikSmiy sudaro
aibe M (ko).

Atsakymas: a) M (386) = {772, 775,781}.

. Realieji skaiciai x,y, z tenkina salygas 0 < z < %Z, 0<y<sir

[\J[o)

z2—|—y2:1—|—x2:(z—x)2+(1—y)2.

a) Raskite bent viena galima skaiCiaus z reikSme.
b) Raskite didziausia galima skai¢iaus z reiksme.

Sprendimas. a) Pavyzdziui, imkime pora (z,y) = (0,1). Tada duo-
tosios nelygybés galioja su kiekvienu z > 0, o duotasias lygybes galima
uzrasyti pavidalu 22 + i =1=2>+ i. Vadinasi, tinka reiksmeé z = ?

b) Akivaizdu, kad z > 0. Kadangi

(z—2)+(1—y)P=2"+2"+1+y°— 222 — 2y,

tai 22 +y? = 2z + 2y. IS pastarosios lygybeés ir 2y > y? isplaukia, kad
2 > 2zx. Vadinasi, < 2. Taigi 2> < 22+ = 1+22 < 1+ %7
2?2 < % ir z < % Kita vertus, z = % kartu su x = ?, y = 0 tenkina

uzdavinio salyga, nes§+02:1+§:%+1,0<§<§-23£bei
0<0<2

Atsakymas: b) 23
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3. Trikampio ABC krastinése AC' ir BC' atitinkamai pazyméti tokie tas-
kai D ir F, kad C'D = CFE. Trikampio ABC' pusiaukampiné is A kerta
atkarpa DE taske P. Tiesés AB ir DE kertasi taske F' (taskas B yra
tarp A ir F). Trodykite: AF - BF + CP? = CF? tada ir tik tada, kai
AD - BE = DP?.

Sprendimas. Atkarpoje DFE pazymékime tokj taska @), kad EQ) = DP
(zr. pav.). Taskai P ir @) simetriski atkarpos DE vidurio tasko atzvilgiu.
.C

A F

Be to, CD = CFE, taigi dél simetrijos apskritimas su centru C' ir spin-
duliu C'P eina per @ (jei Q = P, tai jis lie¢ia atkarpa DFE jos vidurio
taske). TaSko F laipsnis Sio apskritimo atzvilgiu lygus CF? — C'P? ir
tuo pat metu F'P - FQ. IS eilés gauname tokiy teiginiy ekvivalentuma:
1) AF-BF +CP*=CF?%
2) FP-FQ =FA- FB;
3) taskai A, B, P, @ priklauso vienam apskritimui;
4) /BQP = ZBAP;
5) ZBQFE = ZPAD;
6) ABQE APAD (atsizvelgiant | ZADP = ZQEB);
7) 48 = 9E (atsizvelgiant § ZADP = ZQEB);
8) AD BE = DP?.
Vadinasi, teiginiai 1) ir 8) ekvivalentus. Tai ir reikéjo jrodyti.

4. Apskritimas, einantis per trikampio ABC' krastinés AC' vidurio taska M
ir lieciantis tiese BC taske B, kerta atkarpg AB jos vidaus taske P.
Irodykite, kad AB - BP = 2BM?>.



Pirmas sprendimas. Isveskime trikampio ABC' vidurio linija M N,
lygiagrecig su krastine BC' (7r. pav. kairéje). Tada ZBMN = ZCBM
(priesiniai kampai) = ZBPM (apskritimo liestiné BC'). Taip gauname
ABMN ~ ABPM (pagal du kampus) ir

BN  BM

—_— = 2BN - BP = 2BM? AB - BP = 2BM*.
BM  BP’ ’

A A D

C

Antras sprendimas. Pazymékime tokj taska D, kuriam keturkampis
ABCD yra lygiagretainis (zr. pav. desinéje). Jo jstrizainés AC' vidurio
taskas M dalija pusiau ir jstrizaine BD. Lygybe AB - BP = 2BM?
galima perrasyti pavidalu BA- BP = BM - BD. Taigi pakanka jrodyti,
kad taskai A, P, M, D priklauso vienam apskritimui. Tai isplaukia is
kampuy:

LADM = ZADB = ZCBD (priesiniai kampai) =
= /BPM (apskritimo liestiné BC') = 180° — ZAPM.

. Duotas naturalusis skai¢ius n. Auksé ir Baltrus zaidzia tokj zaidima,
pakaitomis atlikdami éjimus. Ejimo metu zaidéjas turi pasirinkti bet
kurj is skaiciy 1, 2, 3, 4, 5 ir uzrasyti ji lentoje. Pirmajj ¢jima atlieka
Auksé. Zaidimas baigiamas, abiem 7Zaidéjams atlikus i$ viso n éjimy.
Jei uzrasytyjy n skaiciy suma dalijasi is 9, tai laimi Baltrus; priesingu
atveju laimi Auksé. Nustatykite visas skaic¢iaus n reiksmes, kurioms
Aukse turi pergalés strategija.

Sprendimas. Skaic¢iaus n dalybos is 6 dalmenj ir liekana atitinkamai
pazymékime ¢ ir 7. Cia r € {0,1,2,3,4,5} ir n = 6q + r.
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Tarkime, kad skaicius n nelyginis, t. y. r = 1, 3 arba 5. Tada paskutinj
éjima atlieka Auksé. Ji gali laikytis tokios strategijos: iki paskutinio
éjimo Aukseé skaicius renkasi bet kaip; paskutinio éjimo metu ji pasirenka
skaiciy 1, jei uzrasytyjy skaiciy suma tuo metu dalijasi i$ 3, ir pasirenka
skai¢iy 3 priesingu atveju. Tada pasibaigus zaidimui uzrasytyjy skaiciy
suma nesidalys i$ 3 nei tuo labiau i 9, o Aukseé laimés.

Tarkime, kad r» = 2 arba 4. Tada paskutinj ¢jimg atlieka Baltrus.
Auksé gali laikytis tokios strategijos: pirmojo éjimo metu ji pasirenka
skaiciy 3; toliau kaskart Baltrui pasirinkus skaic¢iy a, Auksé kitu éjimu
pasirenka skai¢iy 6 — a. Prie§ paskutinj Baltraus éjima bus atliktas
pirmasis Auksés éjimas ir dar %’2 ¢jimy pory, tad skaic¢iy suma tuo
metu bus 3+n7_2-6 =3n—3 =18¢+ 3r — 3. Jei r = 2, tai Baltrui
uzbaigus zaidimg uzrasytyjy skaic¢iy suma bus vienas i$ 5 skaiciy 18q+4,
18¢ + 5, 18¢+ 6, 18¢ + 7, 18¢ + 8. O jei r = 4, tai 5 galimos sumos
lygios 18+ 10, 18¢+ 11, 18¢+ 12, 18¢+ 13, 18¢ + 14. Jokiu i$ 10 atvejy
uzrasytyjy skaiciy suma nesidalys is 9, taigi Auksé laimes.

Tarkime, kad » = 0. Tada paskutinj éjima atlieka Baltrus. Jis gali
laikytis tokios strategijos: kaskart Auksei pasirinkus skaiciy a, Baltrus

kitu éjimu pasirenka skaiciy 6 — a. Pasibaigus zaidimui uzrasytyjy skai-
¢iy suma bus lygi 5 -6 = 3n = 18¢ ir dalysis i$ 9, o Aukse garantuotai
pralaimes.

Vadinasi, Auksé turi pergalés strategija tada ir tik tada, kai n nesida-

lija i 6.

Atsakymas: visi naturalieji skaiciai, nedalus is 6.

. Kiekvienam naturaliajam n visy teigiamy racionaliyjy skaiciy x, iSskyrus
naturaliuosius skaicius, n-tyjy laipsniy ™ aibe pazymékime A,. Taigi
A, ={2" : >0,2€Q, x ¢ N}.

a) Irodykite, kad kiekvienam nelyginiam n > 3 yra be galo daug svei-
kyjy skaiciy, kuriuos galima uzrasyti dviejy skirtingy aibés A,, ele-
menty suma.

b) Nustatykite, ar egzistuoja sveikasis skaicius, kurj galima uzrasyti
tiek dviejuy skirtingy aibés Aj elementy suma, tiek dviejy skirtingy
sveikyjy skaiciy kuby suma.



Sprendimas. Imkime du teigiamus racionaliuosius skaicius

1 1
—om _ = . — gm -
T 5 r vy + %
kur m € N. Cia z,y ¢ N, taigi 2", y" € A,. Kadangi n > 3 yra
nelyginis, tai

>n (n—1)/2

1\ 1
"yt = (2’” — ) + (2’” +-) =2 Y CFominmgi
2 2 =

Su kiekvienu naturaliuoju m > n — 2 §i suma yra sveikasis skaicius,
nes 2k < n — 1 ir todél kiekvienas dvejeto laipsnis 2 - 2™(?=2k)2=2k tyrj

neneigiamag rodiklj:
Il+mn—2k)—2k>1+mn—(n—-1)—n—-1)=m-n+22=>0.

Be to, kai m prabéga aibe {n —2,n—1,n,...}, tai suma z" + y" didéja
ir jgyja be galo daug skirtingy sveikyju reikSmiy. Vadinasi, sveikuyju
skaiciy, iSreiskiamy dviejy skirtingy aibés A, elementy suma, yra be
galo daug. Tai jrodo a) dalj.

Atskiru atveju imkime n = 3 ir m = 1. Gauname

13 1N /3\3  /B\3 27 125 152
2 - 24-) =(2 S) =4 2
( 2>+<+2) <2>+(2) st =g =Y

Kita vertus, 19 = 33+ (—2)3. Vadinasi, skaicius 19 yra ir dviejy skirtingy
aibés Aj elementy suma, ir dviejy skirtingy sveikyjy skaiciy, 3 ir —2,
kuby suma.

Atsakymas: b) egzistuoja; pavyzdziui, skaic¢ius 19.



