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V. TRIGONOMETRIJA GEOMETRIJOS UZDAVINIUOSE
(2022-2024)

Teorine medZiaga parenge ir penktaja uzduotj sudaré VU docentas Edmundas Mazétis

Siame darbe Jus giliau susipazinsite su trigonometrijos taikymais geometrijoje, pakartosite
zinomas trigonometrijos formules ir teoremas.

Priminsime geometrijos pamokose jrodytas sinusy ir kosinusy teoremas.

1 teorema (kosinusy teorema). Trikampio krastinés kvadratas lygus kity trikampio krastiniy
kvadraty sumos ir dvigubos ty krastiniy sandaugos, padaugintos i§ kampo tarp jy kosinuso, skirtumui:

AB? = AC? + CB?* — 2AC - CB - cos 2C,
AC? = AB? + BC? — 2AB - BC - cos 4B,
BC? = AB? + AC? — 2AB - AC - cos 2A.

2 teorema (sinusy teorema). Trikampio krastings ir pries$ ja esan¢io kampo sinuso santykis yra
lygus apibrézto apie trikampj apskritimo skersmeniui:

AB _ AC _ BC _
sinzC ~ sinzB  sinzA

2R.

3 teorema (trikampio ploto formulé). Trikampio plotas lygus dviejy trikampio krastiniy ir
kampo tarp jy sinuso sandaugos pusei:

1 1 1
S= EAB *ACsinZA = EAC *CBsinsC = EAB *BC sinsB

Pateiksime keletg Siy teoremy taikymo geometrijos uzdaviniy sprendime pavyzdziy.

1 pavyzdys. Atkarpa BM yra trikampio ABC pusiaukrasting, jos ilgis lygus m, ji su krastinémis
BA ir BC sudaro kampus lygius « ir . Rasime krastinés AB ilgj.

Sprendimas. PusiaukraStinés BM tesinyje uz tasko M atidedame atkarpg MD = BM (1 pav.).
Kadangi keturkampio ABCD jstrizainés AC ir BD susikirsdamos taske M dalijasi pusiau, tai Sis
keturkampis yra lygiagretainis, todél ZADB = £DBC = 8, o £BAD = 180° — LABC = 180° —

AB BD I
- = - . IS ¢ia AB =
sin £ADB sin£BAD

(a + B). Trikampiui ABD pritaike sinusy teoremg gauname, kad
2msinf __ 2msinp
sin(180°—(a+pB))  sin(a+p)’
2 pavyzdys. Trikampio ABC kampo A didumas lygus 60°, jbréztas j trikampj apskritimas lie¢ia
krastines AB, BC, AC atitinkamai taSkuose D, E, F, AF = 3, FC = 2 (2 pav.). Rasime atkarpos DE
ilgi.

Sprendimas. Pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko, savybes turime, kad AD = AF =
3, CF = CE = 2. Sakykime, kad DB = BE = a, DE = x. Taikydami kosinusy teoremg trikampiui
ABC, gauname, kad BC? = AB? + AC? — 2AB - AC - cos £A, i§ ¢ia (a +2)> = (3+a)? +5% —



2(a+3)-5 % Atlike veiksmus gauname, kad a? + 4a + 4 = 9 + 6a + a? + 25 — 5a — 15, t. y.

a = 5. Taikydami kosinusy teoremg trikampiui ABC rasime kampo B kosinusa: cos 4B =

BA%+B 2-AC? 3+5)2+(5+2)2-52 11 .y . . .
= B9+ (5+2) = —. Dabar i§ kosinusy teoremos trikampiui BED randame ED? =
2:BA-BC 2:(3+5)(5+2) 14

BE2+BD2—ZBE-BDCOSAB=52+52—2-5-5-ﬁ=775,taigiED=5\E.

B
A

N

A

2 pav.

3 pavyzdys. Lygiasonio trikampio pagrindo ilgis yra a, kampas prie pagrindo lygus a. Rasime
pusiaukrastinés, nubréztos j Sonin¢ krastine, ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas D yra lygiasSonio trikampio ABC, AB = AC Soninés krastinés
AC vidurio tagkas. (3 pav.). Kadangi £BAC = 180° — 2q, tai i$ sinusy teoremos trikampiui ABC

turime, kad — 45 5e todél AB =

SINZACB _ sinZBAC’

°_ Todél CD =-AC =
2 cos 2 4cC
teoremg gauname, kad BD? = BC? + CD? — 2 - BC - CD cos LACB =

2 2 2 2 2 D
2 a a a a a?(8cos?a+1)
a +( ) -
4cosa

.cosa =—+
Taigi BD = ———+/8cos2a + 1.

asina asina _ A

sin(180°-2a) = 2sinacosa

Zsa. Trikampiui BCD pritaike kosinusy

4cosa 2 16cos2a 16cos2a
4cosa

B C
Daznai geometrijos uZzdaviniuose reikia naudoti atvirkstines 3 pav.

trigonometrines funkcijas, jy savybes. Priminkime, kad skaiiaus x, |x| <1 arksinusu yra
vadinamas kampas i§ intervalo [—90°%; 90°], kurio sinusas lygus x; taigi pagal apibrézima
sin(arcsinx) = x, jei |x| < 1. AnalogiSkai skaiGiaus x,|x| <1 arkkosinusas yra kampas,
priklausantis intervalui [0°; 180°], kurio kosinusas lygus x, t. y. cos(arccos x) = x, jei |x| < 1. Be
to, visiems x, |x] <1 yra teisinga lygybé arcsinx + arccos x = 90°. Lygiai taip pat realiojo
skai¢iaus x arktangentu vadinamas toks kampas i§ intervalo (—90°; 90°), kurio tangentas lygus
x; tuomet visiems x yra teisinga lygybé tg(arctg x) = x.

4 pavyzdys. Apibrézto apie statyjj trikampj apskritimo spindulio ir jbrézto j $j trikampj
apskritimo spindulio santykis lygus 5 : 2. Rasime trikampio smailiuosius kampus.



Sprendimas. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC, £C =
90° ,AB=c, BC =a, AC =b, £BAC = «x. Apibrézto apie
statyji trikampj apskritimo spindulys lygus jzambinés pusei,
taigi R = % Ibrézto j statyjj trikampj apskritimo spindulio ilgis
r =% (4 pav. r = CE = CF,AD = AF, BD = BE, 2r +
2AF +2BF =a+b+c, 2r+2c=a+b+c 2r=a+

b —c). Pagal salyga % : a+;)_c = ; Perrasome $ig lygtj taip:

a+b-c
Cc
tai gauname, kad staciojo trikampio smailusis kampas x yra

2 a b 2 .a . b
=-,t.y.—4+-—1== Kadangi - = sinx, == cosx,
5 c c 5 c c

4 pav.

trigonometrinés lygties sin x + cos x = g sprendinys. Kadangi abi lygties pusés yra teigiamos, tai Sig
lygtj galima spresti keliant abi puses kvadratu: sin®x + 2 sin x cos x + cos?x = g. Kadangi sin®x +
cos?x =1, o 2sinxcosx = sin2x, tai gautoji lygtis tampa tokia sin2x = %. Taigi 2x =

.24 1 .24 .. 1 . 24 1 .24
arcsin=—. x = -arcsin=. Taigi ZBAC = -arcsin=—, £ABC = 90° — =arcsin—.
25 2 25 2 25 2 25

5 pavyzdys. Smailiojo lygiaSonio trikampio kampas prie pagrindo lygus a. Rasime, kokiu
santykiu, skaiciuojant nuo trikampio vir§iinés, aukstiniy sankirtos taSkas dalija A
1 Soning krasting nubrézta trikampio auksting.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiaSonio trikampio ABC kampai prie

pagrindo ZABC = £ACB = «a, aukstinés AD ir BE susikerta taSke H (5 pav.). E
Kadangi £ACB =90° — LEBC = 90° — zHBD = £BHD, tai £BHD = B C
£ACB = a, todél is staciojo trikampio BHD randame, kad BH = — CL D
sinZBHD 5 pav.
BC
- BC

—2— = ——_ [§staciojo trikampio BEC randame BE = BC( sin a, taigi HE =
sina 2sina
1

_ BC(2sina-1) 2 1—cos 2a

BE — BH = BC(sina — ——) ; Kadangi  sin“a = , tai HE =
2sina 2sina 2
1-cos2a-1 BCcos2a . .. .y .. . BH BC BC cos2«a 1
BC : = — ———— I8 Cia randame ieskomgjj santykj — = ——: (— : ) =— :
2sina 2sina HE 2sina 2sina cos2a

Pastebékime, kad minuso Zenklas nereiskia, kad atkarpy santykis yra neigiamas skaicius — kadangi
pagal salygg trikampis yra smailusis, tai kampas a yra didesnis uz 459, taigi 2a yra bukasis kampas,
kurio kosinusas yra neigiamas.

Priminsime keletg trigonometriniy funkcijy tapatybiy, kurios daznai padeda ir geometrijoje. Visy
pirma, tai sumos ir skirtumo trigonometrinés funkcijos, kuriy atskiras variantas yra dvigubo kampo
trigonometriniy funkcijy iSraiskos.

sin(a + f) =sinacosf + cosasinf, sin2a =2sinacosa,
cos(a + B) =cosacosf Fsinasinf, cos2a = cos’a — sin’a,

tg att 2tga
1¥tgatg f

tg(@xp) =

T 1-tg2a’
Taip pat daznai naudojamos trigonometriniy funkcijy laipsnio Zeminimo formulés

sina = %(1 — cos 2a), cos’a = %(1 + cos 2a).



Matematikos pamokose iSmokote rasti 309,459 60° sinusus, kosinusus, tangentus. Taikant
specialias geometrijos konstrukcijas galima rasti ir kai kuriy kity kampy trigonometriniy funkcijy
reikSmes.

6 pavyzdys. IS staciojo lygiasonio trikampio ABC sta¢iojo kampo vir§tinés C nubrézta aukstiné
pratesiama uz virStinés C ir jos tgsinyje paZymétas taskas D toks, kad atkarpa D
CD lygi trikampio statiniui. Taikydami $ig konstrukcijg rasime 22,5° kampo
trigonometriniy funkcijy reikSmes.

Sprendimas. Sakykime, kad CH yra trikampio ABC aukstiné, CD = AC = C
CB ir nubrézkime atkarpg DA (6 pav). Kadangi £ZHBC = 45°, tai £DCA =
135° todél 2£HDA = 2CDA = £CAD = %(1800 —2«DCA) = 22,5°% 1§ A H B
statiojo trikampio ADH randame tgzHDA = tg22,5° = %. Jei staciojo 6 pav.
trikampio jzambiné AB = c,tai AC = BC = CD = gc, AH=HC ==, HD = HC+CD =~ +
gc, todel tg22° = <. 1+2—\/Ec = fﬁ = +/2 — 1. Zinodami kampo tangento reik§me, galime rasti ir

sin?x _ sin’x

jo sinuso bei kosinuso reik§mes. Tuo tikslu uZraSome tokias lygybes: tg?x = ostr = TosinZy’

tg’x
1+tg2x’

—1)2 —1)2
. I8 iy lygybiy seka, kad sin?22,5° = (Gt S P S

tg?x — tg?x sin®x = sin’x, sinzx(l + tg?x) = tg®x, taigi  sin’x = Analogiskai

gauname formule cos?x =

1+tg2x 1+(v/2-1)2 4-2+/2
(V2-1)? V2—- _ _ . _ V22
D 2\/_ —(2 V2), cos?22,5° = = 2\/_ —(2 +/2). Taigi sin22,5° = =
cos 22,50 = Tﬁ
PENKTOJI UZDUOTIS

1. Atkarpa BM yra trikampio ABC pusiaukrastiné, ji su krastinémis BA ir BC sudaro kampus lygius
a ir . Raskite Sios pusiaukrastings ilgj, jei krastinés BC ilgis lygus a.

2. Trikampio ABC kampo A didumas lygus 60°, jbréztas j trikampj apskritimas lie¢ia krastines AB,
BC, AC atitinkamai taskuose D, E,F, AF =5, FC = 3. Raskite atkarpos EF ilgj.

3. Apie apskritima, kurio spindulys lygus R, apibrézta lygiaSoné trapecija, kurios smailusis
kampas lygus a. Raskite trapecijos perimetra.

4. Trikampyje ABC AC = b, £BAC = a, £ABC = 3, krastingje AC yra taskas D toks, kad
£BDC = y. Raskite atkarpos BD ilgj.

5. Trikampio ABC krastinés AB =8, AC = 10, o jo plotas lygus 20. Raskite treios trikampio
krastinés ilgj.

6. StacCiakampio ABCD krastinése AD ir BC atitinkamai pazyméti taskai M ir N taip, kad
keturkampis AMNB yra kvadratas, kurio jstrizainé lygi staciakampio ilgesniajai krastinei, taskas
E yra krastinés BC vidurio taskas. Raskite kampga tarp tiesiy BD ir AE.

7. Rombo perimetro ir jstrizainiy ilgiy sumos santykis lygus 3 :2. Raskite rombo kampus.



8. Lygiasonio trikampio ABC kampas prie vir§inés a yra bukasis, pagrindo BC ilgis lygus a,
atkarpa BE yra auksting, nubrézta | Soning krasting. Raskite tasko E atstuma iki trikampio ABC
ortocentro (aukstiniy sankirtos tasko).

9. Atkarpa BD yra lygiakrascio trikampio ABC auksting, jos tesinyje uz tasko B atidéta atkarpa BE
lygi trikampio kraStinei. Naudodami $ig konstrukcijg, raskite 15° kampo sinuso, kosinuso ir
tangento reikSmes.

10. Lygiakras¢io trikampio ABC krastingje BC yra taskas D ir BD : DC = 2 : 1. Raskite kampa
ADB.

Uzduoties sprendimus praSome i$siysti iki 2023 m. spalio 25 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius.

Misy mokyklos interneto svetainés adresas: https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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