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1. Isspreskite lygéiy sistema,
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Ats.: (1;2) ir (—1;-2).
Sprendimas. Pastebésime, kad x # 0 ir y # 0. Apverciame abi sistemos lygtis
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Suprastine i§ 2zy # 0 gauname y = 2z. Isistatome §ig reik§me } pirma lygtj ir
suprastine gauname 2 = 1. Turime du sprendinius (1;2) ir (—1; —2).
2. Isspreskite lygti
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¢ia [z] yra skaiGiaus x sveikoji dalis.
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Ats.: —0,2:20,02.

Sprendimas. Tikriname intervala z € [-1;0). (—=1)2 — 5z — 2 = 0. Ran-
dame pirmajj sprendinj = —0, 2. Analogiskai patikrine intervalus [19, 20), [20; 21),
[21;22), [22;23) [23, 24) randame antrajj sprendinj x = 20, 02.

Irodysime, kad daugiau sprendiniy néra. Kai z > 24, turime
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taigi kairé nelygybés pusé yra teigiama ir negali buti lygi nuliui, t.y. lygtis neturi
sprendiniy.

Kai 1 <z < 20,
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kai € (21;22), ¢ia z1ir 29 yra lygties 22 — 20z + 8 = 0 Saknys, o intervalas [1;19)
priklauso intervalui (x1;x2). Taigi, $iuo atveju sprendiniy taip pat néra.
Belieka atvejis x < —1.
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Taigi kairé nelygybés pusé yra teigiama ir negali buti lygi nuliui, t.y. lygtis neturi
sprendiniy. Belieka pastebéti, kad likes intervalas [0; 1) nejeina j apibréZimo sritj.
Irodyta.

3. Su kuriomis realiomis a reik§mémis funkcija

f(x) = 2* = 2a2® + (a® + a + 1)2* — 2az + o®

igyja neneigiamas reik§mes visiems realiesiems .

Ats.: a > 0.
Sprendimas. Turime f(a) = a® > 0, taigi a negali biti neigiamas. I3 kitos pusés,
jei a >0, tai f(z) = 2%(z — a)® + ax® + (z — a)? > 0 visiems realiesiems x.

4. Raskite didziausia ir maziausia reiskinio

R=xz+y+uzy
reiksmes, kai z2 + 3% = 1.
Ats.: —1ir v2+40,5.
Sprendimas. Turime R = (14+z)(1+y) -1 > -1, |z| < 1, |y| < 1, todél
maziausia reik§me yra lygi —1, kai 2 =0, y = —1.
Toliau rasime didziausig reik§me, naudodami nelygybe 2zy < 22 + y2.

(x+y)?=1+220y<1+2’+y>=2,
todél z +y < V2, xy < 0,5. Lygybés yra pasiekiamos, kai x =y = 1/1/2.

5. Raskite visas neneigiamy sveikyjy skai¢iy m ir n poras (m;n) tokias, kad
galioty lygybé

(5+3V2)™ = (34+5V2)".

Ats.:(0;0).
Sprendimas. Skai¢iy pora (0;0) tenkina lygybe. Irodysime, kad daugiau tokiy
pory néra. Pakéle laipsniu, gauname

(5+3V2)" =a+bvV2, (34+5V2)" =c+dV2,
¢ia a, b, ¢, d yra sveikieji skai¢iai. Duota lygybe galios tada ir tik tada, kai a = ¢
ir b = d. Lygybé a + bv/2 = ¢ + dv/2 yra ekvivalenti lygybei a — bv/2 = ¢ — dv/2,
t.y. (5 —3v2)™ = (3 — 5v/2)". Taciau pastaroji nelygybé yra neteisinga visiems
teigiamiems skai¢iams m ir n, kadangi |5 — 3v/2| < 1 ir |3 — 5v/2| > 1. Trodyta.



6. Skaiciai a, b, ¢ yra trikampio kragtiniy ilgiai, o skai¢ius 2¢ yra nemazesnis uz
Sio trikampio perimetra. Irodykite,kad trikampis yra lygiakrastis, jei galioja lygybés

ab — ¢? _bc—q2 _ac—q2

c a b

Sprendimas. I§ pirmos lygybés turime
a’b — aq® = bc? — cq® & b(a® — *) = ¢*(a — ¢).
Jei a # ¢, tai b(a + c) = ¢°. Si lygybé yra neteisinga, kadangi pagal aritmetinio ir
geometrinio vidurkiy nelygybe turime
b 2
ba+e) < (o) <¢,

¢ia nelygybé yra griezta, kadangi pagal trikampio savybes b < a + ¢. Taigi a = c.
Analogiskai jrodome, kad ¢ = b.

7. a) Ar egzistuoja naturaliyjy skai¢iy seka aq, as, as... tokia, kad né vienas
narys i§ jy néra lygus pries ji einanciy (nebutinai i§ eilés) kokiy nors nariy sumai,
t.y. an 75 ag, +ag, +...+ ag,, Gia k; < n?

b) Ar egzistuoja naturaliyjy skaiciy seka aq, ag, as ... tokia, kad né vienas narys
i§ jy néra lygus pries ji einanciy (nebutinai i§ eilés) kokiy nors nariy sumai, t.y.
an # g, + ag, + ...+ ay,, ¢ia k; < n, ir tenkina nelygybe a,, < 2(v/3)"?

Ats.: Taip.
Sprendimas. a) Tokia seka yra a, = 2".
b) Tokia seka yra 2, 3,8, 9,...3" — 1, 3", ... Ivertinsime suma

2+34+8+9+...3"—1+3"<2(3+9+...+3") =3"" -3 <3"t 1,

todél né vienas narys i8 jy negali buti lygus pries ji einanc¢iy kokiy nors nariy sumai.
Taip pat galioja nelygybé a,, < 3("+1)/2 < 2(1/3)".

8. Raskite visus naturaliuosius skai¢ius n tokius, kad skaic¢iaus 2" deSimtainéje
sistemoje skaitmeny suma buty lygi 5.

Ats.: 5.

Sprendimas. Patikriname visus skai¢ius iki » = 10 ir randame n = 5. Irodysime,
kad daugiau tokiy skai¢iy néra, kai n > 10. Pastebésime, kad n-zenklis skaicius
dalijasi i§ 2%, n > k, jei skai¢ius, sudarytas i§ paskutiniy k skaitmeny, dalijasi i§ 2%.
2™ gali baigtis tik skaitmenymis 2, 4, 6, 8. Jei 2" baigiasi ketvertu ir jo skaitmeny
suma yra 5, tai 2" = 10* 4 4 nesidalija i§ 8. Cia k > 3, kai n > 10. Taigi 2™ gali
baigtis tik dvejetu ir jo paskutiniai trys skaitmenys turi buti 112. PrieSingu atveju
2™ nesidalins i§ 8. Toliau patikriname, kad skai¢ius 10112 néra dvejeto laipsnis, o
skaiciai besibaigiantys 00112 nesidalija i§ 32.

9. Ant lentos uzragytas kvadratinis trinaris P (z) = 2% + 10z + 2023. Kiekvien-
ame Zzingsnyje kuris nors vienas (bet ne abu i§ karto) i§ koeficienty prie x arba
laisvas koeficientas nutrinamas ir vietoje jo uzraSomas koeficientas, padidintas arba
sumazintas vienetu. Po tam tikro zingsniy skai¢iaus gautas kvadratinis trinaris
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P, (z) = 22+20232+10. Ar butinai atsiras toks Zingsnis, kuriame uzrasyto kvadra-
tinio trinario Saknys bus sveikieji skai¢iai?

Ats.:Taip.

Sprendimas. Pastebésime, kad atliekant bet kurj Zingsnj, kvadratinio trinario
reik§mé taske —1 yra padidinama arba sumazinama vienetu. Pj(—1) = 2014 > 0,
P,(—1) = —2012 < 0, todél egzistuoja toks Zingsnis, kuriame kvadratinis trinaris
yra Pi.(z) = 2% + px + q, Ga p, ¢ yra sveikieji skaiciai, Py(—1) = 0. Pagal Vijeto
teorema antroji Saknis lygi —q. Taigi, abi S8aknys —1 ir —q yra sveikieji skaiciai.

10. n skai¢iy suma yra lygi 0, o ju moduliy suma yra lygi a. Irodykite, kad
didziausiojo ir maziausiojo skai¢iy skirtumas yra nemazesnis uz 2a/n.

Sprendimas. Tarkime kad

21 < <. <z K0< a1 <L LTy,
Tada |z1| + |22 + ... + |zk| = k41 + ... + x, = a/2. Ivertiname skirtuma

o 1y = (nfk)xn_@>xk+1+...+xn+ lx1] + |22 + .-« + |xk] _

n—=k E— n—k k
a 1 1 an
2 L) =" >
2(n—k+k) 2k(n — k) — a/n.
kadangi k(n—k) < (k+n—k)?/4 pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe.

11. Ratu bet kokia tvarka surasyti keturi vienetai ir penki nuliai. Atliekama tokia
operacija: tarp vienody skaitmeny yra jraSomas nulis, o tarp skirtingy — vienetas,
po to seni skitmenys, buve prie§ operacija, nutrinami. Po to operacija daroma su
naujai gautais devyniais skaitmenymis. Ar jmanoma po keletos §iy operacijy gauti
visus devynis nulius.

Ats.: ne.

Sprendimas. Tarkime, kad mums pavyko n-toje operacijoje gauti visus nulius.
Tada po (n — 1)-o0s operacijos buvo visi devyni vienetai. Tai reiskia, kad po (n—2)-
os operacijos visi gretimi skaitmenys buvo skirtingi, t.y. vienety turéjo buti tiek
pat, kiek ir nuliy. Bet taip buti negaléjo, nes skaitmeny skaicius yra nelyginis.

12. Tsilgai kelio auga berzai ir klevai, i§ viso du Simtai medziy. Yra Zinome, kad
tarp bet kokiy dviejy berzy medziy skai¢ius yra nelygus Sesiems (pvz., pirmas ir
aStuntas medziai negali buti abu berzai. Raskite didziausia imanoma berzy skaiciy.

Ats.: 102.

Sprendimas. Irodysime, kad tarp bet kuriy keturiolikos i§ eilés einanc¢iy medziy
berzy yra ne daugiau uZ septynis. Visus medzius sunumeruokime nuo vieno iki
keturiolikos. Suporuokime skai¢ius: (1;8), (2;9),...,(7;14). Jei vienoje poroje bus
du berzai, tai tarp ju bus Sesi medziai, to buti negali. Vadinasi, kiekvienoje poroje
yra ne daugiau kaip vienas berzas, o tarp bet kuriy keturiolikos i§ eilés einanciy
medziy berzy yra ne daugiau uZ septynis. Kadangi 200 = 14 - 14 + 4, tai berzy
negali buti daugiau kaip 7-14 + 4 = 102. Belieka parodyti, kad Simtas du berzai
gali buti. Imkime septynis berzus, septynis klevus, septynis berzus, septynis klevus,
ir t.t., septynis berzus, septynis klevus, keturis berzus.



13. Ant lentos yra uZraSyta Simtas skirtingy sveikyjy skai¢iy. Jie poromis buvo
sudauginti, kiekvienas skaicius su kiekvienu kitu skai¢iumi. Lygiai 2450 sandaugy
gavosi neigiamos. Kiek galéjo gautis teigiamy sandaugy?

Ats.: 2401.

Sprendimas. Tarkime, kad yra n teigiamy ir 100 — kK —n neigiamy skaiciy. Lygtis
n(100 — k — n) = 2450 turi sveikuosius sprendinius n = 50 ir n = 49 tik tada, kai
k=1. Jei k =0, lygtis turi iracionalius sprendinius. Jei & > 2, lygtis sprendiniy
neturi, be to, nelygybé k > 2 negali buti teisinga, nes skai¢iai yra skirtingi. Taigi,
tarp Simto skai¢iy yra butinai nulis. Teigiamy skai¢iy bus 49-48/2+50-49/2 = 2401.

14. Kiekvienas klasés mokinys lanko ne daugiau kaip du burelius. Bet kokiai
mokiniy porai egzistuoja burelis, kurj lanko abu mokiniai. Irodykite, kad egzistuoja
burelis, kurj lanko ne maziau kaip du trec¢daliai klasés mokiniy.

Sprendimas. Jei egzistuoja burelis, kurj lanko visi mokiniai, tai viskas jrodyta.
Nagrinésime atvejj, kai néra tokio burelio, kurj lankyty visi mokiniai. Tarkime,
kad mokinys A lanko pirma burelj. Egzistuoja mokinys B, kuris nelanko pirmo
burelio. Pagal uzdavinio salyga ezistuoja antras burelis, kurj lanko mokiniai A ir
B. Egzistuoja mokinys C, kuris nelanko antro burelio. Mokinys A lanko tik pirma
ir antra, burelius, todél mokinys C lanko pirma burelj kartu su mokiniu A. Turi
egzistuoti trecias burelis, kurj lanko mokiniai B ir C. Imkime bet kokj kita klasés
mokinj D. Jei mokinys D nelanko nei pirmo, nei antro burelio, tai neegzistuoja tokio
burelio, kurj lankyty kartu su mokiniu A. Jei mokinys D nelanko nei pirmo, nei
trecio burelio, tai neegzistuoja tokio burelio, kurj lankyty kartu su mokiniu C. Jei
mokinys D nelanko nei antro, nei trecio burelio, tai neegzistuoja tokio burelio, kurj
lankyty kartu su mokiniu B. Taigi, mokinys D, o tuo paciu ir kiekvienas mokinys
turi lankyti lygiai du i§ 8iy trijy bureliy. Pazymékime x;, ¢ = 1, 2, 3 mokiniy
skaiciy, kurie lanko i-tajj burelj. Tada x; 4+ x5 4+ 3 = 2z, ¢ia x yra klasés mokiniy
skai¢ius. Aisku, kad kuris nors x; yra ne maZesnis uz du trec¢dalius x.

15. Yra n i§ eilés einan¢iy naturiniy skai¢iy nuo vieneto iki n. Du zaidéjai zaidzia
tokj zaidima: pirmas Zaidéjas iSsirenka kuri nors skaiCiy, po to antras zaidéjas
i8sirenka kokj nors kita skaiciy, po to vél pirmas renkasi kokj nors dar neisrinkta
skaiCiy ir t.t., t.y., zaidéjai vienas po kito iSsirenka kokj nors i§ likusiy skai¢iy, kuris
dar nebuvo isrinktas nei jo, nei jo priefininko. Pralaimi tas, po kurio &jimo visy
iSrinkty skaic¢iy suma dalijasi i$ trijy. Kuris zaidéjas gali laiméti, pirmas ar antras,
nepriklausomai nuo to, kaip bezaisty jo varzovas, kai a) n = 30, b) n = 457

Ats.: a) pirmas, b) antras.

Sprendimas. Aisku, kad ¢a svarbu ne paciy skai¢iy dydziai, o jy liekanos dalijant
i§ trijy, todél naudosime 0, 1ir 2. a) atveju pirmas Zaidéjas pasirenka vieneta, po to
visada renkasi tokj skaiciy, kad abiejy skai¢iy suma dalintysi i§ trijy, t.y., jei antras
ima nulj, tai ir pirmas ima nulj, jei antras ima vieneta, tai pirmas dvejeta. Dvejeto
antras zaidéjas imti negali, nes tuo atveju pralaimés. Taip zaisti pirmas zaidéjas
gali, nes nuliy yra lyginis skai¢ius. Taip jie gali zaisti iki tol, kol liks vienintelis
dvejetas ir antras zaidéjas bus priverstas ji paimti.

b) atveju pirmas Zaidéjas pirmu éjimu negali imti nulio, tarkime, jis paima
vieneta. Tada antras zaidéjas paima nulj, nuliy lieka lyginis skai¢ius, ir antras
zaidéjas visada gali paimti nulj, jei tai padaro pirmas. Pirmas zaidéjas negali imti
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dvejeto, taigi be nulio jis gali paimti vieneta, tada antras ima dvejeta. Taip jie gali
zaisti iki tol, kol liks vienintelis dvejetas ir pirmas zaidéjas bus priverstas jj paimti.

16. Kvadrato ABCD krastinds ilgis yra lygus vienetui. Krastinése AB ir AD
atitinkamai paimti tagkai P ir @) tokie, kad trikampio APQ perimetras yra lygus 2.
Raskite kampg PCQ.

Ats.: 45 laipsniai.

Sprendimas. Bréziame apskritima, kurio centras yra taske C, o apskritimo ilgis
yra lygus vienetui. Sis apskritimas lie¢ia krastines AB ir AD tagkuose B ir D.
Irodysime, kad §is apskritimas taip pat liecia atkarpa PQ. I8 tikryjy, jei apskritimas
neliecia atkarpos PQ), tai bréziame tiese lygiagrecia PQ ir lie¢incig apskritima taske
T, esanciame kvadrato viduje. Tiesé kerta krastines AB ir AD taSkuose P ir Q).
Apskai¢iuojame trikampio APy perimetra:

AQ1 + AP+ QT +TP, = AQ1 + AP, + Q1D+ BPy, = AB+ AD = 2.
Bet trikampio AP; @ perimetras néra lygus trikampio APQ perimetrui. Gavome
prieStara, kad trikampio APQ perimetras yra lygus dviems. Taigi apskritimas liecia
atkarpa PQ taske T', t.y. P = P, Q = Q1. Toliau skai¢iuojame kampa PCQ:
LPCQ = £LPCT + LTCQ = (LBCT + ZTCD)/2 =90°/2 = 45°.

A P B

17. Tiesé [ dalija trikampj i dvi figuras, kuriy plotai yra lygus, taip pat ir perime-
trai yra lygus. Irodykite, kad jbrézto j §j trikampj apskritimo centras priklauso tiesei
l.

Sprendimas. Tarkime, kad tiesé [ dalija trikampj ABC j trikampj AKM ir
keturkampj K M C B, taskas K priklauso AB, o taskas M priklauso AC. Pazymékime
r ibrézto i trikampj ABC spindulio ilgj, p ibrézto j kampa BAC spindulio ilgj ap-
skritimo, kurio centras yra tieséje . Pasinaudoje lygybémis 25450 = r(AB+AC +
BQC) ir 2540 = p(AK + AM), pagal uzdavinio salyga turime

1_ AK + AM _SAKM . p(AK+AM)
2 AB+ AC+ BC SaBc _T(AB—FAC—FBC).
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Is cia isplaukia, kad p = r, tai reiskia, kad jbrézto trikampj apskritimo centras
priklauso tiesei (.

Tuo atveju, kai tiesé dalija trikampj j du trikampius, sprendimas yra visiSkai
paprastas. Tuo atveju M = C, AK = KB, AC = CB, t.y. trikampis yra lygiaSonis,
tvirtinimas yra akivaizdus.

18. Trikampio ABC krastiné AB yra apskritimo skersmuo. Sis apskritimas kerta
trikampio krastines AC ir BC taskuose M ir N atitinkamai. Raskite trikampio
ABC krastiniy santykius, jei AM : MC =3:2ir BN: NC=1:1.

Ats.: 1ir \/5/2

Sprendimas. Kampas AN B remiasi j diametra, todél jis yra status. AN yra
pusiaukragtiné ir aukstiné, todél trikampis ABC' yra lygiaSonis, t.y. AC = AB.
Turime santykj AB : AC = 1.

Kampas AM B taip pat remiasi j diametra, todél jis yra status, Trikampiai AM B
ir BMC yra status. Pazymékime AB = d. Tada AM = 3d/5, MC = 2d/5. Pagal
Pitagoro teorem turime BM? = AB? — AM? = 16d?/25, BC? = BM? + M(C? =
20d?/25. Todél AB : BC = /5/2.



19. T apskritimg su spinduliu 1 jbréziamas ketrukampis ABC D, kurio jstrizainé
AC sutampa su skersmeniu, o BD = AB. Istrizainés kertasi taske P. Raskite
krastinés C'D ilgj, jei zinoma, kad PC = 2/5.

Ats.: CD = %

Sprendimas: Pazymékime ZABD = ZACD = 2a. Randame kampus ZCAD =
90° — 2ar, ZADB =90° — v ir ZCDB = av.

Pagal sinusy teorema trikampiui DCP gauname

pp 2
sin(2a)  Hsina’

Pritaikius sinusy teoremg trikampiui DAP

DP B 8
sin(90° — 2a)  5sin(90° — a)’
Pasinaudojus §iomis lygybémis gauname:

Ssina 5sin(90 —a)  Scosa
2

2sin(2a) Dp — 8sin(90 — 2a) 8 cos(2c)

I3 to gauname 4sin acos® o = 2sin(2a) cos o = 8 sin a cos(2cr). Kadangi sin o #

0, tai suprastinus lieka 4cos’a = 8cos(2a). Kadangi cos?a = H%S(M)
2cos(2a) + 2 = 8 cos(2a). Taigi cos(2a) = 1.

I§ to apskai¢iuojame, kad CD = 2 cos(2a) =

, tal

wln

20. Duotas trikampis ABC su AB = BC' ir /B = 20°. Taskas M paimtas ant
AC, kad AM : MC =1 : 2. Tagkas H yra statments i§ C'j BM pagrindas. Raskite
kampa AH B.

Atsakymas: 100°.

Sprendimas: Paémus M C vidurio taska K gauname lygybes KC' = MK = AM.
Kadangi HK yra staciojo trikampio M HC pusiaukra§tiné i§ stataus kampo, tai
HK =KM =KC =AM.

Trikampiai AM B ir CK B yra lygus pagal dvi krastines (AM = KC ir AB =
CB) bei kampa tarp juy (trikampis BAC - lygiaSonis), todél BM = BK.
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/KHM = /ZKMH = /BMK = Z/BKM (pagal lygiaSonio trikampio kampy
prie pagrindo lyguma), taigi trikampiai BMK ir KHM yra panasus pagal du
. BM _ MK
kampus. I§ to gauname, kad 37 = 7777
Pasinaudoje paskutine lygybe randame, kad AM? = MK? = BM - M H. Todél
AM BM

3ig = anr- Taigi trikampiai AMH ir BM A yra panaSus pagal dvi kraStines ir
kampa tarp ju. Todél ZAHM = /M AB = 80°. Taigi ZAHM = 180°—80° = 100°.



