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1. Duotas realusis nenulinis skaic¢ius a. Raskite visas funkcijas f : R — R,
tokias, kad

f(f(x+y) = flx+y) + flz)fly) + azy

visiems z,y € R.

Sprendimas. Isistate y = 0 gauname, kad f(f(x)) = f(z) + f(x)f(0).
[sistate tai j pradine lygtj gauname, kad
fla+y)+ fl@+y)f(0) = flz+y)+ f(@)f(y) + azy, taigi

(%) f(x +9)f(0) = f(2)f(y) + axy.

Pirmiausia iSnagrinékime atveji f(0) = 0.

Tokiu atveju gauname 0 = f(z)f(y) + axy. Funkcija akivaizdziai negali
buti nuliné, tad egzistuos realusis a, toks, kad f(a) # 0. Isistate y = a
gauname f(z) = Ty = cx, kur ¢ = —50s - reali konstanta. Isistate
f(z) = cx j prading lygtj gauname, kad c*(z+y) = c(z+y) +zy +axy
visiems z,y € R. [sistate x = 1,y = 0 gauname, kad ¢* = ¢, taigi ¢ = 0
arba ¢ = 1.

Jei ¢ = 0, tai jsistate x = 1,y = 1 gauname, kad a = 0, ko negali buti.
Jei ¢ = 1, tai jsistate x = 1,y = 1 gauname, kad o = —1, jsistate
f(z) =z, = —1 gauname, kad tai iSties sprendinys.

Nuo $iol laikysime, kad f(0) # 0.

I (%) jsistacius y = 1 gauname f(x +1)f(0) = f(z)f(1) + ax.

I () isistadius y = —1, o x pakeitus | z + 1 gauname f(z)f(0) =
flx+1)f(=1) — a(zx + 1). Gavome dvi lygtis su dviem nezinomaisiais:
f(z) ir f(x + 1). IS pirmos lygties issireiskus f(z + 1) ir jsistacius i
antra, gauname, kad f(x)f(0) = (f(x)f(l}z)‘;‘z)f(fl) —a(x+1). Pertvarkius

gauname




Desiné lygybés pusé akivaizdziai néra visada 0, nes laisvas narys a néra
0. Vadinasi, ir kairé pusé néra visada 0, taigi galime dalinti i$ konstantos
prie f(z) ir gauname, kad f(z) = kx + r su konstatomis k,r. Isistate
1 pradine lygti, analogiskai kaip anksciau, patikriname, kad vienintelis
sprendinys yra k = 1,r =0, kai o« = —1.

Atsakymas: f(x) = x, kai « = —1. Kai a # —1, sprendiniy néra.

. Klaséje mokosi n vaiky. Bet kurie du vaikai yra arba draugai, arba prie-
sai. Yra zinoma, kad paémus bet kuriuos 6 vaikus, tarp jy visada atsiras
bent du vaikai, kurie vienas kitam yra priesai. Taip pat, pasirinkus tuos
du vaikus (bet kuriuos 2 i$ 6, kurie vienas kitam priesai), is likusiy 4
vaiky bus bent vienas, kuris yra draugas su jais abiem. Kokia didziausia
galima n reikSmé? (Buvimas draugais ar priesais yra abipusis rysys, t.y.

jei A priesas su B, tai ir B priesas su A).

Sprendimas. Jrodysime, kad n = 25 yra didziausia galima n reiksme.
Visy pirma, pateiksime pavyzdj su n = 25.
Tarkime, kad klaséje yra 25 vaikai. Jei juos suskirstysime j 5 grupes po
5 mokinius ir tarsime, kad kiekvienas vaikas yra priesas su savo grupes
nariais, bet draugai su visais likusiais vaikais, tai, kai paimsime bet
kuriuos 6 vaikus, pagal Dirichlé principg, butinai bus bent du is tos
pacios grupes ir jie bus vienas kitam priesai. Taciau taip pat butinai
bus bent vienas vaikas is kitos grupés ir jis draugaus su abiejais.
Toliau jrodysime, kad jei n > 26, tai galime pasirinkti 6 vaikus, kurie
netenkins salygos.
Visy pirma pastebékime, kad vaikas negali turéti daugiau nei 4 priesy.
Tarkime, A turi 5 priesus - B,C, D, FE ir F. Tada A, B,C,D, E, F yra
grupé i8 6 vaiky ir A su B priesai, bet né vienas is likusiy vaiky néra
draugas su jais abiem, nes né vienas néra draugas su A. Priestara.
Pasirinkime pirma vaika A. Jis turi daugiausiai 4 priesus, taigi turi
bent 21 drauga. Pasirinkime B vieng is Siy draugy. Tada tarp likusiy
bent 20 vaiky B turi daugiausiai 4 priesus, taigi turi bent 16 draugy.
Pasirinkime C' vieng i$ jy. Taip tesdami toliau galime pasirinkti D
(bent 11 pasirinkimo budy), E (bent 6 pasirinkimo budai) ir F' (bent 1
pasirinkimo budas). Taigi sukonstravome pavyzdj i$ 6 vaiky, kurie visi

vienas kitam draugai, o tai priestarauja salygai. Priestara.



Atsakymas: n = 25.

3. Trikampio ABC krastiniy BC, C'A ir AB vidurio taskai yra atitinka-
mai M, N ir P. G - pusiaukrastiniy susikirtimo taskas. Apie BGP
apibréztas apskritimas kerta tiese M P taske K (nelygiam P), o apie
CGN apibréztas apskritimas kerta tiese M N taske L (nelygiam N).
Irodykite, kad /BAK = ZC'AL.

Sprendimas. Visy pirma jrodysime, kad trikampiai BPK ir CNL yra
panasus. Ta nesunku pastebéti i kampy:
/BPK = ZBPM (viena tiesé);
/ZBPM = ZBAC (PM lygiagreti AC);
LBAC = ZMNC (MN lygiagreti AB);
LMNC = ZLNC (viena tiese).
Taigi /BPK = ZLNC.
Taip pat:
/ZBKP = /ZBGP (j viena lanka jbrézti kampai);
/ZBGP = ZNGC (kryzminiai kampai);
ZNGC = ZNLC (j vieng lanka jbrézti kampai).
Taigi /BKP = /NLC.
Du kampai vienodi, tad trikampiai BPK ir CN L yra panasieji.
Toliau jrodysime, kad trikampiai ABK ir ACL yra panasieji.
/ABK = ZPBK (tas pats kampas);
/ZPBK = ZNCL (trikampiai BPK ir CNL yra panasus);
ZNCL = ZACL (tas pats kampas).
Taigi ZABK = ZACL.
Taip pat naudodami tai, kad P ir N yra krastiniy vidurio taskai bei
BPK ir CN L panasuma, gauname, kad AB/BK =2PB/BK =2NC/CL =
AC/CL.
Taigi gavome, kad dviejy krastiniy santykiai bei tarp ju esantis kam-
pas vienodi, taigi trikampiai ABK ir AC'L isties yra panasieji, vadinasi
/BAK = Z/ZCAL. Irodyta.

4. Pazymékime, kad nelyginiam naturaliajam skaiciui k£ > 1
' =k (k—2)%..%1.

Irodykite, kad (2" — 1)!! — 1 dalus is 2" visiems n > 3.



Sprendimas. Irodysime indukcijos budu. Visy pirma, kai n = 3,
Txbx3*1—1=104 yra dalus is 8.
Tarkime, kad kai n = k, turime (28 —1)!! =1 mod 2*.
Atkreipkime démesj, kad 2F +i = —(2¥ — i) mod 2FFL.
Taigi (21— 1)1 = 135 ..x (28— 1) (— (28 = 1)) % (— (28 =3) ) %...x (= 1)
((2F — 2% (=12 = ((2F = 1)1D2 mod 2FH1,
Kadangi (28 — 1)!! =1 mod 2*, tai
(28 =)' =1 mod 2¥! arba (28 — ) =1+ 2% mod 2FF1.
Pirmu atveju ((2¥ — 1)!)2=12=1 mod 2~
Antru atveju ((2F — )12 = (1 +25)2 =1 + 281 + 2% =1 mod 2F+L.
Taigi abejais atvejais gauname, kad (281 — 1)l = ((2F — )N = 1
mod 2FF1.

Taigi teiginys galioja ir su n = k + 1. [rodyta.



