LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKYU MOKYKLA

I. GEOMETRINIO TURINIO TEKSTINIAI UZDAVINIAI
(2023-2025)

Teoring medZiaga parengé ir pirmaja uZduotj sudaré mokytojas ekspertas Kazimieras Pulmonas

Yra jvairiy tekstiniy uzdaviniy tipy. Tai ir tiesiaeigio jud€jimo, ir vidutinio greicio, ir judéjimo
ratu bei eskalatoriumi, plaukimo upe, darbo ir daliy, procenty uzdaviniai. O kur dar laiko ir
kalendoriaus, svérimy bei pilstymy, zmogaus amziaus ir kur kas gyvena nustatymy problemos.
Apzvelkime geometrinio turinio kai kuriuos uzdavinius ir jy sprendima.

1 pavyzdys. Lygiasonio trikampio pagrindas yra 3 dm ilgesnis uz Soning¢ krasting, o trikampio
perimetras lygus 48 dm. Apskaiciuokite Sio trikampio plota.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiaSonio trikampio Soniné krastiné C
lygi x dm, x> 0. Tada pagrindo ilgis yra
(x +3) dm.

Pagal salyga:
x+x+(x+3)=48, 3x=45, x=15.

Vadinasi, AC=BC=15dm, o AB=18dm. 4 = B
Nubréziame CD L AB, tai AD = DB =9 (dm). Trikampis 4ACD D
yra statusis ir pagal Pitagoro teorema:
CD? = AC?* - AD? =15* 9% =225-81=144, CD =12dm (nes CD > 0).
Trikampio ABC plotas lygus

L ap.cp=Lag122108 (dm?).
2 2

Ats.: 108 dm?.,

2 pavyzdys. IS vienos vietoves tiksliai Siaurés ir vakary kryptimis pastoviais vidutiniais greiiais
iSbégo du bégikai. Po 12 sekundziy tarp jy buvo 60 metry. Raskite bégiky greicius, jeigu zinoma, kad
vieno jy greitis yra 25 % mazesnis uz kito.

Sprendimas. Sakykime, kad greiciau béganciojo greitis yra x m/s, x > 0, tai lé¢iau — 0,75x m/s.
Per 12 s vienas nubégo 12x m, o kitas - 0,75x-12 =9x metry.

Pagal salyga bégiky kryptys yra statmenos, tai pagal Pitagoro teorema:

(12x)2 + (9x)2 = 602, V144x” +81x> =60, V225x2 =60, 15x=60, x =4 m/s.
Taigi vieno greitis yra 4 m/s, o kito 4-0,75 =3 (m/s).

Ats.: 3 m/s, 4 m/s.

3 pavyzdys. Staciojo trikampio plotas lygus 54 cm?, o jzambinés ilgis yra 15 cm. Apskai¢iuokite
trikampio perimetra.

Sprendimas. Sakykime, kad staCiojo trikampio statiniy ilgiai yra B,

xcmirycm (x > 0, y > 0). Pagal salyga: 15 cm
x° +y2 = 152,
A
%xy=54. ¢ X



Sia sistema galima spresti jvairiai:

I budas
X+ y" =225, 108 ) 11664
108 3x2+(—j =225, x*+———=225[x" (x#0), x*-225x"+11664.
=—, X X
X

Tegul x* =¢, tai turime lygtj 1> —225¢+11664=0 ir 1, =81, 1, =144
. .2 . 108 . .2 .
Kai r=81, tai x“ =81 ir x=9, o y=T=12; o kai r=12, tai x“ =144 ir x=12, o
108 _

4 12

Vadinasi, trikampio statiniy ilgiai yra 9cm ir 12cm, o trikampio perimetras
P=9+12+15=36 (cm).

IT budas

Sistemos antrg lygtj padauging iS 4 ir abi lygtis panariui sud¢j¢ turime:

X2 +2xy+ 2 =225+54-4, (x+y)? =441, x+y=21 (nes x+y>0).
Vadinasi, trikampio perimetras P=(x+ y)+15=21+15=36 (cm).

9.

Si uzdavinj galima spresti ir kitaip, panaudodami stataus trikampio geometrinius vidurkius.
Panagrinékime juos.

Kadangi trikampiai BCD ir ACD yra statieji (CD L AB) irjy B D
kraStinés yra atitinkamai statmenos (BC L AC), tai trikampiai yra

Q=@:CDZ=AD~BD, t.y.

panasieji. Todél
AD CD C - Y

CD=~AD-BD.
Analogiskai AACD ir AABC yra panaSieji. Todél
AC _AD 402~ 4B-aD, 1. y. AC=+A4B-AC.
AB AC
Darome iSvada ir apibendriname:

e StaCiajame trikampyje aukstiné, nubrézta | jzambing yra geometrinis vidurkis jzambinés
atkarpy, | kurias statmens pagrindas dalina jzambing.

e Kiekvienas statinis yra geometrinis vidurkis visos jzambinés ir to statinio projekcijos
1Zambinéje.

I1I budas

Tegul AB=c, CD=h., x=AC ir BC=a.y

. .1 : 108
Kadangi S =54cm? 0 ¢=15, tai Ec-hc =54 ir h, =15 =7,2(cm).

Pasinaudoje geometriniais vidurkiais staciajame trikampyje turime:
CD =+BD-DA =./BD-(15-BD) = 7,2 =/BD-(15—- BD), 51,84=15BD - BD*.

Taigi BD? —15BD+51,84=0 ir BD =5,4cm arba 9,6 cm. Pagal uzdavinio prasme (brézinj) turime
BD=54cmir AD=9,6 cm.
Kadangi x=+A4B-AD =./15-9,6 =144 =12(cm), o y=+A4B-BD =.[15-5,4=/81=9

(cm), tai P=12+9+15=36(cm).
Ats.: P=36 cm.




Panaudodami 3 pavyzdzio salygos ir sprendimo duomenis galime sukonstruoti jvairius naujus
teiginius ar uzduotis. Pavyzdziui, trikampio ABC krastiniy BC, AC ir AB santykiai yra
BC:AC:AB=9:12:15=3:4:5, o BD:AD=5,4:9,6=54:96=9:16. Trikampio BCD plotas

sudaro trikampio ACD ploto %-100% =0,5625-100% = 56,25% ir taip toliau.

4 pavyzdys. Trikampio krastinés lygios 13, 37 ir 40 ilgio vienety. Apskai¢iuosime Sio trikampio
plota.

Skaiciuodami trikampio plota, paprastumo délei, trikampio pagrindu pasirinkime ilgiausiaja
krasting AB = 40.

Sprendimas.

I badas C

Tegul AC =13, BC=37. Nubréziame CD 1 AB. Pagal 37

13

Pitagoro teorema turime: CD? = AC* - AD? ir
CD? =BC?—(AB-AD)*>. Todéel CD*=132-4D> ir 4 5 0 B
CD? =37% — (40— AD)*. Vadinasi,
1369—-1600+80A4D — AD* =169 — AD?, 80.AD =400 ir AD =5. Todél

CD* =169-5* =169 -25=144 ir CD=12.
Trikampio plotas lygus %40 12 =240.

Apibendrinkime §io uzdavinio sprendimg. Bendruoju atveju iSveskime Herono formule (Heronas

Aleksandrietis, gyvengs 1-2 a. Aleksandrijoje, senovés graiky matematikas, mechanikas ir iSradéjas).
Tegul CD L AB, BC=a, AB=c, AC=b, CD=h, AD=x, DB=c—x, 0 P=a+b+c ir
1

p=—P.
2
Kadangi WP=bp>-x* ir h2:a2—(c—x)2, tai turime bz—xzzaz—(c—x)2 ir
2,12, .2
v —a“+b"+c )
b? —x? =a2—cz+2cx—x2, 2ex =—a’ +b% +c%. I3 ia xzz—. Todél
c

2
Wbt —a’+b%+c? _ b_—c12+l)2+c2 ‘ b_’_—az+bz+c2 :2bc+a2—b2—c2‘2bc—a2+b2+cz
2c 2c 2c 2c

_d’—(b*=2bc+c?) (BP+2bc+c?)-a’ _a’—(b—c)® (b+c)’-d’ _

2c 2c 2c 2c
_(a=(-¢))-(a+(b-c)) (b+c)—a)-(b+c)+a) _
- 2c ' 2c -
_(a=b+c)a+b—-c) (b+c—a)b+c+a) (a+b+c)—a+b+c)a-b+c)a+b-c)
- 2c ' 2c a 4c2 B
_(a+b+c)a+b+c—2a)a+b+c-2b)a+b+c—-2c) 2p(2p-2a)2p-2b)2p—2c)
4c? 4c?

_4p(p=a)(p-b)p-c)

02

Vadinasi, h= 2 \/p(p —a)p=b)p=c) .
c




Todél sz%.c.h:%c-”L”(”‘“)(”‘b)(”‘c) —Jrr—ap-bp-o.
C

II budas

Trikampio perimetras P =13+37+40 =90, o pusé perimetro 45. Pagal Herono formule turime,
kad trikampio plotas

S :\/45-(45—13)(45—37)(45—40) =+/45-32-8-5=49.5-16-2-2> -5 =3-5-4.4 =240.

Ats.: 240 pl.vnt.

5 pavyzdys. Bukojo trikampio dvi krastinés lygios 5 cm ir 7 cm, o plotas lygus 104/3 cn?.
Raskite treciosios krastinés ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad treCiosios krastinés ilgis yra c. Remdamiesi trikampio nelygybe, kad
trikampio bet kuri krastiné yra ilgesné uz kity dviejy krastiniy ilgiy skirtuma, bet trumpesné uz jy
sumg, darome i§vada, kad 2 cm<c<12 cm.

Trikampio perimetras P =5+7+c =12+c¢, o pus¢ perimetro p =6+ % Pagal Herono formulg:

s lossflorsalfors - ma o ueg s o)
U G b R

e 144—-c? ? -4 2. 2
36—7I :r—l =300, PR =300/-16, (144 — c*)(c* —4) = 4800,

¢ ~148¢* +5376=0. > =74%10.

Kadangi > =64 arba ¢® =84, tai c=8cm arba c¢=2+21cm. Pagal salyga trikampis yra
bukasis, todél jo treCiosios krastinés ilgis 2421 em.

Ats.: 23/21 cm.

Kai trikampio ilgiausios krastinés kvadratas yra lygus kity dviejy krastiniy ilgiy kvadraty sumai,
tai pagal teorema, atvirksting Pitagoro teoremai, toks trikampis yra statusis.

Jei trikampio ilgiausios krastinés kvadratas yra mazesnis uz kity dviejy kraStiniy suma, tai
trikampis yra smailiakampis, o jei didesnis — bukasis. Tai iSplaukia i§ kosinusy teoremos:
a® =b* +¢* —2bccos A.

Kadangi prie§ tai sprestame uzdavinyje 82=64, o 52+7%=25+49=74, tai trikampis
smailusis, o jei krastiniy ilgiai 5cm, 7cm ir 2421 cm, tai (2v21)2 =84 >52+72 =74 ir
trikampis bukasis.

Yra ir trigonometring trikapio ploto apskai¢iavimo formulé. Jeigu
zinomos dvi trikampio krastinés b ir ¢, o kampas tarp jy yra 4, tai i

stataus trikampio ACD: % =sin A4 ir h=bsin A. Turime:

S:lc-hzlc“bsinA. Analogiskai, S:la-bsinC,
2 2 2
1 .
S=—a-csinB.
2



6 pavyzdys. Trikampio krastiniy ilgiai a =13, b=14, ¢=15 ilgio vienety. Apskai¢iuokite §io
trikampio didziausio kampo sinusg ir ilgiausios aukstinés ilgj.
Trikampio didziausias kampas yra prieS§ ilgiausig kraSting ¢, t.y. kampa C. Kadangi

P=13+14+15=42, o p=21, tai S=+21.8-7-6=84. Vadinasi, S:%wbsinC, todél

8421-13-14sinC, 0 sinC:ﬁZE.
2 13-7 13

Ilgiausia trikampio auksStiné yra nubréZta | trumpiausia kraSting a. Taigi, —a-h, =84,

2-84 168 12
, =——=——=12—.
13 13 13
Ats.: sinC=£, h, = 122.
13 13
7 pavyzdys. Yra statiakampio formos sklypas. Jo ploto (m?) skaiCius yra trimis didesnis uz
perimetro (m) skaiciy. Raskite sklypo matmenis, jei zinoma, kad jie yra sveikieji metry skaiciai.

Sprendimas. Sakykime, kad sklypo matmenys yraxiry (x€ N, y e N). Pagal salyga:

xy=2(x+y)+3, xy=2x+2y+3, xy—-2y=2x+3, (x=2)y=2x+3, y:2x+23'
x_
I8skirkime gautos trupmenos sveikajg dalj:
2x+3 2x—-4+7 2(x-2) 7 7
= = = + =2+ )
x=2 x=2 x=2 x=2 x—2

Akivaizdu, kad y bus sveikasis skaicius, kai x=3 arba x=9. Jei x=3, tai y=2+ 3L =2+7=09;

jei x=09, tai y=2+ 9% =2+1=3. Vadinasi, sta¢iakampio krastinés yra 3 mir 9 m.
Ats.: 3 m X 9m.
Panagrinékime n-kampio virstinés jstrizainiy skaiciy.
IS kiekvieno
4-kampio kampo virsiings iSeina 4—3 =1 jstrizainé,
5-kampio kampo vir$tinés iSeina 5—3 =2 istrizainés,
6-kampio kampo virs$tinés iSeina 6 —3 =3 jstrizainés,

n-kampio kampo vir§iings iSeina (n—3) jstrizainiy.
Vadinasi, skirtingy jstrizainiy n-kampyje yra 2 kartus maziau, t. y. > n-(n-3).

Nesunku pastebéeti, kad per vieng kampo virsting nubrézta jstrizainé:
4-kampj padalija j (4—3)+1=2 trikampius,
5-kampj padalijaj (5—3)+1=3 trikampius,
6-kampj padalijaj (6 —3)+1=4 trikampius,
7-kampj padalijaj (7—-3)+1=5 trikampius,

n-kampj padalija i (n—3)+1=n-2 (trikampiy).



Pavyzdziui, 18-kampis turi %-18(18 —3)=9-15=135 skirtingas jstrizaines, o per vieng vir§ing

nubrétos jstrizainés §j daugiakampj padalijaj 18 —2 =16 (trikampiy). Nesunku jsitikinti, kad i§ viso
170 jstrizainiy turi 20-kampis.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. LygiaSonio trikampio aukstiné, nubrézta j pagrindg lygi 12 cm, o tas pagrindas yra trumpesnis
uz auksting 16,(6)%. Apskaiciuokite Sio trikampio plotg ir perimetra.

2. Staciojo trikampio jzambiné yra 10 m, o statiniy ilgiy suma lygi 14 m. Raskite Sio trikampio
plota.

3. Dviem staciojo kampo krastinémis juda kiinai 4 ir B. Tam tikru momentu kiinas 4, kurio greitis
6 m/s, nuo stataus kampo vir§tinés buvo nutoles per 78 m, o kiinas B, kurio greitis 8 m/s, — 104 m.
Per kiek laiko nuo to momento atstumas tarp kiiny buvo 70 m?

4. Trikampio ABC krastinése AB ir BC pazyméti atitinkamai taskai K ir L taip, kad AK : KB=2:1,
o BL:LC =3:2. Kiek procenty trikampio BKL plotas sudaro keturkampio AKLC ploto?

5. Trikampio ABC krastiniy ilgiai yra atitinkamai 18, 20 ir 34 ilgio vienetai. Nustatykite trikampio
ras] kampy atzvilgiu ir apskaiciuokite didziausio kampo sinusg bei aukstinés, nubréztos j
trumpiausig krastine, ilgj.

6. Trikampio plotas lygus 643 cm?, o dviejy krastiniy ilgiai yra 3 cm ir 7 cm. Raskite treciosios
krastinés ilgj.

7. Trikampio krastiniy ilgiy santykiai 17:10:9, o plotas lygus 144 cm?. Raskite trikampio
perimetrg.

8. Staciakampio formos kambario grindy ploto (m?) skai¢ius yra vienetu mazesnis uz §io kambario
grindy perimetro (m) skaiciy. Raskite kambario grindy matmenis metrais, jei zinoma, kad jie yra
sveikieji metry skaiciai.

9. I8 staciakampio dviejy prieSingy virStiniy nubrézti statmenys jstrizainei dalija ja i tris lygias dalis.
Raskite sta¢iakampio ilgesniosios krastinés ilgj, jei trumpesnioji yra a (a >0).

10. Taisyklingasis daugiakampis i8 viso turi 90 jstrizainiy. Kam lygus $io daugiakampio vieno kampo
dydis?

Uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2023 m. gruodzio 15 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miusy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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