PASVALIO KRASTO
23-10JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalio Petro VileiSio gimnazija, 2023 m. lapkricio 24 d.

Uzdaviniy sprendimai
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Raskite bent vieng didesniy uz 10 sveikyjy skaiciy trejeta (x, y, z), kuris tenkina lygybe

x4+ =22

Sprendimas. Aisku, kad (3t)2 + (4t)2 = (5t)2, jei t yra bet kuris realusis skaicius.
Pasirinkg, pavyzdziui, ¢= 2% =16, gautume, kad (4t)2 = (26)2 = (24)3 =16, 3r=48,
5t =80, todél (48; 16; 80) yra vienas i§ ieSkomy trejety.

Ats.: Pavyzdziui, (48; 16; 80).

2. Sachmaty lentos langelius sugrupuokite j poras taip, kad atstumas tarp kiekvienos poros langeliy
centry bty lygus 5, jei langeliy krastiniy ilgiai lygts 1.

Sprendimas. 18 pradziy galima suporuoti pirmos ir $estos bei trecios ir aStuntos horizontaliy
juosty toje pacioje vertikaléje esancius langelius, nes atstumas tarp tokios poros langeliy centry
yra 5.

Atstumas tarp antros juostos pirmo ir penktos juostos penkto langelio centry yra

32447 =5,
Toks pat atstumas yra tarp Siy juosty 2ir 6,3 ir 7,4 1ir 8, Sir 1, 6 ir 2, 7 ir 3, 8 ir 4 langeliy
centry.

AnalogiSkai galima suporuoti ketvirtos ir septintos horizontaliy juosty langelius.
Lengva suprasti, kad aprasytas biidas néra vienintelis.

3. Tegum, nir p yra laisvai pasirinkti skirtingi sveikieji skaiiai. Ar jmanoma juos jrasyti vietoj ¢,
q, 1r g5 taip, kad lygtis
X +2qx+3(g5 +43) =0

turéty bent vieng sprendinj?

Sprendimas. Kadangi

X +2qx+3(qy +43) = (x+41)* = (4 ~3(q2+43)),
tai lygtj galima uzrasyti pavidalu
(v +a))” =4 =3(¢5 +5). (1)



Jeigu g, + g5 <0, tai (1) lygtis tikrai turi bent vieng sprendinj. Vadinasi, jei tarp pasirinkty
skai¢iy kuriy nors dviejy skai¢iy suma biity neigiama arba lygi nuliui, tai juos jraS¢ vietoj ¢,
ir g5, o trecig vietoj ¢, tikrai gausime bent vieng lygties sprendin;.

Belieka iSnagrinéti atveji, kai m+n>0, m+p>0 ir n+ p>0. Kad biity paprasCiau,
tarkime, kad m >n > p.

[raS¢ m vietoj g, onirp —vietoj g, ir g3, gausime, kad

at =3(qy +q3) =m* =3(n+ p) = m* =3(m—1)+(m-2)) =m* —3(2m-3) = (m-3)* > 0.

Vadinasi, ir Siuo atveju (1) lygtis turéty bent vieng sprendinj.
Apibendrinus atlikta analize, galima padaryti iSvada, kad didziausig i§ skaiciy m, n ir p

jraius vietoj g, o kitus du — vietoj ¢, ir g3, lygtis x* +2¢;x+3(¢q, +¢3) =0 turés bent viena

sprendinj.
Ats.: Imanoma.

4. Jrodykite, kad jei nelygybés x2 + px+¢ <0 sprendiniy aibéje yra ne maZiau kaip trys sveikieji
skaitiai, tai D = p* —4q > 4.

Sprendimas. Zinome, kad nelygybeés X2+ px+g <0 sprendiniy aibé yra intervalas
(x15 x5), kurio galai yra

:——p—\/B ir

2

xZ—xl :\/B

_—p+D

X1 5

X

Pagal salyga, $io intervalo ilgis

yra tikrai didesnis uz 2. Tod¢l
JD>2=D>4.

5. Raskite x+y, jei (x+V1+x2)(y+4/1+ ) =1.

Sprendimas. Aisku, kad x+Vl+x2 >0 ir y+\/1+y2>0, nes 1+ x? >lx| ir
1+ 32 >y

I8 lygybeés (x+v1+x2)(y+4/1+»?)=1 gauname, kad

— 1+ 97 —
X+ 1+X2= 1 2: 5 Y Y > = 1+y2—y
y+\/1+y (\/1+y +y)(\/1+y =)

/ 2
y+\/l+y2= ! I —x =1+x? —x.

[N/ A TR

V122 4 (1432 = (142 =)+ (V1422 —x) = x+y =0,

Ats.: x+y=0.

ir

Todél




6. Jrodykite, kad esant bet kuriam realiajam skaiciui x galioja nelygybé

2o ext - +1>0.

Sprendimas. Aisku, kad

xlz—x9+x4—x3+121>0,
jei x<0.
Jei 0<x<1, tai x*>x" ir x* <1, todeél
xlz—xg+x4—x3+l=x12+(x4—x9)+(1—x3)>0.
Jei x>1, tai 2> ir xt > X3, todél

xlz—x9+x4—x3+1=(x12—x9)+(x4—x3)+121>0.

7. Visy natiraliyjy skai¢iy nuo 101 iki 150 sandauga P lygi 10% . p; ¢Cia k ir p yra natiralieji

8.

skaiiai, o p nesidalija i§ 10. Padalijus p i§ 2", gautas natiralusis skaiius. Raskite didZiausig
natiiraligja n reikSme.

Sprendimas. Nuo 101 iki 150 yra 50 skaiciy ir 10 18 jy dalijasi i§ 5. Skaiciai 125 ir 150 dalijasi
i§ 52, 0125 —i§ 5°. Todél didziausias penketo laipsnis, i§ kurio dalijasi p yra 51002+ _ 513,

Nuo 101 iki 150 yra 25 lyginiai skaiciai, jie dalijasi i$ 2; yra 12 skaiciy (104,108, ...,148),
kurie dalijasi 1§ 22, Taip pat yra 6 skaiciai, kurie dalijasi i§ 23, ir 3 skaiGiai (112,128, 144), kurie
dalijasi 1§ 2% O skaicius 128 dalijasi 1§ 23, i 2% iris 27. Vadinasi, didziausias dvejeto laipsnis,
i§ kurio dalijasi P, yra

225+12+6+3+1+1+1 _ 249

Tada P=2%.51. Do; €ia p, yra naturalusis skaiCius, kuris nesidalija nei i§ 2, neii§ 5. Vadinasi,

P=10"p, p=2°°p,.
Ats.: 36.

Aistis tam tikra tvarka ratu suras¢ 12 skaiciy: 1, 2, 3, ..., 12. Bet kuriy dviejy gretimy skai¢iy
skirtumas (i§ didesnio atimant mazesnj) yra 2 arba 3. Raskite visas gretimy skaiciy a ir b poras
(a, b), kad a bty lyginis skai¢ius ir galioty nelygybé a < b.

Sprendimas. SkaiCius 1 yra tarp 3 ir 4, o skaiCius 2 — tarp 4 ir 5. Taigi skaiCiy rate yra
fragmentas (3,1,4,2,5). AnalogisSkai rate yra fragmentas (10,12,9,11,8). Beliecka abu
fragmentus sujungti panaudojant likusius skaicius 6 ir 7. Perrenkant galimybes gaunama, kad
skaiciai rate biitinai eina tokia tvarka:

3,1,4,2,5,7,10,12,9, 11, &, 6.

Ieskomos gretimy skaiciy poros yra (2, 4), (2, 5), (6, 8), (8, 11) ir (10, 12).
Ats.: (2,4), (2,5), (6, 8), (8, 11), (10, 12).



10.

Trikampio ABC krastingje AB pazymeétas taskas D, o krastingje BC — taskas F taip, kad
trikampiy BED, AED ir AEC plotai yra lygus. Raskite santykius AD:DB ir BE:EC.

Sprendimas. Trikampiai BED ir AED turi bendrg auksting i$ vir§iinés £. Todél jy plotai lygts
tik kai AD = DB. Todél AD:DB=1:1. C

Trikampiai AEC ir AEB turi bendra auksting i$ tasko 4. Todél E
BE:EC=Sp5:S4pc=2:1.

Ats.: AD:DB=1:1, BE:EC=2:1. A B

Taskai E ir F yra trikampio ABC iSoréje, o trikampiai ABF ir
ACE yra lygiakras¢iai. [rodykite, kad BE = CF.
Sprendimas. Trikampiai EAB ir FAC yra lygis, nes (Zr.

pav.)
ZEAB = ZFAC,

AB=AF ir E4A=AC.
Todel BE =CF.
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Pasvalio Petro VileiSio gimnazija, 2023 m. lapkricio 24 d.

Uzdaviniy sprendimai
vyresniyjy klasiy mokiniams

1. Raskite bent vieng didesniy uz 100 sveikyjy skaiéiy trejeta, kuris tenkina lygybe

x2+y3 =22

Sprendimas. Aisku, kad (3t)2 + (4t)2 = (5t)2, jei t yra bet kuris realusis skaicius.
Pasirinke, pavyzdziui, ¢ =2'0 gausime, kad (47)> = (2'2)? = (2%)3, 3r=3-2'0, 5r=5.210,

todel (3-210; 28 5. 210) yra vienas i§ ieSkomy trejety.
Ats.: Pavyzdziui, (3-2'%;2%;5.21%) = (3072; 256; 5120).

2. Sachmaty lentos langelius sugrupuokite j poras taip, kad atstumas tarp kiekvienos poros langeliy
centry biity lygus 5, jei langeliy krastiniy ilgiai lygas 1.

Sprendimas. 18 pradziy galima suporuoti pirmos ir $estos bei trecios ir aStuntos horizontaliy
juosty toje pacioje vertikaléje esancius langelius, nes atstumas tarp tokios poros langeliy centry
yra 5.

Atstumas tarp antros juostos pirmo ir penktos juostos penkto langelio centry yra

324+4% =5, Toks pat atstumas yra tarp Siy juosty 2 ir 6, 3 ir 7,
4ir8,5ir 1, 61ir2, 7 ir 3, 8 ir 4 langeliy centry.
Analogiskai galima suporuoti ketvirtos ir septintos horizontaliy juosty langelius.
Lengva suprasti, kad apraSytas biidas néra vienintelis.

3. Irodykite, kad jei 0 <x < l, tai (1-x)(1-2x)(1-3x)< .
3 1+6x

Sprendimas. Nesunku suprasti, kad jei ¢ € (0;1), tai 0 <1 —?<1. O3 ¢ia iSplaukia, jog

0<1—1<L.
1+1¢

Vadinasi, esant saglygai 0 < x <% galioja Sios nelygybés:

0<1—x<L, 0<1-2x< ! , 0<1-3x< .
1+x 1+2x 1+3x

Todél
1 1 1

1—x)(1-2x)(1 = 3x) < - < .
= 2 =3 < 00530 13 6ral 12 2600 1462




Kitas jrodymas.
1 1

(0= 20130 = — -

25x% —60x> +36x"  x*(25-60x+36x%)  x*(5—6x) o
1+ 6x 1+ 6x 1+6x

1-(1-6x+11x* —6x7)(1+6x)

(1-6x+11x* —6x°) =
1+6x

1 :
nes (pagal salyga 0<x<§) x2 >0, (5—6x)2 >0 ir 1+6x>0.

Gauname, kad

>(1—-x)(1-2x)(1+3x), jeigu O0<x< l
+6x 3

2 2

. : 6 . 6 .
4. Isspreskite lygciy AR PR y3—5~x—:— sistemg.
X oy y X
. . . . : | .1
Sprendimas. Kadangi x#0 ir y#0, tai pirma lygti padauging i§ —, o antrg — i§ —
X y
gauname:
2 2 2 6
xz—s-y—zzi, xz—s-y—zzi, P52
x- Xy N x- Xy - x- Xy N
2 2 2 22
6
y2—5~x—2=— y2—5-x—2=x2—5 y_2 yz—x2+5' y_z_x_z =0
yoox y X Xy
2
2 Yy _ 6
x°=5==—, 2 6
XX Xy x2—5-y—=—, xz—SZ%, xz—SZ—%,
= 5 = x- xy = x° arba x- =
+
(P —xH)| 14552 =0 |2 =42 y=x y=—x
Xy
x4—5x2—6=0, x4—5x2+6=0, x2=6, x2=2arbax2=3,
= arba = arba
y=x y=-x y=x y=-x

Pirmos sistemos sprendiniai yra (—\/E ; -6 ) ir (\/g ; J6 ), 0 antros sistemos sprendiniai yra

(—~2:42), (V2;-+2), (V3;3) ir (/3;-+3).
Ats.: (—6;-6), (V6;6), (—vV2;32), (V2;-+2), (/3;43), (f3;=/3).

5. Raskite lyg€iy 7x+ yz=1774 ir 7y +xz =1791 sistemos sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Antros lygties ir pirmos lygties skirtumas yra lygtis 7(y—x)+z(x—y)=17. Ji
ekvivalenti lyg¢iai
(y—x)(7-2)=17.

Kadangi 17 yra pirminis skaicius, tai ieSkant sveikyjy sprendiniy pakanka iSspresti Sias lygciy
sistemas:

y—x=1, y—x=-1, y—x=17, y—x=-17,
1) 7-z=17, 2) 7—z=-17, 3) 7—-z=1, 4) <T—-z=-1,
Tx+yz=1774; Tx+yz=1774; Tx+yz=1774; Tx+yz=1774.



Gauname:
1) y=x+1, z=-10, otada
Tx—-10(x+1)=1774= -3x=1784 = x ¢ Z;
2) y=x-1, z=24, otada
Tx+24(x—-1)=1774=31x=1798 = x =58, y =57,
3) y=x+17, z=6, otada
Ix+6(x+17)=1774=13x=1672=> x¢ Z;
4) y=x-17, z=8, otada
Tx+8(x—17)=1774=15x=1910=>x ¢ Z.
Taigi lyg€iy 7x+yz=1774 ir 7y+xz=1791 sistema turi vienintelj sveikajj sprendinj —
trejeta (58; 57; 24).
Ats.: (58; 57; 24).

. - 1 ..
. Irodykite, kad skai¢iy sekos {x,}: x, =1, x,,,=x, +T, n >1, nariai, pradedant antru,
x}’l

tenkina nelygybe x, > %/n_2 .

Sprendimas. Sudéje lygybes

1 1 1
=1L x=x+—F—=, 3=X+——, .., X, =X, + ,
VR ANR%) Xn-1
gausime lygybe
1 1 1
xl+x2+x3+...+xn=1+x1+x2+x3+...+xn_1+—+—+...+

V¥ X Xn-1

O is jos iSplaukia, kad

1 1 n
+...+ =

1 1 1 1 1
x”_l+ﬁ+ﬁ+'"wxn_l>\/2+@+ . \/g \/E

I=x<xy<..<Xx,1 <X,.

, nes

. n ..
Todél x, >T:>w/x3 >n=>x,>Un, jei n>1.
xn

. Kiek yra trizenkliy natiiraliyjy skaiciy »n, kuriems esant bent vienas i§ skaiCiy nd+3n +2n ir
n? —4 dalijasi i§ 7?

Sprendimas. Kadangi nd+3n% +2n= n(n+1)(n+2) ir n?—4= (n—=2)(n+2), taiis 7 turi
dalytis vienas i§ skai¢iy: n—2,n,n+1,n+2. Vienas i§ Siy keturiy skaiCiy gali buti lygus
105=7-15, 112=7-16, 119=7-17, ..., 994=7-142. Taip gauname 4-(142-14)=512

tinkamy # reikSmiy. Taip pat tinka n =100 (tada n—-2=7-14)ir n =999 (tada n+2=7-143).
Ats.: 514.

. Visy naturaliyjy skaic¢iy nuo 101 iki 200 sandauga P lygi 10%. p; ¢ia kir p yra nattiralieji skaiciai,
o skaiCius p nesidalija i§ 10. Padalijus p i§ 2", gautas nattralusis skai¢ius. Raskite didZiausig

nattraligjg »n reikSme.



10.

Sprendimas. Nuo 101 iki 200 yra 100 skaiciy ir 20 i8 jy dalijasi i§ 5. Skaiciai 125, 150, 175
ir 200 dalijasi 18 5%, 0125 — i§ 5°. Todél didziausias penketo laipsnis, i§ kurio dalijasi P, yra

Nuo 101 iki 200 yra 50 lyginiy skaiciy, jie dalijasi i 2; yra 25 skaiciai (104, 108, ..., 200),
kurie dalijasi i$ 22; yra 13 skai¢iy (104, 112, ..., 200), kurie dalijasi i§ 23; yra $esi skaiciai (112,
128, 144, 160, 176, 192), kurie dalijasi i$ 2% Skaitiai 128, 160 ir 192 dalijasi i§ 25, skaiciai 128
ir 192 dalijasi 1§ 2%, o skaitius 128 dalijasi 1§ 2. Taigi didZiausias dvejeto laipsnis, i§ kurio
dalijasi P, yra

250+25+l3+6+3+2+1 _ 2100

Todel P=2'0.5%3. Do; €ia p, yra natliralusis skaicius, kuris nesidalija nei i§ 5, nei i§ 2.

Vadinasi, P =10% -p, p= 27 “Do-
Ats.: 75.

Trikampio ABC krastingje 4B pazymétas taskas D, o krastinéje BC — taskas F taip, kad
trikampiy BED, AED ir AEC plotai yra lygiis. Raskite santykius AD:DB ir BE:EC.

Sprendimas. Trikampiai BED ir AED turi bendrg auksting i$ vir§iinés £. Todél jy plotai lygts
tik kai AD = DB. Todél AD: DB =1:1. C

Trikampiai AEC ir AEB turi bendra auksting i$ taSko 4. Todél E
BE:EC=S8 55 :S4pc=2:1.

Ats.: AD:DB=1:1, BE:EC=2:1. 4

Rombo ABCD kampas A4 yra smailusis. Per rombo jstrizainiy
susikirtimo taska O nubréztos dvi tiesés: viena tiesé krastines AB ir CD C
kerta atitinkamai taSkuose M ir K, o kita tiesé kerta krastines BC ir AD
atitinkamai taSkuose H ir P; be to, ties¢ PH yra statmena krasStinéms
AD ir BC, kampas POK lygus rombo kampui 4.

Irodykite, kad keturkampis PMHK yra staciakampis.

Sprendimas. Pagal rombo jstriZainiy savybes, AAOM =ACOK. B D
Taigi OM = OK. M

Analogiskai i§ trikampiy AOP ir COH lygumo gauname, kad
OP =0H.

Matome, kad keturkampio PMHK jstrizainés jy susikirtimo taske
O dalijamos pusiau, todél Sis keturkampis yra lygiagretainis. Belicka A
jrodyti, kad jo jstrizainés PH ir MK yra lygios.

Nagrinékime keturkampj APOM. Pagal salyga, ZAPO =90° ir
ZPOM =180° — ZPOK =180° — ZA.

Vadinasi, ZAMO =360° — Z4-90° —(180° — Z4)=90°. 1§ &ia i$plaukia, kad statieji
trikampiai AOP ir AOM yra lygis. Taigi OP=0M. O tai reiskia, kad PH = MK, todé¢l
keturkampis PHMK yra staCiakampis.

H K




