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PASVALIO KRAŠTO  

23-IOJI KOMANDINĖ MATEMATIKOS OLIMPIADA 
 PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO  

TAUREI LAIMĖTI 
 

Pasvalio Petro Vileišio gimnazija, 2023 m. lapkričio 24 d. 
 

Uždavinių sprendimai 
jaunesniųjų klasių mokiniams 

 
1. Raskite bent vieną didesnių už 10 sveikųjų skaičių trejetą (x, y, z), kuris tenkina lygybę 

2 3 2.x y z   

Sprendimas. Aišku, kad 2 2 2(3 ) (4 ) (5 ) ,t t t   jei t yra bet kuris realusis skaičius. 

Pasirinkę, pavyzdžiui, 42 16,t    gautume, kad 2 6 2 4 3 3(4 ) (2 ) (2 ) 16 ,t     3 48,t   
5 80,t   todėl (48; 16; 80) yra vienas iš ieškomų trejetų. 

Ats.: Pavyzdžiui, (48; 16; 80). 
 
 
 2. Šachmatų lentos langelius sugrupuokite į poras taip, kad atstumas tarp kiekvienos poros langelių 

centrų būtų lygus 5, jei langelių kraštinių ilgiai lygūs 1. 

Sprendimas. Iš pradžių galima suporuoti pirmos ir šeštos bei trečios ir aštuntos horizontalių 
juostų toje pačioje vertikalėje esančius langelius, nes atstumas tarp tokios poros langelių centrų 
yra 5.  

Atstumas tarp antros juostos pirmo ir penktos juostos penkto langelio centrų yra 
2 23 4 5.   
Toks pat atstumas yra tarp šių juostų 2 ir 6, 3 ir 7, 4 ir 8, 5 ir 1, 6 ir 2, 7 ir 3, 8 ir 4 langelių 

centrų. 
Analogiškai galima suporuoti ketvirtos ir septintos horizontalių juostų langelius. 
Lengva suprasti, kad aprašytas būdas nėra vienintelis. 

 
 
 3. Tegu m, n ir p yra laisvai pasirinkti skirtingi sveikieji skaičiai. Ar įmanoma juos įrašyti vietoj 1,q  

2q  ir 3q  taip, kad lygtis 

2
1 2 32 3( ) 0x q x q q     

turėtų bent vieną sprendinį? 

Sprendimas. Kadangi 
2 2 2

1 2 3 1 1 2 32 3( ) ( ) ( 3( )),x q x q q x q q q q         

tai lygtį galima užrašyti pavidalu 
2 2

1 1 2 3( ) 3( ).x q q q q     (1) 
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Jeigu 2 3 0,q q   tai (1) lygtis tikrai turi bent vieną sprendinį. Vadinasi, jei tarp pasirinktų 

skaičių kurių nors dviejų skaičių suma būtų neigiama arba lygi nuliui, tai juos įrašę  vietoj  2q  

ir 3q , o trečią  vietoj  1,q  tikrai gausime bent vieną lygties sprendinį. 

Belieka išnagrinėti atvejį, kai 0,m n   0m p   ir 0.n p   Kad būtų paprasčiau, 

tarkime, kad .m n p   

Įrašę m vietoj 1,q  o n ir p  – vietoj 2q  ir 3q , gausime, kad 

 2 2 2 2 2
1 2 33( ) 3( ) 3(( 1) ( 2)) 3 2 3 ( 3) 0.q q q m n p m m m m m m                 

Vadinasi, ir šiuo atveju (1) lygtis turėtų bent vieną sprendinį. 
 Apibendrinus atliktą analizę, galima padaryti išvadą, kad didžiausią iš skaičių m, n ir p 

įrašius vietoj 1,q o kitus du  – vietoj 2q  ir 3q , lygtis 2
1 2 32 3( ) 0x q x q q     turės bent vieną 

sprendinį. 
Ats.: Įmanoma.    

 
 
 

 4.  Įrodykite, kad jei nelygybės 2 0x px q    sprendinių aibėje yra ne mažiau kaip trys sveikieji 

skaičiai, tai 2 4 4.D p q    

 Sprendimas. Žinome, kad nelygybės 2 0x px q    sprendinių aibė yra intervalas 

1 2( ; ),x x  kurio galai yra 

1 2

p D
x

 
   ir  2 .

2

p D
x

 
  

Pagal sąlygą, šio intervalo ilgis 

2 1x x D   

yra tikrai didesnis už 2. Todėl 

2 4.D D    
 
 

 5.  Raskite ,x y  jei 2 2( 1 )( 1 ) 1.x x y y      

Sprendimas. Aišku, kad 21 0x x    ir 21 0,y y    nes 21 | |x x   ir 

21 | | .y y   

Iš lygybės 2 2( 1 )( 1 ) 1x x y y      gauname, kad 

2
2 2

2 2 2

11
1 1

1 ( 1 )( 1 )

y y
x x y y

y y y y y y

 
      

     
 

ir 
2

2 2

2 2 2

1 1
1 1 .

1 ( 1 )( 1 )

x x
y y x x

x x x x x x

 
      

     
 

Todėl 
2 2 2 2( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) 0.x x y y y y x x x y               

Ats.: 0.x y   
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 6. Įrodykite, kad esant bet kuriam realiajam skaičiui x galioja nelygybė 

12 9 4 3 1 0.x x x x      

Sprendimas. Aišku, kad 
12 9 4 3 1 1 0,x x x x       

jei 0.x   

Jei 0 1,x   tai 4 9x x  ir 3 1,x   todėl 
12 9 4 3 12 4 9 31 ( ) (1 ) 0.x x x x x x x x           

Jei 1,x   tai 12 9x x  ir 4 3 ,x x  todėl 
12 9 4 3 12 9 4 31 ( ) ( ) 1 1 0.x x x x x x x x            

 
 
 

  7.  Visų natūraliųjų skaičių nuo 101 iki 150 sandauga P lygi 10 ;k p   čia k ir p yra natūralieji 

skaičiai, o p nesidalija iš 10. Padalijus p iš 2 ,n  gautas natūralusis skaičius. Raskite didžiausią 

natūraliąją n reikšmę. 

Sprendimas. Nuo 101 iki 150 yra 50 skaičių ir 10 iš jų dalijasi iš 5. Skaičiai 125 ir 150 dalijasi 

iš 25 ,  o 125 – iš 35 . Todėl didžiausias penketo laipsnis, iš kurio dalijasi p yra 10 2 1 135 5 .    
Nuo 101 iki 150 yra 25 lyginiai skaičiai, jie dalijasi iš 2; yra 12 skaičių (104,108, ... ,148),  

kurie dalijasi iš 22 .  Taip pat yra 6 skaičiai, kurie dalijasi iš 32 ,  ir 3 skaičiai (112,128,144),  kurie 

dalijasi iš 42 .  O skaičius 128 dalijasi iš 52 ,  iš 62  ir iš 72 .  Vadinasi, didžiausias dvejeto laipsnis, 
iš kurio dalijasi P, yra 

25 12 6 3 1 1 1 492 2 .        

Tada 49 13
02 5 ;P p    čia 0p  yra natūralusis skaičius, kuris nesidalija nei iš 2, nei iš 5. Vadinasi,  

1310 ,P p    36
02 .p p   

Ats.: 36. 
 
 
 

 8.  Aistis tam tikra tvarka ratu surašė 12 skaičių: 1, 2, 3, …, 12. Bet kurių dviejų gretimų skaičių 
skirtumas (iš didesnio atimant mažesnį) yra 2 arba 3. Raskite visas gretimų skaičių a ir b poras 
( , ),a b  kad a būtų lyginis skaičius ir galiotų nelygybė .a b  

Sprendimas. Skaičius 1 yra tarp 3 ir 4, o skaičius 2 – tarp 4 ir 5. Taigi skaičių rate yra 
fragmentas (3,1, 4, 2, 5). Analogiškai rate yra fragmentas (10,12, 9,11, 8).  Belieka abu 

fragmentus sujungti panaudojant likusius skaičius  6 ir 7. Perrenkant galimybes gaunama, kad 
skaičiai rate būtinai eina tokia tvarka: 

3, 1, 4, 2, 5, 7, 10, 12, 9, 11, 8, 6. 
Ieškomos gretimų skaičių poros yra (2, 4), (2, 5), (6, 8), (8, 11) ir (10, 12). 

Ats.: (2, 4), (2, 5), (6, 8), (8, 11), (10, 12). 
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 9.  Trikampio ABC kraštinėje AB pažymėtas taškas D, o kraštinėje BC – taškas E taip, kad 
trikampių BED, AED ir AEC  plotai yra lygūs. Raskite santykius AD:DB ir BE:EC. 

Sprendimas. Trikampiai BED ir AED turi bendrą aukštinę iš viršūnės E. Todėl jų plotai lygūs 
tik kai .AD DB  Todėl : 1:1.AD DB    

Trikampiai AEC ir AEB turi bendrą aukštinę iš taško A. Todėl 
: : 2 :1.AEB AECBE EC S S   

Ats.: : 1:1,AD DB   : 2 :1.BE EC   
 
 

10.  Taškai E ir F yra trikampio ABC išorėje, o trikampiai ABF ir 
ACE yra lygiakraščiai. Įrodykite, kad .BE CF  

Sprendimas. Trikampiai EAB ir FAC yra lygūs, nes (žr. 
pav.) 

,EAB FAC     
AB AF   ir  .EA AC  

Todėl  .BE CF  
 

A B

C

D

E

A

B C

E

F
60

o 60
o
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PASVALIO KRAŠTO  
23-IOJI KOMANDINĖ MATEMATIKOS OLIMPIADA 

 PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO  
TAUREI LAIMĖTI 

 

Pasvalio Petro Vileišio gimnazija, 2023 m. lapkričio 24 d. 
 

Uždavinių sprendimai 
vyresniųjų klasių mokiniams 

 

1. Raskite bent vieną didesnių už 100 sveikųjų skaičių trejetą, kuris tenkina lygybę 
2 3 2.x y z   

Sprendimas. Aišku, kad 2 2 2(3 ) (4 ) (5 ) ,t t t   jei t yra bet kuris realusis skaičius. 

Pasirinkę, pavyzdžiui, 102t   gausime, kad 2 12 2 8 3(4 ) (2 ) (2 ) ,t    103 3 2 ,t    105 5 2 ,t    

todėl 10 8 10(3 2 ; 2 ; 5 2 )   yra vienas iš ieškomų trejetų. 

Ats.: Pavyzdžiui, 10 8 10(3 2 ; 2 ; 5 2 ) (3072; 256; 5120).    
 
 2. Šachmatų lentos langelius sugrupuokite į poras taip, kad atstumas tarp kiekvienos poros langelių 

centrų būtų lygus 5, jei langelių kraštinių ilgiai lygūs 1. 

Sprendimas. Iš pradžių galima suporuoti pirmos ir šeštos bei trečios ir aštuntos horizontalių 
juostų toje pačioje vertikalėje esančius langelius, nes atstumas tarp tokios poros langelių centrų 
yra 5.  

Atstumas tarp antros juostos pirmo ir penktos juostos penkto langelio centrų yra 
2 23 4 5.   Toks pat atstumas yra tarp šių juostų 2 ir 6, 3 ir 7,  

4 ir 8, 5 ir 1, 6 ir 2, 7 ir 3, 8 ir 4 langelių centrų. 
Analogiškai galima suporuoti ketvirtos ir septintos horizontalių juostų langelius. 
Lengva suprasti, kad aprašytas būdas nėra vienintelis. 

 

 3. Įrodykite, kad jei 
1

0 ,
3

x   tai 
1

(1 )(1 2 )(1 3 ) .
1 6

x x x
x

   


   

  

Sprendimas. Nesunku suprasti, kad jei (0;1),t  tai 20 1 1.t    O iš čia išplaukia, jog 

1
0 1 .

1
t

t
  


 

Vadinasi, esant sąlygai 
1

0
3

x   galioja šios nelygybės: 

1
0 1 ,

1
x

x
  


  

1
0 1 2 ,

1 2
x

x
  


  

1
0 1 3 .

1 3
x

x
  


 

Todėl 

2 3

1 1 1
(1 )(1 2 )(1 3 ) .

(1 )(1 2 )(1 3 ) 1 61 6 11 6
x x x

x x x xx x x
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Kitas įrodymas.   
2 3

2 3

2 3 4 2 2 2 2

1 1 1 (1 6 11 6 )(1 6 )
(1 )(1 2 )(1 3 ) (1 6 11 6 )

1 6 1 6 1 6

25 60 36 (25 60 36 ) (5 6 )
0,

1 6 1 6 1 6

x x x x
x x x x x x

x x x

x x x x x x x x

x x x

    
          

  

    
   

  

 

nes (pagal sąlygą 
1

0
3

x  ) 2 0,x   2(5 6 ) 0x   ir 1 6 0.x   

Gauname, kad 
1

(1 )(1 2 )(1 3 ),
1 6

x x x
x
   


 jeigu 

1
0

3
x  . 

 

 4.  Išspręskite lygčių   
2

3 6
5

y
x

x y
     ir  

2
3 6

5
x

y
y x

    sistemą. 

 Sprendimas. Kadangi 0x   ir 0,y   tai pirmą lygtį padauginę iš 
1

,
x

 o antrą – iš 
1

,
y

 

gauname: 
22 2

22 2
22 2

2 22 2 2
2 22 2 2

2 22 2 2

2
2 2

22
2

2 2
2 2 2 2

2 2

66 6 5 ,5 , 5 ,

6
5 05 5 5

6
5 , 6

5 ,

( ) 1 5 0

yy y xx x
xyxy xy xx x

y xx x y
y xy y x

xy x yy y x

y
x y

xy xx
xyx

x y
y x y x

x y

 
         

                               


   
             

 

2 2
2 2

4 2 4 2 2 2 2

6 6
5 , 5 ,

arba

5 6 0, 5 6 0, 6, 2 arba 3,
arba arba

.

x x
x x

y x y x

x x x x x x x

y x y x y x y x

        
     

                  
           

  

  

Pirmos sistemos sprendiniai yra ( 6; 6)   ir ( 6; 6),  o antros sistemos sprendiniai yra 

( 2; 2),  ( 2; 2),  ( 3; 3)  ir ( 3; 3).  

Ats.: ( 6; 6),   ( 6; 6),  ( 2; 2),  ( 2; 2),  ( 3; 3),  ( 3; 3).  
 
 

 5.  Raskite lygčių 7 1774x yz   ir 7 1791y xz   sistemos sveikuosius sprendinius. 

Sprendimas. Antros lygties ir pirmos lygties skirtumas yra lygtis 7( ) ( ) 17.y x z x y     Ji 
ekvivalenti lygčiai 

( )(7 ) 17.y x z    
Kadangi 17 yra pirminis skaičius, tai ieškant sveikųjų sprendinių pakanka išspręsti šias lygčių 
sistemas: 

1)  

1,

7 17,

7 1774;

y x

z

x yz

 
  
  

     2)  

1,

7 17,

7 1774;

y x

z

x yz

  
   
  

     3)  

17,

7 1,

7 1774;

y x

z

x yz

 
  
  

     4)  

17,

7 1,

7 1774.

y x

z

x yz
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Gauname: 
1)  1,y x   10,z    o tada 

7 10( 1) 1774 3 1784 ;x x x x Z         
2)  1,y x   24,z   o tada 

7 24( 1) 1774 31 1798 58, 57;x x x x y         
3)  17,y x   6,z   o tada 

7 6( 17) 1774 13 1672 ;x x x x Z        
4)  17,y x   8,z   o tada 

7 8( 17) 1774 15 1910 .x x x x Z        
Taigi lygčių 7 1774x yz   ir 7 1791y xz   sistema turi vienintelį sveikąjį sprendinį – 

trejetą (58; 57; 24). 
Ats.: (58; 57; 24). 
 

 6. Įrodykite, kad skaičių sekos { }:nx  1 1,x    1
1

,n n
n

x x
x

     1,n   nariai, pradedant antru, 

tenkina nelygybę 3 2 .nx n  
 

Sprendimas. Sudėję lygybes 

1 1,x    2 1
1

1
,x x

x
    3 2

2

1
,x x

x
   ... ,  1

1

1
,n n

n

x x
x




   

gausime lygybę 

1 2 3 1 2 3 1
1 2 1

1 1 1
... 1 ... ... .n n

n

x x x x x x x x
x x x




                

O iš jos išplaukia, kad 

1 2 1

1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ,n

n n n n n n

n
x

x x x x x x x x
            nes 

1 2 11 ... .n nx x x x       

Todėl  33 2 ,n n n
n

n
x x n x n

x
      jei 1.n   

 

 7.  Kiek yra triženklių natūraliųjų skaičių n, kuriems esant bent vienas iš skaičių 3 23 2n n n   ir 
2 4n   dalijasi iš 7? 

Sprendimas. Kadangi 3 23 2 ( 1)( 2)n n n n n n      ir 2 4 ( 2)( 2),n n n      tai iš 7 turi 
dalytis vienas iš skaičių: 2, , 1, 2.n n n n    Vienas iš šių keturių skaičių gali būti lygus 
105 7 15,   112 7 16,   119 7 17,   ... , 994 7 142.   Taip gauname 4 (142 14) 512    
tinkamų n reikšmių. Taip pat tinka 100n   (tada 2 7 14n    ) ir 999n   (tada 2 7 143n    ).  

Ats.: 514. 
 

 8.  Visų natūraliųjų skaičių nuo 101 iki 200 sandauga P lygi 10 ;k p  čia k ir p yra natūralieji skaičiai, 

o skaičius p nesidalija iš 10. Padalijus p iš 2 ,n  gautas natūralusis skaičius. Raskite didžiausią 

natūraliąją n reikšmę. 
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Sprendimas. Nuo 101 iki 200 yra 100 skaičių ir 20 iš jų dalijasi iš 5. Skaičiai 125, 150, 175 

ir 200 dalijasi iš 25 , o 125 – iš 35 . Todėl didžiausias penketo laipsnis, iš kurio dalijasi P, yra 
20 4 1 255 5 .    

Nuo 101 iki 200 yra 50 lyginių skaičių, jie dalijasi iš 2; yra 25 skaičiai (104, 108, … , 200), 
kurie dalijasi iš 2 ; yra 13 skaičių (104, 112, …, 200), kurie dalijasi iš 2 ; yra šeši skaičiai (112, 

128, 144, 160, 176, 192), kurie dalijasi iš 42 .  Skaičiai 128, 160 ir 192 dalijasi iš 52 ,  skaičiai 128 

ir 192 dalijasi iš 62 ,  o skaičius 128 dalijasi iš 72 .  Taigi didžiausias dvejeto laipsnis, iš kurio 

dalijasi P, yra 
50 25 13 6 3 2 1 1002 2 .        

Todėl 100 25
02 5 ;P p    čia 0p  yra natūralusis skaičius, kuris nesidalija nei iš 5, nei iš 2. 

Vadinasi, 2510 ,P p   75
02 .p p   

Ats.: 75. 
 

 9.  Trikampio ABC kraštinėje AB pažymėtas taškas D, o kraštinėje BC – taškas E taip, kad 
trikampių BED, AED ir AEC plotai yra lygūs. Raskite santykius AD:DB ir BE:EC. 

Sprendimas. Trikampiai BED ir AED turi bendrą aukštinę iš viršūnės E. Todėl jų plotai lygūs 
tik kai .AD DB  Todėl : 1:1.AD DB    

Trikampiai AEC ir AEB turi bendrą aukštinę iš taško A. Todėl 
: : 2 :1.AEB AECBE EC S S   

Ats.: : 1:1,AD DB   : 2 :1.BE EC   
 

10.  Rombo ABCD kampas A yra smailusis. Per rombo įstrižainių 
susikirtimo tašką O nubrėžtos  dvi tiesės: viena tiesė kraštines AB ir CD 
kerta atitinkamai taškuose M ir K, o kita tiesė kerta kraštines BC ir AD 
atitinkamai  taškuose H ir P; be to, tiesė PH yra statmena kraštinėms 
AD ir BC,  kampas POK lygus rombo kampui A. 

Įrodykite, kad keturkampis PMHK yra stačiakampis. 

Sprendimas. Pagal rombo įstrižainių savybes, .AOM COK    
Taigi .OM OK  

Analogiškai iš trikampių AOP ir COH lygumo gauname, kad 
.OP OH  

Matome, kad keturkampio PMHK įstrižainės jų susikirtimo taške 
O dalijamos pusiau, todėl šis keturkampis yra lygiagretainis. Belieka 
įrodyti, kad jo įstrižainės  PH ir MK yra lygios.  

Nagrinėkime keturkampį APOM. Pagal sąlygą, o90APO   ir 
o o180 180 .POM POK A      

Vadinasi, o o o o360 90 (180 ) 90 .AMO A A        Iš čia išplaukia, kad statieji 
trikampiai AOP ir AOM yra lygūs. Taigi .OP OM  O tai reiškia, kad ,PH MK  todėl 
keturkampis PHMK yra stačiakampis. 

A B

C

D

E

A

B

C

D
O

K

P

H

M


