LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

VIL. DIOFANTINES LYGTYS
(2022-2024)

Teorine medZiagg parengé bei septintajg uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Aivaras Novikas

Prisiminkime: kintamojo x daugianariu (arba polinomu) vadinamas reiSkinys, turintis pavidalg
Apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx? + a;x + ap, taigi gaunamas kintamojo x laipsnius su neneigiamais
sveikaisiais rodikliais (x° = 1, x! = x, x2, x3 irt. t. iki kurio nors x™) padauginant i§ duoty skai¢iy — konstanty
(atitinkamai 1§ ay, a4, a,, a; ir t. t. iki a,,) ir tokias sandaugas sudedant. Prilygindami daugianarj skai¢iui 0,
gauname algebrine lygti sunezinomuoju x. Panasiai galima gauti ir algebrine lygti su keliais neZinomaisiais:
ty nezinomyjy laipsniai su neneigiamais sveikaisiais rodikliais bet kaip dauginami tarpusavyje ir dar dauginami
i$ konstanty, o tokiy sandaugy suma prilyginama skaic¢iui 0. Pavyzdziui, x* + 11xy®> —x + 2y + 5 =10 yra
algebriné lygtis su nezinomaisiais x ir y, o 11x3x2 + x2 — 6x3x] — 3xPx,x8 — x,x3 — 42, +7 =0 yra
algebriné lygtis su nezinomaisiais x;, x5 ir x3.

Algebrinés lygties koeficientai yra tos konstantos, i§ kuriy padaugintos nezinomyjy laipsniy sandaugos.
Pavyzdziui, lygties x* + 11xy3 — x + 2y + 5 = 0 koeficientai yra 1, 11, —1, 2, 5. Bendru atveju koeficientai
gali bati bet kokie realieji skai¢iai. Cia nagrinésime tik algebrines lygtis, kuriy koeficientai yra sveikieji
skai€iai, o nezinomyjy reikSmés taip pat nagrinéjamos tik sveikosios, t. y. lygtj norima i$spresti ne bet kokiais,
o tik sveikaisiais skaiCiais. Tokios algebrinés lygtys vadinamos diofantinémis. Taip pat diofantinémis
vadinsime tas lygtis, kuriy desinéje puséje yra nenuliniy nariy, taciau kurios jgyja reikiama algebrinés lygties
su sveikaisiais koeficientais pavidala, visus narius perkélus j kairigja lygybés puse. ISspresti diofanting lygti
reiskia rasti visus jos sveikuosius sprendinius arba jrodyti, kad jy néra. Sprendziant tokias lygtis, yra svarbiis
sveikieji skaiciai ir jy dalumo savybés. Todél diofantinés lygtys priskiriamos ne algebrai, bet kitai matematikos
sri¢iai — skaiciy teorijai.

1 pavyzdys. Kad i$sprestume diofanting lygtj x* + 4x — 5y — 2024 = 0, pasiremsime ne tik algebriniu
lygties pertvarkymu — pilnojo kvadrato isskyrimu

(x2+4x+4)—4 -5y —2024 =0, (x +2)? =5y + 2028,
bet ir dalumo i3 5 savybémis. Sveikojo skai¢iaus kvadratas (x + 2)? turi dalytis i$ 5 su ta pacia liekana kaip
5y + 2025 + 3, taigi su liekana 3. Jei x + 2 dalijasi i§ 5 su liekana r, tai paZzymékime x + 2 =5k +r
(skaicius k sveikasis). Tada skai¢iaus (x + 2)? = 25k? + 10kr + 12 dalybos i§ 5 liekana 3 tokia pati kaip
skai¢iaus 2. Ta¢iau ¢ia r = 0, 1, 2, 3 arba 4 (dalybos i§ 5 lickana negali biiti kitokia), ir jokiu atveju r?
dalybos i§ 5 liekana néra lygi 3. Vadinasi, duotoji diofantiné lygtis sprendiniy neturi (prisiminkime, kad
ieSkome tik sveikyjy sprendiniy (x, y)).

2 pavyzdys. Analogiskai (Zr. 1 pavyzdj) spresdami diofanting lygtj x? + 4x — 5y — 2027 = 0, taigi lygtj
(x + 2)? = 5y + 2031, galime atmesti 7 reikmes 0, 2 ir 3 (tada r2 dalijasi i§ 5 su kita lickana nei skai¢ius
5y + 2030 + 1). Lieka du atvejai x + 2 = 5k + 1 ir x + 2 = 5k + 4. Pirmuoju atveju x = 5k — 1,

(5k + 1)2 = 5y + 2031, 5y = 25k? + 10k + 1 — 2031, y = 5k? + 2k — 406.

Analogiskai antruoju atveju x = 5k + 2, y = 5k? + 8k — 403. Cia k yra bet koks sveikasis skaiius. Taip

gauname atsakymg — be galo daug lygties sprendiniy
(x,y) = (5k — 1, 5k? + 2k — 406), k € Z, ir (x,y) = (5k+ 2, 5k? +8k —403), k € Z.

Jei norétume gauti vieng konkrety lygties sprendinj — atskiraji sprendinj, tai pakakty pasirinkti konkrecig k
reikme. Pavyzdziui, (x,y) =(5-3—1, 5-3%2+2-3 —406) = (14,-355) ir (x,y) = (5-(—10) + 2,
5-(—10)? + 8- (—10) — 403) = (—48, 17) yra duotosios lygties atskirieji sprendiniai.

Net paprastai atrodancios diofantinés lygtys gali biiti labai sudétingos. Pavyzdziui, labai sunkus jrodyti toks
teiginys, vadinamas Didzigja Ferma teorema: jokia diofantiné lygtis x™ + y™ = z", kur n > 2 yra duotas
natiiralusis skai¢ius, neturi kity sprendiniy, i§skyrus akivaizdzius sprendinius, kuriems vienas i§ nezinomuyjy
lygus 0. Nors $is teiginys buvo suformuluotas apie 1637 m., bet lygéiai x> + y° = z° jis buvo jrodytas tik
1825 m., o visoms n reikSméms — tik 1994 m. ir tik naudojant pacia SiuolaikiSkiausiag auks$taja matematika.
Tuo tarpu lygtis x° + y° = z° + t5 vis dar nei$spresta ir 2023 m.

Visgi kai kurias diofantines lygtis iSspresti néra taip sunku. Galima net i$skirti kai kuriuos lygéiy tipus ir
lygéiy sprendimo biidus, tinkamus visoms to paties tipo lygtims. Cia apsiribosime lygtimis su dviem
nezinomaisiais x ir y. Visy pirma, panagrinékime tiesines diofantines lygtis — tokias, kurios gaunamos
kiekvieno nezinomojo pirmajj laipsnj padauginus i§ konstantos ir tokiy sandaugy sumg prilyginus konstantai.
Tiesiné lygtis su nezinomaisiais x ir y turi pavidala ax + by = c.

1



3 pavyzdys. I$spreskime tiesing diofanting lygt] 16x + 7y = 1. Gana lengva atspéti jos atskirajj sprendinj:
tikrindami galimas 16x reikSmes +16, +32, +48, ..., pastebékime, kad skaicius 48 = 16 -3 nuo 7 - 7 = 49
skiriasi per 1. Pagal lygyb¢ —16 - 3 + 7 - 7 = 1 gauname lygties sprendinj (xq,V,) = (—3,7). Kad rastume
visus sprendinius, taip pertvarkykime duotaja lygti:

16x+7y=-16-3+7-7, 16x+16-3=7-7—-7y, 16(x +3) =7(7—y).
Kadangi skaiciai 16 ir 7 yra tarpusavyje pirminiai (jy didziausias bendrasis daliklis lygus 1), tai x + 3 turi
dalytis i§ 7. Pazymékime x +3 =7k. Tada x =7k —3, 16 -7k =7(7 - y), 16k =7 -y,
y = —16k + 7. Cia k yra bet koks sveikasis skaicius.
Ats.: (x,y) = (7k—3,-16k+7),k € Z.

4 pavyzdys. ISspreskime tiesing diofanting lygti 156975x + 51317y = ¢, kai ¢ = 13 ir kai ¢ = 14.
Atskirojo sprendinio lengvai atspéti Cia grei€iausiai nepavyks. Kad jj rastume, pazymékime a = 156975,
b = 51317. Pradékime nuo Siy dviejy skaiciy ir toliau vis keiskime juos tokiu veiksmu: vienas skaiius
dalijamas i§ kito su liekana ir yra pakei¢iamas gautaja dalybos liekana. Veiksmas kartojamas, kol gaunama
liekana 0. Pirmuoju tokiu veiksmu didesnj skai¢iy a dalijame i§ mazesnio skai¢iaus b: dalmuo lygus 3, todél
liekana lygi a — 3b = 3024. Dabar turime skaicius b ir a — 3b. Antruoju veiksmu dalijame b i§ a — 3b:
dalmuo lygus 16, todél liekana lygi b — 16(a — 3b) = 49b — 16a = 2933. Toliau dalijame:
*a—3bi§49b — 16a: dalmuo 1, liek. (a — 3b) — (49b — 16a) = 17a — 52b = 91,

*49b — 16ai§ 17a — 52b: dalmuo 32, liek. (49b — 16a) —32(17a — 52b) = 1713b — 560a = 21;
*17a — 52b i§ 1713b — 560a: dalmuo 4, liek. (17a — 52b) — 4(1713b — 560a) = 2257a — 6904b = 7,
* pagaliau, dalydami 21 i§ 7, gauname liekang 0.

Analogiska kaip Siame pavyzdyje veiksmy seka galima atlikti, turint bet kokius pradinius sveikuosius
skaicius a ir b (jei jie biity neigiami, vietoj jy imtume jy modulius). Yra jrodyta: kad ir kokie bty a ir b, taip
gauta paskutiné nenuliné liekana yra ne kas kita, bet skai¢iy a ir b didziausias bendrasis daliklis DBD(a, b).
Toks jo radimo budas vadinamas Euklido algoritmu. Tiesinés diofantinés lygties ax + by = c kairioji pusé
visada dalijasi i§ DBD(a, b), todél tokia lygtis neturi sprendiniy, kai ¢ i§ DBD(a, b) nesidalija.

Misy atveju DBD(a, b) = 7, tad duotoji lygtis 156975x + 51317y = 13 sprendiniy neturi. Tuo tarpu
atveju ¢ = 14 atskiraji sprendinj gauname, lygybe 2257a — 6904b = 7 padauging i§ 2:

4514a + (—13808)b = 14, (x9,¥0) = (4514,—-13808).
Turint atskirajj sprendinj, visus sprendinius toliau galima rasti panasiai kaip 3 pavyzdyje. Tik ¢ia lygtj biitina
padalyti i§ DBD(a, b) = 7: taip vietoj a ir b gausime skaicius % = 22425 ir g = 7331, kurie yra tarpusavyje
pirminiai (3 pavyzdyje buvo svarbu, kad DBD(7,16) = 1). Taigi
156975x + 51317y = 14 = 156975 - 4514 + 51317 - (—13808) |: 7,
22425x + 7331y = 224254514 + 7331 - (—13808),
22425(x —4514) = 7331(—y — 13808), x —4514 =7331k, tada —y — 13808 = 22425k.

Ats.: @, kai c = 13; (x,y) = (7331k + 4514, —22425k — 13808), kur k € Z, kai ¢ = 14.

Toliau nagrinésime diofantines lygtis su nezinomaisiais x ir y, kuriose be nariy, randamy tiesinése lygtyse,
dar gali biiti antrojo laipsnio nariai x2, y? ir xy, padauginti i§ konstanty, taigi nagrinésime lygtis, kurioms
galima suteikti pavidala

ax?+bxy +cy?+dx+ey+f=0.
Jeiciaa = b = ¢ = 0, tai lygtis tiesiné. PrieSingu atveju tokia diofantiné lygtis vadinama kvadratine.

5 pavyzdys. Lengva isspresti diofanting lygtj xy = 20. Cia x turi biiti sveikasis skai¢ius, i§ kurio dalijasi
skai¢ius 20. Taigi x = +1, +2, +4, +5, +10, £20 ir atitinkamai y = +20, +10, 15, +4, +2, +1. Taigi
lygtis turi 12 sprendiniy — tiek, kiek skai¢ius 20 turi (sveikyjy) dalikliy.

Diofantiné lygtis xy = 720 turi daugiau sprendiniy. Jy nevardysime, bet iSsiaiSkinkime, kiek jy yra.
Kadangi skai¢iaus 720 skaidinys pirminiais daugikliais yra 2% - 32 - 5, tai visus jo teigiamus daliklius gausime,
reiskinyje 2% - 3P - 5¢ laisvai pasirinkdami tokias reikmes: a =0, 1, 2, 3 arba 4; b =0, 1 arba 2;c =0
arba 1. Skaiciy a galime pasirinkti 5 biidais, skaiciy b — trimis budais, skai¢iy ¢ — dviem biidais. Tad gauname
5-3 .2 = 30 teigiamy dalikliy — ir dar tiek pat neigiamy. Vadinasi, skai¢ius 720 turi i§ viso 60 dalikliy, o
lygtis xy = 720 turi 60 sprendiniy.

6 pavyzdys. I$spreskime diofanting lygtj 3xy — y = 20. Uzrasykime jg pavidalu y(3x — 1) = 20. Taigi
skaiciai y ir 3x — 1 yra skaiGiaus 20 dalikliai (plg. su 5 pavyzdzio lygtimi xy = 20). Siuo atveju sprendiniy
yra maziau nei 12, nes ne visi dalikliai tinka kaip 3x — 1 reikSmeés. Prie tinkamos daliklio reiksmés pridéjus
skaiciy 1, turi iSeiti skai¢ius 3x, dalus i§ 3. Todél tinka tik 3x — 1 = —1, 2, —4, 5, —10 ir 20. Kiekvienu i§ 6
atvejyrandame x = 3x —14+1): 3iry=20: (3x —1).

Ats.: (x,y) = (0,—20), (1,10), (—1,-5), (2,4), (-3,-2), (7,1).
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7 pavyzdys. ISspreskime diofanting lygti 5xy — 2x + 3y — 10 = 0. Jg vélgi pertvarkykime, kad matytysi
konkretus skaicius, kurio daliklius pakaks perrinkti. Pirmiausiai iSkelkime pries skliaustus x:
x(5y —2)+3y—10=0.
Vienur lygtyje turime 5y — 2, o kitur 3y. Kad ir ¢ia gautume 5y — 2, padauginkime lygtj i$ 5:
5x(5y—2)+3:-5y—-50=0, 5x(5y —2)+3(y—2)+2-3-50=0,
(5x +3)(5y — 2) = 44 =22 - 11, S5x+3=+1,42, +4, +11, +22, +44.

Tinka tik 5x + 3 = —2 ir —22. Atitinkamai 5y — 2 = —22 ir —2. Liko iSreiksti x ir y.

Ats.: (x,y) = (—1,—4), (-5,0).

8 pavyzdys. Nustatykime, kiek sprendiniy turi diofantiné¢ lygtis xy —7x + 8y — 2081 =0 (jy
neiSvardydami). Pertvarkykime lygtj taip:

x(y—7)+8y—2081=0,x(y—7)+8(y—7)+8-7—-2081=0,
(x+8)(y—7)=2025=25-81=5%-3%
Pazymékime X = x + 8, Y = y — 7. Diofantiné lygtis XY = 2025 turi tiek sprendiniy, kiek skaicius 2025
turi dalikliy. Kiekviena sprendinj (X,Y) atitinka lygiai vienas pradinés lygties sprendinys (x,y) =
= (X —8,Y + 7). Taigi liko suskai¢iuoti skai¢iaus 2025 daliklius. Tai visi jmanomi skai¢iai +5% - 32, kur
a=0,1larba2,0b=0,1,2,3arba4. Turime 3 - 5 tokius teigiamus daliklius, 0 i§ viso 2 - 3 - 5 = 30 dalikliy
bei atitinkamai 30 sprendiniy.

Ats.: 30 sprendiniy.

9 pavyzdys. [$spreskime diofanting lygtj 3x2 + 5xy — 7x + y + 7 = 0. Sioje kvadratingje lygtyje néra
nario ... y2. Sugrupuokime narius, kuriuose yra y, o likusius narius perkelkime j kitg lygybés puse:

y(5x+1)=-3x2+7x—7.
Taigi ¢ia i§ esmés turime rasti tas sveikgsias x reikSmes, kurioms —3x? + 7x — 7 dalijasi i§ 5x + 1.
Pazymékime a = 5x + 1. Tam, kad reigkinj —3x2 + 7x — 7 galétume patogiai, be trupmeny isreiksti per a, ji
padauginkime i§ 52:
25ay = 25y(5x +1) = —-3-5%2.x2+7-52.x —52.7=-3-(5x)? +35-5x — 175 =
=-3(a-1)?+35(a—-1)—-175=—-3a%?+6a —3 +35a —35—175 = —3a? + 41a — 213.
Kadangi —3a? + 41a — 213 turi dalytis i§ a = 5x + 1, tai turi dalytis ir skai¢ius 213 = 3 - 71 (skaic¢ius 71
pirminis). Taigi 5x + 1 = +1, 43, £71, +£213. Tinka tik 5x + 1 = 1ir 5x + 1 = 71. Tada atitinkamai x = 0
—3x2+7x-7
5x+1

Ats.: (x,y) = (0,-7), (14,-7).

10 pavyzdys. I$spreskime diofantines lygtis a) x2 + 5y2 = 129; b) x2 + 5y2 = 131291309.

a) Lygtis tampa lengva pastebéjus, kad visada x2 + 5y2 > 5y? ir todél pakanka patikrinti tik tas y reik§mes,
kurioms 129 > 5y2. Gali tikti tik y = 0, +1, £2, £3, +4, 45, o jei |y| = 6, tai 5y? > 129. Lygtyje jrase
y?2=0,1,4,9, 16, 25, sveikaja x reikime gauname, kai y? = 16 ir 25. Atitinkamai x? = 72 ir 22. Visais
jmanomais biidais pasirinkdami x ir y Zenklus, gauname astuonis sprendinius.

Ats.: (x,y) = (7,14), (—7,14), (2,15), (-2, £5).

b) Jei a) dalies lygtyje skaiCiy 129 pakeisime skai¢iumi 123, tai lygtis sprendiniy neturés. Tai ir vél galima
patikrinti, atliekant reik§miy perranka. Turint skaic¢iy 13129139, tokia perranka uztrukty ilgiau. Taciau ¢ia be
jokios perrankos galima jrodyti, kad atitinkama lygtis sprendiniy neturi. Tam pakanka pastebéti, kad sveikojo
skaiCiaus kvadratas visada dalijasi i§ 4 su lickana 0 arba 1. IS tiesy, jei sveikasis skaiCius a lyginis, tai
skai¢ius a? dalijasi i$ 4, o jei nelyginis, tai i§ 4 dalijasi a? — 1 = (a — 1)(a + 1), nes lyginiai yra abu skaiciai
a— 1ira+ 1. Taigi x2 + y? dalybos i$ 4 liekana galibiiti 0 + 0 = 0,0+ 1 = 1 arba 1 + 1 = 2. Ji sutampa
su x? + 5y? = x%2 + y2 + 4y? dalybos i§ 4 liekana, bet negali biiti lygi skai¢iaus 13129139 dalybos i§ 4
liekanai 3. Todél diofantiné lygtis x? + 5y2 = 13129139 sprendiniy neturi.

Ats.: 0.

11 pavyzdys. I$spreskime diofantines lygtis a) x? — 25y% = 119; b) x2 — 25y% = 1191122,

a) Duotosios lygties analogiskai kaip x% + 5y% = 129 neisspresime, bet vietoj to galime pasinaudoti
kvadraty skirtumo formule:

(x=5y)(x+5y) =119 =7-17, taigi x — 5y = +1, £7, +£17, £119 (aStuoni atvejai).
Jei, pavyzdziui, x — 5y = —7, tai x + 5y = —17 ir turime dviejy lyg€iy sistemg su dviem nezinomaisiais. Ja
i§sprende, gauname x = —12, y = —1. Likusius septynis atvejus galima iSnagrinéti analogiskai. Keturiais i§
ju gaunamas sprendinys néra sveikasis (skai¢iy x + 5y ir x — 5y skirtumas 10y iSeina nedalus i§ 10). Tad
duotoji lygtis turi keturis sprendinius.

Ats.: (x,y) = (—12,£1), (12,%1).

irx=14,0y = lygu —7 abiem atvejais.



b) Kitaip nei a) dalyje, ¢ia skaiciaus 1191122 dalikliy neieSkosime ir neperrinkinésime. Galima jrodyti,
kad lygtis sprendiniy neturi, pasinaudojus dalumo i§ 4 savybémis (plg. su 10 pavyzdzio b) dalimi). Skaicius
1191122 turi biti lygus skai¢iy x — 5y ir x + 5y sandaugai. Siy dviejy skai¢iy suma 2x yra lyginis skaicius,
todél jie abu yra lyginiai arba abu yra nelyginiai. Pirmuoju atveju jy sandauga 1191122 turéty dalytis i$ 4, bet
nesidalija, antruoju atveju — turéty nesidalyti i§ 2, bet dalijasi. Gautoji priestara parodo, kad lygybé x2 —
—25y? = 1191122 negalioja jokiems sveikiesiems x ir y.

Ats.: @.

12 pavyzdys. Jrodykime, kad diofantiné lygtis x? — 3y? = 29 neturi sprendiniy. Cia anks¢iau naudotas
dalumas i$ 4 nepadés. Priestarg gausime, naudodami dalumag i§ kito skai¢iaus. Skai¢ius x? turi dalytis i§ 3 su
ta pacia liekana kaip 29, taigi su lickana 2. Jei x dalijasi i§ 3 su liekana r, tai pazymékime x = 3k +r
(skaiCius k sveikasis). Tada skaic¢iaus x* = 9k? + 6kr + r? dalybos i3 3 lickana tokia pati kaip skai¢iaus r2.
Tagiau ¢ia 7 = 0, 1 arba 2, ir jokiu atveju r? dalybos i§ 3 liekana néra lygi 2. Atkreipsime démesj, kad
analogiskai priestarg buvo galima gauti ir 11 pavyzdzio b) dalyje, nagrinéjant dalybos i§ 5 liekanas.

Nagrinékime bet kokig diofantine lygtj x2 — dy? = N, kur d > 0 ir N yra duoti skai¢iai, o skai¢ius d néra
sveikojo skaiciaus kvadratas (jei buty, tai lygtj biity galima spresti kaip 11 pavyzdzio a) dalyje). Yra jrodyta,
kad jei tokia lygtis turi bent vieng sprendinj (x,y) = (xo, Vo), tai turi jy be galo daug. Be to, kiek norima
dideliy natiraliyjy tokios lygties sprendiniy galima gauti taip:

1) nagrinéjama lygtis x2 — dy? = 1 ir randamas jos natiiralusis sprendinys (x,y) = (a, b); tokia lygtis turi
akivaizdy sprendinj (1, 0), bet jis néra natralusis; visgi yra jrodyta, kad reikiamas nattiralusis sprendinys
visada egzistuoja, o bandyti jj atspéti galima, i§ eilés perrenkant galimybes y = 1, 2, 3, ..;

2) turint x> — dy? = N natiiralyjj sprendinj (xo,,), nagrinéjami reiskiniai (x, + yovd) - (a + b\/a)n,
kain =1, 2, 3, ...; pasirinkus konkrecig n reikSme ir tokj reiskinj atskliautus bei suprastinus, gaunama israiska
X, + yoVd; tada (x,,, ¥,) yra x> — dy? = N sprendinys; didinant n, gaunami kiek norima dideli x,, ir y,,.

Cia 2) dalj pagrindzia toks pastebéjimas: nurodytu bidu gavus x,, + y,Vd = (xo + yox/a) . (a + b\/a)n,
teisinga yra ir analogiSka lygybé su pakeistais zenklais (xo - yox/a) . (a - b\/a)n =x, — y,Vd, o
sudauging abi lygybes, gauname

x2 —dy? = (x¢ —dyd) (a>—db>)"=N-1"=N.
Dalyje 1) naudojama pagalbiné lygtis x? — dy? = 1 (skaiGius d natiiralusis, bet néra sveikojo skai¢iaus
kvadratas) vadinama Pelio lygtimi. Yra jrodyta, kad jos visi natiiralieji sprendiniai gaunami kaip poros
(%, V), kur x, + y\/d = (a + b\/ﬁ)n, kain =1, 2, 3, ..., 0 (a, b) yra §ios lygties nattralusis sprendinys su
maziausiu galimuy = b.

13 pavyzdys. Raskime diofantinés lygties x? — 3y? = 73 sprendinj (x,y), kuriam x > 50. Tikrindami
y =1, 2, ..., pirmiausiai pastebékime, kad §i lygtis apskritai turi sprendiniy: kai y = 3, galima imti x = 10.
Taigi (xg,yo) = (10,3). Savo ruoztu lygtis x? — 3y? = 1 turi lengvai atspé&jamg natiiralyjj sprendinj (2, 1).
Tada be galo daug lygties x?% — 3y2 = 73 sprendiniy gauname, imdami skai¢ius (10 + 3\/§) . (2 + \/§)n

x; +y1V3 = (10 +3v3) - (2 +v3) = 29 + 16V3,
X, +y,V3 =(29+16V3) - (2++3) =106+ 61V3 irt. t.

Kaskart daugindami i§ 2 + v/3, gauname vis didesnius sprendinius (29, 16), (106,61), (395,228), ....

Ats.: pavyzdziui, (x,y) = (106, 61) arba (x,y) = (395,228).

14 pavyzdys. Jau matéme, kad kartais verta pertvarkyti turimg diofantine lygtj, iSskiriant pilnajj kvadrata.
Tuo pasinaudodami, i§spreskime lygtis

a) 6x2 + 10xy + 5y + 14x — 80 = 0; b)yx2—y2—x+7y—8=0.

a) Lygtyje galima jzvelgti pilngjj kvadrata 5y2 + 10xy + 5x? = 5(x + y)2. Pertvarkytoje lygtyje

i§skirkime dar vieng pilnajj kvadrata:
0=5(x+y)?+x2+14x—-80=5(x+y)?+x?>+2-7x + 72 —-7%-80,
(x+7)2+5(x+y)?=129.

Pazyméje X = x + 7, Y = x + y, gauname lygtj X? + 5Y2 = 129. J3 jau esame idsprende (zr. 10 pavyzdj).
Tinka (X,Y) = (7,14), (—7,14), (2,15), (—2,£5). Atitinkamai gauname pradinés lygties 8 sprendinius
(x,v) pagal formulesx =X —7iry =Y —x.

Ats.: (x,y) = (0,14), (—14,18), (—14,10), (-5,10), (=5,0), (—9,14), (-9,4).

b) Koeficientai prie x ir y nelyginiai, tad iSskirdami pilnuosius kvadratus (atskirai pagal x ir y) ir imdami
narius —x ir 7y kaip dvigubas sandaugas, neiSvengtume trupmeny. Jy iSvengsime, padauging lygtj i§ 4:
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(2x)? —4x — (2y)®> + 28y — 32 =0,
(2x)2=2-2x-1+12—-12-(2y)*+2-2y-7—-7>+72-32=0,

Rx—1)%2—-1-Qy—-7)?%?+449-32=0, (x—-1)?—-Q2y-7)*=-16,

(2x -2y +6)(2x + 2y — 8) = —16, x—y+3)(x+y—4)=—-4.
Taigi x —y + 3 = +1, +2, +4. Atitinkamai x + y — 4 = ¥4, ¥2, ¥1. Pavyzdziui, jei x —y + 3 =1, tai
turime x + y — 4 = —4, o sudéje Sias dvi lygybes, randame 2x — 1 = —3 ir x = —1, y = 1. Analogiskai
randame dar penkis sprendinius. Du i§ jy néra sveikieji (kai x —y + 3 = £2), tad i§ viso turime keturis
sveikuosius sprendinius.

Ats.: (x,y) = (-1,1),(2,6), (2,1), (—1,6).

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1-7 uZdaviniai. ISspreskite diofantines lygtis:

1. ayx2—-7y—17=0; 5. 2x2—7xy+x—-2y—-3=0;
2 _ 9y 7y =0:
b)x* = 2x =7y = 1107 = 0; 6. a)x%+9y? = 77777779;
2. a)15x + 11y =1; b)15x + 21y = 1; b) 4x? + 6xy + 3y — 2x — 48 = 0;
3. 225563x + 53313y = 39; 7. a)x* —y?+3x—5y+24=0;
b) x2 — 5y? = 3.

4. 3xy+x—-2y—29=0;
Uzuomina. UZzdaviniuose su a) ir b) dalimis viena i§ dviejy lyg¢iy neturi sprendiniy.
8. Nustatykite diofantinés lygties xy — 4x + 11y — 2024 = 0 sprendiniy skaiciy.
9. Pasinaudodami Pelio lygtimi, raskite diofantinés lygties x2 — 7y? = 2 sprendinj, kuriam x > 800.

10. Tarkime, kad (x,y) = (4, B) yra diofantinés lygties x> — 5y% — 12x + 35 = 0 natiiralusis sprendinys.
Nustatykite keturias maziausias galimas skai¢iaus A reik§mes. Uzuomina. Cia galima pertvarkyti duotaja
lygti ir pasiremti zinomais faktais apie Pelio lygti.

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2024 m. vasario 9 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematinio S$vietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto  svetainés  adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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