DVIDESIMT ANTROJI PRIESKALEDINE RASEINIU KRASTO OLIMPIADA
PROFESORIAUS JONO KUBILIAUS TAUREI LAIMETI

Raseiniai, 2023 m. gruodzio 1 d.

Sprendimai

Komandiné olimpiada

1. Tegul tie 15 iS eilés einanciy nattiraliyjy skaiciy, 1§ kuriy pats maziausias skaicius ya nelyginis, yra
2n-7,2n-6, 2n-5, ..., 2n-1, 2n, 2n+ 1, ..., 2n +5, 2n + 6, 2n + 7.
Tada pagal salyga visy lyginiy tos virtinés skai¢iy suma yra lygi a arba, kitais zodziais tariant,
2n-6)+ 2n-4)+ 2n-2)+2n+ 2n+2)+ 2n+ 4)+ 2n + 6) = 14n = a.
Tod¢l pats maziausias i§ visy tos pradinés virtinés skaiciy, t. y. skaiCius 2n - 7, yra lygus %— 7, nes

jeigu 14n = a, tai 2n = g Todeél teisingas atsakymas yra D.

Atsakymas. (D) % -7.

2. Kiekvienas vaikas gali sudéti nors po vieng zodj. Jeigu turi tris MA korteles, tai sudés vienintelj zodj
MAMA. Jeigu dvi MA ir viena TE — tai ne tik Zodji MAMA, bet ir Zodj MATE. Jeigu jis iStrauké vieng
MA ir dvi TE, tai Zodzio MAMA sudéti jau nebegalés, taciau sudés MATE ir TETE. Jeigu jis turi visas
tris TE korteles, tai galés sudéti tik zodj TETE. Kiekvienas vaikas gali sudéti lygiai vieng i§ Zodziy MAMA
ir TETE, todél i8 viso yra 15 + 20 = 35 vaikai, turintys korteles. Tarp ty vaiky yra 25 vaikai, galintys
sudéti zodj MATE, taigi turintys dvi skirtingas korteles, bei 35 - 25 = 10 vaiky, Zodzio MATE sudaryti
negalintys, taigi turintys po tris vienodas korteles.

Atsakymas. (B) 10.

3. Jei pirmasis sekos narys lygus a; = 34 = a, o antrasis lygus a, = b, tai kiti sekos nariai is eilés lygis:

a;=a+b, a, =a+2b, as = 2a + 3b, as = 3a + 5b,
a; = 5a + 8b, ag = 8a + 13b, aq = 13a + 21b, a9 = 21a + 34b.

Kadangi a;p =0=21-34+34b =34-(21+b),tai21+b =0 ir a, =b =-21.
Todel visy desimties skaiCiy suma yra lygi
34 +(—21)+ 134+ (-8)+ 54+ (-3)+ 2+ (-1) +1 + 0=13+5+2+1+1 =22
Todél mes renkamés atsakyma C.
Atsakymas. (C) 22.

4. Kadangi 1000 dalijasi i§ 8, tai nesunku jzitiréti tokj dalumo i§ 8 pozymj: nattiralusis skai¢ius n dalijasi
1$ 8 tada ir tiktai tada, kai 1§ 8 dalijasi skaiCius, kurj sudaro paskutinieji trys skaic¢iaus n skaitmenys (likusi
skaiCiaus dalis dalijasi i§ 1000). Todé¢l, ieskant 8-Zenklio skai¢iaus, kuris biity skai¢iaus 8 kartotinis su
didZiausia skaitmeny suma, pirmuosius penkis skaitmenis tenka imti didziausius jmanomus — devynetus.



Paskutinieji trys skaitmenys gali biiti 888. Todel biiti tinkamiausiu 8-Zenkliu skai¢iumi pretenduoja
99 999 888, kurio skaitmeny suma yra 95+ 8 -3 =45 + 24 = 69.

Didesng skaitmeny suma galétume gauti, tik taip parinkdami 8-Zenklio skaiCiaus paskutinius tris
skaitmenis, kad jy suma biity ne mazesné uz 25. Tada joks iS ty trijy skaitmeny negali biiti mazesnis uz 7
(nes 6 + 9 + 9 < 25). Turint skaitmen] 7, tekty imti likusius du skaitmenis devynetus — netinka, nes taip
gauname vien nelyginius skaicius, taigi nedalius i§ 8. Lieka atvejis, kai kiekvienas i$ trijy skaitmeny yra
8 arba 9. Taciau vienintelis toks trizenklis skaiCiaus 8 kartotinis yra 888. Vadinasi, negausime didesnés
8-Zenklio skaiciaus skaitmeny sumos nei 69.

Atsakymas. (A) 69.

5. Jeigu pats maziausias galimas atstumas tarp atzymy biity 0 centimetry, sutapus x-ajai mélynai atzymai
ir y-ajai raudonai atzymai, tai galioty lygybé 36x = 25y. Remiantis uzdavinio salyga, x > 0 ir y > 0.
Kadangi DBD(36;25) =1, tai x turi dalytis i§ 25. Taigi maziausias natiralusis turimos lygties
sprendinys bty (x; y) = (25; 36). Taciau tada juostos ilgis yra bent 36x > 36 - 25 = 900 centimetry, o
tai yra daugiau negu 8 metrai.

Toliau méginsime nustatyti, ar atstumas tarp skirtingos spalvos atzymy galéty biiti lygus 1 cm. Meistras,
kuris zymi mélynu pieStuku, padarys pirmg mélyng atzyma ties 36 centimetrais, toliau ties 72
centimetrais, dar toliau ties 108 centimetrais, toliau seks 144, 180, 216, 252, 288, 324, 360 ir t. t.
centimetry. Mélynoji atzyma, padaryta ties 324 centimetrais, bus per centimetrg nuo 325 centimetry,
kurie tikrai sulauks raudonojo meistro, Zymincio kas 25 centimetrus, nes 325 akivaizdziai dalijasi 1§ 25.
Vadinasi, maZziausias atstumas tarp skirtaspalviy atzymy bus 1 cm, ir todél mes renkamés atsakyma B.
Atsakymas. (B) 1 cm.

6. Kadangi trys penkiakampio kampai yra statiis, o visy penkiy kampy suma yra lygi trijy trikampiy (j
kuriuos galima padalyti penkiakampj) kampy sumai 180° -3 = 540°, tai likusiems dviem, kol kas
neminétiems kampams B ir D kartu lieka 1§ viso 270 laipsniy. Tie kampai B ir D yra dviejy lygiaSoniy
trikampiy ABC ir CDE kampai prie§ pagrinda. Likusiems keturiems ty lygiaSoniy trikampiy kampams prie
ju pagrindy AC ir CE lieka 2 - 180° — 270° = 90°. Tie keturi kampai sudaro dvi lygiy kampy poras:
2ACB = £CAB ir LECD = £CED. Todél dviem kampams prie virstnés C, arba kampams ACB ir ECD,
kartu tenka pusé stataus kampo didumo, t. y. 45°. ISmete tuos du kampus i$ stataus kampo C, gausime
2ACE = 90° — 45° = 45°. Todé¢l teisingas atsakymas E: kitas atsakymas nei pirmieji keturi.
Atsakymas. (E) Kitas atsakymas.

7. Kadangi penkiazenklis skaiCius negali prasidéti 0, tai yra 9 - 10 = 90 galimybiy parinkti pirmuosius
du jo skaitmenis. Kadangi paskutinieji du jo skaitmenys atkartoja ,,su apgrezimu* pirmuosius du, tai
apverstuke jy visy suma, iSskyrus vidurinj, trecigjj to skaiciaus skaitmenj, bus lyginis skaic¢ius. Vadinasi,
penkiazenklio apverstuko (palindromo) skaitmeny sumos lyginumas priklauso nuo to treciojo skaitmens
lyginumo: suma bus nelyginé, kai tre€iasis skaitmuo bus nelyginis. Parinke¢ pirmus du skai¢iaus skaitmenis
(90 bidy), o tada nelyginj trecigji skaitmenj (5 biidai), gausime lygiai vieng penkiazenkli apverstuka.
Todél penkiazenkliy apverstuky su nelygine skaitmeny suma yra 90 - 5 = 450. Renkamés atsakyma A.
Atsakymas. (A) 450.



8. Tarkime, kad Martynas turi jrasyti j vieng kurig eilut¢ arba i vieng kurj stulpelj

3 513
keturis nattiraliuosius skai¢ius a, b, ¢ ir d (tokia tvarka, kokia jie €ia yra iSvardinti). [ 4
Pagal salyga a+ b+ c =b+c+d, o8 ¢ia iSplaukia, kad a = d. Kitais ZodZiais [ [ 2 2
tariant, du skaiciai, esantys vienos eilutés arba vieno stulpelio skirtinguose galuose, | 3 5|3

turi biiti lygiis. Remiantis Sia pastaba, Martynas turi uzpildyti krastinius lentelés
langelius, kaip parodyta paveikslélyje desinéje. Atskiru atveju randame (pasizitir¢je, sakysime, | pirmus
tris pirmojo stulpelio skaicius), kad bet kuriy trijy i$ eilés einanciy skaiciy eilutéje arba stulpelyje suma

3 5 3 | yralygi 3+ 4+ 2 = 9. Jei ieSkomas skaicius, turintis biti vietoj ,,?*, lygus x, tai
4 x - 3| 4 | skaiCius treCiosios eilutés treciajame langelyje lygus 9 — 2 — x =7 — x. Skaicius,
2 | x | 7- x| 2 | esantis antrosios eilutés treCiajame langelyje yra lygus 9 —5— (7 —x) =x — 3
3 5 3 | (zr.pav. kairéje). Kadangi visi lentelés skaiciai ¢ia tegali buti nattralieji, tai turime

7—x=11irx—32>=1. I8 ¢ia iSplaukia, kad 4 < x < 6, arba, kitais zodziais tariant, x = 4, 5 arba 6.
Pasirinkus $ias reikSmes, lentele galima baigti pildyti taip:

3115/ 3 311|5]|3 3]1|5]3
41411 4 413|124 412 |34
214 1(3|2 2| 5(2)|2 216 |1]2
3|1]1]|5]3 3]1|5]3 3|/1|5]|3

Tai parodo, kad visos Sios x reikSmés yra galimos.
Atsakymas. (D) Visos galimos x reikSmés yra 4, 5 ir 6, o jy suma lygi 15.

9. ParasSykime kartu su Pilypu keleta pirmyjy skaiciy: 2, 1, 3, 6,4, 2, 4, 8, 6, 3, 5, 10, 8, ... . Paryskinti
skaicCiai (imamas kas ketvirtas skaicius) vis did¢ja, pridedant 2. Taip bus ir toliau, remiantis désningumu:

X X
xﬁ5ﬁ5+2ax+4ax+z

Taigi skaiCius 2+ 2-110 = 222 gaunamas po 4 -110 = 440 veiksmy (kaip x + 2): skaiCius 2
padidinamas 2 vienetais 110 karty, kaskart atliekant po keturis veiksmus. Taip pat gauname skaiciy 220
(kaip x + 2) po 4 - 109 veiksmy, o 222 (kaip x + 4) po 4 - 109 — 1 = 435 veiksmy. Gauname 444 po

4 - 221 veiksmy, o 222 (kaip g ) po 4-221+ 1 = 885 veiksmy. Pagaliau gauname 440 po 4 - 219
veiksmy, o 222 (kaip §+ 2 )po 4-219 + 2 = 878 veiksmy. Taigi visi keturi atsakymai (A)-(D) yra
galimos n reikSmés. (O kity néra, nes x reikSméms visg laika didéjant, didéja ir g, g +2, x+4, x+2
reikSmeés, skaiciui 222 pasirodant tik po vieng kartg atitinkamai tarp g, g +2, x +4 ir x + 2 reikSmiy.)

Renkamés atsakyma E.
Atsakymas. (E) Visi Sie keturi skaiciai yra galimos n reikSmés.

10. Pazymékime y =1 —x. Tadax =1 —yir 2 — x = y + 1. Sura$¢ visa tai j lygt], gausime
A=A +y)?=1+2y%
Pasinaudoj¢ paprastomis formulémis, turésime
A-»?*A+y)?=0A-y>)?=1-2y*+y*=1+2y%
Parasius dar papraséiau, biity y* = 4y2. 1§ ¢ia y?(y —2)(y +2) = Oirtaday = 0,y = 2 arbay = —2,
Grjztant prie x, buty x = 1, x = —1 arba x = 3. Tai duotosios lygties sprendiniai, jy suma lygi 3.
Atsakymas. (C) 3.



Individualioji olimpiada

1. Tegu Aloyzo uZzrasyti skai¢iai yra a, b, ¢, d. Kadangi kiekvienas skaiCius kaip démuo ,,dalyvauja“ lygiai
trijose 1§ SeSiy sumy, tai sudéje visas Sesias papores sumas turime gauti skaiciy

3-(a+b+c+4d).
Sis skai¢ius, kadangi pagal salyga visi skaiiai a, b, c ir d yra sveikieji skai¢iai, dalijasi i§ 3. Tadiau Sesiy
sumy suma 17 + 18 + 20 + 21 + 23 + 26 = 125 i§ 3 nesidalija. Vadinasi, Aloyzas, skai¢iuodamas tas
sumas, bus tikrai kazkur apsirikes.

2. Jeigu ieskomasis skaiCius dalijasi 1§ 225, tai jis dalijasi ir i§ 25. Tada du paskutiniai jo skaitmenys yra
00, 25,50 arba 75. Pastarieji trys atvejai pagal saglyga yra negalimi. Vadinasi, ieSkomasis skaicius baigiasi
maziausiai dviem nuliais. Toliau, jeigu ieSkomasis skai€ius dalijasi i§ 225 = 9 - 25, tai jis dalijasi be
liekanos ir i§ 9. Kadangi jo iSraiSkoje néra né vieno i§ skaitmeny 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9, tai daluma i$ 9 turi
uztikrinti skaitmenys 0, 1, 2. IeSkomojo skaiciaus skaitmeny suma turi dalytis i§ 9, o paskutiniai du
skaitmenys turi biiti 00. To pakanka, kad skaiCius dalytysi i§ 225 = 9 - 25. Kad jis biity pats maziausias,
tai visy pirma reikia, kad jame buty kuo maziau skaitmeny. Skaitmeny negali btiti maziau nei 7. Kitaip
skaitmeny suma didesné uz 0, bet ne didesné uz 2+ 2+ 2+ 2+ 0+ 0 < 9 (nesidalija i§ 9). Esant 7
skaitmenims, be dviejy nuliy skaiciaus gale turime imti keturis dvejetus ir vieng vienetg (tik taip gaunama
skaitmeny suma 9). Maziausias toks skaicius yra 1 222 200 — jis tenkina uzdavinio salyga.

Atsakymas. 1 222 200.

3. Zr. komandinés olimpiados 8-o0jo uzdavinio sprendima.
4. 7r. komandinés olimpiados 5-0jo uzdavinio sprendima.

5. SuZymékime jsivaizduojamyjy 10 atkarpy ilgius a; < a, < az < a4 < -+ < aq. Jei kurios nors trys
atkarpos, kuriy ilgiai yra a, b ir ¢ (skaiCius ¢ didziausias), nesudaro trikampio, tai ¢ = a + b. Taciau
skaiCius a + b yra lyginis, o ¢ —nelyginis. Todélc >a+b ir c>a+ b + 1.

Dabar tarkime, kad jokios trys i§ Martyno jsivaizduojamyjy atkarpy nesudaro trikampio. Tada

a321+a1+a22 1+1+1:3, a421+a2+a321+1+3:5
ir toliau analogiskai
as=>1+3+5=09, ag=>1+5+9 =15, a; =21+9+15 =25,

ag =1+ 15+ 25 =41, ag=>1+25+41= 67, a;p=1+41+67 =109 > 100.
Taciau a;o < 100. Gavome priestarg, taigi miisy prielaida yra klaidinga. Vadinasi, visada yra tokios trys
atkarpos, 1§ kuriy galima sudaryti trikampj.



