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Teoringe medZiaga parengé bei aStuntaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Sios temos turinj lengva nuspéti i§ paties pavadinimo. Tuo labiau, kad logaritmai gana i§samiai
nagrinéjami kiekvienoje gimnazijoje.

Taigi kalbésime apie lygciy ir nelygybiy, vienaip ar kitaip susijusiy su logaritmais, sprendima.
Apsiribosime teorinémis ziniomis, kuriy galima rasti kiekviename matematikos vadovélyje (aisku,
logaritmams skirtuose skyriuose) ir neaiskinsime, kaip jrodomos logaritmy savybés. Démesio centre
bus korektiskas logaritmo savybiy taikymas.

Kad biity paprasciau, prisiminkime ir ¢ia pat uzsirasykime, jog teigiamo skaiciaus b logaritmas
pagrindu a (a >0, a#1) yra laipsnio rodiklis (realusis skaicius, Zymimas simboliu log, b ), kuriuo
pakélus a, gaunamas skaicius b.

Taigi visada

a'%b =p jeitik a>0,b>0,a%1. (1)

Logaritmas log;, b vadinamas deSimtainiu logaritmu ir Zymimas lg b.

Taip pat uzsiraSykime kelias logaritmo savybes, iSplaukiancas i$ jo apibrézimo:

log,(b-c)=log,b+log,c, jei a>0,b>0,c>0,a#1; 2)
loga(éjzlogab—logac, jeia>0,b6>0,c>0,a#1; 3)
¢

log,(b™)=mlog, b, jei a>0,b>0,¢>0,a#1,meR; 4
1 ..

log, b=128cb i 050.50,c50,a%1cx1: (5)
log,.a

log, b= ,jeia>0,b>0,a#1,b+#1. (6)
log, a

Aisku, kad (6) lygybé gaunama is (5), kai ¢ =b.

1 pavyzdys. ISspreskime lygti

log, x(x+9)+log, 2 0. )
X

Sprendimas. Lygties apibrézimo sriiai rasti pakanka iSspresti nelygybe x(x+9)>0, nes

x+9  x(x+9)
X x2
Kadangi

. Gautume aibe¢ (—o0; —9) U (0; + ).

log, x(x +9)+log, 2 = log, (x(x+9)~x—+9j =log,(x+9)%,
X X

kai x € (—o0; —=9) U (0; + ), tai lygtis log, x(x+9)+log, X+ =0 yra ekvivalenti lygciai
X

log, (x+9)* =0, (8)
bet tik aibéje (—o0; —9) U (0; 4+ 0). Pastaroji pastaba yra esminé, nes (8) lygtis apibrézta platesnéje
aibéje (—oo; —9) U (-9; +00) ir Sioje aibéje turi du sprendinius (x =—-10 ir x=-8):

log,(x+9)* =0=(x+9)? =1=x+9=41=x=-9+1= x=—10arba x = -8.
Kadangi x =—8 nepriklauso (7) lygties apibrézimo sri€iai, tai x =—10 yra vienintelis (7) lygties

sprendinys.
Ats.: —10.



Atkreipkime démesj ] tai, kad sprendZiant (8) lygtj nesunku prarasti sprendinj x=-10,
pavyzdziui, Siais veiksmais:
log,(x+9)* =0=2log,(x+9)=0=x+9=1=x=-8.
Beje, tokj pat rezultata gautume ir pasirinke tokia (7) lygties keitimo kitomis lygtimis schema:

log, x(x+9)+log, 9 0= (log, x+log, (x+9))+(log, (x+9)—log, x) =0 =
x

= 2log,(x+9)=0=10og,(x+9)=0=>x+9=1=x=-8.
Ir vienu, ir kitu atveju visai tikétina klaidinga iSvada — (7) lygtis sprendiniy neturi.
Dabar pasvarstykime, kodél galéjome be jokio vargo suklupti spresdami i§ paziiiros visai
paprasta (7) logaritming lygti

log, x(x+9) +log, 2 = 0,
X

Esminiai momentai yra Sie:

1) lygybé log, (x + 9)? =2 log,(x+9) galioja tik intervale (—9; +);

2) lygybés

log, x(x+9) =log, x +log,(x+9) ir log, x+9 =log,(x+9)—log, x
X
galioja tik intervale (0; + ).

Tuo tarpu (7) lygties sprendiniy paieskos aibé yra (—oo; —9) U (0; + o). Taigi neapdairiai taikant
logaritmo savybes galima prarasti dalj pradinés lygties sprendiniy.

Mazesné béda, jei keiciant vieng lygtj kita lygtimi prapleciama sprendiniy paieskos aibé. Tada
pakakty patikrinti gautus atsakymus ir atmesti netinkamus.

2 pavyzdys. ISspreskime logaritming lygtj

2log;(x—2) +log;(x—4)> = 0. )
Sprendimas. Pagal logaritmo apibrézima, turi galioti saglygos x—2>0 ir x—4 =0, tode¢l (9)
lygties apibrézimo aibé yra (2;4) U (4; + o).
Kadangi nelygybé (x —4)2 >0 yra ekvivalenti nelygybei |x - 4| >0, tai
logy(x—4)* =2log; [x—4|.
Vadinasi, (9) lygtis yra ekvivalenti lygciai
2log;(x—2)+2logz|x—4|=0.
Toliau: 2(logs(x—2)+logs |x—4)=0=>log; ((x—2)-[x—4]) = 0= (x—2)-[x—4|=1.
Pastaroji lygtis intervale (2; 4) yra ekvivalenti lygciai (x—2)(4—x)=1, o intervale (4;+xo) —
lyg€iai (x—2)(x—4)=1.
Tesdami (9) lygties sprendima, abu atvejus iSnagrinékime atskirai:
x € (2;4), xe(2;4), xe(2;4),
1) =9, = 5
(x=2)4-x)=1  |x*=6x+9=0 |(x=3)"=0
x € (4;+m), x € (4; +00), x € (4 +m),
2) =9, =
(x=2)x=4)=1 " |x*—6x+7=0 [x=3£2

Vadinasi, (9) lygtis turi du sprendinius — realiuosius skai¢ius 3 ir 3 ++/2.

= x=3;

:>x=3+\/§.

Ats.: 33 3++/2.
3 pavyzdys. ISspreskime lygti

log, 16 +log,, 64 =4. (10)
Sprendimas. Sios logaritminés lygties apibrézimo aibe nusako nelygybés x>0, 2x>0 bei

salygos x #1 ir 2x #1. I§ ¢ia gauname, kad x (0; %)u(%, lju(l; +00).

2



Sprendziamg lygtj pertvarkykime taikydami logaritmo pagrindo pakeitimo formulg (5):

1) log, 1608216 __4 .
log, x  log, x
log, 64 6 6

log, 2x - log, 2+log, x B 1+log, x

2) log,, 64 =

PaZzymeéje ¢ =log, x, gausime, kad

4 6
log 16+log, 64=—+—o,
Ex g2x t o1+t
todel (10) lygtis tampa lygtimi
4.0 4 (11)
t 1+t

AiSku, kad ##0 ir 1+7#0, nes x#1 ir x # % Padaugineg (11) lygtj i§ #(1+¢), gausime:

3479416 3+5
4 4

A1+0)+6t=4t(1+1) =202 ~3t-2=0=>1= :t=2arbat=—%.

Jeit=2, tai log, x=2=>x=4.

=

Jeit——l tai lo x——lzx——
2’ &2 2 2

Taigi (10) lygtis turi du sprendinius — realiuosius skai¢ius 4 ir

NG

Ats.: 4; —.
2

ol

Paprasciausios logaritminés nelygybés yra log, x <c ir log,x>c¢; ¢ia a>0, a#1, ceR.
Gerai suvokus jy sprendimg bei korektiSkai taikant logaritmo savybes galima be didesnio vargo
i§spresti daug jvairaus sudétingumo logaritminiy nelygybiy.

Prisiminkime, kad logaritminé funkcija y =log, x, x>0, yradidéjancioji funkcija, jeigu a > 1;
ji yra mazéjancioji funkcija, jeign 0 <a <1.

Kadangi ¢=1log,(a“), ceR, tai logaritminé nelygybé log,x <c¢ yra ekvivalenti nelygybei
log, x <log,(a“), o §i nelygybé yra ekvivalenti nelygybei 0<x<a®, jei a>1; ji yra ekvivalenti

nelygybei x>a€, jei O<a<l.

Vadinasi,
* logaritminés nelygybés log, x < ¢ sprendiniy aibé yra:

1) intervalas (0; a“), jei a>1;
2) intervalas (a“; +), jei 0<a <1,

* logaritminés nelygybés log, x > ¢ sprendiniy aibé yra:
1) intervalas (a“;+o0), jei a >1;

2) intervalas (0;a“), jei 0<a<1.
4 pavyzdys. I$spreskime logaritming nelygybe

4
log, —— >1log, (2 —x). 12
g2 13 g ) (12)
Sprendimas. Sios nelygybés apibrézimo aibg sudaro nelygybiy % >0 ir 2—x >0 sistemos
X+

sprendiniy aibé. Sioje aibéje (12) logaritminé nelygybé yra ekvivalenti nelygybei

>2—x.
x+3



Vadinasi, (12) nelygybés sprendiniy aibé sutampa su nelygybiy sistemos
4
——>2-x,
x+3 (13)
2-x>0
sprendiniy aibe.
Spresdami (13) sistemg, gauname:

2 _
>2-x, Co4xs0, |XEx=2 o0 (@D,
x+3 =4x+3 = x+3 = x+3 =
2—-x>0 x<2 x<?2 x<2
—3<x<—2arbax>l,
= -3<x<-2arbal<x<?2.
x<2

Matome, kad (12) logaritminés nelygybés sprendiniy aibé yra intervaly (-3;-2) ir (1;2)
sgjunga.

Ats.: (-3;-2)U(1; 2).

5 pavyzdys. I$spreskime logaritming nelygybe

2x* —4x-6
logyc ==~ — <1, 14
805411 (14)
Sprendimas. Pagal logaritmo apibrézima, (14) nelygybé yra apibrézta nelygybés
2 — —
2xT—4x-6 (15)
4x-11

sprendiniy aibéje.
Aisku, kad
~1=-logy50,5=1logy5(0,5)" =logys2,
todél (14) nelygybé ekvivalenti nelygybei
2x —4x—6
4x—-11
O pastaroji nelygybé (esant (15) salygai) yra ekvivalenti nelygybei
2 —_— —_—
2x"—4x—6 (16)
4x—-11

Matome, kad (14) logaritminés nelygybés sprendiniy aibé sutampa su (16) nelygybés sprendiniy aibe.
Spresdami ja, gauname:
2x2 —4x—6 N x?—2x-3 50— x*—6x+8 S0 =2)(x-4)
4x—-11 4x-11 4x-11 4x—-11
= x€[2;2,75)U[4; +x).
Ats.: [2;2,75)U[4; + ).

6 pavyzdys. ISspreskime logaritming nelygybe

log s <log 5 2.

>0=

4
3log, 3-1
Sprendimas. Aisku, kad (17) nelygybé yra apibrézta aibéje (0;1) U (1; + o).

3log,3-1< (17)

PaZzymeékime ¢ =3log, 31 iriS pradZiy i§spreskime nelygybe

<2

t
Gausime:

zsi:t—i@:—_ <0=>¢r<2arbal<r<2.

t t t
Matome, kad (17) nelygybés sprendiniy aibé yra nelygybiy

2_ —
-4 o (t+2)t(t 2)

4



3log,3-1<-2 ir 0<3log, 3-1<2
sprendiniy aibiy sgjunga.
Spresdami Sias nelygybes, gausime:

1) 3logx3—1S—2:>1ogx27s—1:>10gx27Slogxl:>
x

O<x<l, x>1, O<x<l, x>1,
1 arba 1= 1 arba 1] =>—<x<]
— 27 <= x>— X< —
X X 27

2) 0<3log, 3-1<2=1<log, 27<3=log, x<log, 27 <log (x’)=

0<x<l, x>1, x>1,
= 3arba ;= x<27, =>3<x<27.
x>272x x<27<x 3
x> =27

Vadinasi, (17) lygties sprendiniy aibé yra intervaly [21—7, 1) ir [3; 27) sajunga.
Ats.: {L, 1]&)[3; 27).
27

ASTUNTOJI UZDUOTIS
1. I8spreskite lygti logs(2+log;(3+x)) =0.

2. Isspreskite lygtj 1g (5—x)— % lg(35-x°)=0.

3. Tespreskite lygti log 5 (4" -6) —log 5 2" -2)=2.
4. Tsspreskite lygti log;(3* —8)=2—-x.

5. I8spreskite lygt] log,.,.4 (x2 —1)=log, 4(5—x).

6. ISspreskite lygtj log, (x2 +x— 6)2 =4,

2
lg7-1g(8—x )>O.
lg (x+3)

7. I8spreskite nelygybe

2
8. ISspreskite nelygybe 2logg(x—2)—logg(x—3) > 3
9. ISspreskite nelygybe 2log, (2x2 +3) <log, (x2 +6).
y . > 3
10. ISspreskite nelygybe log, (x - Ej >4,

Uzduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2024 m. kovo 2 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematinio $vietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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