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Teorine medZiaga parengé ir trefiaja uzduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Sakoma, kad atkarpa AB yra orientuotoji atkarpa (arba kryptiné atkarpa), jei yra nurodyta, kuris
i§ tasky A ir B yra orientuotosios atkarpos pradzios taskas, tuomet kitas atkarpos galas yra jos
pabaigos taskas. Orientuotosios atkarpos yra vadinamos vektoriais. Tekste vektoriai Zymimi arba

viena raide su rodykle d, arba dviem didziosiomis raidémis su rodykle AB, pirmoje vietoje rasant
vektoriaus pradzios taska. Vektoriai AB ir CD yra vadinami a) vienakrypciais (Zzymima AB 11 C—D)),
jei spinduliai 4B ir CD yra vienodos krypties (la pav.), b) priespriesiais (zymima AB 1l @)), jei
spinduliai AB ir CD yra priesingy krypciy (1b pav.), ¢) kolineariaisiais (Zymima AB || ﬁ), jei tieseés
AB ir CD lygiagrecios. Kolinearieji vektoriai yra arba vienakrypciai, arba priespriesiai. Vektoriaus
d = AB ilgiu (arba moduliu) vadinamas atkarpos AB ilgis; vektoriaus @ modulis Zymimas |d| =
|E| Vektoriai AB ir CD yra vadinami /ygiais, jei jy moduliai lygts, o kryptys sutampa, Zymima
AB = CD. I sio apibrézimo iSplaukia, kad, jei vektoriai AB ir CD néra vienoje ties¢je, tai vektoriai
AB ir CD yra lygis tada ir tik tada, kai keturkampis ABDC yra lygiagretainis.
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Nuliniu vektoriumi 0 vadinamas toks vektorius, kurio pradzios ir galo taskai sutampa. Nulinis
vektorius yra kolinearusis su bet kuriuo vektoriumi. Nulinio vektoriaus modulis lygus nuliui.
Vektoriai, kuriy moduliai lygis, o kryptys prieSingos, yra vadinami priesingaisiais vektoriais.
Vektoriui @ priesingasis vektorius Zymimas —d. Akivaizdu, kad —AB = BA (2 pav.), 0 —(—d) = d.
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Sakykime, kad d = AB - duotasis vektorius, O — bet kuris plok§tumos taskas. Nubrézkime
spindulj OM, vienkryptj su spinduliu 4B ir jame raskime vienintelj taskg C, kad atkarpos 4B ir OC

biity vienodo ilgio (3 pav.). Tuomet vektoriai AB ir OC yra lygilis. Sakoma, kad vektorius d yra
atidedamas nuo tasko O. Akivaizdu, bet kuris vektorius vieninteliu biidu yra atidedamas nuo bet kurio

tasko. Jeid ir b — kolinearieji vektoriai, tai atidéti nuo vieno tasko, jie yra vienoje tieséje (4 pav.).
Jei du vektoriai d ir b atidéti nuo vieno tasko O (0A = d, OB = b), tai kampas AOB yra vadinamas



kampu tarp vektoriy d ir b; sis kampas yra intervale [0°, 180°]. Jei d 11 b, tai kampas tarp vektoriy
dirb lygus0° ojeid T b — tai kampas tarp jy lygus 180°.
_}

—_—

@llb, OA=4d, OB =b.
4 pav.
Sakykime, kad @ ir b — du vektoriai. Parinkime taskg A ir atidékime nuo jo vektoriy d = A—B), 0
nuo tasko B - vektoriy b = BC (5 pav.). Tuomet vektorius & = AC yra vektoriy @ ir b suma: ¢ =
a-+ E, arba AC = AB + BC (vektoriy sudéties trikampio taisyklé).
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Jei vektoriai d@ ir b nekolinearieji, tai atidéje nuo tasko A vektorius d = AB ir b= ZZ'),
nubréziame lygiagretainj ABDC (6 pav.). Tuomet AD = AB + AC (vektoriy sudéties lygiagretainio
taisykle).

Vektoriy sudétis pasizymi Siomis savybémis:

l.d+b=b+ad,

2. (@+b)+é=d+(b+0),

3.440=ad,

4.4+ (—d) =0.

Vektoriy d ir b skirtumu vadinamas toks vektorius X, kad X + b = d, zymime X = d — b.

Akivaizdu, kad @ — b = d + (—b) (7 pav.). Jeid = OA, b = OB, taid — b = OA — OB = BA.
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Skaiciaus / ir vektoriaus d sandauga vadinamas vektorius l_;, nustatomas Siomis sglygomis:
1) b1 ad,jeil>0,b1d,jeil <O0;
2) |b| = 1ll-1dl (8 pav.).
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8 pav.

Skaiciaus 0 ir vektoriaus d sandauga yra nulinis vektorius. Skaiiaus / ir vektoriaus d sandauga
Yymima b = [ - d (arba b = 1d).

Vektoriaus daugyba i§ skaiCiaus pasizymi tokiomis savybémis:

1) 1-a=ad, —1-d = —a,

2) (lk)y-a=1-(k-a),

3 l+k)-d=1-d+k-ad,

4y 1-(@+b)=1l-d+1b

Nenuliniai vektoriai @ ir b yra kolinearieji tada ir tik tada, kai yra toks skaicius /, kad b=1-d

JelaTTb tall—lall, OJelale tail = — I ||

1 pavyzdys. Sakykime, kad atkarpoje AB yrataskas Cir AC : CB = «a : 3, ¢iaa ir § — du duotieji

skaiciai. Tuomet bet kuriam taskui O yra teisinga lygybé 0oC = BO;;ZOB

Sprendimas. Sakykime, kad AC : CB =a : f (9 pav.). Tuomet AC = %EE Jei O — bet kuris
plokstumos taskas, tai AC=0C—-04, CB=0B-0C,t y. 0C — 04 = %(ﬁ - o_c’). IS cia

gauname, kad (a + B)OC = aOB + BOA , ka ir reikéjo jrodyti.
Atskiru atveju, kai taskas C yra atkarpos AB vidurio taskas, tai AC : CB =1 : 1, ir jrodytoji
0A+0B

formulé yra tokia: 0oC =

1 teorema. Sakykime, kad d ir b - du plokstumos nekolinearieji vektoriai. Tuomet bet kuris
plokstumos vektorius ¢ vienareikSmiskai isreiSkiamas vektoriais @ ir b t. y. egzistuoja skaiciai / ir m,
kad biity teisinga lygybé & = Id + mb.
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Irodymas. Atidékime duotuosius vektorius nuo pasirinkto plokstumos tasko O: 0A=4d, OB =
b, OC=7¢ (10 pav.). Kadangi vektoriai d ir b yra nekolinearieji, tai taskai O, 4, B néra vienoje ties¢je.
Jei taskas C yra tieséje OA (arba tieséje OB), tai vektoriai ¢ir @ (arba € ir b ) yra kolinearieji, todél
yra toks skaicius | , kad ¢ =1d =1d + 0-b (arba yra toks skaidius m, kad ¢=mb =0-d +
ml_))). Jei taskas C néra nei ties¢je OA, nei ties¢je OB, tai per taskg C nubréziame tieses p || OA ir
q || OB. Sakykime, kad tiesés p ir OB kertasi taske Bq, o tiesés ¢ ir OA4 — taSke A,. Kadangi vektoriai
O—AI ir 04 kolinearieji, tai egzistuoja skaicius /, kadO—A_{ =1-0A=1-d. AnalogiSkai vektoriai O—B_{
ir OB kolinearieji, tai egzistuoja skaicius m, kad 55?{ =m-0B=m-b. Kadangi keturkampis
0A,CB, yra lygiagretainis, tai OC = 04, + OB, todél & =1d +mb. Jei ' # I,ir m' # m — kiti
skaiiai, su kuriais teisinga lygybé ¢ = l'd + m'E, tai atéme¢ vieng lygybe i$ kitos, gauname, kad
(-1)d+(m-m)b=0ty d="1

l' =1, m' = m, ir teorema jrodyta.

:Zu B, taigi d || b. Gavome priestarg teoremos sglygai, taigi



Taikant Sig teorema uzdaviniy sprendimui, paprastai pasirenkami kurie nors du nekolinearieji
vektoriai ir jais iSreiSkiami uzdavinio sgalygoje minimi vektoriai, arba kuris nors vienas vektorius
iSreiskiamas dviem biidais. Pailiustruosime tai pavyzdziais.

2 pavyzdys. Trikampio ABC krastingje AB yra taskas D, o karstingje BC — taskai E ir F tokie,
kad AD : DB =3:2, BE: EC=1:3, BF : FC =4 : 1. Rasime, kokiu santykiu ties¢ AF dalija
atkarpa DF.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés AE ir DF susikerta taSke G (11 pav.). Kadangi taskas E dalija

3AB+AC

atkarpg BC santykiu BE : EC = 1 : 3, tai pagal 1 pavyzdzio lygybe AE = . Be to akivaizdu,
kad AD = %A—B), DB = %Zﬁ, BF = %EZ') Vektoriai AE ir AG yra kolinerieji, tai yra toks skaicius

3AB+AC

x, kad AG = xAE = x - = ZxZﬁ + %xﬁ (*) Kita vertus AG = AD + DG. Kadangi
vektoriai DG ir DF yra kolinearieji, tai yra toks skaiCius y, kad DG = yﬁ = y(ﬁ + ﬁ) =
y (248 +2Bc) =y(3A_B’+3(R’—E)) = —2yAB +yAC. Tada 4C = 4D + DG = 245 -
—yAB + - yAC (— - —y) AB + - yAC (**). Kaip iSplaukia i§ 1 teoremos gautosios vektoriaus AG

iSraiskos (*) ir (**) nekolineariaisiais Vekt0r1a1s AB ir AC turi sutapti, todél turii biiti teisingos

lygybés Zx =§—§y, ixz%y. IS Cia x = y, 2 Ey—i——y, y—— Taigi DG : GF =3 :
11.
Atsakymas: 3 : 11.
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3 pavyzdys. Taskas G yra trikampio ABC pusiaukrastiniy sankirtos taskas. Per virStng C

nubrézta tiesé [ kerta tieses AG ir BG atitinkamai taskuose M ir N (12 pav.). Jei AG = km, BG =
IGN, tai k + 1 = 1. Jrodysime tai.

Sprendimas. Jei CD — trikampio pusiaukrasting, tai pagal trikampio pusiaukrastiniy savybes

CG=2C0=2LF AP Tyomer TM = CG +GM = CG +24G = CG + 1 (CC — TA) =
(1+3)C6—-CA=(1+ )-@——CA (3-2)CA+(5+5)CB, CN =CG+GN =
C_G)+%B_G>:C_G>+%(C_G>—CB):(1+7)CG—7CB:(1+1)-#——CB G+5)cA+

1

(; - 31) CE. Kadangi vektoriai CM ir CN yra kolinearieji, tai yra toks skaicius x, kad CM = xm, t.

y. G - —) CA + ( %)W =x (( ) CA + (— - —) CB) Kadangi vektoriai CA ir CB yra



. ... RN v ey . . .1 2 X X 1 1 X 2X 1y .- 2
nekolinearieji, tai i$ Sios iSraiSkos iSplaukia lygybés = — —==+4+=—, -+ —==——I§¢lal — ==
I, p yey 3 3k 3 + 31" 3 + 3k 3 3l k

X+ %, 1+ % =x-— sz Pirmaja lygybe padauginame i 2 ir sudedame su antraja: 3 — % =3x, x =

1 1 1 2 k+1 k-1 1-2
1-, 1+E—(1‘E)(1_T)' L= 2 (k+DI=kl-2k—1+2, 2k+21=2, kg
ir reikéjo jrodyti.
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Skaicius, lygus vektoriy d ir b moduliy sandaugai, padaugintai i§ kampo tarp jy kosinuso,
vadinamas vektoriy @ ir b skaliarine sandauga. Jei d ir b - duotieji vektoriai, kampas tarp jy lygus
@, taijy skaliariné sandauga d - b= ldl - |B | - cos @. IS skaliarinés sandaugos apibrézimo iSplaukia,
kad nenuliniai vektoriai @ ir b statmeni tada ir tik tada, kai jy skaliariné sandauga lygi nuliui.

Skaliariné sandauga pasizymi Siomis savybémis:

1. a-b=>b-a;
2. d (b+é&=d-b+ad-é
3. (-@)-b=1-(a-b);

4. d-d=a>=1dl*=20, @-d=0tkkaid=0.
Pagal skaliarinés daugybos apibrézimg ir ketvirtagja savybe kampas ¢ tarp vektoriy d ir b
ab
p]

apskaiciuojamas pagal formulg cos ¢ = , 0 vektoriaus @ modulis — pagal formule |d| = Va2.

|a

4 pavyzdys. Vektoriy d ir b moduliai atitinkamai lygils 3 ir 4, kampas tarp jy 60°. Trikampis
ABC yra toks, kad AB = G — 2b, AC = 2d. Rasime trikampio pusiaukampinés AD ilgj.
Sprendimas. Taikome trikampio pusiaukampinés savybe: trikampio kampo A pusiaukampiné

kerta trikampio krasting BC taske D ir yra teisinga lygybé % = % (13 pav.). Kadangi AB =d - 25,

tai trikampio krastinés AB ilgis AB = [ﬁ] =VAB? = [(@-2b)? = Va2 — 4G - b + 4b2, [rase
— —,2 - -

i sg iSraitkq G2 =[d1?=32=9, b2 =|b| =42=16, d-b=1dl-|b|-cos60° =3-4->=

6, gauname, kad AB = 7. Kadangiﬁz: = 2d, krastinés AC ilgis lygus AC = |ZE| =|2al=2-lal =

6. Taigi BD : DC = AB : AC =7 : 6, todél pagal 1 pavyzdzio lygybe AD = 6Ai:ZAC, tuomet AD =

|4D| =\/E2=%\/(6ﬁ+7ﬁ?)2=1—13\/(6(a—2b_)’+7-2a)2 == /(20&—125)2=
» /(5&—35)2=%\/25a2—30a-5+952=%\/25-9—30-6+9-16=%W=%«/ﬁ

Atsakymas: % V21.
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Sakykime, kad plokStumoje yra duota staciakampé Dekarto koordinaciy sistema Oxy, jos asiy
Ox ir Oy vienetiniai vektoriai paprastai zymimi OF, =1, OE, = J (14 pav.). Kadangi vektoriai 7 ir
7 yra nekolinearieji, tai bet kuris plok$tumos vektorius @ jais iSreiskiamas (1 teorema): @ = IT + mJ.
Skaiciai [ ir m yra vadinami vektoriaus d koordinatémis koordinaciy sistemoje Oxy. Jei vektorius

d = 04 atidedamas nuo koordinac¢iy pradzios tasko, tai skaiciai [ ir m yra taSko A koordinatés
koordinaéiy sistemoje Oxy (14 pav.). Jei koordinaéiy sistemoje tasky A ir B koordinatés A(xq,y1),

B(x3,y,), tai i lygybés AB = OB — 04 gauname formule vektoriaus koordinatéms rasti, kai

inomos jo galy koordinatés AB = (x, — x1)T + (V2 — y1)J.

Kadangi vektoriai 7ir j yra statmeni, tai jy skaliariné sandauga lygi nuliui. Jei d@ = [;T+ m,]J,
b=1Li+ m,J, tai i$ skaliarinés daugybos savybiy lengvai gauname, kad d - b =101, +mm,. I &a

isplaukia, kad |d| =+/1? + m?, o kampo tarp vektoriy kosinusas randamas pagal formulg

lllZ +mim,
/l%+m% /l%+m%

5 pavyzdys. | kvadratg jbréztas apskritimas. Irodysime, kad bet kurio Sio apskritimo tasko
atstumy iki kvadrato virStiniy kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taskams.

cos 2(d,b) =

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra kvadrato ABCD jstrizainiy sankirtos taSkas, taskas M
yra kuris nors j kvadrata jbrézto apskritimo taskas (15 pav.). Turime: AB = MB — W, BC = MC —
MB, CD = MD — MC, DA = MA — MD. Sias lygybes skaliariskai keliame kvadratu ir sudedame.
Zymédami kvadrato krating AB = BC = CD = DA = a, gauname, kad 4a? = 2(MA? + MB? +
MC? + MD?) — 2(MA - MB + MB - MC + MC - MD + MD - MA). 13 &a MA? + MB? + MC? +
MD? = 2a* + (MB(MA + MC) + MD(MC + MA) = 2a* + (MA + MC)(MB + MD). Kadangi
MA = MO + 04, MB = MO + OB, MC = MO + OC, MD = MO + 0D, o 0A+0C = 0B +
0D =0, tai (MA+ MC)(MB + MD) = 4MO0? = 4R?% ¢iaR = %—i kvadratg jbrézto apskritimo

Be M C

15 pav.



spindulys. Tuomet MA% + MB? + MC? + MD? = 2a? + 4(%)2 =3a® 1§ ¢&ia seka, kad

nagrinéjamoji kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taskams M.

Kaip zinome, lygiagretainio ABCD plotas lygus gretimy krastiniy sandaugai, padaugintai i$
kampo tarp jy sinuso: Sypcp = AB-AD -sinZA = |E| : |E| -sinzA. Kadangi <A €

(0°,180°), tai sin 24 > 0, todél sin zA = /1= (cos 2zA)2 = [1— (%)2 =

Jﬁz-ﬁz_(ﬁ-ﬁ)z
|4B||4D|

. IraS¢ Sig sinuso reikSme, gauname tokig lygiagretainio ABCD ploto formulg

Sigcp = \/TBZ -AD? — (AB - AD)?. Kadangi trikampio ABC plotas lygus pusei lygiagretainio

ABDC ploto, tai Spapc = 5 \/ﬁz . AC? — (AB - AC)2.

Sakykime, kad keturkampio ABCD istrizainés AC ir BD susikerta taske M, ojy sudaromas
kampas ZAMB =¢ (16 pav.). Tuomet 2CMD = @, LBMC = £AMD = 180° — ¢, taigi
sin ZAMB = sin ZBMC = sin £CMD = sin ZDMA = sin ¢. Kadangi keturkampio ABCD plotas
lygus trikampiy AMB,BMC,CMD ir DMA ploty sumai, tai Sygcp = Saams + Sasmc + Sacmp +

Sapma =3MA - MB sin ZAMB +~MB - MC sin ZBMC + > MC - MD sin 2CMD + > MD -
MA sin zDMA = %sinq) - (MA-MB + MB - MC + MC - MD + MD - MA) =§(MB(MA + MC) +
MD(MC + MA))sin ¢ = > (MA + MC)(MB + MD)sing =~AC-BD -sing. Taigi jrodéme,

kad keturkampio plotas lygus jo jstrizainiy sandaugos pusei, padaugintai i§ kampo tarp jstrizainiy

sinuso. I$ ¢ia gauname tokig keturkampio ploto formule Sypcp = % \/ AC?-BD? — (ZZ') - BD)2.

16 pav.

6 pavyzdys. Taskai A(—2,—3), B(7,7), C(—3,1) ir D(3,0) yra keturkampio vir§inés. Rasime
jo plota.

Sprendimas. Visy pirma nustatysime, kuri i§ atkarpy AD ar AC yra keturkampio jstrizainé. Ta
galima padaryti, atidedant duotuosius taskus koordinaciy plokStumoje, bet galima patikrinti ir
skaiCiuojant. Pastebékime (17 pav.), kad teisingas toks teiginys: jei atkarpa AC yra keturkampio
ABCD jstrizaing, tai iSraiSkoje AC = xAB + yﬁ, kurios teisingumas iSplaukia i§ 1 teoremos,
skaiGiai x ir y yra teigiamieji skaiGiai. Kadangi AB = (7-(=2))i+ (7—(=3))] =97+ 10},
AC=(-3-(=2))i+(1—(=3))j=—1+4], 0 AD = (3 - (=2))i+ (0 — (=3))j =57 +3] ,
tai —1+ 4] = x(97+ 10)) + y(57{ + 3)). Kadangi vektoriai 7 ir J yra nekolinearieji, tai Sioje
9x + 5y = -1

iSraiskoje koeficientai prie iy vektoriy turi sutapti. IS ¢ia seka, kad {1 Ox +3y = 4

" Sios sistemos

7



sprendinys x = 1, y = —2, todél AC = AB — 24D. Kadangi Sioje iSraiSkoje vienas i$ koeficienty
yra neigiamas, tai atkarpa AC néra jstrizainé. Ji yra keturkampio krastiné, o kadangi i$ gautos lygybés
iSplaukia, kad AB = AC + ZE, tai atkarpa AB yra keturkampio jstrizainé (18 pav.). Tuomet

keturkampio plotas S = %JZE)Z - CD? — (AB - CD)?2. Kadangi CD = 67 — J, tai AB? = 9% 4+ 102 =

181,CD2 = 6%+ (—1)2 =37, AB-CD =9-6 + 10+ (—1) = 44, tai ieSkomasis plotas S =
~V181-37 — 447 = 24761 ==

Ds C
D A C
vAD
A — B’
xAB D o

17 pav. 18 pav.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. TaSkas M yra trikampio ABC krastinés 4B vidurio taskas, O — trikampio pusiaukrastiniy
sankirtos taskas. Vektorius AM, A0, MO iSreikskite vektoriais AB ir AC .

2. TaSkas M yra lygiagretainio ABCD krastinés AD vidurys, o taSkas N yra krastin¢je CD ir CN :
ND = 1 : 3. Vektorius 4B ir AD isreikskite vektoriais CM ir BN.

3. Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yra taskai K ir L, be to, BK : KC =2 :3, CL: LD =
5: 3. Tiesés DK ir BL kertasi taske M. Raskite kokiu santykiu taSkas M dalija atkarpas DK ir
BL.

4. Taskai P ir Q yra atitinkamai atkarpy AB ir CD vidurio taskai. [rodykite, kad atkarpy AC, BD ir
PQ vidurio taskai yra vienoje ties¢je.

5. Perlygiagretainio ABCD virSiing C nubrézta tiesé d, kertanti tieses AB ir AD atitinkamai taskuose
M ir N taip, kad DC = kAM, BC = IAN. Raskite suma k + L.

6. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 4, AC =5, kampas A lygus 45°. Raskite trikampio
pusiaukrastinés AM ir pusiaukampinés AD ilgius.

7. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai CA = 6, CB = 8. Raskite kampo tarp jo pusiaukampiniy
CM ir BN kosinusa.

8. Taskas O yra apskritimo centras, taskai 4, B ir C yra tokie apskritimo taskai, kad 0C = 04 +

0B. Raskite kampo AOB diduma.

9. Duotos trikampio virSaniy koordinatés A(3,0), B(2,7), C(5,3). Raskite trikampio plotg ir
aukstinés AH ilgj.

10. Taskai (—6,—1),(—4,—4), (-1, 4), (-3, —3) yra keturkampio virsiinés. Raskite jo plota.

Uzduoties sprendimus praSome issiysti iki 2024 m. kovo 20 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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