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IV. TIESINES LYGTYS IR DETERMINANTAI
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Teorine medZziaga parengé bei ketvirtaja uzduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

1. Tiesiné lygtis. Tiesine lygtimi su n (n € N)neZinomyjy vadinama lygtis
@)Xy +ayxy +azx3 +...+a,x, =b,
kurioje ay,a,,as,...,a, ir b yra zinomi dydziai (realieji skaiCiai), 0 X, x,, x3,..., X,, — nezinomi
dydziai (realieji skaiciai).

Skai€iai ay, a,, as, ..., a, vadinami koeficientais, x,, X, X3, ..., X,, — nezinomaisiais, o skai¢ius b
vadinamas laisvuoju nariu.

NeZzinomuyjy reik§miy, tarkim, X, X,, X3, ..., X,, rinkinys (X;; X,; X3;...; X,,) vadinamas tiesinés
lygties sprendiniu, jeigu galioja lygybé

aq ')?1 +a2 )?2 +a3 Yg} +...+an ')_Cn =b.

Jeigu nezinomuyjy skaicius n yra nedidelis, tiesinés lygties nezinomieji ir jy koeficientai paprastai
uzrasomi skirtingomis raidémis. Pavyzdziui, tiesiné lygtis su vienu neZinuoju uzrasoma pavidalu
ax = b, tiesiné lygtis su dviem neZinomaisiais — pavidalu ax+by =¢, 0 su trimis nezinomaisiais —
pavidalu ax+by+cz=d ir pan.

2. Tiesinés lygties sprendiniy aibé. Tiesinés lygties

a)xX; +a,xy +azx3 +...+a,x, =b
sprendiniy (X;; X,; X3; ...; X,,) visuma vadinama sprendiniy aibe. Jai pazyméti kartais vartosime raide
X.
Tuo atveju, kai tiesiné lygtis neturi né vieno sprendinio, pavyzdziui, tiesiné lygtis
0-x4+0-x+0-x3+...40-x, =1,
vartosime fusciosios aibés simbolj @ ir rasysime: X = .
Pati paprasciausia yra tiesiné lygtis su vienu nezinomuoju ax = b.
. e - o . ... b
Jei a # 0, ji turi tik vieng sprendinj — realyjj skaiciy —.
a

Jei a =0, yradu atvejai:

1) b=01r2) b#0.

Pirmu atveju bet kuris realusis skaicius 7 yra tiesinés lygties ax =5 sprendinys (nes 0-7 =0), o antru
atveju tiesiné lygtis ax = b neturi né vieno sprendinio (raSytume X =J).

Glaustai prisiminkime ir gerai paZjstama tiesing lygtj su dviem nezinomaisiais ax +by = c.

C_b'r;r], reR, ojei b#0, tai

Jei a # 0, tai bet kurj sprendinj galima uzrasyti pavidalu (
a

pavidalu (r; c—bawr), reR.

Taip pat gerai Zinome, kad ir vienu, ir kitu atveju gautume, jog tiesinés lygties su dviem
nezinomaisiais sprendiniy aibés X geometrinis vaizdas (grafikas) yra kuri nors plokstumos ties¢.

Stai, pavyzdziui, tiesing lygti 3x+5y =15 uZraS¢ pavidalu 4
y=3-0,6x lengvai jsitikintume, kad kiekvienas jos sprendinys \
(r;3-0,6r), reR, yra tiesés, einancios per taSkus (0; 3) ir
(5; 0), taskas M, kurio koordinatés (r;3—0,6r).

Tiesing lygtj su dviem nezinomaisiais 0-x+0-y =0 tenkina

kieckviena realiyjy skai¢iy # ir » pora (5;r), o lygtis 0

0-x+0-y=c, c#0, srendiniy neturi.



3. Veiksmai su tiesinémis lygtimis. Tiesinés lygties
aix; +a,xy +azx3 +...+a,x, =b (1)
ir skai¢iaus A sandauga yra tiesiné lygtis
(Aay)x; +(hay)xy +(haz)x; +...+(ra,)x, = Ab. 2)
Kad biity trumpiau, (1) lygtj pazymékime simboliu L. Tada (2) lygtj Zymésime simboliu AL. Stai,
pavyzdziui, tiesing lygtj su dviem nezinomaisiais
L: Tx+11y=77
padauging i§ 3 gausime lygtj
3L: 21x+33y=231.
Dviejy tiesiniy lyg€iy su n nezinomyjy
L: aixl + a'zxz + a'3x3 +..t a'nxn =b
ir
L: ai'xl + a;xz + a;x3 +..+ a;xn =b

suma (Zym. L; + L, ) yra tiesiné lygtis su n neZinomyjy

(ai +ai‘)xl +(a'2 + a;)xz + (a'3 + a;)x3 +..+ (a;l + a;)xn b +b.
Pavyzdziui, tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais
2x+3y+z=6 ir 4x—-2y+3z=4
suma yra tiesing lygtis su trimis nezinomaisiais 6x+ y+4z =10.

Tegu L, ir L, yra tiesinés lygtys su n, n € N, neZinomyjy, o A, ir A, —realieji skaiciai. Tada
tiesiniy lygCiy AL, ir A,L, suma AL, +A,L, vadinama lygCiy L, ir L, tiesiniu dariniu, o skaiciai
A ir A, — tiesinio darinio koeficientais.

Sudarykime keliy tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais

Li: 2x—-y+3z=4
ir
Ly: 3x+2y—-4z=1
tiesinius darinius, pavyzdziui, 3L; +2L,, 2L+ L, ir 4L, +3L,:
1) Padauging L; i§ 3 gausime lygtj
3L;: 6x-3y+9z=12,
o L, padauging i§ 2 gausime lygtj
2L,: 6x+4y—-8z=2.
Skai¢iuvodami suma 3L; + 2L, gausime:
(6x—=3y+9z)+(6x+4y—8z)=12+2,
(6+6)x+(-3+4)y+(9-8)z=14,

12x+y+z=14.
Taigi tiesinis darinys 3L, +2L, yra tiesiné lygtis su trimis nezinomaisiais
2x+y+z=14.

2) Panasiai skai¢iuodami gautume, kad tiesinis darinys 2L, +L, yra tiesiné lygtis su trimis
nezinomaisiais 7x+0-y+2z =9, kurig galima suvokti ir kaip tiesing lygtj su dviem neZinomaisiais
Tx+2z=09.

3) Tiesinis darinys 4L, +3L, yra 17x+2y+0-z=19. Sios lygties sprendiniy aibé priklauso tik
nuo x ir y, nes z gali biiti bet kuris realusis skai¢ius. Taigi ir ja galima suvokti kaip tiesing lygtj su
dviem nezinomaisiais 17x+2y=19.

4. Tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendimas eliminuojant neZinomuosius. Trumpam sugrjzkime
prie to, ka jau gerai mokame — iSspreskime, pavyzdziui, tiesiniy lyg¢iy su dviem nezinomaisiais
sistema



3
S5x+3y=15. ®)
IS pradziy pirma lygti padauginkime i§ (-5), antrg lygti padauginkime i§ 2, o tada pirma lygti
pridékime prie antros lygties. Taip gausime nauja lygciy sistema

{2x+7y=14,

2x+7y=14,
4
0-x—29y=-40,
kurios sprendinj visai nesunku rasti:
0-x-29y=-40=29y =—40:>y=%;
201730 41420 5 140_T709720) 63
29 29 29 29 29
o v . 63 40 . : .
Vadinasi, (4) lyg¢iy sistemos sprendinys yra 5; 59 ) Kartu jis yra ir (3) lyg€iy sistemos

sprendinys (galima jsitikinti tiesiogiai patikrinus).

Jei pazymétume (kad ir mintyse) (3) sistemos pirmg lygtj simboliu L;, o antrg — simboliu L,,
tai visai lengvai suprastume, kad (4) sistemos antra lygtis 0-x—29y =—-40 yra lygciy

Ly 2x+7y=14 ir L,: 5x+3y=15

tiesinis darinys (=5)L; +2L,.

Taip pat aiSku, kad (4) sistema yra gauta i§ (3) sistemos, jos antrg lygti L, pakeitus tiesiniu
dariniu (=5)L; +2L,.

Svarbu suprasti ir tai, kad tiesinio darinio koeficientus tikslinga pasirinkti taip, kad gautos lygties
kurio nors nezinomojo koeficientas biity lygus nuliui — taip eliminuojamas tas nezinomasis.

Taikydami nezinomyjy eliminavimo metoda iSspreskime porg tiesiniy lygciy su didesniu nezino-
myjy skai¢iumi sistemy.

1 pavyzdys. ISspreskime tiesiniy lygciy su trimis neZinomaisiais sistema

x+2y-2z=4,

3x—y+6z=4,
)

2x+y—-4z=2,

x+y+2z=4.

Sprendimas. Pasirinkime, pavyzdZiui, ketvirtg lygtj (mintyse pazym. L,) ir pabandykime
eliminuoti nezinomajj y i§ pirmos, antros ir tre¢ios lyg¢iy (taigi i§ L;, L, ir Ly). Tai galima padaryti
kad ir taip:

1) Ketvirtg lygti L,: x; + y+2z =4 padauginus (mintyse ar juodraStyje) i§ —2 ir pridéjus prie
pirmos lygties L;: x+2y—2z =4. Kitaip sakant, pirmg lygtj pakeitus tiesiniu dariniu L; +(=2)L,,
taiga lygtimi —x+0-y—6z =—4.

2) Antralygt] L,: 3x—y+6z =4 pakeitus tiesiniu dariniu L, + L,.

3) Trecig lygti Ly: 2x+ y—4z =2 pakeitus tiesiniu dariniu Ly +(=1)L,.
Taip gausime naujg (bet ekvivalencia!) tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistemag
—x+0-y—6z=-4,
4x+0-y+8z =8,
(6)
x+0-y—6z=-2,
x+y+2z=4.
Praleid¢ nuliui lygius démenis turésime tokia sistema:



-X -6z=-4,

4x +8z=38,
x —6z=-2,
x+y+2z=4.

Dabar pasirinkime pirma lygtj (¢ia jos Zymuo bus vél L;) ir eliminuokime neZinomajj x i§ antros,
treCios ir ketvirtos lygc€iy, pakeisdami jas tiesiniais dariniais:

1) lygti L,: 4x+0-y+8z =8 —tiesiniu dariniu L, +4L;;

2) lygti Ly: x+0-y—6z=-2 —tiesiniu dariniu Ly +L;;

3) lygti L,: x+y+2z=4 —tiesiniu dariniu L, + ;.

Praleide nuliui lygius démenis, gausime dar viena (vél ekvivalencig!) keturiy tiesniy lygciy su
trimis nezinomaisiais sistema

-x —6z=-4,
—16z=-8,
—-12z=-6, ™
y—4z=0.

Si lyggiy sistema turi vienintelj sprendinj — realiyjy skaiéiy trejeta (1; 2; %j
Lengva jsitikinti, kad jis tenkina ir (6), ir (5) lyg€iy sistemg. Vadinasi, (5) lygciy sistema turi
vienintelj sprendinj (1; 2; %)

Ats.: (1; 2; lj
2

2 pavyzdys. ISspreskime tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisiais sistema
2x)+xy +3x3—x4 =6,
X=Xy +2x3+x4 =5, (®)
4x; +2xy —x3=3x4 =7.
Sprendimas. 18 pradziy eliminuokime neZinomajj x; i§ pirmos lygties ir i§ trecios lygties, tuo
tikslu pirma lygtj
Lyt 2x+xy +3x3—x4,=6
pakeisdami tiesiniu dariniu L; +(=2)L,, o trecig lygt]
Ly: 4x)+2x) —x3-3x4 =7
pakeisdami tiesiniu dariniu L; +(—4)L,.
Tiesinis darinys L;+(-2)L, yra tiesin¢ lygtis 0-x; +3x, —x3—-3x4 =—4, o tiesinis darinys
Ly +(—4)L, yra tiesiné lygtis 0-x; +6x, —9x;3 —7x, =—13,todél (8) lygciy sistema ekvivalenti $iai
tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisiais sistemai:
3xy —x3—3x, =4,
X| =Xy +2x3+x4 =5, 9)
6xy —9x3 —T7x4 =—13.
Dabar eliminuokime x, i$ antros ir i§ trecios lygties, pakeisdami lygtj
Ly: xp—=xy+2x3+x4=5
tiesiniu 3L, + L, taigi tiesine lygtimi 3x; +0-x, +5x3 +0-x4 =11, o lygtj
Ly: 0-x+6xy —9x3—Tx, =—13
pakeisdami tiesiniu dariniu L; +(—2)L,, taigi tiesine lygtimi 0-x; +0-x, —7x3 —x4 =-5.

4



Gausime ekvivalencia tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisiais sistemag
3xy —x3=3x, =4,
3x  +5x; =11, (10)
—Tx3— x4 =-3.
Trecig lygti padauginkime i§ —3 ir gauta lygtj pridékime prie pirmos lygties. Kitaip sakant, tiesine
lygti L;: 0-x +3x, —x3 —3x4 =—4 pakeiskime tiesiniu dariniu L; +(-3)L;, t.y. tiesine lygtimi

0-x, +3x, +20x3 +0-x4 =11. Siuo veiksmu neZinomasis x, eliminuojamas i§ (10) sistemos pirmos

lygtlgse;lieka iSspresti $ig tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisiais sistema:
3xy +20x;3 =11
3x +5x3 =11, (11)
—Tx3—x4 =-5.

I§ antros lygties gauname, kad x; = %(l 1-5x3), 18 pirmos lygties gauname, kad x, = %(l 1-20x3), o

i§ ketvirtos lygties — x4 =5—7x3.
Matome, kad jei x; yra bet kuris realusis skaiCius 7, tai realiyjy skaiCiy rinkinys

(%(11—5;*); %(11—201”); r; 5—7rj yra (11) sistemos sprendinys. Dél (8), (9), (10) ir (11) sistemy

ekvivalentumo darome i§vada, kad (8) tiesiniy lyg€iy su keturiais nezinomaisiais sistema turi be galo

daug sprendiniy ir jie yra uzraSomi pavidalu (%(1 1-5r); %(1 1-20r);r;5— 7rj , reR.

Ats.: (%(11—5r);§(11—20r);r;5—7rj, reR.

5. Tiesiniy lyg¢iy su n, n€ N, neZinomyjy kvadratiné sistema. Susitarkime bet kurig tiesiniy
lygciy sistema vadinti kvadratine tiesiniy lygciy sistema, jeigu jos lygciy skaicius sutampa su
nezinomyjy skaiciumi.

Bendrasis kvadratinés tiesiniy lygciy sistemos su 7, n € N, nezinomyjy pavidalas yra

ay X, + ap Xy + ...+ ap,x, =cq,

azlxl +a22x2 +...+aznxn = C2, (12)

ax + a, Xy +...+ aynX, =Cy-
6. Kvadratinés tiesiniy lygciy su dviem neZinomaisiais sistemos sprendinio formulé. Bet
kurig dviejy tiesiniy lyg€iy su dviem nezinomaisiais sistemg galima uzraSyti pavidalu
a1 X+ apXy =6
’ (13)
Ay X +axnXy =03
¢ia ayy, a5, a1, ay, € It ¢, gali biiti bet kurie realieji skaiciai. Beje, simboliai su dvigubais
indeksais skaitomi taip: ,,a vienas vienas — simbolis 4, ,,a du vienas“ — simbolis a,; irt. t.
Ieskodami (13) sistemos sprendinio, taikykime nezinomyjy eliminavimo metoda (Zr. 1 ir 2 pavyz-
dzius). Kad biity maziau papildomy riipesciy sudarant tiesinius darinius, apsiribokime atveju, kai tarp
koeficienty a;;, aj,, a,; ir a,, néra né¢ vieno nuliui lygaus skaiCiaus. Kita vertus, jei tarp (13)

sistemos lygciy koeficienty biity bent vienas lygus nuliui, jos sprendiniy aibe biity galima rasti i$
karto.

IS pradziy eliminuokime neZinomajj x; iS antros lygties, o paskui (esant galimybei) eliminuokime
nezinomajj x, i§ pirmos lygties. Tuo tikslu antrg lygtj pakeiskime tiesiniu dariniu a; L, +(—a,;)L;,
taigi tiesine lygtimi



(@111 = ay1ay)xy +(ay1Gy) = a1pay1) Xy = @11y —C1dy.
Gausime ekvivalencig sistema

apx tapx; =¢
{ ’ (14)
0-x; +(ay1agp —a1pa71)Xy = ay1¢; —C1ay;.
Pazyméjus
d =ayay —apay; It dy = ay ¢, —¢ay),
ji igis pavidalg
ap X tapx; =q
’ (15)
0‘x1 + de :d2

Esant salygai d # 0, galima eliminuoti nezinomajj x, i§ pirmos lygties pakeiciant ja tiesiniu dariniu
dL; +(—ay,)L, — tiesine lygtimi
daj1x; +0-x, =dc) —ayyd,.
Gautume ekvivalencig tiesiniy lygciy sistemag
dajx; +0-x, =dc; —ay,d,,
{ 0-x + dx, =d,.

(16)

Kadangi
dey —aypdy = (ay1ay; — aya51)¢) — app (@116 — C1dy1) = Gy 1d)C) — A1y C) — A12d1 € + Ay - Gy =
= 0110y C) — 120510y = a1 (€18 —a1¢;),
tai (16) sistemos pirma lygtis tampa lygtimi
day1x; +0-xy = a1 (1ay; — a156;).
Padalijus i§ a;, ir pazyméjus
dy = clay —aj¢;,
jiigyjapavidalg d,x; +0-x, =d,.
Taip vietoj (15) gauname ekvivalencig sistema

dxl +0'X2 = dl’
17)
O‘XI +de = d2,
i§ kurios iSplaukia, jog skaiCiy
d; . d,
X =— ir x, =—% 18
1= 2= (18)
dy d, T . .
pora ;; ’ yra vienintelis (13) sistemos sprendinys.
Siose sprendinio komponenéiy x; ir x, formulése
d = ayjay — 4y, (19)
dy = ¢y —apy¢y, (20)
d2 =allcz—cla21. (21)

Tesdami (13) lygciy sistemos sprendimo analize, sugrizkime prie (15) sistemos ir aptarkime
atvejj, kai d =0.
Siuo atveju (15) sistema bus pavidalo
a1 X +apX; =q,

O'X1+O‘xZ :d2

Aisku, kad ji neturés né vieno sprendinio, jei d, # 0. O atveju d, =0 ji turés be galo daug sprendiniy,



kuriy aibé sutaps su tiesinés lygties @, ,x; +a;,x, = ¢, sprendiniy aibe [r; ai(cl —ay, -r)j, reR;
12

¢ia turime mintyje prading prielaida, jog a;; # 0 ir a;, #0.

Apibendrinant atlikta (13) sistemos sprendima, galima padaryti tokias iSvadas:

1) kvadrating tiesiniy lyg¢iy su dviem nezinomaisiais (13) sistema turi vienintelj sprendinj
(ﬁ;&j, jei d #0;

d d

2) (13) sistema turi be galo daug sprendiniy, jei d =0 ir d| =d, =0;

3) (13) sistema neturi né vieno sprendinio, jei d =0 ir bent vienas iS skaiCiy d, ir d, nelygus
nuliui.

SkaiCiai d, d; ir d, Cia vadinami (13) lygCiy sistemos (antros eilés) determinantais. Jy
skai¢iavimo (19)—(21) formuléms lengviau prisiminti, pakakty sudaryti tris 2x2 matmeny skaiciy

lenteles (matricas)
ap a2 G a4 a1 G
A :( , A= , Ay =
dy; dxp Cy dap ay &

ir pagal jas apskaiciuoti d, d, ir d, reikSmes taikant schema

k%
Pt
A/* *\
— +
Skaiciuojant praktiskai, paprastai raSoma taip:
4 a2
d= :allazz—alzazl; (193)
a1 4
¢ ap
dy = =01y — )05 (20a)
€ Ay
9 G
dy = =a116) —Qdy.- (21a)
@1 &
3 pavyzdys. ISspreskime kvadrating tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistemag
Sx+T7y=1,
4x—-13y =38.

Sprendimas. Sudarykime tris matricas:

5 7 17 501
A= . A = , A =
4 -13 38 -13) 7 4 38

ir apskaiCiuokime jy determinantus (Zymedami atitinkamai d, d, ir d ). Gausime:
5 7
4 -13

‘=5-(—13)—7-4=—65—28=—93,

I 7
d, = =1-(-13)-7-38=-13-266 =-279,
38 —13

5 1
d, = =5-38-1-4=190-4=186.
Y 14 38
d. -279 d, 186
Vadinasi, x=—X=—"""=3 y=—2=_""—_2 opora(3;—2) yra lygéiy sistemos sprendinys.
==y =93 pora (3; —2) yra lygciy p y

Ats.: (3;-2).



4 pavyzdys. ISspreskime kvadratine tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistema

V2 x 443y =16,
23 x+3y2-y=6.
Sprendimas. ApskaiCiuokime tris determinantus:
Rt I VA R YN
2B 32| T e W2 Y23 o6 |
Gausime, kad d =0, d, =0 ir dy =0. Vadinasi, (22) sistema
turi be galo daug sprendiniy. O kokia jy aibé? Imkim ir y [,;6(ﬁ_,)J
padauginkim pirma lygtj i§ J6 - gausim antrg lygtj. Vadinasi, ir \M\——— /3

(22)

viena, ir kita lygtis apibrézia ta pacia ties¢ (zr. 2 pav.), einancig
per taskus (\/5; 0) ir (0; \/5). Todél (22) sistemos sprendiniy

aibe sudaro realiyjy skai¢iy poros (r; ?(\B - r)J, reR. r 0 | \x
Ats.: (r; %(\/g—r)j, reR.

2 pav.

7. O kas toliau? Toliau — kvadratiné tiesiniy lygCiy su trimis nezinomaisiais sistema ir jos
bendrojo sprendinio formulés paieSka. Tada — kvadratiné tiesiniy lygciy su dar didesniu nezinomyjy
skai¢iumi. Ir vis ilgesni, painesni skai¢iavimai, kuriuose visai nesunku pasiklysti.
Toliau — neiSvengiamai artima pazintis su matricomis, jy sudétimi, daugyba, jvairiais matricy
tiesiniais dariniais, su kvadratinés matricos determinanto savybémis, kol atsiras gebéjimas rasti
kvadratinés matricos A atvirkSting matricg A7!, kol ateis supratimas, kad bet kurig kvadratine
tiesiniy lyg€iy sistema jmanoma uzrasyti pavidalu Ax =c, o jos sprendinj — formule x = Ale.
Vis délto ne c¢ia padékime paskutinj taska. Pazintj su determinanty taikymu prateskime
mokydamiesi spresti kvadrating tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemag
a1 Xy +aypXy +ap3x3 = ¢,
ar Xy + Ay Xy + ay3X3 =Cy, (23)
as1 X + a3y Xy + az3X3 =C3.

Jos bendrajj sprendinj (x;; x,; x3) galima uzraSyti keturiy kvadratiniy matricy

ar d a3 ¢ dp a3 a1 A 43 a4 G

A=|ay ayp axy|, A=y ay ayl, Hh=ay ¢ axy| it =|ay ayp |

d31 dz 433 €3 dzp  ds3 d31 €3 ds3 a3 dxn G
determinantais atitinkamai d, d;, d, ir ds, jei d # 0. Formulés tokios:
] 9

, X , Xy=—>. (24)
d’ P d T d
Bet determinanty skai¢iavimas §iuo atveju gerokai sunkesnis:

X

ap 4d 43

d= B dyy a3 dyp dps dyr dx|
=|ay dyy ax|=ap- —ap- +apz- = 25
asy ass as;  das3 asy  az (25)
dz1 d3p d4sz
= ay1(axa33 — ay3a3y) — app(ay1a33 — axsasy) + a13(ay a3y — axnasy),
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all CI a13 C a a a a C
2 a3 21 43 21 &
dy=|ay ¢ ay|=a;- —C- +a;3- , (27)
G d33 dz; ds3 a3 &3
az1 G 43z
all a12 CI a C a C a a
2 & 21 & 21 92
dy=|ay ay o|=a;- —ap- +cp- . (28)
a3 C3 az1 G az1 4z
d31 dy3 &

Atveju d =0 gautume, kad (23) sistema arba turi be galo daug sprendiniy, arba neturi né¢ vieno
sprendinio.

Sprendziant konkrecius uzdavinius tuo galima jsitikinti iSsprendus lyg¢iy sistemg eliminuojant
nezinomuosius.

Isspreskime kelias tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistemas ir tuo baikime pazintj su
determinanty taikymu sprendziant kvadratines tiesiniy lyg€iy sistemas.

5 pavyzdys. ISspreskime kvadrating tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais lygciy sistema

2x+3y+z=-2,
-3x+y-5z=8§, (29)
x+4y—-8z=3.
Sprendimas. 1§ pradziy apskaiCiuokime sistemos lygciy koeficienty matricos
2 3 1
A=|-3 1-5
1 4 -8
determinantg d. Pagal (25) formulg,
2 31
1 -5 -3 -5 |31
d=1-3 1-5=2- -3 + =
4 -8 1 -8 1 4
1 4 -8

=2(1-(-8) = (=5)-4)=3((-3)-(-8) = (=5) D +((-3) -4~ 1-1) =
=2-12-3-29+(-13)=24-87-13=-76.
Kadangi d # 0, darome iSvada, jog (29) lyg€iy sistema turi vienintelj sprendinj (x; y; z), kurio
komponentés apskai¢iuojamos pagal formules

x=ﬁ, y=ﬁ, z=£;
d d d
éia
-2 31
1 -5 8 -5 |8 1
d=/81-5=-2 -3. + =
4 -8 3-8 |3 4
3 4 -8

=—2(1-(-8) — (=5)-4) = 3(8-(=8) = (=5)-3) +(8-4—1.3) =
=-2.12-3-(~49)+29 =—24+147+29 =152,

2-21
8 -5 3 -5 |-3 8
dy=|-3 8 —5|=2. —(-2)- + =
3-8 1-8 |13
1 3-8

= 2(8-(=8)~(=5)-3)+ 2(=3)-(-8) = (=5) D+ ((-3)-3-8-1) =
=2-(-49)+2-29-17=-98+58-17 =57,



2 3-2
dy=|-3 1 8|=2
14 3
=2(1-3-8-4)—3((=3)-3-8-1)=2((-3)-4—1-1) =
=2.(=29)=3-(~17)—2-(=13) = —58 +51+26 =19,

7.3 11

‘18

-3 8 =31
43 13 1 4

Vadinasi, x=£=—2, y= =—, z= = .
=76 -76 4 =76 4

Ats.: (—2; i; —lj
4" 4

6 pavyzdys. ISspreskime kvadrating tiesiniy lyg€iy sistemag su trimis nezinomaisiais

x+3y-T7z=11,
2x—y+2z=-1, (30)
3x+2y-5z="7.
Sprendimas. Sios sistemos lyg¢iy koeficienty matrica yra
1 3-7
A=12 -1 2
3 2-5
Skaic¢iuodami jos determinantg (pagal (25) formulg), gauname, kad
1 3 -7
-1 2 2 2 2 -1
d=| 2 -1 2|= -3- +(=7)- =1-3-(-16)-7-7=0.
3 9 5 2-5 3 -5 3 2

Kadangi d =0, néra galimybés taikyti (24) formuliy, tod¢l (30) lygciy sistemos sprendima
teskime taikydami nezinomyjy eliminavimo metodg. I§ pradziy eliminuokime x i§ antros ir i§ trecios
lygties, tuo tikslu antra lygtj pakeisdami tiesiniu dariniu L, +(=2)L;, o trecig lygtj — tiesiniu dariniu
Ly +(-3)L;. Gausime ekvivalencig sistemg

x+3y-Tz=11,

0-x—7y+16z=-23,

0-x—=7y+16z=-26.
Eliminuodami y trecig lygti pakeiskime tiesiniu dariniu L; +(—1)L,. Gausime ekvivalencia tiesiniy
lygciy sistema

x+3y-T7z=1],

0-x—7y+16z=-23, (€29)]

0-x+0-y+0-z=-3.

Aisku, kad trecia lygtis neturi né vieno sprendinio. Vadinasi, (31) sistema, taigi ir (30), sprendiniy
neturi.

Ats.: D.
7 pavyzdys. ISspreskime tiesiniy lyg€iy sistemg su trimis nezinomaisiais
Sx-Ty+4z=2,
—x+3y+z=3, (32)

Tx—13y+2z=—4.
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5 -7 4

Sprendimas. 1§ pradziy apskaiciuokime sistemos lygc€iy koeficienty matricos 4= -1 3 1
7 -13 2
determinantg d:
5 -7 4
31 -1 1 -1 3
d=|-1 3 1|=5 —-(=7) +4 =5-19+7-(-9)+4-(-8)=95-63-32=0.
7 _13 2 -13 2 7 2 7 —13

Toliau taikykime nezinomyjy eliminavimo metodg. Pirma (32) sistemos lygtj pakeiskime tiesiniu
dariniu L; +5L,, o tre€ig — tiesiniu dariniu Ly +7L,.
Gausime ekvivalencig tiesiniy lygCiy sistema
0-x+8y+9z=17,
-x+3y+ z=3, (33)
0-x+8y+9z=17.
Matome, kad trecia lygtis sutampa su pirma lygtimi, todél (33) sistema, taigi ir (32), yra ekvivalenti
dviejy tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistemai
—x+3y+z=3,
(34)
8y+9z=17.
IS trecios lygties iSplaukia, kad
1
=—(17-9z2).
y=3 ( )
Tada

—x+3-l(17—9z)+z=3:>—x+5—1—22=33x=£—£zzl(27—19z).
8 8 8 8 8 8

Pasirinke z=r, r € R, gausime trejets (é(27 ~197); %(17 -9r); rj, kuris tenkina ne tik (34),

bet ir (32) lyg€iy sistemga.
Vadinasi, (32) sistema turi be galo daug sprendiniy, kuriuos galima uZzraSyti pavidalu

(%(27—191”); %(17—9r); r), reR.

Ats.: (%(27—1%); é(l7—9r); rj, reR.

KETVIRTOJI UZDUOTIS
1. ISspreskite lygciy sistema
W2 +3)x+ (5 -B3)y=1,
(6 +2)x+ (/10 =/6)y =2.
2. I8spreskite lygciy sistema
J5x+ A2 y =6,
5\/5‘x+2\/§‘y=6\/ﬁ.
3. Isspreskite lygciy sistema
(\/§+\/§+l)x+(\/§—\/5+l)y =22,
V3 +2 = Dx+ (3 +/2 1)y =+3.
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4. Apskaiciuokite kvadratinés matricos
V2o 35
A=[1+42 143 1445 determinanta.

2442 2443 2445
5. I8spreskite lygciy sistema
2x+3y—-5z=3§,
3x-2y—-3z=-3,
2x+5y+8z=27.

6. Isspreskite lygcCiy sistema
5x=2y+9z=-7,
—2x+y—4z=35,

3x-6y—8z=12.

7. I8spreskite lygciy sistema
x+y—-z=0,

2x-3y+z=1,

2x+y+2z="7.

8. ISspreskite lygciy sistema
X+2y+z=2,
3x—y+2z=10,
2x—-3y+z=09.

9. ISspreskite lygCiy sistema
xX+y+z=5,
2x+3y+4z=14,
xX—y+3z=3,
x+4y+z=11.

10. Eliminuodami nezinomuosius i$spreskite lygciy sistema su keturiais nezinomaisiais
X +X =4,

Xy +X3 =35,
2x +X3+ x4 =3,

xl — XZ + 2X4 = —4.

Uzduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2024 m. geguzés 10 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLOS TARYBA
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