72-0ji Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Vilnius, 2024 04 06

Uzdaviniy salygos ir sprendimai

9-10 klasés
1. I8spreskite lygtj 2x2 + 6x + 9 = 7xv/2x + 3.

Sprendimas. Kadangi su visais x teisinga nelygybé 2x? + 6x + 9 > 0,tai turi biti x > 0.
Pazyméjus u = +/2x + 3, lygtis tampa 2x? + 3u? = 7xu. I§ &ia (2x% —ux) + (3u? — 6ux) =
0, x(x—u)+3u(u—2x)=0, 2x —u)(x —3u) =0. Todél 2x —u = 0 arba x — 3u = 0.
Pirmuoju atveju gauname lygtj 2x = v/2x + 3, 4x? = 2x + 3, teigiamasis Sios kvadratinés lygties

1+F. Antruoju atveju x = 3v2x + 3, x? = 18x + 27, teigiamasis §ios lygties

sprendinys x, = 9 + 6+/3.

sprendinys x; =

1+v13

Atsakymas: , 9+ 6V3.

2. Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima, BC = CD, AD > AB. Taskas E yra krastinéje

AD, taskas F yra krastinés BC tesinyje uz tasko B, o AE = AB = AF. Jrodykite, kad tiesés
EF ir BD yra lygiagrecios.

Sprendimas. 18 jbréztiniy kampy savybiy turime lygybes ZBAC = £BDC = £DBC = £DAC,
taigi jstrizainé AC yra kampo BAD pusiaukampiné. Kadangi pagal salyga trikampis BAE yra
lygiasonis, tai jo vir§tinés kampo pusiaukampiné yra ir aukstiné, taigi AC L BE. Pagal salyga taskai
E, B, F yra apskritime, kurio centras 4, o spindulys AE = AB = AF. Remiantis centriniy ir jbréztiniy
kampy savybémis £EFB = %LEAB = £LEAC = £DAC = 4«DBC, o tai ir reiskia, kad tiesés EF ir
BD yra lygiagrecios.
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3. Lentoje parasyti sveikieji skaiciai 1, 2, 3, ..., 2024. Kiekvienu zingsniu pasirenkami bet kurie
du lentoje paraSyti skaiCiai ir vietoje jy lentoje paraSomas ty dviejy skaiCiy aritmetinis
vidurkis. (Pavyzdziui, pirmu Zingsniu vietoje 1 ir 2 galima parasyti 1,5, arba vietoje 1 ir 3
parasyti dar vieng dvejetg.) Po 2023 zingsniy lentoje liks vienintelis skaicius.

a) Nurodykite tokig keitimy seka, kad paskutinis skaicius biity 99.
b) Ar egzistuoja tokia keitimy seka, kad paskutinis skaicius biity 199,57

Sprendimas. Tiek a) atveju, tiek b) atveju tokia keitimy seka yra. Atveju a) pirmuoju ¢jimu
2024 ir 2022 keic¢iame j 2023, antruoju — 2023 ir 2023 keiciame j 2023, treCiuoju éjimu — 2023 ir
2021 keiciame j 2022 ir t. t. Po k tokiy keitimy paskutiniai skaiciai bus 2024 — k + 1, 2024 — k —
1, 2024 —k — 2,.... . Po k = 1922 keitimy lentoje turésime skaicius 1, 2, 3, ..., 97, 98, 99,
100, 101, 103. Dabar k + 1 - uoju keitimu sukeic¢iame 1 ir 312, poto 2 ir2 —j 2, dar poto 2 ir 4
— 3 3 ir t. t. Po 1922497 keitimy lentoje liks skaiciai 97, 99, 100, 101, 103. Tuomet keturiais
paskutiniais keitimais 101 ir 103 kei¢iame j 102, 100 ir 102 —j 101, 97 ir 101 — ] 99, ir galiausiai 99
ir 99 —199.

Atveju b) analogiskai paskutinius skaicius kei¢iame nuo 2024, 2023, ... iki skai¢iy 1, 2, 3, ...,
198, 199, 200, 202, tam prireiks 1823 keitimy. Tada atliekame 198 keitimus nuo pirmyjy skaiciy iki
skai¢iy 198, 200, 202. Dabar 200 ir 202 keic¢iame j 201, o galiausiai 198 ir 201 —1 199,5.

4. Raskite visus pirminius skaicius p, kuriems egzistuoja natiiralieji skai¢iai n, x ir y, tenkinantys
lygybe p" = x° + y°.

Sprendimas. Kaip = 2, tai galime imtin = x = y = 1, nes 2! = 13 + 13. Kaip = 3, taiimame
n=x=2,y=1nes 32 =23+ 13, Tarkime, kad p > 3 — pirminis skai¢ius, ir yra natiralieji
skaitiain, x, y, kuriems teisinga lygybé p™ = x3 + y3. Sakykime, kad n yra maZiausias galimas toks
natiralusis skai¢ius. Kadangi p # 2, tai (x,y) # (1,1). Todél x+y>1 ir x2 —xy +y? =
(x —y)? + xy > 1. Taigi i$ lygybés x3 + y3 = (x + y)(x? — xy + y?) iSplaukia, kad tiek x + vy,
tiek x2 — xy + y? = (x — y)? + xy yra pirminio skai¢iaus p laipsniai, didesni uz 1. Todél skai¢ius
(x +y)? — (x? — xy + y?) = 3xy dalijasi i§ p. Kadangi p > 3,tai i§ p dalijasi arba x, arba y.
Kadangi x + y dalijasi i$ p ir bent vienas 1§ démeny dalijasi i$ p, tai abu skaiciai x ir y dalijasi i$ p.
Taigi n > 3 (nes x> + y3 > 2p3). Pazyméje n; =n—3, x; = %, Y1 = %, gauname lygybe p™ =
x3 +y3, tatiau n; < n — priestara.

Atsakymas: p =2 irp = 3.

11-12 klasés

1. Teigiami realieji skaiciai x, y ir z tenkina salyga xyz = 32. Raskite reiskinio
x% + 4xy + 4y? + 272
maziausig galimg reikSmg.
Sprendimas. Du kartus pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe, gauname: x? +
4xy + 4y% 4 222 = (x? + 4y?) + 4xy + 22% = 2x? - 4y? + 4xy + 22% = 4xy + 4xy + 22% >



33/4xy - 4xy - 222 = 33/32(xyz)? = 96. Lygybé pasickiama, kai x? = 4y? ir 4xy = 222, t.y., kai
(x,y,2) = (4,2,4).

Atsakymas: 96.

2. Taskai D, E, F yra atitinkamai smailiojo trikampio ABC krastiniy BC, AC, AB vidurio taskai,
atkarpos AP,BQ,CR yra §io trikampio aukstinés, taskai X,Y,Z atitinkamai yra atkarpy
QR, PR, PQ vidurio taskai. [rodykite, kad tiesés DX, EY, FZ kertasi viename taske.

Sprendimas. Kadangi atkarpa CR yra aukstiné, tai trikampis CBR statusis, todél RD = DC =
DB, taigi DR = %BC. Analogiskai i§ staciojo trikampio BQC gauname, kad DQ = DB = DC = %BC.
IS lygybés DR = DQ aiSku, kad taSkas D yra atkarpos RQ vidurio statmenyje, taigi ties¢ DX yra
atkarpos QR vidurio statmuo. Analogiskai gauname, kad tiesés EY ir FZ yra atkarpy PR ir PQ vidurio
statmenys, taigi Sie vidurio statmenys kertasi viename taske, kuris yra apie trikampj PRQ apibrézto
apskritimo centras.

A

3. Raskite visus natiiralivosius skaicius n > 3, su kuriais egzistuoja n nenuliniy realiyjy skaiciy
X1, X2, ..., Xn, Kurie ir patys sudaro did¢jancia aritmeting progresija, t. y.
Xy — X4 =X3— Xy = =Xp —Xp_q >0,
ir jy atvirkstiniai xi , xi ) e xi, surasyti galbiit kita tvarka, taip pat sudaro didéjancia aritmetine
1 2 n
progresija.
Sprendimas. Kai n = 3, tai tinka trejetas —1,%, 2, kadangi jis yra lygiai toks pat, kaip ir
atvirkstiniy skaiciy trejetas —1, 2,% . Kain = 4, tai tinka ketvertas —3, —1, 1, 3, kadangi atvirkstiniy

skaiciy ketvertas —1, — g, g, 1 taip pat yra did¢janti aritmetiné progresija. Tarkime, kad n = 5. Tada



arba trys didziausi pirmosios progresijos nariai yra teigiami, arba trys maziausi jos nariai yra

neigiami. Pazymékime tuos skaiCius x — d, x,x + d, ¢ia d > 0. Tada jiems atvirkStiniai skaiciai
1 1 1

v . .. . 1 1 1 “ v . .. . 1
S yra arba trys maziausi teigiami (0 < 2 <:< m), arba trys didziausi neigiami (ﬁ <

x—d’x’ x+d
% < ﬁ < 0) atvirkstiniy skai¢iy aibés elementai. Abiem atvejais
2 1 N 1 x+d+x—d 2x
x x—d x+d  x2-d? = x2-d?

Taigi 2x? — 2d? = 2x2, todél d = 0 — priestara.

Atsakymas: n = 3,n = 4.

4. Lentoje uzrasytas skaicius a € {1, 2, ..., 9}. Agné ir Benas paeiliui j lentoje esancio skaiCiaus
bet kurig vieta paraso bet kokj skaitmenj nuo 1 iki 9 ir taip gauna naujg skai¢iy. Zaidimas
baigiasi, jei kuriam nors zaidéjui pavyko jrasyti skaitmenj taip, kad gautasis
skaiCius yra natiraliojo skaiciaus kvadratas. Tas zaidé¢jas ir laimi zaidima. Su kiekvienu a =
1, 2, ..., 9 nustatykite, ar kuris nors zaid¢jas turi laimincigjg strategija, ir jei taip, tai kuris.
(Zaidimg pradeda Agné.)

Sprendimas. Kadangi skaiciai 81, 25, 36, 49 yra natiiraliojo skaiciaus kvadratai, tai Agné i$ karto
pirmuoju ¢jimu gali laiméti zaidima, kai a # 7. Tarkime, kad a = 7. Kadangi jokio skaiCiaus
kvadratas nesibaigia skaitmeniu 7, ir joks skaicius 71, 72, ..., 79 néra kvadratas, tai pirmuoju &jimu
Agné  laiméti negali. [rodysime, kad kiekvienas zaidéjas visada gali prirasyti paskutiniuoju
skaitmeniu 2 arba 3 taip, kad jis nepralaimés, taigi nei vienas i$ zaidéjy laimincCiosios strategijos
neturi. Tarkime prieSingai. Tada atsiras toks natiiralusis skai¢ius x, kad ir prie skai¢iaus x2 , ir prie
skaiGiaus x3 bus galima prirasyti skaitmenj taip, kad gautasis skai¢ius bus natiiraliojo skai¢iaus
kvadratas. Kadangi kvadratas nesibaigia nei skaitmeniu 2, nei skaitmeniu 3, tai naujasis skaitmuo turi
biiti raSomas paskutiniuoju. Tada egzistuoja du kvadratai, uzraomi kaip x2y ir x3z , ¢ia x € N ir
y,z € {1,2,...,9}. Siy skai¢iy skirtumas ne didesnis kaip 19, o dviejy bent tris skaitmenis turingiy
kvadraty skirtumas yra ne mazesnis, nei 121 — 100 = 21. Gautoji priesStara jrodo, kad nei vienas
zaidéjas neturi laiminc¢iosios strategijos.

Atsakymas: kai a # 7, tai Agne gali laiméti jau pirmu ¢jimu, o kai a = 7, tai nei vienas i$ Zaidéjy
neturi laiminciosios strategijos.



