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STOJAMOJI UZDUOTIS

1. Tévo mety skaicius yra 5 didesnis uz trijy jo siiny mety suma. Po 10 mety tévas bus dvigubai vyresnis
uz vyriausigjj stiny, po 20 mety — dvigubai vyresnis uz vidurinjjj stiny, o po 30 mety bus dvigubai vyresnis
uz jaunélj. Kiek mety yra tévui ir kiekvienam stinui?

2. I8 vosto tuo paciu metu iSplauké du motorlaiviai — vienas j pietus, o kitas — i rytus. Po 2 valandy
atstumas tarp jy buvo 174 km. | rytus plaukiantis motorlaivis kas valanda nuplaukdavo 3 km daugiau, nei
kitas. Raskite kiekvieno motorlaivio greitj.

3. Grupé mokiniy sutaré organizuoti kelione, visi mokédami po lygiai. Kelionés kaina yra tarp 170 ir
195 eury. Véliau du mokiniai atsisaké vykti, todeél likusieji turéjo sumoketi po 1 eurg daugiau. Kiek kainavo
kelione?

4. Trizenklio skai¢iaus skaitmenys yra pirminiai skaiciai, o kiekvienas skaitmuo yra §io skaiciaus
daliklis. Raskite visus tokius trizenklius skaicius.

5. Sukuria neigiama a reik§me funkcija f(x) = ax? + 2x + 6 intervale [1 - %; 2— ﬂ 1gyja maziausia
reikSme, lygig 3 ?

6. Isspreskite lygti
1 1 1

x(x+2)_(x+1)2:E'

7. Isspreskite nelygybe

1 1 1
x x—1 2
8. ISspreskite lygciy sistema
x 5
Zt2+42=2
y x 2
|x +y| =5.

9. Atkarpos AE ir BF yra lygiaSonio trikampio ABC (AB = BC) aukstinés, FC : BC =2 : 5.
Raskite santykj AE : BF.

10. Staciakampés trapecijos jstrizainés yra statmenos, jos aukstiné lygi 2, didesnysis pagrindas lygus 3.
Raskite mazesniojo pagrindo ilgj.



I. UZDAVINIAIL, SPRENDZIAMI SUDARANT LYGTIS IR JU SISTEMAS

Teorine medZiaga parengé ir pirmaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas)

I§ patirties zinome, kad tekstiniai (Zodiniai) darbo, judéjimo, misiniy (lydiniy) ir kiti panasiis uzdaviniai
daznai sprendziami sudarant lygtis bei lygciy sistemas. Bet ne vien tik jie. Stai, pavyzdziui, tiesiy y =2x+7
ir y=3x+9 susikirtimo tasko M koordinatés turi tenkinti ir vienos tiesés lygti y = 2x + 7, ir kitos tiesés lygtj
y=3x+9, nes tas taskas yra ir vienoje tieséje, ir kitoje tiesé¢je. Vadinasi, tasko M koordinatéms rasti reikia
iSspresti lygciy sistema

y=2x+7,
y=3x+09,
kurig galima uzrasyti, pavyzdZziui, ir taip:
2x—-y=-1,
3x—-y=-9.
I$sprende ja gautume, kad x =-2, y =3. I8 ¢ia iSplaukty i8vada, jog pora (-2; 3) yra tiesiy susikirtimo tasko
M koordinatés.

Siekdami labiau jsigilinti j Sig tema, kartu iSnagrinékime kelis konkrecius pavyzdzius. K gali zinoti, gal
tai padés jveikti visus Sios temos uzdavinius.

1 pavyzdys. Du automobiliai vaziuoja apskritimu, kurio ilgis 3600 metry. Pirmas automobilis per vieng
sekunde¢ nuvaziuoja 4 metrais toliau uz antra, todél visg apskritima jis jveikia 10 sekundziy greiciau. Koks yra
kiekvieno automobilio greitis?

Sprendimas. Tegu v yra pirmo automobilio greitis (m/sek). Tada (pagal salyga) antro automobilio greitis
yra (v—4) m/sek.

Pirmas automobilis visg ratg jveikia per 0 sekundziy. Pagal salyga,

sekundziy, o antras — per

v—4
laiko skirtumas yra 10 sekundziy, todél turi galioti lygybé
3600 3600
- =10.
v—4 %

Tos lygties ir pakanka greiciui rasti. Beje, ji turi du sprendinius: v; =40 ir v, = —36. Bet (pagal prasme) tinka
tik v =40. Taigi pirmo automobilio greitis yra 40 m/sek = 144 km/h, o antro — 36 m/sek = 129,6 km/h.
Ats.: 144 km/h ir 129,6 km/h.

2 pavyzdys. Du broliai gyvena uz 400 metry nuo mokyklos. Eidamas j mokykla, vyresnysis brolis
nuzingsniuoja 300 zingsniy maziau uZ jaunesnjjj brolj, nes jo zingsnis yra 30 centimetry ilgesnis. Koks yra
kiekvieno brolio Zingsnio ilgis?

Sprendimas. Jei jaunesniojo brolio Zingsnis biity x metry ilgio, tai jis suskaiciuoty 400 zingsniy. Tada
X

00 biity vyresniojo brolio zingsniy skaicius. Pagal salyga, turéty galioti lygybé 400 400
x+0,3 x  x+0,3

=300. I8

¢ia gauname ekvivalencig kvadrating lygtj 10x% +3x-4=0 (x#0 ir x#-0,3), turin¢ia du sprendinius:
x =-0.8 ir x5 =0,5. Taciau tinka tik antras.

Taigi jaunesniojo brolio zingsnio ilgis 0,5 m, o vyresniojo — 0,8 m.

Ats.: 0,5mir 0,8 m.

3 pavyzdys (Diofanto uzdavinys). Skaiciy 100 reikia du kartus suskaidyti | du démenis taip, kad pirmo
skaidinio didesnysis démuo biity dvigubai didesnis uz antro skaidinio maZesnjjj démenj, o antro skaidinio
didesnysis démuo biity trigubai didesnis uz pirmo skaidinio mazesnjji démenj.

Sprendimas. Tegu pirmo skaidinio démenys yra a ir b, a < b, 0 antro — ¢ ir d, ¢ < d. Remdamiesi salyga,
gauname tokig lyg€iy sistema:

a+b=100,
c+d =100,
b=2c,
d =3a.

Spresdami $ig sistema, gauname:



a+2c =100, a=100-2c, a=100-2c,
c+3a=100, c+3(100-2¢) =100, c =40,
= =
b=2c, b=2c, b =280,
d=3a d=3a d =3a.
Taigi a =20, b=80, ¢=40, d=060.
Ats.: 20 ir 80; 40 ir 60.

4 pavyzdys. Baseinas pripildomas vandeniu 5 vamzdZiais:
pirmu vamzdziu —per 24 minutes;
antru, treciu ir ketvirtu —per 20 minuciy;
antru, treciu ir penktu — per 30 minuciy;
pirmu ir penktu — per 15 minuciy.
Apskaiciuokime, per kiek laiko baseinas biity pripildytas vandeniu atsukus visy penkiy vamzdziy ¢iaupus.
Sprendimas. Tegu V yra baseino tiiris, ¢ — ieSkomas laikas (min.), o xj, x5, X3, x4,x5 — baseino pripildymo
sparta (V dalis per 1 min.) atitinkamai pirmu, antru, tre¢iu, ketvirtu ir penktu vamzdziu.
Aisku, kad
14

t= .
X| Xy +X3+X4 + X5

Sumai x; + x, + x3 + x4 + x5 rasti sudarykime lyg¢iy sistemg

24x =V,
20()62 +Xx3+ X4) =V,
30(X2 + X3 + X5y = v,
15()61 + X5) =V.
Ji yra ekvivalenti $iai sistemai:
1
xl = QV’
Xy + X3+ X _ L V
2 3 4 20
Xy + X + x5 = iV
2 3 5 30 >
1
X1 +X5 = E V.

Kadangi x| = iV, tai 18 ketvirtos lygties gauname, kad

Ly ly Sy Ly
15 24 120 40

I§ trecios lygties randame x, + x3, o tada i§ antros lygties — x, reikSmeg:

X5

1 11 1
Xy +X3=—V —xs =[———JV=EV;

30 30 40
1 1 1 5 1
Xp=—V—(+x3)=| ——— |V =—V =—V.
4=50) "2t n) (20 120) 120 24
Matome, kad néra galimybés apskaiciuoti dydziy x, ir x; reikSmes. Bet tai néra klifitis ieSkomai sumai rasti:
X+ Xy + X3+ X4 +X5 =2 +(Xg +x3)+ X4 + X5 = L+L+L+L —lV
PPt B A TR TR TS T 04 T 120 24 40) 60

Vadinasi, ¢ = @ = 8i
7 7



Ats.: Si
7

5 pavyzdys. Raskime visas parametro a reikSmes, kurioms esant kvadratiné lygtis
15
XX -—x+a>=0
4
turi du sprendinius ir vienas i$ jy yra lygus antro sprendinio kvadratui.

2
. e 1 1 .
Sprendimas. Kad lygtis turéty du sprendinius, jos diskriminantas D = [?5} —44° = E(ZZS - 64a2) turi

buti teigiamas. Spresdami nelygybe D > 0 gauname:

205 640> > 0= a® < 22 = || < 2
64 8
15 15
Taigi (1) lygtis turi du sprendinius, jei a € —g, ryl

Tegu x; ir x, yra (1) lygties sprendiniai. Pagal Vijeto teorema,
15 . 2
X]+Xxp :Z Ir xj-xp =a .
Ieskant parametro a reikSmiy, kurioms esant galioja salyga x = x% , reikia iSspresti lyg€iy sistema
15

x%-i—xz =—

x% X —d’.

Gausime:

5 3
{4x§+4x2—15=0, {(2x2+1)2—16:0, {2x2+1:i4, xzz—zarbaxzz?
=

3_ 2 = 3_ 2 3.2 7
X3 =a Xy =a = x2 _ 2.
< x: 3 9
IS ¢ia gauname, kad x, = 5 = ir > =2". Todél a=+ +— Nesunku jsitikinti, kad
ir skaiCius —ﬂ, ir skaicius £l priklauso intervalui —E; E . Vadinasi, a € —i i
4 4 8 8 4 4
AtS“' ae _i i
4 4

6 pavyzdys. Raskime parabolés lygtj, zinodami, kad §i parabolé eina per taskus (1; 4), (-2; —5) ir (3; 0),
0 jos simetrijos aSis yra lygiagreti su koordinaciy sistemos asimi Oy.
Sprendimas. leSkomos parabolés bendroji lygtis yra y = ax? +bx+ ¢, a#0.
Pagal salyga, turi galioti Sios lygybés:
a+b+c=4, 4da-2b+c=-5, 9a+3b+c=0.

I$ jy sudarome ir sprendziame lygéiy (nezinomieji ¢ia yra a, b ir ¢) sistema:

a+b+c=4, c=4-a-b, c=4-a-b, c=4-a-b,
4a-2b+c=-5=>:4a-2b+(4-a-b)=-5 =43a-3b=-9,= a-b=-3, =
9a+3b+c=0 9a+3b+(4—-a-b)=0 8a+2b=—-4 4da+b=-2
c=4-a-b, c=4-a-b,
= a=b-3, =<a=b-3, =a=-1,b=2,¢c=3.

A4b-3)+b=-2 |b=2




Taigi ieSkoma parabolés lygtis yra

y:—x2+2x+3.

Sios parabolés $akos leidziasi zemyn (Zr. pav.), virsiinés tasko koordinatés e
yra (1;4); su asimi Oy ji susikerta taske (0; 3), o su asimi Ox susikerta /
taskuose (3; 0) ir (-1; 0). (0;3)
Ats.: y=—x>+2x+3. :
(-1:0) (3:0),

10.

PIRMOJI UZDUOTIS +

Lygus laukas yra staciakampio formos. Vieno krasto taske M yra
akmuo, nuo artimiausio kampo nutoles per vieng deSimtgja to krasto T
ilgio dalj. (-2;-5)
Einant i§ tasko M iki tolimiausio kampo sklypo krastu ir &imo
kryptj kei¢iant tik vieng kartg tekty sugaisti 1 h 3 min, o einant j t3 kampa tiesiai per lauka pakakty 45 min.
Kelioné sklypo jstrizaine uztrukty daugiau kaip 48 min.
Apskaiciuokite, per kelias minutes i$ taSko M galima nueiti (tuo paciu pastoviu greiéiu kaip ir kitur)
iki artimiausio kampo.

Du grybautojai miSke rado po 40 gryby, tarp kuriy per abu buvo 52 baravykai, Apskaiciuokite, kiek
baravyky rado kiekvienas grybautojas, jei zinoma, kad pirmojo grybautojo baravyky ir likusiy gryby
skaiciaus santykis yra 4 kartus didesnis uz antrojo grybautojo baravyky ir likusiy gryby skaiciaus santykj.

Du darbininkai tam tikra darba atliko per 10 dieny, bet pirmas darbininkas paskutines dvi dienas nedirbo.
Per pirmas 7 dienas buvo atlikta 80 % viso darbo. ApskaiCiuokite, per kelias dienas visg darba galéty
atlikti pirmas darbininkas.

IS A | B isvaziavo krovininis automobilis, o po valandos — ir lengvasis automobilis. Punkta B abu
automobiliai pasieké tuo paciu laiko momentu. Jei vienas i$ jy biity iSvaziaves i§ 4 | B, o kitas —i§ B | 4
(tuo paciu laiko momentu), tai biity susitike po 1 h 12 min.

Kiek laiko i§ 4 i B vaziavo krovininis automobilis?

Indas pripiltas 96 % koncentracijos riigSties tirpalo. Nupylus 2,5 litro, i ji ipilta tiek pat 80 %
koncentracijos tos pacios riigsties tirpalo. Pakartojus tokj pat veiksma (nupylus 2,5 litro gauto tirpalo ir
ipylus tiek pat 80 % koncentracijos tirpalo), riigsties koncentracija tirpale pasidaré 89 %.

Kokia indo talpa?

Yra trys lydiniai, sudaryti i§ metaly 4, B ir C. Pirma lydinj sudaro tik metalai 4 ir B, kuriy masiy santykis
3:5; antrg — tik metalai B ir C, kuriy masiy santykis 1:2, o trecig — tik 4 ir C, kuriy masiy santykis 2:3.

I $iy lydiniy gautas naujas lydinys, kuriame metaly 4, B ir C santykis yra 3:5:2.

Raskite pirmo, antro ir trecio lydinio masiy santykj Siame lydinyje.

Sugalvotas teigiamas sveikasis skaicius. Reikéjo jj padidinti 200 000 vienety ir gautg skaiéiy patrigubinti.
Taciau pakako priraSyti prie sugalvoto skaiciaus skaitmenj 2 (deSinéje puséje) ir buvo gautas tas pats
rezultatas.
Koks skaicius buvo sugalvotas?
e 1 . . . 1 1 .
Apskaiciuokite funkcijos f, tenkinancios salyga f (x + —j =%+ —, x> 0, reikSme f(4).
X X

Nustatykite, ar yra parabolé, kuri eity per taskus M;(1;3), M,(0;5), M3(2;5) ir M4(=1;11), osimetrijos
asis bty lygiagreti su koordinaciy sistemos asimi Oy. Jeigu taip, paraSykite jos lygti.

Raskite tokia a ir b reikSmiy porg (a; b), kad tiesé¢ y =ax+b eity per taska (—1; 1) ir per tiesiy y=3x-5
ir y =x+1 susikirtimo taska M.



II. ALGEBRINES LYGTYS

Teoring medZiaga parengé ir antrajg uzduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas)

Algebrine lygtimi su nezinomuoju x vadinama tokia lygtis, kurig galima uzrasyti pavidalu
a, X" +a, X"+ +ax+ay=0; (1)
¢ia g;, i=0,1,..,n—1,n, bet kurie realieji skaiciai, bet a, #0. Natiiralusis skaifius n vadinamas
lygties laipsniu.

Jei n=1, algebriné lygtis vadinama tiesine lygtimi; paprastai ji uzraSoma pavidalu ax+5 =0,
a=+0.

Jei n=2, algebriné lygtis vadinama kvadratine lygtimi; paprastai ji uzraSoma pavidalu
ax? +bx+c=0, a=0.

Tiek su tiesine lygtimi, tiek su kvadratine lygtimi miisy jaunieji matematikai yra gerai susipazine,
todél Sioje temoje nagrinésime tik aukstesnio laipsnio algebrines lygtis.

Kiekvienos algebrinés lygties sprendinys suvokiamas vienodai — tai realusis skaicius, sakykim
a, kuriam esant daugianario a,x" + an_lxn_1 +...+ a;x + a reikSme lygi nuliui; taigi jei galioja lygybé

a,-a"+a, -a"V +..+a-a+ay=0.

Ar sunku jsitikinti, kad konkretus skaiCius yra algebrivnés lygties sprendinys? Ir taip, ir ne —
nelygu, koks yra tas skaiCius ir koks yra lygties laipsnis. Stai, pavyzdziui, skaiCius 3 yra treciojo
laipsnio lygties

2x° —12x2 +19x-3=0 Q)

3+\/7
2

sprendinys, nes 2-3° —12-32 +19-3-3=54-108+57-3=0, o atsakyti j klausima, ar x =

yra
Sios lygties sprendinys, nebe taip lengva. Vis délto galima jsitikinti, kad ir jis tenkina lygtj, nes

34407 5 1646V7 8+3RT s 3+4+J7 8437 45+177
sz:xz 2 = 2 =>x =x-x" = 2 . 2 = 2 R

o tada gauname, kad

203 —12x% +19x-3=2. 3=

45+‘ll7\/7_12.8+§\/7+19'3+2\/7

_ (45+17ﬁ)—12(8+3ﬁ)+19(3+ﬁ)_3:g_3:0
2 2 '

! taip pat yra (2) lygties sprendinys. Visai panasiai galétume jsitikinti (palickame

3-47
>

Apskritai tarp n-tojo laipsnio algebriniy lyg€iy galima rasti tokiy, kurios turi lygiai » sprendiniy,
ir be galo daug tokiy, kurios turi maziau negu n sprendiniy ar net né¢ vieno. Bet néra né vienos
algebrinés n-tojo laipsnio lygties, kuri turéty daugiau kaip n sprendiniy. Pastaraja iSvada reikéty
pagristi teoriniais samprotavimais, taigi jrodyti, nes konkreciy atvejy analizés nepakanka. Vis délto
jrodymga praleisime.

1 pavyzdys. Irodykime, kad ketvirtojo laipsnio (algebrin¢) lygtis

xt+6x2 —12x+11=0 3)

Co e 34
Taigi skaiCius

tai atlikti savarankiskai), kad (2) lygtis turi dar ir trecig sprendinj — realyjj skaiciy

neturi sprendiniy.
Irodymas. Kairéje lygybés puséje esantj daugianarj pertvarkykime, pavyzdziui, taip:
P r6x? —12x+11=(xF 20 + D)+ (@x% —12x +9) + 1= (2 + 1) + (2x =3)? +1,
ir pasidarys visiskai aisku, kad vietoj x jras¢ bet kurj realyjj skaic¢iy gausime teigiamg daugianario
reik§me, taigi né vienos nuliui lygios reikSmés. Vadinasi, (3) lygtis tikrai neturi sprendiniy.



2 pavyzdys. I$sprgskime treciojo laipsnio lygtj
X +2xr —x-2=0. 4)
Sprendimas. Kadangi
P42 —x=2=( #2670 — (x +2) =X (x4 2) ~ (¥ +2) = (x + 2)(x* ~1) = (x + 2)(x ~ D)(x + 1),
tai (4) lygtis yra ekvivalenti lygciai
(x+2)(x —)(x+1)=0.
IS ¢ia ir gauname, kad (4) lygybé galioja tik vienu i$ trijy atveju:
x+2=0, x-1=0 ir x+1=0,
taigi, jei x=-2, x=1 arba x=-1.
Isvada aiski: (4) lygtis turi tris sprendinius — realiuosius skaicius -2; -1; 1.
Ats.: -2;-1; 1.
Kad biity paprastiau, daugianarj a,x" +a, x" ' +..+ax+ay=0; a,#0, pazymékime P(x).
Tada (1) lygti bus galima uZzraSyti pavidalu P(x)=0.
ApibréZzimas. Sakoma, kad daugianaris P(x) dalijasi i§ dvinario x —a, jeigu yra toks daugianaris
0O(x), kuriam esant galioja lygybé
P(x) = (x = a)Q(x). (5)
PavyzdZziui, treciojo laipsnio daugianaris P(x)= Sox?—x-2 (zr 2 pvz.) dalijjasi i§ trijy
dvinariy: x+2, x—1ir x+1, nes

1) FP42x% —x=2=(x+2)- (x=D(x+1)) = (x +2)(x> - 1); (6)
2) P42 —x—2=(x-1)-((x +2)(x +1)) = (x = 1)(x* +3x +2); (7
3) ¥ 42x2—x—2=(x+1) - ((x+2)(x-1)) = (x + )(x* +x—2). (8)

Daugianar] O(x) visada galima rasti dalijant P(x) i§ x—a kampu. O suprasti tokig dalybg visai
nesunku ir be i§samaus aprasymo — pakaks pavyzdziy. Dalydami kg tik nagrinéta daugianarj
P(x)zx3 +2x2—x-2
paeiliui i§ x+2, x—11ir x+1, gausime:

_x3+2x2—x—2 |x+2 _x3+2x2—x—2 |x—1 _x3+2x2—x—2 [x+1
X +2x2 X2 -1 X - x? X2 +3x+2 X+ ¥ X2 +x-2
_—x=2 _3x2—x—2 _x2+x—2
-2 3x% —3x X2 +x
0 2x-2 2x-2
2x—-2 2x -2
0 0
Vadinasi,
3 2 3 2 3 2
X7 +2x° —x 2=x2—1, X7 +2x" —x 2=x2+3x+2, X +2x° —x 2=x2+x—2.
x+2 x—1 x+1

Aisku, ¢ia turima mintyje, kad x =-2 (pirmoje lygybé¢je), x =1 (antroje lygybéje) ir x = -1 (trecioje
lygybéje). Matome, kad Q(x) iSraiskos tokios pat kaip (6), (7) ir (8) lygybése.

O ka gautume dalydami P(x)= S42x?—x-2 1§ x—a, jei a¢{-2;—1;1}? Zinoma, kad turéty
atsirasti nelygi nuliui lickana, nes prieSingu atveju skaicius a buty lygties P(x)=0 sprendinys, o jy
aibé (Siuo atveju) yra {-2;-1;1}. Abejonéms iSsklaidyti pasirinkime « =-3 ir padalykime (kampu)
P(x) 18 x+3:



_x3+2x2—x—2 |x+3
3 2 2

x” =3x xX“—x+2
_—x2 -x-2
—x% =3x
_2x-2
2x+6
-8
Sios dalybos rezultatg galima uzrasyti dvejopai:
X 42x2 —x-2=(x+3)(x> —x+2)-8 9)

arba
3 2
M=x2—x+2— 8 ; x#= =3,
x+3 X+

Irase x=-3 j (9) lygybe, gautume, kad
P(-3)=(-3)> +2(-3)* —=(-3)-2="-8.

Vadinasi, daugianario P(x)= X42x2—x-2 dalybos i§ dvinario x—(-3)=x+3 lieckana (skaiCius -8)

sutampa su daugianario P(x) reikSme taske x =-3, taigi su skai¢iumi P(-3).
Bezu teorema (Etienne Bezout (1730-1783) — pranciizy matematikas).
Daugianario
P(x)=a,x" +a, X" +..+ax+ay=0, a, =0,
dalybos is dvinario x—a, a€R, liekana yra P(a).
Remiantis Sia teorema galima tvirtinti, jog kiekvienam #n-tojo laipsnio daugianariui P(x) galima
rasti tokj daugianarj Q(x) (jis turi biiti (n—1) -jo laipsnio), kad galioty lygybé
P(x)=(x—a)Q(x)+ P(a). (10)
O svarbiausia i§vada, iSplaukianti i§ Bezu teoremos yra $is teiginys:
Realusis skaicius a yra algebrinés lygties P(x)=0 sprendinys tik kai daugianario P(x) dalybos
is dvénario x—a liekana lygi nuliui.
Stai, pavyzdziui, tre¢iojo laipsnio daugianario — kvadratinio trinario
P(x)=13x +275x— 288
reikSme, kai x =1, lygi nuliui, tod¢l jis dalijasi i§ dvinario x—1. Dalydami kampu gauname:
C13x% +275x-288  |x—1

13x2 —13x 13x +288

~ 288x—288

288x—288

0

Vadinasi, P(x)=13x?+275x—288 = (x —1)(13x + 288). Todél kvadrating lygtj
13x% +275x—288=0
galima iSspresti ir taip:
13x% +275x— 288 =0 = (x—1)(13x+288)=0= x-1=0 arba 13x+288=0.

IS ¢ia gautume du sprendinius: x=1 ir x = —%.

Aisku, kad tuos pacius sprendinius gautume ir taikydami ta metoda, kurj visi gerai mokame
taikyti.

Cia pat atkreipkime démesj ir j tai, kad pademonstruotg kvadratinés lygties



P(x)=0, P(x)= ax? +bx + ¢, a=#0,
sprendimo biidg galima taikyti tik tada, kai pasiseka ,,pamatyti* tokig x reikSme, kuriai esant P(x)=0.
Kitaip sakant, kai pasiseka atspéti vieng Sios lygties sprendinj. Tuo tarpu kvadratinés lygties

sprendimas skaiciuojant kvadratinio trinario diskriminantg D = b? —4ac yra universalus — ji galima
taikyti sprendziant kiekvieng kvadrating lygt;.
3 pavyzdys. ISspreskime treciojo laipsnio lygti
53 +7x2 +13x+11=0. (11)
Sprendimas. Nesunku jsitikinti, kad skaiCius -1 yra (11) lygties sprendinys. O tai reiskia, kad
daugianaris P(x)= 5x3 +7x% +13x+11 dalijasi i§ dvinario x—(—1)=x+1. Dalydami kampu gauname:

_5x3+7x2+13x+11 |x+1

5% 4+ 5x2 5x2 4 2x+11

C2x? +13x+11
2x% 1 2x

C1lx+11
1x+11

0

Dabar (11) lygti pakeiskime ekvivalencia lygtimi
(x+1)(5x2 +2x+11)=0 (12)
ir pamatysime, kad x =-1 yra vienintelis jos sprendinys, nes
5x2 4+ 2x+11=4x% + (x> + 2x+ 1) +10=4x> + (x + )2 +10> 0,
kai x yra bet kuris realusis skaicius.

Taigi (11) lygtis turi vienintelj sprendinj — realyjj skaiciy -1.

Ats.: -1.

4 pavyzdys. ISspreskime ketvirtojo laipsnio algebring lygti

5x* —17x3 —6x +68x-56=0. (13)

Sprendimas. 1§ pradziy pabandykime rasti skai¢iy a (geriau sveikaji), kuriam esant daugianario

P(x)=5x* —17x> = 6x* + 68x— 56
reikSmé P(a) lygi nuliui. Tiesiogiai tikrindami, gauname, kad P(0)=0, P(1)=0, P(-1)=0, bet
P(2)=0, P(-2)=0, o toliau vél nicko.

Taip ir suzinojome, kad (13) lygtis tikrai turi du sprendinius — realiuosius skaicius 2 ir -2. Kitus
jos sprendinius (jeigu jy biity) galima rasti skaidant P(x) dauginamaisiais. Kadangi P(x) dalijasi ir
i§ dvinario x—2, ir i§ dvinario x+2, tai jis tikrai dalijasi ir i§ sandaugos (x-2)(x+2)= x2 -4,
Dalmens ieskokime dalydami kampu:
5x*—17x° —6x2 +68x— 56 |x* —4

5x% —20x2 5x2 —17x+14

_—17x° +14x% + 68x - 56
~17x> + 68x
_14x* -56
14x% - 56
0
Vadinasi, P(x)=(x> - 4)(5x2 —17x+14). Todél (13) lygtis yra ekvivalenti lygciai
(2 —4)(5x* =17x +14)=0. (14)



Du jos sprendinius (x =2 ir x =-2) jau zinome, o likusius (jeigu jy buity) nesunku suzinoti i§sprendus
kvadrating lygtj

5x% ~17x+14=0.
Gausime, kad
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IS ¢ia x=1,4 arba x=2. Skaiius 2 yra ir lygties x> —4=0 sprendinys.
Taigi (13) lygtis turi tris sprendinius — realiuosius skaicius 2, -2 ir 1,4.
Ats.: 2, -2 ir 1,4.
Atkreipkime démesj j daugianario
P(x)=5x* —17x> = 6x* + 68x— 56
skaidinj dauginamaisiais x—2, x+2 ir x—1,4. Jis yra toks:
P(x)=5(x=2)* - (x+2)-(x—1,4),
nes P(x)=(x> —4)(5x% —17x+14) = (x = 2)(x + 2) - 5(x — 2)(x — 1, 4).
Kad ir trumpam, bet vis tiek sustokime prie daugianario P(x) skaidymo dalijant P(x) i§ dvinario
x—a, nes gebéjimas iSskaidyti P(x) dauginamaisiais labai palengvina lygties P(x)=0 sprendima.

Stai antrame pavyzdyje gavome, kad

P(x)=x>+2x% —x—=2=(x+2(x - (x+1), (14)
tre¢iame

P(x)=5x +7x> +13x+11=(x +1)(5x% + 2x+11), (15)
o ketvirtame pavyzdyje

P(x)=5x" —17x> =637 +68x =56 = 5(x — 2)* (x + 2)(x — 1, 4). (16)

Matome, kad (15) skaidinyje yra kvadratinis trinaris 5x% +2x+11, nors (pagal Vijeto teoremgq) jj biity
galima uZraSyti sandauga 5(x —x;)(x—x,) Bet tai nejmanoma, nes néra tokiy realiyjy skaiCiy x; ir
Xy, kad bty P(x;)=0 ir P(x,)=0 (zr. 3 pvz.).

ISsprend¢ daugiau algebriniy lygciy P(x)=0, galétume ir patys (atidziai jsiziirédami) pamatyti
labai svarbiy daugianario P(x) savybiy. O viena daugianario

P(x)=a,x" +a, X" +..+ax+ay=0, a, %0,

savybé yra tokia:

Jeigu daugianario P(x) koeficientai yra sveikieji skaiciai ir a, =1, tai realusis skaicius a, kuriam
esant galioja lygybé P(a)=0, gali biti tik sveikasis skaicius ir (be to) laisvojo nario ay daliklis.

5 pavyzdys. I$skaidykime dauginamaisiais Siuos daugianarius:
a) P(x)=x"—7x* +7x+15
b) P(x)=x*-3x" —6x% +28x-24;
¢) P(x)=x*+3x -31x? =31x-70.
Sprendimas. a) Laisvasis narys yra 15. Jo dalikliai yra +1,+3,+5ir+15. Tik tarp Siy aStuoniy
skaiciy tikslinga ieskoti tokio a, kad buty P(a)=0.
IS pradziy pakanka vieno tokio skaifiaus, pavyzdziui, a=-1. Padalij¢ P(x) 1§ x—a=x+1,
gauname, kad
P(x) = (x+1)(x* —8x +15).
O kvadratinio trinario x> —8x+15 reik§mé lygi nuliui, kai =3 (arba 5). Todél padalij¢ jj i§ x-3
(arba x-5), gauname, kad
X2 —8x+15=(x-3)(x-5).



Vadinasi, P(x)=x> —7x> + Tx+15=(x +1)(x = 3)(x - 5).

Ats.: x° =T7x% +Tx+15=(x +1)(x =3)(x = 5).

b) Laisvojo nario -24 dalikliai yra +1;+2;+3;+4;+6;+8;+12ir +24. Tiesiogiai skai¢iuodami
gauname, kad P(1)=0, P(-1)=0, bet P(2)=0. Todél galima P(x) padalyti i§ dvinario x -2 ir toliau
testi P(x) skaidyma dauginamaisiais nagrin¢jant dalmenj

O(x)= X —x? —8x+ 12,
nes P(x)=(x—2)0(x) = (x — 2)(x° — x> —8x +12).

Daugianario Q(x) laisvojo nario dalikliai yra +1;+2;+3;+4ir £12. Kadangi Q(x)=0, kai x=2,
tai padalije O(x) i§ x—2, gauname, kad Q(x)=(x— 2)(x2 +x—6) ir X +x—6=(x— 2)(x +3).

Vadinasi,

P(x)=x* —3x% —6x? +28x =24 = (x=2) - (x = 2)(x* + x—6) = (x =2)- (x = 2) - (x = 2)(x + 3) = (x = 2)° (x +3).

Ats.: x* =33 =637 +28x =24 =(x—2)> (x +3).

¢) Daugianario P(x)=x*+3x> =31x? =31x—70 laisvojo nario -70 dalikliai yra

+1,£2,£5 +£7,+£10,£14,435, £ 70.
Matome, kad skaiciaus a, kuriam galioty lygybé P(a)=0, paieska gali bti gana ilga ir reikalaujanti
didelio atidumo, bet vistiek tikrinkime. Gauname, kad P(1)=0, P(-1)=0, P(2)=0, P(-2)=0. Bet
P(5)=0 ir P(-7)=0. Padalij¢ P(x) i$ dvinariy (x-5) ir (x+7) sandaugos
(x=5)(x+7)=x>+2x-35,
gauname, kad
P(x)=(x = 5)(x + 7)(x* +2x - 35).

2
Kadangi X Hx+2= (x + %] +% >0, kai xeR, tai tolesnis P(x) skaidymas dvinariais x—a

nejmanomas.
Ats.: x* +3x° =31x% =31x =70 = (x = 5)(x + T)(x% + x +2).

6 pavyzdys. ISspreskime algebrine lygtj
X0 —2x* =342 +6. 17
Sprendimas. Daugianario P(x)= xSt —3x% 46 laisvojo nario dalikliai yra £1,£2,+3ir 6,
bet n¢ vienas i§ jy néra (17) lygties sprendinys. Todél Sios lygties sprendimas skaidant P(x)
dauginamaisiais yra problemiskas. Biity neteisinga tvirtinti, kad toks btidas nejmanomas, nes iSvada,
kad tarp laisvojo nario dalikliy néra né vieno skaiciaus a, kuris tenkinty salyga P(a)=0, tereiskia,
kad P(x) skaidinyje dauginamaisiais tikrai negali biiti dvinario x—a.
Pasirinke keitinj ¢ = X2, gauname treciojo laipsnio lygtj
£ —2t> -3t +6=0. (18)
Kadangi £ -22-3t+6= (t3 22— (3t=6)=12(t-2)-3(t-2)=(t - 2)(t2 -2), tai (18) lygtis ekviva-
lenti lygciai
(t-2)(* ~2)=0,
kurios sprendiniai yra =2, t,=—/3 ir 1;=+/3. Bet 1, =—/3 netinka, nes turi biiti >0. Taigi
te{2; \/§ }.
O tada i$ lygciy =21irx*=\3 gauname keturis (17) lygties sprendinius: +/2 ir +33.
Ats.: £2, £43.
7 pavyzdys. ISspreskime lygti
(x=D(x=2)(x=3)(x—4)=24. (19)



Sprendimas. Jei x buty sveikasis skaiCius, tai kairéje puséje gautume keturiy sveikyjy skaiciy
(teigiamy arba neigiamy), einanciy i$ eilés, sandauga. O kadangi 24 =1-2-3-4, tai (19) lygybé galios,
jei x=0 arba x=5.

Taigi turime du (19) lygties sprendinius. Dabar pertvarkykime reiskinj

P(x)=(x-D(x—-2)(x—-3)(x—4)-24.
Gausime:
P(x) = ((x—1)(x—2))- (x = 3)(x —4)) — 24 = (x? —3x+2)(x* ~Tx +12) - 24 =
=x* —10x3 +35x% — 40x = x(x> —10x? +35x — 40).
3 2 _
Kadangi ¥ 10 +535x 40 _ x> —5x+8, tai P(x)=x(x— 5)(x2 —5x+38).
Y-
Vadinasi, lygtis P(x)=0 (taigi (19)) turi du sprendinius — realiuosius skaicius 0 ir 5, nes
X% —5x+8=(x-2,5>+1,75>0.
Kitas sprendimo biidas. Kadangi
(x=1)(x = 2)(x = 3)(x —4) = ((x = D(x = ))((x = 2)(x = 3)) = (x> = 5Sx + 4)(x> = 5x +6),
tai pasirinke ¢=x” —5x+4 gausime kvadratine lygtj #(¢+2) =24, kuria nesunku ispresti:
Ht+2)=24=1> +2t =24= (t+1)> =25=>¢t=—1=5.
I ¢ia gauname, kad ¢+ =-6 arba t=4.
Jei t=-6, tai

X2 —5x+4=-6=x* —5x+10=0,
o pastaroji lygtis sprendiniy neturi, nes x> —5x+10>0.
Jei t=4, tai
X2 —Sx+4=4=x" -5x=0=x(x—5)=0=>x=0arbax=35.
Gauname tuos pacius du (19) lygties sprendinius.

Ats.: 0; 5.
8 pavyzdys. [$spreskime lygtj
(x2+3x+6)(x2+7x+16):41. (20)
Sprendimas. Sudauging ir atlike¢ kitus skai¢iavimus, gauname ekvivalencia lygti
x* +10x° +43x% +90x +55=0. (21)

Aisku, kad ji neturi né vieno teigiamo sprendinio. Todé¢l ieskant @, kad bty P(a) =0, pakanka tikrinti
tik neigiamus laisvojo nario 55 daliklius —1;—5; —11ir —55. Bet né vienas netenkina salygos P(a)=0.
Lygties kair¢je puséje esantj daugianarj P(x) pertvarkykime taip:
P(x)=x* +10x° +43x% +90x + 55 = (x* +10x> +25x2) + (18x% +90x) + 55 =
= (%% +5x)% +18(x? +5x) +55.
Pazymeéje t = x? +5x, gauname kvadrating lygti

2 +18t+55=0.
Tada

(t+9)> —26=0=>1t=-9+26.
Jei t=-9-1/26, tai
X2 +5xr=-9-26 = x® +5x+9++26 =0.
Bet pastaroji lygtis sprendiniy neturi, nes
x2+5x+9+\/%:(x+2,5)2+2,75x+\/%>0, jei xeR.
Jei t:—9+\/%, tai
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X2 +5x=-9+26 = x> +5x+9-26 =0= ( ) 54426 —

—5—\/4 26-11 . —5+\/4 -1
2

Taigi (21) lygtis turi du sprendinius — realiuosius skaicius

—544/4426 11

2

Ats.:

ANTROJI UZDUOTIS

1. Isspreskite lygtj x> —19x+30=0.

2. I8spreskite lygti (x+1)(x+2)(x +3) =990.

3. Isspreskite lygti x> +x% =36.

4. ISspreskite lygtj - =2

5. Isspreskite lygti x*=(x+1)*.

6. ISspreskite lygti (x2 + 6x)2 —(x+3)2 =11.

7. I8spreskite lygti (x— 6)* +(x—8)* =16.

8. ISspreskite lygti x*—6x® —21x% +104x - 42 =0.

9. ISspreskite lygti (x—4)(x—5)(x—6)(x—7) =1680.

10. Jrodykite, kad lygtis x* — x> + x> +2x+12=0 neturi sprendiniy.



I1II. APSKRITIMAI

Teorine medZiaga parengé ir trefiaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

1. Centriniai ir jbréztiniai kampai. Kaip zinome, apskritimas — tai aibé plokStumos tasky,
duotuoju atstumu R nutolusiy nuo duotojo plokStumos tasko 0. Taskas O yra vadinamas apskritimo
centru, o atkarpa OM, jungianti apskritimo centra su bet kuriuo to apskritimo tasku M, vadinama
apskritimo spinduliu. Visi apskritimo spinduliai yra lygis, jy ilgis lygus R. Atkarpa AB, jungianti du
apskritimo taSkus, vadinama apskritimo s#yga. Jei apskritimo styga eina per jo centrg, tai ji vadinama
apskritimo skersmeniu. Apskritimo dalis, esanti tarp dviejy jo taSky A ir B, vadinama apskritimo
lanku, kurio galai yra taSkai A ir B. Du duotieji apskritimo taSkai nustato du apskritimo lankus, kuriy
galai yra tie taskai.

Kampas, kurio virS§tiné yra apskritimo centras, vadinamas centriniu kampu. Kampas, kurio
vir§tiné yra apskritimo taskas, o kraStinés tg apskritimg kerta, vadinamas jbréztiniu kampu. Jei taskas
O yra apskritimo centras, o A ir B — apskritimo taskai, tai centrinio kampo AOB didumas yra lygus
lanko AB didumui.

1 teorema. Jei A ir B — du apskritimo taskai, taskas O — jo centras, o taSkas C yra apskritimo
taskas, esantis toje pacioje tiesés AB puséje, kaip ir taskas O, tai kampo ACB didumas lygus kampo
AOB didumo pusei.

Teorema pirmiausia jrodysime, kai atkarpa AC — apskritimo skersmuo (1 pav.). Kadangi
trikampis COB yra lygiaSonis, tai ZOBC = £0CB. Kampas AOB yra trikampio OBC priekampis,
todél LAOB = £0BC + £0CB = 2£0CB = 2£ACB. Kai atkarpa AC néra apskritimo skersmuo, tai
bréziame skersmenj CD. Tuomet ZACB = £DCB — £DCA (2a pav.), atba ZACB = £ACD + £DCB
(2b pav.). Abiem atvejais teoremos tvirtinimas seka is Siy lygybiy ir ka tik jrodyto fakto.

C C

C
B B A
B A P) D D

1 pav. 2a pav. 2b pav.

I§ jrodytos teoremos iSplaukia tokiy teiginiy teisingumas:

1 isvada. Visiems apskritimo taSkams M, esantiems vienoje stygos AB puséje, kampai AMB
yra lygis.

2 isvada. Jei AB ir CD — dvi lygios apskritimo stygos, o apskritimo taskas M yra toje pacioje
tiesés AB puséje, taskas N yra toje pacioje tiesés CD pus¢je kaip ir apskritimo centras, arba abu yra
skirtingose pusése, nei apskritimo centras, tai kampai AMB ir CND yra lygus.

3 iSvada. Jei atkarpa AB yra apskritimo skersmuo, tai bet kuriam apskritimo taskui C kampas
ACB yra statusis.

4 isvada. Jei apskritimo taSkai M ir N yra skirtingose tiesés, kurioje yra apskritimo styga AB,
pusése (3 pav.), tai ZAMB + £ANB = 180°.



5 isvada. Jei apskritimo lankai AB ir CD yra lygis, tai stygos AB ir CD irgi yra lygios.
2 teorema. Jei du taskai C ir D yra vienoje tiesés AB puséje ir ZACB = £ADB, tai taskai
A, B, C, D yra viename apskritime.

3 pav. 4a pav. 4b pav.

Teoremg jrodysime priestaros biidu. Apie trikampj ABC apibrézkime apskritima, tuomet
taskas D gali buti Sio apskritimo viduje (4a pav.), Sio apskritimo iSoré¢je (4b pav.) arba priklausyti
Siam apskritimui. Pirmuoju ir antruoju atvejais sakykime, kad ties¢ BD taske M kerta $io apskritimo
lankg AB, esantj toje pacioje tiesés AB pus¢je, kaip ir taskas C. IS 1 iSvados gauname, kad ZAMB =
£ACB. Pirmuoju atveju, kai taskas D yra apskritimo viduje, kampas ADB yra trikampio DMA
prickampis, todél ZADB > £AMB,taigi £ADB > £ACB. Antruoju atveju kampas AMB yra
trikampio AMD priekampis, tod¢l ZAMB > 2£ADB, taigi ZADB < £ACB. Abiem atvejais gavome
2ADB # £ACB, $i priestara jrodo, kad taSkas D negali biiti nei apskritimo viduje, nei iSor¢je, taigi
jis yra apskritimo taskas.

2. Apskritimy liestinés ir Kkirstinés. Ties¢, turinti su
apskritimu du bendrus taskus, vadinama apskritimo kirstine,
o ties¢, turinti su apskritimu vieng bendrg taska, vadinama
apskritimo liestine. Apskritimo liestiné yra statmena tiesei, A
jungian¢iai apskritimo centrg O su lietimosi tasku.

P

Atvirksciai, jei taskas A yra bendras tiesés [ ir apskritimo

taskas, o spindulys OA yra statmenas tiesei [, tai §i ties¢ yra

apskritimo liesting, lieCianti jj taske A. Per kiekvieng T,
apskritimo taska yra nubréziame vienintelé jo liestine. Jei

taskas A yra apskritimo iSoréje, tai per ji nubréziamos dvi 5 pav.
apskritimo liestinés, lie¢iancios jj taskuose T; ir T, (5 pav.)

ir AT, = AT,.

3 teorema. Jei i§ tasko A yra nubréztos dvi apskritimo kirstinés, kertancios apskritimg
atitinkamai taskuose B, C ir D, E, tai AB - AC = AD - AE.

Teoremos jrodymas, kai taskas A yra apskritimo iSoréje (6a pav.), iSplaukia i$ jbréztiniy
kampy BCD ir BED lygumo, i§ ¢ia sekancio trikampiy ABE ir ADC panaSumo ir i§ Sio panasumo
iSplaukiancios lygybés % = %. AnalogiSkai teorema jrodoma ir kai taskas A yra apskritimo viduje
(6b pav.).
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6a pav. 6b pav.
Teisingas ir atvirksc¢ias teiginys: jei ties€, einanti per taSkus B, C ir ties¢, einanti per taskus
D, E, susikerta tsaske A ir yra teisinga lygybé AB - AC = AD - AE, tai taskai B, C, D, E yra viename
apskritime (7 pav.). Irodymui duotaja lygybe perraSome % = %. Kadangi trikampiy ABE ir ADC

kampas A yra bendras, tai i$ Sios lygybés seka, kad Sie trikampiai yra panasieji, todél ZACD =
£AEB, tuomet i§ 2 teoremos gauname, kad taskai B, C, D, E yra viename apskritime.

B D

1 pavyzdys. Apskritimo kirstinés AB ir CD susikerta taske P, esanCiame apskritimo iSoréje,
apskritimo centrinis kampas, kuris remiasi j lankg AD, lygus «, o centrinis kampas, besiremiantis }

lankg BC lygus 3. Rasime atkarpos PD ilgj ir kampo APD diduma, jei AB = 3,BP = 2,PC =§

(8 pav.).
Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra duotojo apdskritimo centras. Taikydami 3 teoremag

gauname lygybe PD -PC = PB-PA. Kadangi PA=PB+AB=2+3=5, tai PD=—_"=
g =4, 1§ trikampio BPD taikydami 1 teoremg turime £APD = £BPD = 180° — 2PBD —
a-p

£PDB = (180° — £PBD) — £CDB = £ABD — £CDB = S 2A0D —~£COB = ~a — 5§ = =F.
4 teorema. Jei ties¢ AB taske B lieCia apskritima, o atkarpa BC yra apskritimo styga, tai bet
kuriam apskritimo taskui M, esanCiam kitoje tiesés BC pus¢je nei taSkas A4, yra teisinga lygybé

£2BMC = £ABC (9 pav.).
Tikrai, kadangi apskritimo spindulys OB yra statmenas tiesei AB,tai £ABC = 90° —
£0BC =90° —%(1800 — £B0OC) = %LBOC = £BMC.

Teisingas ir atvirkstinis teiginys: jei taskas B yra bendras apskritimo ir tiesés AB taskas,



atkarpa BC yra apskritimo styga, o bet kuriam apskritimo taskui M, esanciam kitoje tiesés BC puséje,
nei taskas A, yra teisinga lygybé 2BMC = £ABC, tai ties¢ AB yra apskritimo liesting, liecianti jj
taske B (9 pav.). Tikrai £ABO = £ABC + £0BC = £BMC +%(1800 — £BOC) = %LBOC +

%(1800 — £B0OC) = 90°, o tai ir reiskia, kad ties¢ AB yra apskritimo liestiné.

M

D
9 pav. 10 pav.

5 teorema. Jei iS tasko A nubrézta apskritimo liestiné liecia ji taSke D, o i$ to paties tasko
nubréZta kirstiné kerta apskritimg taskuose B ir C, tai AD? = AB - AC (10 pav.).

IS tikryjy 18 4 teoremos iSplaukia, kad ZADB = £BCD = £ACD, todél trikampiai ACD ir
ADB yra panasieji. IS jy panasumo seka lygybé % = %, i§ kurios gauname jrodomaja lygybe.

Atvirksciai, jei tasSkai A4, B, C yra vienoje tieséje, taskas D tai tiesei nepriklauso ir yra teisinga
lygybé AD? = AB - AC, tai ties¢ AD lie&ia per taskus B, C,D einantj apskritimg taske D. I3 tikryjy
duotoji lygybé perrasoma % = %. Kadangi trikampiy ACD ir ADB kampas A yra bendras, o ji
sudarancios krastinés proporcingos, tai Sie trikampiai yra panasieji. Todé¢l ZACD = £ADB, o tuomet
i§ 4 teoremos iSplaukia, kad ties¢ AD taske taSke D liecia per taskus B, C, D einant] apskritima.

3. Ibréztieji ir apibréztieji apskritimai. Jei trikampio ABC visos virS§iinés yra apskritimo
taskai, tai apskritimas vadinamas apie trikampi ABC apibréztuoju apskritimu, o trikampis ABC
vadinamas jbréztuoju i apskritima. Kaip zinome, apie kiekvieng trikampj yra apibréziamas vienintelis
apskritimas, kurio centras yra trikampio krastiniy vidurio statmeny susikirtimo taskas. Apibrézto apie
trikampj apskritimo spindulio ilgj R su trikampio krastinémis ir trikampio kampy sinusais sieja sinusy
teorema B A B _p (11 pav.). Kadangi trikampio ABC plotui S teisinga lygybé

inzC sun 4B sinzA

ol AN
DY
IANEP Sy

N
11 pav. 12 pav.



S = %AB - AC - sin £A, tai jras¢ i$ sinusy teoremos sin ZA = %, gauname tokig trikampio ploto

formule S = ABACBC
4R

Apskritimas, kuris lieCia visas trikampio ABC krastines, yra vadinamas jbréztuoju | trikampj
ABC, o trikampis ABC vadinamas apibréztuoju apie apskritima. | kiekvieng trikampj yra jbréziamas
vienintelis apskritimas, kurio centras yra trikampio pusiaukampiniy sankirtos taskas. Sakykime, kad
1 trikampj ABC jbréztas apskritimas krastines BC, CA, AB liecia atitinkamai taskuose M, N,P (12
pav.). Kaip jprasta zymékime a = BC, b =AC, c = AB, 2p=a+b +c. Jei AP = AN =x,
BP=BM =y, CM=CZ =2z taix+y=c¢, y+z=a, z+x=>b, 2x +2y +2z="2p. I8 Siy
lygybiy randame x =p —a, y=p—b, z=p —c. Jei taskas O yra | trikampj ABC jbrézto
apskritimo centras (12 pav.), tai trikampiy AOB, BOC ir AOC aukstinés OP, OM ir ON lygios jbrézto
i trikampj apskritimo spinduliui 7, todé¢l ty trikampiy plotai atitinkamai lygiis %cr, %ar, %br.

Tuomet trikampio ABC plotas S = %(a + b + c)r, taigi S = pr.

2 pavyzdys. Lygiasonio trikampio ABC,AB = AC, £A = 40°. Sonin¢ krastine AB yra
pusapskritimio skersmuo. Kitos dvi trikampio kraStinés dalija pusapskritimj j tris lankus (13 pav.).
Rasime §iy lanky didumus.

Sprendimas. LygiaSonio trikampio kampai prie pagrindo lygiis 2B = £C = %(1800 —¢A) =
70°. Sakykime, kad tiesés AC ir ir BC kerta pusapskritimj atitinkamai taskuose N ir M. Kadangi
atkarpa AB yra apskritimo skersmuo, tai ZANB = 90° > £ACB, taigi taskas C yra apskritimo iSoréje
(2 teorema). Kadangi lankas AB lygus 180°, o pagal jbréztiniy kampy savybe (1 teorema) lanko
ANM didumas lygus 22ABM = 2£ABC = 1400, tai lanko MB didumas lygus 180° — 140° = 40°,
0 ZMAB = 20°. I3 stagiojo trikampio BNC randame, kad ZCBN = £CNB — £ACB = 90° — 70° =
20°, todél lanko NM didumas lygus 40°. I$ ¢ia seka, kad lanko AN didumas 180° — 40° — 40° =
100°.

D

A °\B
13 pav. 14 paV.M

3 pavyzdys. Sakykime, kad taskas I yra jbrézto i trikampj ABC apskritimo centras (14 pav.),
kampo A pusiaukampiné kerta krasting BC taske D, o apibrézta apie trikampj ABC apskritimg —
taskuose A ir M. Jrodysime, kad a) ZBIC = 90° + %LA , b)MB = MC = MI, ¢) MD - MA = MB?,

Sprendimas. Kadangi atkarpos Al,BI,CI yra trikampio kampy pusiaukampinés, tai i$
trikampio BIC turime, kad 2BIC = 180° — 2IBC — 2ICB = 180° — %43 - %40 =180° —

%(AB +2£C) = 180° — % (180° — 24) = 90° + §4A, taigi a) dalis jrodyta. Jrodydami b) dalj



pastebékime, kad jbréztiniai kampai MBC ir MAC lygts, nes jie remiasi ] ta patj lankg BC. Todél

2IBM = £IBC 4+ £CBM = £IBC + £CAM = %AB + %AA. Kadangi kampas BIM yra trikampio

AIB prickampis, tai £BIM = £IAB + £IBA = %AA +%LB. Kadangi 4IBM = £BIM, tai
trikampis BIM lygiaSonis, MB = MI. Kad MB = MC iSplaukia i to, kad taskas M yra lanko BC
vidurio taskas. Kadangi 2DAB = £MBC, tai pagal 4 teoremg ties¢ MB yra apie trikampi ABD
apibrézto apskritimo liestiné, todél pagal 5 teoremg teisinga lygybé MB? = MA - MD, taigi jrodyta ir

c) dalis.

4. Keturi taskai viename apskritime. Kaip seka i§ 1 teoremos 1 iSvados, jei taskai C ir D yra
vienoje tiesés AB pus¢je ir LACB = £ADB, tai taskai 4, B, C, D yra viename apskritime. Jei taskas
E yra kitoje tiesés AB puséje nei taskai C ir D, o LACB + £AEB = 1800, tai taskai 4, B, C,E yra
viename apskritime (15 pav.). Jei taskas F yra atkarpos AC tesinyje uz tasko C ir ZFCB = £AEB, tai
taskai 4, B, C, E yra viename apskritime. Sio fakto jrodymas seka i§ lygybés 2FCB + £ACB = 180°,
todél LACB + £AEB = 1800, taigi taskai 4, B, C, E yra viename apskritime.

y@;g
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15 pav. 16 pav. 17 pav.

6 teorema. Jei apskritimo stygos AB ir CD lygiagrecios, tai lankai AC ir BD yra lygiis.
Teoremos jrodymui uztenka nubrézti skersmenj MN, statmeng duotosioms stygoms (16 pav.),
ir pastebéti, kad apskritimo lankai AC ir BD yra simetriski tiesés MN atzvilgiu.

4 pavyzdys. Atkarpos MN ir PQ yra statmenos apskritimo stygos. Rasime atkarpos MP ilgj,
jei NQ = a, o apskritimo spindulio ilgis lygus R.

Sprendimas. Per tasSka M nubrézkime styga MK lygiagrecia su styga PQ (17 pav.). Kadangi
stygos MN ir PQ yra statmenos, tai ZKMN = 90°, todél atkarpa NK yra apskritimo dskersmuo. I3
¢ia seka, kad ZKQN = 90°,todél i§ staciojo trikampio NKQ turime KQ = \/m =
m . Kadangi stygos PQ ir MK yra lygiagrecios, tai pagal 6 teorema lankai MP ir KQ yra
lygis, taigi lygios ir juos atitinkancios stygos. Taigi MP = KQ = V4R? — 2.

Daznai uzdavinio sglygoje néra nurodytas koks nors apskritimas, bet kartais pavyksta rasti
keturis taskus, esanCius viename apskritime. Tai paprastai palengvina uzdavinio sprendima.

5 pavyzdys. Trikampio ABC kampas C yra bukasis, i$ tasko C iskeltas statmuo tiesei AC, i$
tasko B iSkeltas statmuo tiesei AB, Sie abu statmenys susikerta taske D. IS virStnés C nubrézta



trikampio ADC aukstiné CF kerta krasting AB taske M (18 pav.). Rasime krastinés AC ilgj, jei AM =
a, MB = b.

Sprendimas. Kadangi ZACD = £ABD = 90°, o taskai B ir C yra vienoje tiesés AD puséje,
tai taskai A4, C, B, D yra apskritime, kurio skersmuo yra atkarpa AD. Tuomet LABC = £ADC = 90° —
2LFCD = £FCA = £MCA. Trikampiy ACM ir ABC kampas BAC yra bendras, o ka tik jrodéme, kad

kampai MCA ir ABC yra lygis, todél Sie trikampiai yra panasieji. IS jy panaSumo iSplaukia, kad % =

% todel AC? = AB - AM = (a + b)a.

18 pav. 19 pav.

6 pavyzdys. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 10, AC = 12, BC = 6. ] trikampj jbréztas
apskritimas, $io apskritimo liestiné kerta krastines AB ir AC taskuose D ir E. Rasime trikampio ADE
perimetra (19 pav.).

Sprendimas. Sakykime, kad jbréztas j trikampj ABC apskritimas trikampio krastines
AB, AC, BC liecia atitinkamai taSkuose K, L, M, o Sio apskritimo liestin¢ jj lieCia taske F. Tuomet
trikampio ADE perimetras P = AD + DE + AE = AD + DF + FE + AE. Pagal i§ vieno tasko
nubrézty apskritimo liestiniy savybes ir 3 skyrelyje gautas lygybes DF = DK, EF = EL, AD +
DF = AD + DK = AK, AE + EF = AE + EL = AL, AK = AL = p — BC, c¢iap — trikampio ABC
pusperimetris. Taigi P = AD + DE + AE = (AD + DF) + (FE + AE) = (AD + DK) + (AE +
EL) = AK + AL = 2(p — BC) :2-(%(6+10+12)—6) = 16.

Kaip matome i$ Sio pavyzdzio sprendimo trikampio ADE perimetras nepriklauso nuo tasko
F, esancCio jbrézto apskritimo lanke KL, parinkimo.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Apskritimo stygos AC ir BD susikerta apskritimo viduje esanCiame taske P, AP = 6,
PC =1,BD =5, DP > PB, centrinis kampas, besiremiantis j lankg AD, kuriame néra tasky
B ir D, lygus a, o centrinis kampas, besiremiantis j lankg BC, kuriame néra tasky 4 ir D, lygus
B. Raskite atkarpy PD ir PB ilgius ir kampo APD diduma.

2.  Du apskritimai kertasi taSkuose A ir B. Tieséje AB yra taskas P, esantis §iy apskritimy iSoréje
ir PA > PB. Per jj nubréztos abejy apskritimy kirstinés: viena jy kerta vieng apskritimg
taskuose C ir D, PC > PD, o kita kerta kit apskritimg taskuose E ir F, PE > PF. Raskite
kampa CEF, jei £PDF = a.



10.

IS tasko B nubréztos apskritimo liestinés, kurios liecis apskritimg taskuose D ir E. Atkarpoje
BD yra yaskas A toks, kad AB = 13. Apskritimas, einantis per taskus A, E, D, kerta atkarpa BE
taske C, be to, AC = 1. Raskite trikampio ABC plota.

Per apskritimo iSoré¢je esantj taSkg S nubréZztos dvi apskritimo kirstinés, viena jy kerta
apskrinimg taskuose A ir B, SA < SB, kita kirstin¢ apskritima kerta taskuose C ir D, SC < SD.
Gautyjy apskritimo lanky santykis AC : CD : DB : BA=2:3:5: 8. Raskite kampo ASC
diduma.

Per apskritimo iSoréje esantj taskg E nubréztos dvi apskritimo kirstinés, viena jy kerta
apskrinimg taSkuose A ir B, EA > EB,kita kirstin¢ apskritimg kerta taSkuose C ir D,
EC < ED. Kampas BEC lygus 60°, kampas ABD yra tris kartus didesnis uz kampa BAC.
Irodykite, kad atkarpa AD yra apskritimo skersmuo.

Taskas [ yra | trikampj ABC jbtréZzto apskritimo centras, atkarpa atkarpa AD yra kampo A
pusiaukamping, ties¢ AD kerta apie trikampj ABC apibrézto apskritimo lanka taske M,
AD =9, DM = 3. Raskite atkarpos Al ilgj.

Taskas I yra j statyjj trikampj ABC, (£C = 90°) jbrézto apskritimo centras, atkarpa CE yra
trikampio ABC pusiaukampiné ir yra teisinga lygybé CI : IE = /3 : v/2. Raskite trikampio
ABC smailiyjy kampy didumus.

Apskritimo susikertanCios stygos AB ir CD yra statmenos, AD = m, BC = n. Raskite
apskritimo spindulio ilgj.

Staciojo trikampio KLN, <L = 90°, taskas P yra aukstinéje LH, i tasko N nuleistas statmuo
NM jties¢ KP. Raskite krastinés KL ilgj, jei KP = a, PM = b.

Smailiojo kampo MAN viduje yra nubréztas apskritimas, lieCiantis spindulius AM ir AN
tasSkuose B ir C, apskritimo spindulys lygus 5, atkarpos BC ilgis lygus 8. MaZzesniame
apskritimo lanke BC yra taskas D, per taskag D nubrézta apskritimo liestiné, kertanti atkarpas
AB ir AC atitinkamai taskuose F ir E. Raskite trikampio AFE perimetra.



IV. RACIONALIOSIOS IR IRACIONALIOSIOS NELYGYBES

Teorine medZiaga parengé bei ketvirtaja uzduotj sudaré dr. (HP) Eugenijus Stankus

Daznai sprendziant matematikos, fizikos, chemijos, ekonomikos bei kity mokslo Saky
uzdavinius gaunamas atsakymas israiska, kuri sudaryta i$ raidziy ir skai¢iy. Tuomet jraSant vietoje
raidziy (jas galime vadinti kintamaisiais) jy reikSmes apskaic¢iuojama skaitiné atsakymo reikSme.
Tokias iSraiSkas, vadinamas reiskiniais, ypa¢ patogu naudoti atliekant jvairius tyrimus.

Reiskiniai, sudaryti i§ skaiciy ir kintamyjy naudojant sudéties, atimties, daugybos, dalybos bei
kélimo racionaliuoju laipsniu veiksmus, vadinami algebriniais reiskiniais. Jeigu su kintamaisiais
atliekami tik sudéties, atimties ir daugybos (jskaitant kélimg nattraliuoju laipsniu) veiksmai, tai
toks reiskinys vadinamas sveikuoju reiskiniu. Jei algebriniame reiskinyje naudojami tik sudéties,
atimties, daugybos ir dalybos veiksmai nors kartg dalijant i§ reiSkinio su kintamuoju, tai turime
trupmeninj reiskinj. Sveikieji ir trupmeniniai reiskiniai vadinami racionaliaisiais reiskiniais.

Jeigu algebriniame reiSkinyje traukiamos Saknys i§ kintamyjy ar i$ reiskiniy su kintamaisiais
arba jie keliami racionaliaisiais laipsniais, tai jis vadinamas iracionaliuoju reiskiniu.

1 pavyzdys. Algebriniy reiskiniy pavyzdziai:
ax* +bx+c, £+2ab+§, \/gyzx-l-Sz—%(x2 +y3) — sveikieji; 3x° —5x+4 +4x, (a—b)s

i 6 3 2x-5 a* +b?
2

5
— trupmeniniai; 3x2 +2x -1, Yoy + %/E , 2x+ 3)5 +3+/x+5 —4x — iracionalieji reiskiniai.
UzraSydami koki nors reiskinj svarbu zinoti su kokiomis kintamyjy reikSmémis jis turi prasme
(yra apibréztas). Jeigu algebrinis reiskinys gautas sprendziant konkrety uzdavinj, tai pati uzdavinio
salyga nusako su kokiomis kintamyjy reikSmémis jj prasminga nagrinéti. Pavyzdziui,
sta¢iakampio gretasienio turio formuléje V =a-b-c¢ kintamieji gali biti tik teigiami skaiciai — 1§
vienos virSiinés iSeinanc¢iy briauny ilgiai. Jei reiSkinys nesusietas su konkreciu uzdaviniu, tai jo
apibrézimo sritimi laikoma aibé tokiy kintamyjy reikSmiy, kurias jrasius i reiskinj, visi reiSkinio

X
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Kai norima nustatyti su kuriomis kintamojo reikSmémis vienas reiskinys igyja mazesnes arba
didesnes reikimes negu kitas reiskinys, sprendZziama nelygybé. Sioje uzduotyje nagrinésime tik
nelygybes su vienu kintamuoju. Kintamaji, kurio reikSmiy ieSkome, vadinsime nezinomuoju. Taigi
nelygybés gali biiti tokios: A4(x)<B(x), A(x)>B(x), A(x)<B(x), A(x)>B(x); ¢ia A(x)ir B(x)
yra vieno kintamojo x algebriniai reiSkiniai (kartais vienas i$ Siy reiskiniy gali biiti skaicius). Jeigu
abu Sie reiSkiniai racionalieji, tai nelygybé — racionalioji, jeigu bent vienas i§ Siy reiskiniy
iracionalusis, tai turime iracionaligjg nelygybe.

Nelygybés apibrézimo sritimi vadinama kintamojo reikSmiy, su kuriomis visi nelygybés
reiSkiniai turi prasme, aibé. Nelygybés sprendiniu vadinama nezinomojo reikSmé, su kuria
nelygybé tampa teisinga skaitine nelygybe. ISspresti nelygybe reiskia surasti visy jos sprendiniy
aibe, kuri gali buti ir tuscia.

Kaip nelygybés sprendziamos? Nelygybés pertvarkomos keiCiant jas paprastesnémis, kuriy
sprendiniai jau nesunkiai surandami. Jei dviejy nelygybiy sprendiniy aibés tokios pat, tai jos
vadinamos ekvivalenciomis (nelygybiy ekvivalentumui pazyméti naudosime dvipuse¢ rodykle ).
Pertvarkydami nelygybe gausime ekvivalencig jai nelygybe, jeigu: prie abiejy nelygybeés pusiy

—3ab

veiksmai turés prasme. Pavyzdziui, reiSkinio apibrézimo sritis yra intervalas (—oo; 5).



pridésime po tg patj skaiCiy; abi nelygybés puses padauginsime i§ to paties teigiamo skaiciaus
arba i$ reiSkinio, apibrézto visoje realiyjy skai¢iy aibéje ir jgyjancio tik teigiamas reikSmes; abi
nelygybés puses padauginsime i$ to paties neigiamo skaiCiaus arba i§ reiskinio, apibrézto visoje
realiyjy skaiciy aibéje ir jgyjancio tik neigiamas reikSmes, ir pakeisime nelygybés Zenkla
prieSingu.

Panagrinésime mokyklinés matematikos kurse dazniausiai sutinkamas nelygybes bei jy
sprendimo bidus.

Racionaliosios nelygybés.

Tiesinés nelygybés. PaprasCiausios racionaliosios nelygybés yra tiesinés nelygybés — jy
reiskiniy aukSciausias nezinomojo laipsnis yra pirmas. Po ekvivalenciy pertvarkymy tokios
nelygybés paprastai suvedamos iki pavidalo ax > b arba ax < b,arbaax > b,arbaax < b,
kuriy sprendiniai lengvai surandami. Cia a ir b — realieji skaiciai, a # 0.

1 pavyzdys. ISspreskime nelygybe 2x — 3 > x — é (2—x).

Sprendimas. 2x =3 >x—(2-x) ©6x-9>3x—2+x S22 >TSx>1.

Ats. x € G +00).

Kvadratinés nelygybés. Kai nelygybés reiskiniy auks¢iausias nezinomojo laipsnis yra antras,
tai nelygybé vadinama kvadratine. Kiekvieng kvadrating nelygybe ekvivalenciai pertvarkant
galima suvesti iki pavidalo ax? + bx + ¢ > 0 (zinoma, nelygybés Zenklas gali biti ir < arba =,
arba <). Cia a, b ir ¢ — realieji skaiCiai, a # 0. Pastarosios nelygybés sprendiniy aibe galima rasti
naudojantis kvadratinio trinario funkcijos y = ax? + bx + ¢ savybémis.

2 pavyzdys. 1$spreskime nelygybe 5(x — 1) + 3x < 3.

Sprendimas. 5(x — 1)? + 3x < 3 & 5x? — 7x + 2 < 0. Kadangi lygties 5x2 = 7x + 2 =0
sprendiniai yra x; = 1 ir x, = g, tai duotosios nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas E ; 1].
Sprendziant tokias nelygybes patogu naudotis atitinkamos kvadratinio trinario funkcijos grafiku.

Ats. x € E, 1].

Nelygybiy sprendimas intervaly metodu. PazZint] su $iuo metodu pradékime nuo 2 pavyzdzio
nelygybés 5x2 — 7x + 2 < 0 kito sprendimo budo. I$skaide kvadratinj trinarj dauginamaisiais
gausime nelygybe 5 (x — %) (x—1) <0arba (x — é) (x — 1) < 0. Pateiktoje lenteléje matome

kairiosios nelygybés pusés dauginamyjy ir sandaugos

x2/5 | - | + zenklus  realiyjy  skai¢iy  tiesés  intervaluose
x-1 -1 - |+ (_OOE) (E 1) ir (1- +oo), Duotqjq nelygybq tenkina
62501 | +| - |+ . "5/ '
25 1 '

intervalo (%, 1) taskai dar prijungus intervalo galus.

Taigi gauname atsakyma x € E ; 1].

Atkreipkime démesj, kad sandaugos (x — %) (x — 1) Zenklas intervaluose (1;+o0), (%, 1),

(—00; %) pereinant juos i§ deSinés j kaire kinta taip: +, -, +. Todél kartais patogiau naudotis tokia

schema:



Sioje schemoje i§ karto matome nagrinéjamos grieztos nelygybés

m /+_ . sprendiniy aibg. Ar intervaly galai tenkina nelygybe, turime

2 ——"1 i’ patikrinti. Sis metodas, vadinamas intervaly metodu, tinka ne tik
kvadratinéms bet ir sudétingesnéms nelygybéms spresti.

(x+2)(x—1)?
4+3x—x2
Sprendimas. Taikant intervaly metoda patogu nelygybe pakeisti jai ekvivalencia, kurios

kairigja puse sudaryty tik pavidalo (x — a)*, k € Z , reikiniy sandauga:

> 0.

3 pavyzdys. ISspreskime nelygybe

(x +2)(x — 1)? (x+2)(x — 1)
>0 <0
4 + 3x — x? x+1D(x—-4)
SkaiCiy tieséje pazymékime taskus x = —2,x = —1,x = 1,x =4, t. y. taSkus, kuriuose

daugikliai (x — a)* = 0. Vadinkime juos atraminiais taskais. Atkreipkime démesj, kad intervale
(4; +0) paskutiniosios nelygybés kairioji pusé yra teigiama, o pereinant per atraminius taskus
reiSkinio zenklas keiciasi prieSingu (zr. pateikta schemg). Tik reikia biiti atidziais su atraminiais
taskais x = a, kuriems reiskinys x — a jeina lyginiu laipsniu, — pereinant $iuos taskus reiskinio
7enklas nepasikei¢ia. Siame pavyzdyje toks taskas yra x = 1. I§ schemos matome kuriy intervaly
taskai yra nelygybés sprendiniai, tai — intervaly (—oo; —2) ir (—1; 4) taSkai. Atraminius taskus

turime patikrinti atskirai: x = —2 ir x = 1 nelygybe

n | ﬂ“ ten'kiljlévl? 0 taé.kva.li' X = fl' ir x ='4 nepriklaus.o

jZ - ! A apibrézimo sri¢iai. Taigi duotosios nelygybés
- sprendiniy aibé yra: x € (—oo0; —2] U (—1;4).

v

Iracionaliosios nelygybés. Iracionaliyjy nelygybiy sprendimas kiek sudétingesnis negu
racionaliyjy. Taip yra dél keliy priezasCiy — sudétingiau nustatyti jy apibrézimo sritj (nustatant ja
daznai tenka spresti nelygybiy sistemas), taip pat reikia buiti atidziais pertvarkant iracionaligjg
nelygybe 1 jai ekvivalencig racionaligja nelygybe (ypac tais atvejais, kai norint ,,iSsivaduoti i§
iracionalumy® abi nelygybés pusés keliamos tam tikru laipsniu).

Kartais iracionaliosios nelygybés sprendimas susiveda vien tik j apibrézimo srities nustatyma.
Jei nelygybés apibrézimo sritis yra tuscia aib¢, aiSku, kad nelygybé sprendiniy neturi.

4 pavyzdys. I§spreskime nelygybe vV—x2 +5x — 6 — /(4 —x)(x — 5) > 0.

Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj:

{—x2+5x—620, @{(x—Z)(x—?»)SO,:}{xE ;31 _,
4-x)(x-5)=0 (x—4)(x—-5)<0 x € [4;5] '
Darome i§vadg — nelygybé sprendiniy neturi.

Ats. Q.

1 pastaba. Prisiminkime, kad */f(x) = 0, k € N, reiskinio apibrézimo srityje (t. y. kai
f(x) = 0).

2 pastaba. Nelygybe iSlieka galioti abi jos puses keliant lyginiu laipsniu tik tuomet, kai abi jos
pusés yra neneigiami reiskiniai.
5 pavyzdys. ISspreskime nelygybe vx + 18 <2 — x.



Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis yra: x + 18 > 0 = x > —18. Toliau i$ karto aiSku
—kai 2 — x <0, tai nelygybé sprendiniy neturi (Zr. 1 pastaba).

Tegu dabar 2 — x > 0. Tuomet (Zr. 2 pastabg):

2—x>0, x < 2,
Vx+18<2—x < x = —18, =5 x > —18, =
x4+ 18 < (2 — x)? x2—5x—14>0
x € (—;2),
x € [—18; +0), => x € [—18; -2).
X € (—o0; =2)U(7; +00)

Ats. x € [—18; =2).

6 pavyzdys. I$spreskime nelygybe vx? —3x + 2 > 2x — 5.

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis yra: x2 —3x +2 = 0 = x € (—o0; 1]U[2; +).

. : 51, . e . .
Kai2x —5<0,t. y. kaix € (—00; E]’ tai nelygybé teisinga Sio intervalo ir apibréZimo srities

5
sankirtoje (zr. 1 pastabg) : { x € (_OO'E]' = x € (—oo; 1]U[2;E] :
x € (—o0; 1]U[2; +o0) 2

Kai 2x — 5 > 0, gausime:

> 5 ( XE(E;+00>,
( xE(—;+oo>, xE( ) | >
i c Conlluzb, *xe 21]U[2+ |21 xE ol
X —0Q0,; ;+00), x € (—o0: 0 B
x? —3x + 2> (2x — 5)? 3x2 —17x +23 < 0 ILx (17 6\/_;17+6\/_>

277 6
Apjunge auksciau gautg sprendiniy aibe, kai 2x — 5 < 0, su pastargja, gauname visg nelygybeés
17 V13 )
— )

<5 17+\/ﬁ>
x€|=;—=)

sprendiniy aibg: x € (—oo0; 1]U[2;
17+\/_ )

Ats. x € (—o0; 1]U[2;

7 pavyzdys. I$spreskime nelygybe; Vx+3—vVx—1>+2x—1.
x+3=0, x = —3,
Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj: {x -1>0 = { x=>1 =>x=>1.
2x—12>20 x =05
Abi nelygybes puses pakéle kvadratu ir jg pertvarke gausime ekvivalencig nelygybe:
Vx+3-vVx—-1>V2x-1e2/(x+3)(x—-1) < 3.
Dar kartg pakelkime abi puses kvadratu. Po pertvarkymy gauname:
2/G+3)x-D <34’ +8x—21<0=>—-<x<>.

Vadinasi, turésime:

x =1,

\/x+3—\/x—1>\/2x—1:>{ 7oy <§:>1<x<—

Ats. x € [1;3).



1-V1-4x?
8 pavyzdys. Iispreskime nelygybe Tx < 3.

442
Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj: {1 4x° 20, e [— %; 0)U(0; %]
X

#0
1-—V1—ax?
KaixE(O;l],taiTx< 3 1-VI—4x2 <3x & 1—3x <V1—4xZ

Jeigul —3x<0,ty. x> e ! tai nelygybé 1 — 3x < V1 — 4x2 galiojasu x € [— —]

Jeigul—3x>0,ty. x< 5, o atsizvelgus ] apibrézimo sritj, 0 < x < 5, tuomet: 1 — 3x <
Vi—4x? & (1-3%)2<1—4x? < x(13x — 6) <0:>0<x<%. Kadangi §<% tai
Siuo atveju (kai 1 — 3x > 0) nelygybe tenkina intervalo (0 ; g) taskai.

Apjunge abu atvejus gauname tokius nelygybés sprendinius: x € E ; %] U (0; é) = (0; %]

1-V1-4x2
X

Tegu x€[-2;0). Tuomet: <3 o 1-Vi—4x2>3xe1-3x>

VI— 47 & (1-32)% > 1 - 42> & x(13x = 6) > 0 = x € (—0; 0)U(->; +00). Taigi Siuo
atveju nelygybe tenkina intervalo [— %; 0) taskai.

Visa duotosios nelygybés sprendiniy aibé yra [— %; 0)U(0; %], t. y. visi nelygybés apibrézimo
srities taskai yra sprendiniai.

3 pastaba. Akylesni skaitytojai galbiit pastebéjo kita, paprastesnj, Sios nelygybés sprendimo
btuda — nelygybés apibrézimo srityje galioja:

1-V1-4x2 >
T<3 1+\/T<3<:>4x—3<3\/1—4x

Atkreipkime démes;j, kad apibrézimo srityje kairioji nelygybés pusé yra neigiama. Todél nelygybé
teisinga visoje apibrézimo srityje.
Sis sprendimo biidas Zymiai trumpesnis, ta¢iau pirmasis padeda giliau suvokti iracionaliyjy
nelygybiy sprendimo subtilumus.
1 1
Ats. x € [_E' O)U(O'E]

2

2
> 2.
Vx2+1

9 pavyzdys. Irodykime, kad su visais realiaisiais skaiciais x galioja nelygybé

Irodymas. Nelygybés apibrézimo sritis yra visa realiyjy skaiciy aibé. Joje:
x% 42
Nro
Kadangi pastaroji nelygyb¢ akivaizdi, tai ir jai ekvivalenti pradiné nelygybé¢ galioja. Jrodyta.
Trumpai apzvelgéme racionaliyjy ir iracionaliyjy nelygybiy pagrindinius sprendimo metodus,
pateikéme pavyzdziy. Tikimés, kad §i metodiné medziaga Jums padés iSspresti ketvirtaja uzduoti.
Séekmés!

>2oxi42z22dxl+1lext+4xi+4>4x2+4 = x4 > 0.



KETVIRTOJI UZDUOTIS

I$spreskite nelygybes:
L S

2 4’

2.5(x—1)%*+3x < 3.

3. Su kuriomis m reik§mémis nelygybés x? + 2(m + 1)x + 9m > 5 sprendiniy aibé yra visa
realiyjy skaiciy aibé ?

ISspreskite nelygybes:

x%2-5x+1
4 laxis =
xX“—4x+5
5 (x=-1)(x=2)(x-3) .
o (x+D)(x+2)(x+3) 77
6. Jx+4)(x—-5>/2-0(x+1)—Vxl+x+1;

7. x4+ 2 <+x+14;

8. \/x+2\/x—1+\/x—2\/x—1>§;
9 V2x2+7x—4 < 1
' x+4 2

1 1

2 2\ 5
10. Jrodykite nelygybe (x;)2 + (%)2 >Vx + [y, kaix >0, y>0, x#y.



V. TRIGONOMETRIJA GEOMETRIJOS UZDAVINIUOSE

Teorine medZiaga parengé ir penktaja uzduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Siame darbe Jus giliau susipazinsite su trigonometrijos taikymais geometrijoje, pakartosite
zinomas trigonometrijos formules ir teoremas.
Priminsime geometrijos pamokose jrodytas sinusy ir kosinusy teoremas.

1 teorema (kosinusuy teorema). Trikampio krasStinés kvadratas lygus kity trikampio krastiniy
kvadraty sumos ir dvigubos ty krastiniy sandaugos, padaugintos i$ kampo tarp jy kosinuso, skirtumui:

AB? = AC? + CB?* — 2AC - CB - cos 2C,
AC? = AB? + BC? — 2AB - BC - cos 4B,
BC? = AB? + AC? — 2AB - AC - cos 2A.

2 teorema (sinusy teorema). Trikampio krastings ir pries ja esancio kampo sinuso santykis yra
lygus apibrézto apie trikampj apskritimo skersmeniui:

AB _ AC _ BC _
sinzC  sinzB  sinzA

2R.

3 teorema (trikampio ploto formulé¢). Trikampio plotas lygus dviejy trikampio krastiniy ir
kampo tarp jy sinuso sandaugos pusei:

1 1 1
S= EAB *ACsinzA = EAC *CBsinsC = EAB *BC sinsB

Pateiksime keleta $iy teoremy taikymo geometrijos uzdaviniy sprendime pavyzdziy.

1 pavyzdys. Atkarpa BM yra trikampio ABC pusiaukrasting, \
jos ilgis lygus m, ji su krastinémis BA ir BC sudaro kampus lygius <
a ir 5. Rasime krastinés AB ilgj.

Sprendimas. Pusiaukrastinés BM tegsinyje uz taSko M
atidedame atkarpg MD = BM (1 pav.). Kadangi keturkampio
ABCD jstrizainés AC ir BD susikirsdamos taske M dalijasi pusiau, 4 5
tai §is keturkampis yra lygiagretainis, tod¢l ZADB = 2DBC = f3, o 1 pav.
2BAD = 180° — LABC = 180° — (a + ). Trikampiui ABD pritaike sinusy teoremg gauname, kad

AB BD « we
IS ¢ia AB =

_ 2msin __ 2msin
sinZADB ~ sinZBAD’

sin(1800—(a+B))  sin(a+pB)’ §

2 pavyzdys. Trikampio ABC kampo A didumas lygus 60°, jbréztas
i trikampj apskritimas liecia kraStines AB, BC, AC atitinkamai g \
taskuose D,E,F, AF =3, FC = 2 (2 pav.). Rasime atkarpos DE ilgj. By \

Sprendimas. Pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko, /| .
savybes turime, kad AD = AF =3, CF = CE = 2. Sakykime, kad /\ /\
DB = BE = a, DE = x. Taikydami kosinusy teoremg trikampiui I
ABC, gauname, kad BC? = AB? + AC? — 2AB - AC - cos £A, i§ ¢ia F




(a+2)?*=0B+a) +52-2(a+3)-5 % Atlike veiksmus gauname, kad a? +4a+4 =9+

6a +a*+25—5a—15,t. y. a=>5. Taikydami kosinusy teoremg trikampiui ABC rasime 2B

. BA?+BC%-AC? 3+5)2+(5+2)%-52 11 . . . ..
kosinusa: cos £ZB = = ()7 +(+2) = —. Dabar i$ kosinusy teoremos trikampiui
2:BA-BC 2:(3+5)(5+2) 14

BED randame ED? =BE2+BD2—ZBE-BDCOSLB=52+52—2-5-5-ﬁ=77—5irED =5\E.

3 pavyzdys. Lygiasonio trikampio pagrindo ilgis yra a, kampas prie pagrindo lygus a. Rasime
pusiaukrastinés, nubréztos i Soning¢ krastine, ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas D yra lygiaSonio trikampio ABC, AB = AC Soninés krastinés
AC vidurio taskas. (3 pav.). Kadangi £BAC = 180° — 2a, tai i sinusy teoremos trikampiui ABC

turime, kad — 45 5e todél AB =

_ asina asina A
sinZACB  sinZBAC’
a

sin(180°—2a) = 2sinacosa
a

. Todél €D = ~AC = ——.
2cosa 2 4cosa
teoremg gauname, kad BD? = BC? + CD? — 2 - BC - CD cos £ACB =

Trikampiui BCD pritaike kosinusy

2 2 2 2 2 D

a a a a a“(8cos“a+1

a2+( ) —2a- .cosa=—+ = o )
4cosa 4cosa 2 16cos?a 16cos?a
.. a
Taigi BD = V8cos?a + 1.
4cosa
B C
Daznai geometrijos uzdaviniuose reikia naudoti atvirkstines 3 pav.

trigonometrines funkcijas, jy savybes. Priminkime, kad skaiCiaus x, |x| <1 arksinusu yra
vadinamas kampas i§ intervalo [—90°; 90°], kurio sinusas lygus x; taigi pagal apibrézima
sin(arcsinx) = x, jei |x| < 1. AnalogiSkai skaiCiaus x,|x| <1 arkkosinusas yra kampas,
priklausantis intervalui [0%; 180°], kurio kosinusas lygus x, t. y. cos(arccos x) = x, jei |x| < 1. Be
to, visiems x, |x|] <1 yra teisinga lygybé arcsinx + arccosx = 90°. Lygiai taip pat realiojo
skai¢iaus x arktangentu vadinamas toks kampas i§ intervalo (—90°; 90°), kurio tangentas lygus
x; tuomet visiems x yra teisinga lygybé tg(arctg x) = x.

4 pavyzdys. Apibrézto apie statyjj trikampj apskritimo
spindulio ir jbrézto j §j trikampj apskritimo spindulio santykis
lygus 5 : 2. Rasime trikampio smailiuosius kampus.

Sprendimas. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC, 2C =
90°,AB =, BC =a, AC =b, LBAC = x. Apibrézto apie
statyjj trikampj apskritimo spindulys lygus jzambinés pusei,

taigi R = % Ibrézto | statyji trikampj apskritimo spindulio ilgis

r= “*;"C (4 pav. r = CE = CF,AD = AF, BD = BE, 2r + ;
av.
2AF +2BF =a+b+c, 2r+2c=a+b+c 2r=a+ P
b —¢). Pagal squgq% : a+s—c = ; PerraSome §ig lygtj taip: aHC)_C = é, t.y. % + % -1= é Kadangi

. b . e . o . .
% =sinx, —=cosx, tai gauname, kad staciojo trikampio smailusis kampas x yra trigonometrinés
lygties sinx + cosx = % sprendinys. Kadangi abi lygties pusés yra teigiamos, tai Sig lygtj galima

_— . . . 49 .
spresti keliant abi puses kvadratu: sin®x + 2 sinx cos x + cos?x = —- Kadangi sin®x + cos?x =



. : . .. . L 2 .. .2

1, o 2sinx cosx = sin 2x, tai gautoji lygtis tampa tokia sin 2x = 2—:. Taigi 2x = arcsmﬁ. x =
Xarcsin 2. Taigi £BAC = Xarcsin ﬁ, £ABC = 90° — Xarcsin 22,
2 25 2 25 2 25

5 pavyzdys. Smailiojo lygiasonio trikampio kampas prie pagrindo lygus a. Rasime, kokiu

santykiu, skaiciuojant nuo trikampio vir§tinés, aukstiniy sankirtos taskas dalija A
1 Soning krasting nubrézta trikampio auksting.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiaSonio trikampio ABC kampai prie

pagrindo £LABC = £ACB = «, aukstinés AD ir BE susikerta taske H (5 pav.). E
Kadangi £ACB =90° — LEBC =90° — zHBD = £BHD, tai 4«BHD = B C
2ACB = a, todél i$ staciojo trikampio BHD randame, kad BH = — CLI. D
sin£ZBHD 5 pav.
BC
z -5 g staciojo trikampio BEC randame BE = BC sin «a, taigi HE =
sina 2sina
e _
BE — BH = BC(sina — ——) = BC(ZSL_” a-1) Kadangi  sin?a =1222¢ @i HE =
2sina 2sina 2
poizees2aml . BCC9S iy ¢ia randame ieskomajj santykj o = —— : (— Becos ) =1
2sina 2sina HE 2sina 2sina cos2a

Pastebékime, kad minuso Zenklas nereiskia, kad atkarpy santykis yra neigiamas skaicius — kadangi
pagal salyga trikampis yra smailusis, tai kampas a yra didesnis uz 45°, taigi 2a yra bukasis kampas,
kurio kosinusas yra neigiamas.

Priminsime keleta trigonometriniy funkcijy tapatybiy, kurios daznai padeda ir geometrijoje. Visy
pirma, tai sumos ir skirtumo trigonometrinés funkcijos, kuriy atskiras variantas yra dvigubo kampo
trigonometriniy funkcijy iSraiskos.

sin(a + f) =sinacosf + cosasinf, sin2a =2sinacosa,

cos(a + B) =cosacosf Fsinasinf, cos2a = cos’a — sin’a,

tg attg B _ 2tga

tg (@ p) = 1Ftgatg B’ tgla = 1-tg2a’

Taip pat daznai naudojamos trigonometriniy funkcijy laipsnio Zeminimo formulés
.2 1 2 1
sin“a = 5(1 — cos 2a), cos‘a = 5(1 + cos 2a).

Matematikos pamokose iSmokote rasti 30°,45% 60° sinusus, kosinusus, tangentus. Taikant
specialias geometrijos konstrukcijas galima rasti ir kai kuriy kity kampy trigonometriniy funkcijy
reikSmes.

6 pavyzdys. IS staciojo lygiaSonio trikampio ABC staciojo kampo D

vir§tinés C nubrézta aukstiné pratgsiama uz virSinés C ir jos tesinyje
pazymétas taskas D toks, kad atkarpa CD lygi trikampio statiniui. Taikydami
$ig konstrukcijg rasime 22,5° kampo trigonometriniy funkcijy reik§mes. C

Sprendimas. Sakykime, kad CH yra trikampio ABC aukstiné, CD = AC = A B
CB ir nubrézkime atkarpg DA (6 pav). Kadangi ZHBC = 45°, tai £DCA = H

135° todél 2HDA = 2CDA = £CAD = %(1800 —2DCA) = 22,5°. 1§ 6 pav.



staGiojo trikampio ADH randame tgZHDA = tg22,5° = %. Jei staciojo trikampio jzambiné¢ AB =

ctai AC=BC=CD="c, AH=HC=%, HD =HC+CD =5+, todel tg22° =%

142 1 . . oy . C S
+2\/—c =LA V2 — 1. Zinodami kampo tangento reik§me, galime rasti ir jo sinuso bei kosinuso

in2 2
reik§mes. Tuo tikslu uzraSome tokias lygybes: tg?x = % = 151;; tg’x — tg?x sin’x =
2
sin?x, sin®x(1 + tg?x) = tg?x, taigi sin’x = 1?? Analogiskai gauname formule cos?x =
v e . .o o _ (2-1D?  (2-1)?  (V2-1)? V2- 1
Trieix Is Siy lygybiy seka, kad sin®22,5" = OB1E — aaE R 2\/_ (
V2—V2

2+vV2

V2), cos?22,5° =
2

ye 2\/_:—(2+\/_) Taigi sin 22,5° = =——, c0s22,5° =

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Atkarpa BM yra trikampio ABC pusiaukrastiné, ji su krastinémis BA ir BC sudaro kampus lygius
a ir . Raskite Sios pusiaukrastings ilgj, jei krastinés BC ilgis lygus a.

2. Trikampio ABC kampo A didumas lygus 60°, jbréztas j trikampj apskritimas lie¢ia krastines AB,
BC, AC atitinkamai taSkuose D, E,F, AF =5, FC = 3. Raskite atkarpos EF ilgj.

3. Apie apskritima, kurio spindulys lygus R, apibrézta lygiaSoné trapecija, kurios smailusis
kampas lygus a. Raskite trapecijos perimetra.

4. Trikampyje ABC AC = b, £BAC = a, £ABC = 3, krastingje AC yra taskas D toks, kad
£BDC = y. Raskite atkarpos BD ilgj.

5. Trikampio ABC krastinés AB =8, AC = 10, o jo plotas lygus 20. Raskite trecios trikampio
krastinés ilgj.

6. StacCiakampio ABCD krastinése AD ir BC atitinkamai pazyméti taskai M ir N taip, kad
keturkampis AMNB yra kvadratas, kurio jstrizainé lygi staciakampio ilgesniajai krastinei, taskas
E yra krastinés BC vidurio taskas. Raskite kampg tarp tiesiy BD ir AE.

7. Rombo perimetro ir jstrizainiy ilgiy sumos santykis lygus 3 :2. Raskite rombo kampus.

8. Lygiasonio trikampio ABC kampas prie vir§inés a yra bukasis, pagrindo BC ilgis lygus a,
atkarpa BE yra auksting, nubrézta | Soning krasting. Raskite tasko E atstuma iki trikampio ABC
ortocentro (aukstiniy sankirtos tasko).

9. Atkarpa BD yra lygiakrascio trikampio ABC aukstiné, jos tesinyje uz tasko B atidéta atkarpa BE
lygi trikampio krastinei. Naudodami $ig konstrukcija, raskite 15° kampo sinuso, kosinuso ir
tangento reikSmes.

10. Lygiakrasc¢io trikampio ABC krastingje BC yra taskas D ir BD : DC = 2 : 1. Raskite kampa
ADB.



VI. SKAICIAI, REIKSMES IR LENTELES

Teorine medziagg parengé bei SeStajq uZduotj sudaré VU docentas Romualdas Kasuba

1. Visi mes puikiai atsimename, kaip yra sprendziamas toks uzdavinys: vienas darbininkas,
dirbdamas vienas, darbg padaryty per 2 valandas, o kitas — irgi vienas — per 3. Per kiek valandy jie
padaryty ta darba dirbdami abu kartu? Jo sprendimas yra arba, tiksliau, galéty biti toks. Darba
pazymeékime 1 ir pirmiausiai paskai¢iuokime darbo dalis, kurias jie atlikty per vieng valanda.
Pirmasis darbininkas per 1 valanda padaryty %2 darbo dalj, o kitas per ta patj laika padaryty 1/3
darbo dalj. Todél jie abu kartu per vieng valandg padaryty %2 + 1/3 darbo dalj. Sudéje tas dvi
trupmenas gauname 5/6, o todél jie kartu tg visa darba padaryty per 1/(5/6) = 6/5 valandos.

O dabar i$spreskime panasy uzdavinj priimdami salyga, kad spresdami atlikti dalybos veiksma
galime tik paskutingje eilut¢je.

Uzdavinio sprendimas galéty biity toks. Pirmiau paimkime skai¢iy 2 ir 3 bendrgjj maziausigjj
kartotinj, kuris yra 6 ir suskai¢iuokime, kiek darby atlikty pirmasis ir antrasis darbininkai per tas
6 valandas. IS karto suvokiame, kad pirmasis darbininkas per tas 6 valandas atlikty 3 darbus, o
antrasis — irgi vienas — 2 darbus. Tod¢l jie abudu per tas 6 valandas atlikty 3 + 2 = 5 darbus, o tai
reiskia, jog 1 darbg jie atlikty per 6/5 valandos.

Atkreipiame démesj, jog tikrai dalijome tik paskutingje eilutéje.

2. Neziniukas suformulavo (i§ analogijos su skaiiy dalumo i§ 3 ir 9 pozymiais) tokj skaiciaus
dalumo i8 27 pozymj:

Jeigu natuiraliojo skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i§ 27, tai ir pats skaiCius dalijasi i§ 27.
Ar Neziniukas yra teisus?

Sprendimas. Neziniukas yra neteisus. Nors pats maziausias skai¢ius, kurio skaitmeny suma yra
27, yra 999 ir jis 1§ 27 tikrai dalijasi, nes 999 : 27 = 37, bet jau sekantis pagal diduma skaiCius
su skaitmeny suma 27 yra 1899 ir jis i$ 27 tikrai nesidalija, nes 1899 =27 - 70 + 9.

Atsakymas. Neziniukas yra neteisus.

3. O dabar suraskime koks dvizenklis skai¢ius pasizymi savybe, jog prie jo pridéjus 1, jis dalijasi
189, o atémus 1 jis dalijasi i§ 13.

Pirmiausiai pastebékime, jog maziausias dvizenklis skaiCius, kuris pridéjus 1 dalijasi i§ 9, yra 17.
Taciau jeigu i$ jo atimsime 1, tai 17 — 1 =16 iS 13 tikrai nesidalins.

Sekantis dvizenklis skaicius, kuris pridéjus 1 dalijasi i§ 9 yra 26, dar kitas 35, toliau eity skaiciai
44, 53, 62, 71, 80, 89 ir 98. Pazitirésime, kuris i$ jy, sumazintas 1, arba kuris i$ skaiciy

25,34,43,52,61, 70,79, 88 ir 97
dalijasi be liekanos i§ 13. Matome, jog toks skaicius yra 52.

Todél gauname, jog yra vienintelis toks dvizenklis skaicius, kuris yra 52.



4. Jonas ir Petras mokosi skirtingose mokyklose. | jy pareigas jeina biitinybé i$blizginti kiekvienam
savo mokyklos saliy grindis. Jonas i$blizgina savo mokyklos salés grindis per 2 valandas, o salés
plotas yra 440 kvadratiniy metry, o Petras savo mokyklos salés grindis, kurios plotas yra 1080
kvadratiniy metry, iSblizgina per 6 valandas.

Kai Jonas ir Petras kartu blizgina Jono mokyklos salés grindis, kiek minuc¢iy juodu uZtrunka?

Sprendimas. Jonas per 1 valandg isblizgina 440 : 2 = 220 kv. metry ploto, o Petras 1080 : 6 = 180
kv. metry. Todél juodu abudu kartu per valandg iSblizgina 220 + 180 = 400 kvadratiniy metry, tai
po 1 valandos jiems dar lieka nublizginti 440 — 400 = 40 kvadratiniy metry, o tai yra deSimtoji
dalis viso Jono salés ploto, todél juodu sugai$ tam likusiam plotui desimtadal;j jy jau sugaisto laiko,
o tai yra 6 minutés. Tod¢l visam Jono mokyklos salés blizginimui juodu sugais 66 minutes.

5. ] kampinius lentelés 3 x 3 langelius yra jraSyti skaitmenys 1, 9, 9 ir 5, kaip tai yra parodyta
piesinyje.

9 5
Ar galima i likusius tuscius langelius jrasyti skaicius jrasant po vieng skaiciy i kiekvieng langelj
taip, kad visuose keturiuose kampiniuose 2 x 2 kvadratuose esanciy skaiciy suma biity visada viena
ir ta pati.

Sprendimas. Tarkime, kad taip padaryti galima. Tegul ] tuscig virSutinés eilutés langel; yra
jraSytas skaitmuo a, o j tuscig apatinés eilutés langelj yra jraSytas skaitmuo b (zitrékite piesSinj).

1 |a 9

9 |b |5
Kadangi kairysis virSutinis ir apatinis 2 x 2 kvadratai turi du bendrus langelius, o jy visy 4 skai¢iy
sumos sutampa, tai 1 +a= 9+ b, 1§ kur seka, jog a = b + 8. Analogiskai sulygindami virSutiniy
ir apatiniy deSiniyjy 2 x 2 kvadraty skai¢iy sumas gautume, jog a + 9 = b + 5, i§ kur seka, kad
a= b—4. Tadab + 8 = b—4, o tai yra prieStaravimas, nes 8 ir —4 yra tikrai skirtingi skaiciai.
Atsakymas. To padaryti negalima.

6. Ar galima | kvadratinés lentelés 5 x 5 langelius jrasyti visus skai¢ius nuo 1 iki 25 (po vieng
skaiciy ] kiekvieng langelj) taip kad skaiCiy suma kiekvienoje eilutéje, kiekviename stulpelyje ir
abiejose jstrizainése bty lyginé?

Sprendimas. Tarkime, kad taip padaryti galima. Tada kiekvienos eilutés skaiCiy suma yra lyging,
todél ir visy penkiy eiluciy skai¢iy suma irgi yra lyginé. Bet tai yra visy skaiciy, nuo 1 iki 25 suma
1+2+3+4+5+...+22+23+24 +25, kuri yra 12 lyginiy ir 13 nelyginiy skai¢iy suma. Taciau
nelyginio skai¢iaus nelyginiy skai¢iy suma yra nelyginis skaicius. Tai yra beveik tas pats kaip
pasakyti, kad visy sveikyjy skai¢iy nuo 1 iki 25 sumayral +2 +3 +....+23 +24+25=13-25=
325.



7. Mokyklos Sachmaty turnyre dalyvavo 20 Sachmatininky, kurie visi vienas su kitu suzaidé po
vieng partija. Sachmatuose uz pergale duodama po taska, uz lygiasias — po ¥ tasko, o uz pralaiméta
partija skiriama 0O tasky. Pasibaigus turnyrui paaiskejo, kad lygiai vienas dalyvis, vardu Matas,
surinko 9,5 tasko ir uzémé 19-tg vieta. Ar galéjo turnyro nugalétojas aplenkti antroje vietoje likusj
dalyvj lygiai 1 tasku?

Sprendimas. Ne, taip nutikti negaléjo.

Pirmiausiai pastebékime, kad dalyviai, like 1-18-tose vietose surinko bent po 10 tasky kiekvienas,
todél geriausieji 19 dalyviy surinko ne maziau kaip 10 - 18 + 9,5 = 189,5 tasky. Toliau, turnyre
buvo iSzaista (20 - 19) : 2 =190 tasky, vadinasi, paskutiniajam 20-tajam dalyviui licka daugiausiai
0,5 tasko. Jeigu pas jj yra 0,5 tasky, tai tasky pasiskirstymas yra toks: 1-18 vietos — po 10 tasky,
19-ta vieta— 9,5, 20-ta— 0,5 taSky. Jeigu pas jj yra 0 tasky, tai tas pasiskirstymas yra toks: 1-a vieta
10,5 tasko, 2-18 vietos — po 10, 19-ta — 9,5 ir 20-ta — 0 tasky.

Bet kuriuo atveju turime, kad pirmaja ir antraja vietas skiria ne daugiau negu 0,5 tasko.

8. Autobusu vaziavo ne daugiau negu 100 keleiviy, o stovinCiyjy keleiviy skai¢ius buvo 2 kartus
didesnis uz sédinCiyjy keleiviy skaiciy. Sustojus autobusui stoteléje is jo iSlipo lygiai 4 procentai
visy keleiviy. Pasakykite, kiek keleiviy liko autobuse.

Sprendimas. Kadangi stovinciyjy keleiviy skai¢ius yra du kartus didesnis uz sédinciyjy, tai
bendras visy keleiviy skai¢ius N tikrai dalijasi i§ 3. Toliau, kadangi stoteléje iSlipo keturi procentai

visy keleiviy, tai yra 2L5-N keleiviy, tai N turi dalintis ir i§ 25. Taigi N dalijasi i§ 3 - 25 = 75.

Taciau pagal salyga N <100, tod¢l N = 75. Taigi autobuse i§ viso liko 75 —% =75-3=72

keleiviai.

9. I8 skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ir 8 jvairiais biidais galima sudaryti 2 keturZenklius skaicius
panaudojant kiekvieng skaitmenj po vieng kartg, o po to rasti skirtumg didesniojo ir mazesniojo i$
ty gautyjy skaiCiy (pavyzdziui, 3587 — 1246). Kokj patj didziausig ir pat] maziausig skirtumus
galima gauti taip darant?

Sprendimas. Didziausia reikSmé yra lygi 7531; maziausia reikSmé lygi 247.

Maziausia reikSmé yra gaunama i§ galimai didziausios reikSmes atimant galimai maZiausig
reik§me. Pats didziausias keturzenklis skaicius, gaunamas i§ skaitmeny 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 ir 8 yra,
suprantama, 8765, o pats maziausias yra 1234. Tod¢l pats didziausias skirtumas yra 8765 — 1234
=7531.

Jeigu mazinamojo skaiCiaus tiikstanciy skaitmuo biity didesnis uz atimamojo i§ jo skaiciaus
tikstancCiy skaitmenj daugiau negu per 1, tai skirtumas biity nemazesnis negu 2000 — 999
= 1001, o tai yra, kaip nesunku matyti, daugiau negu kai kurie kiti galimi skirtumai, pavyzdziui
skirtumas 7128 — 6354 = 774 yra mazesnis negu 1001. Taigi, kad skirtumas biity pats maziausias
1§ visy galimy, reikia kad atéminio tiikstanciy skai¢ius bty lygiai 1 vienetu didesnis uz atimamojo
skaiCiaus tiikstan¢iy skaitmenj. Tada skirtumas bus pats maziausias, jeigu skaicius, kurj sudaro



paskutinieji 3 atéminio skaiciai, bus galimai pats maziausias, tai yra 123, o skaicius, kurj sudaro
trys atimamojo skaiCiaus skaitmenys bus galimai pats didziausias, tai yra 876. Nepanaudotieji
skaiciai 5 ir 4 kaip tik ir skiriasi per 1. Tod¢l pats maziausias skirtumas ir yra 5123 — 4876 = 247.
Atsakymas. Didziausias skirtumas yra 7531, o pats maziausias yra 247.

10. ] 3 x 3 lentelés langelius, po vieng skaiCiy j kiekvieng langelj jraSome po vieng teigiamg sveika

skaiCiy (iraSomi skaiciai nebutinai skirtingi) taip, kad visy trijy eiluciy ir visy trijy stulpeliy skaiciy
sumos yra visos skirtingos. Kokia tada yra pati maziausia galima visy 9 lentelés skai¢iy suma?

Sprendimas. Kadangi visi jraSomi skaiciai yra sveiki ir teigiami, tai pati maZiausia galima bet
kurios eilutés ar stulpelio skaiCiy suma yra bent 3. Kadangi visy eiluciy ir visy stulpeliy skaiciy
sumos yra skirtingos, tai pazyméjus visy 9 visos lentelés skaiCiy suma simboliu S, turésime tokia
nelygybe:
2S>3+4+5+6+7+8=33
arba
S>16,5.

Kadangi S yra natiiralusis skaicius, tai S > 17.

Zemiau pateikiamas pavyzdys rodo, kad toks atvejis tikrai jmanomas:

1 [1 ]1
114 [4
2 |21

Atsakymas. Pati maziausia galima visos lentelés skaiCiy suma yra 17.

11. Duota akmeny kriiva, kurios akmeny svoriai nebiitinai yra visi skirtingi. Yra zinoma, kad ta
kriivg galima i8déti ir ] penkias, ir | SeSias pagal svorj lygias akmeny kriivas. Koks maziausias
akmeny skaiCius gali biiti tokioje akmeny kriivoje?

Sprendimas. Nesunku suvokti, kad 10 akmeny kriiva, kurioje yra 5 akmenys po 50 gramy ir 5
akmenys po 10 gramy, tikrai tenkina uzdavinio salygas.

Irodysime, kad maziau akmeny tokioje kriivoje negali buti. Tikrai, jeigu tokioje kriivoje yra
maziau negu 10 akmeny, tai jeigu mes iSdéliosime jas | 5 vienodo svorio kriivas, to vienintelio
akmens svoris, 1§ kurio tik ir susideda viena 18 ty 5 kriivy, bus (1/5)X, kur X yra bendras visy
kriivos akmeny svoris. Taciau tada tokios akmeny kriivos negalima isdélioti j SeSias kriivas, kuriy
visy svoris yra 1/6X, kadangi j vieng i$ jy patekty didesnio svorio akmuo (1/5)X .

Atsakymas. Kriivoje gali biiti maziausiai 10 akmeny.

12. 9 elektros lemputés yra iSdéstytos ,.kvadratiniu budu*:
©OE
©OO
©OE



Visas aritmetizuotas miSkas Zino, kad kiekviena lemput¢ turi dvi prieSingas biisenas: biiseng ,,J ir
biiseng ,,i$“. KiSkutis Mikas Paikutis ar kitas jgaliotas Zvériukas gali letena spusteléti bet kurig
lempute.

Spusteléjus lempute jos blisena ,,pereina i priesSinga“: jeigu iki spusteléjimo lemputé buvo biisenoje
1%, tai po spustel€jimo ji bus busenoje ,,is*, ir atvirksciai; be to, | prieSingg biiseng po spustelé¢jimo
pereina visos ir tos eilutés, ir to stulpelio lemputés.

Pradzioje 9 lemputés buvo biisenoje ,,i8*. Koks yra maziausias lempuciy spusteléjimy skaicius,
kuriuos turi padaryti kiskutis Mikas Paikutis, kad visos 9 lemputés atsidurty buisenoje ,,j“?

(A)3 (B) 4 ©)s (D)9 (E) to padaryti nejmanoma

Sprendimas. Antrasté iS¢jo ilgoka, o pats sprendimo apraSymas bus, kaip mums regisi, visiskai
nepainus. Pirmiausiai sutarkime ,,i§jungta lemputés biiseng* zymeéti, kiek paprasciau, arba tiesiog
minuso zenklu, o ,,jjungta lemputés biiseng™, atvirksciai ir, kaip jprasta, daug optimistisSkesniu
pliuso Zenklu.

Taip ,,skydelio* biisena, kai visai viskas iSjungta, atrodys taip:

Panasiai biisena, kai viskas jjungta, atrodys kaip pilna pliusy lentel¢, arba, kitaip sakant, taip:

+ |+ |+
+ |+ |+
+ |+ |+

Mums beliko papasakoti, kaip kuo grei€iausiai, o tai reiSkia su kuo maziausiai spusteléjimy, kuriy
kiekvienas liaudiskai sakant, apvercia lygiai 5 lempuciy biisenas, padaryti taip, kad ,,iStisiniy*
minusy lentelé (ta, kuri parodyta auksciau) virsty ,,iStisiniy“ pliusy lentele arba tokia, kuri yra
parodyta Zemiau®.

Dabar nurodysime biida, kaip trimis spusteléjimais apversti lentelg. Biido apraSas labai paprastas
ir yra toksai — paimkime ir bet kuria eile nuspauskime visas tris, pavyzdziui, pirmosios eilutés
lemputes.

Galite dirsteléti, kas tada darysis: prieiname prie lentelés, randame

ir paspaudziame kairiausig lempute virSutinéje eilutéje — reakcija bus tokia, kokia ir buvo
pranasauta — ] prieSingas biisenas pereis visos aukstutinés eilutés ir kairiausiojo stulpelio eiluteés.
Pasikeites vaizdas bus toks:

+ |+ |+
+ | - | =
+ | - | =
Dabar iS eilés spaudziame auksciausig vidurinio stulpelio lempute. AukStutinés eilutés lempuciy
biisenos ,,atvirsta atgal® ir prieSingomis pasikeicia likusios vidurinio stulpelio lempuciy biisenos.
Vaizdas po antrojo spusteléjimo bus toks:




Dabar paspaudus pacig deSiniausig virSutinés eilutés lempute vaizdas ir bus toks, apie kurj mes
svajojome ir prie kurio mes verzémes, arba gauname lentel¢ vardu ,,vieni pliusai®:

+ |+ |+
+ |+ |+
+ )+ |+

Nuosirdziai pripazjstame, kad toji virSuting eiluté néra niekuo greitesné uz kitas eilutes — ar net
stulpelius. Kitais zodZiais $Snekant visiSkai tas pats galutinis rezultatas bty buves pasiektas ir
nuspaudus (ir net bet kuria eile, bet tik visas) antrosios eilutés lemputes. Tas pats biity nutike ir
nuspaudus visas tris Zemiausios eilutés lemputes.

Lygiai tas pats buty buve, jei biitume spaudinéje po tris bet kurio stulpelio lemputes. Belieka
pasiklausti aritmetikos ir logikos specialisty, ko gi dar mums triiksta ,,iki pilnos matematinés
laimés ir logikos triumfo*.

Atsakymas Siuo atveju yra visai aiSkus — mums triiksta teisingo pasamprotavimo apie tai, kad
greiCiau mes visy minusy visais pliusais paversti niekaip negalétume. Kadangi sugebame viska
apversti trimis spustel¢jimais, tai apversti greiciau, reik$ty viska apversti vienu arba dviem
spustel¢jimais.

Vieno spusteléjimo tikrai per maZza, nes vienas spusteléjimas teapvercia tik 5 lempuciy biisenas, o
ju skydelyje i$ viso yra 9. Na o kaip biity su dviem spustel¢jimais? Dviem spustel¢jimais jau galima
paveikti 5 + 5, arba jau net 10 lempuciy biisenas, o tai . daugiau negu 9. Deja, su 2 spusteléjimais
nesusitvarkysime, nes galime tai paaiskinti net dviem budais:

(a) Kad ir kaip bepaspaustume dvi skirtingas lemputes, visada rasis (bent viena) lemputé, kurios
biisenos nekeicia nei vienas, nei kitas paspaudimas .

(b) Kad ir kaip bepaspaustume dvi skirtingas lemputes, visada rasis (bent viena) lempute, kurios
biiseng pirmasis paspaudimas pakeicia j priesinga, o kitas ,,atkei¢ia atgal® (ji lieka nepakitusi).
Atsakymas. Reikés maziausiai 3 spusteléjimy.

13. Atnesusi kontrolinj darbg mokytoja pasakeé, kad 15 mokiniy gavo i jo ,,4 arba ,,5“, 0 mokiniy
skaicius, kurie gavo i$ kontrolinio darbo ,,3“, yra 5-iais didesnis uz ty, kurie gavo i§ kontrolinio
darbo ,,4*. Kiek mokiniy dalyvavo kontroliniame darbe, jeigu visy jy gautyjy baly suma yra lygi
100. (Galimi jvertinimai yra: 2, 3, 4 ir 5).

Sprendimas. Simboliu x pazymékime mokiniy, kurie per kontrolinj gavo ,,4%. Tada pagal salyga
»J gavo 15-x,0,3“ gavo x +5 mokiniai. Todél jeigu y yra ,,2* gavusiy mokiniy skaicius,
tai bendras kontrolinj raSiusiy mokiniy skaic¢ius yra (15 —x)+x+(x+5)+y=20+x +y,0]jy
gautyjy baly suma yra 5(15 —x) + 4x + 3(x + 5) + 2y =90 + 2x + 2y) = 100. IS ¢ia seka, kad x + y
= 5 ir todé¢l kontrolinj darba rasé¢ 20 + x + y =20 + 5 = 25 mokiniai.

Atsakymas. Kontrolinj darbg rasé 25 mokiniai.

14. Petras nori jraSyti sveikuosius skaiCius j visus lentelés 4 x 4 langelius po vieng skaiciy j
kiekvieng langelj taip, kad bet kuriy trijy i$ eilés einanciy bet kurios eilutes ar bet kurio stulpelio
skaiciy biity visada viena ir ta pati. Tris skaiCius jis jau jrasé¢ j lentele tokiu budu kaip tai yra
parodyta Salia esanCiame pieSinyje.




Koki skaiciy Petras turéty jrasyti i ,,?* pazyméta langel;?

Sprendimas. Tarkime, kad Petras turi jrasyti j vieng eilutg arba j vieng stulpelj keturis skaicius «,
b, c ir d (iSvardinta eile). Tada pagal salyga a+b+c=>b+c+d, i$ kur seka, jog a =d. Kitaip
sakant, skaiCiai, esantys vienoje eilutéje ar viename stulpelyje, bet skirtinguose jos kraStuose turi

buti lygts. Atskiru atveju pirmas skaiCius antroje eilutéje turi biiti lygus 3, o antras skaicius
ketvirtoje eilutéje turi biiti lygus 2.

Sakykime, kad pirmas skaicius ketvirtoje eilutéje yra lygus x, tada

2
3 3
4
x |2 |?

Toliau mes matome, jog turi galioti nelygybé x + 2 +? =3 +4 + x, i$ kur seka, kad ? = (7 + x) —
(x+2)=5.
Atsakymas. 5.

15. IS skaitmeny 2, 5 ir 8 buvo sudarytas 7-zenklis skaiCius (pastebésime, jog galéjo nutikti ir taip,
kad kai kuriy 1§ nurodytyjy skaitmeny sudarytame 7-Zenkliame skaiCiuje néra). Ar gali tas
sudarytasis skai¢ius dalintis 1§ 15?

Sprendimas. Pastebékime, kad visi nurodytieji skaitmenys duoda liekang 2, jeigu mes juos
dalinsime i§ 3. Tod¢l ir sudaromojo 7-Zenklio skaiciaus skaitmeny suma nesidalins i§ 3, nes ji turés
pavidala 3- k + 7 - 2=3 - k + 14 su tam tikru nattraliuoju k. Taigi pagal dalumo i$ 3 pozym] ir pats
7-zenklis skaicius nesidalija i§ 3 ir tuo labiau jis nesidalija i§ 15.
Atsakymas. Nurodytasis 7-Zenklis skaicius negali dalintis i§ 15.

16. Lygybéje MAMA - LE = 10 - LELE skirtingos raidés atitinka skirtingiems, o vienodos raidés
— vienodiems skaitmenims. Nustatykite, kam galéty biti lygus skaicius M + A.

Sprendimas. 4-zenklis skaicius MAMA yra sudarytas i$ dviejy vienody daliy MA, o kitas 4-
zenklis skai¢ius LELE — i§ dviejy vienody daliy LE. Tai reiskia, jog keturzenklis skai¢ius MAMA
dalijasi i§ dvizenklio skai¢iaus MA, o keturZenklis skai¢ius LELE dalijasi i§ dvizenklio skai¢iaus
LE. Padaline gausime

MAMA =MA - 101 ir LELE =101 - LE.
Kitaip sakant,

MA -101-LE=10-LE - 101.

Suprasting gauname MA = 10, o tai reiskia, kad M+ A=1+0 =1.



SESTOJI UZDUOTIS

1. Jonas lygiomis dienos porcijomis statinaite giros iSgerty per 10 dieny, o Andrius — per 14 dieny.
Per kiek dieny jie iSgerty statinaite giros gerdami abudu kartu?

2. Petras norety pirkti knyga, bet jis visai neturi pinigy. Todél jis kreipési pagalbos | tétj ir | du
savo brolius — jaunesnjjj ir vyresnjjj ir jy padedamas jis ta knyga nusipirko. Yra zinoma, jog jo
tetis davé puse tos sumos, kurig davé abudu Petro broliai, vyresnysis brolis dave trecigja dalj to,
kg davé tétis ir jaunesnysis brolis, kuris tiesiog i$ karto davé 10 eury. Kiek gi kainuoja ta knyga?

3. Koks yra pats maziausias nattiralusis skai¢ius, kurj galima dviem biidais uzrasyti trijy natiiraliyjy
skai€iy suma taip, jog visi 6 démenys yra skirtingi.

4. Raskite tris i$ eilés einancius natiiraliuosius skaicius, kad jy suma baigtysi skai¢iumi 2023. Koks
yra toksai pats maziausias tokiy skaiiy trejetas?

5. Tenisininkas Petras skai¢iuoja savo laiméty macy (nuo visy jo suzaistyjy macy) procentg. Prie§
paskutinj turnyra, kuriame Petras laiméjo visus macus, tas procentas buvo lygiai 25 procentai, o
po to paskutinio turnyro jis pasidaré lygus lygiai 75 procentams.

Nustatykite, kelis kartus visy Petro paskutiniame turnyre laiméty macy skaicius yra didesnis uz jo
visy iki to turnyro jo suzaisty (laiméty ir pralaiméty) macy skaiciy.

6. Ar galima j kvadratinés lentelés 5 x 5 langelius jraSyti visus skai¢ius nuo 1 iki 25 (po vieng
skaiciy ] kiekvieng langelj) taip kad skai¢iy suma kiekvienoje eilutéje, kiekviename stulpelyje ir
abiejose jstrizainése bty nelyginé?

7. Tkiekvieng lentelés 3 x 3 langeli jrasyta po teigiamg skaiciy tokiu biidu, kad visy trijy kiekvienos
eilutés ir kiekvieno stulpelio skai¢iy sandauga yra lygi 1, o visy keturiy bet kurio 2 x 2 kvadrato
skai¢iy sandauga yra lygi 2. Nustatykite, koks skai¢ius yra jraSytas centriniame lentelés langelyje.

8. Mokytojas nupies¢ lentoje sta¢iakampj ir padalino jj ;1 4 mazesnius staciakampius 4, B, C ir D
(ziurekite piesinj).

Tada mokytojas pakvieté prie lentos Martyng ir pasitilé jam iSspresti tokj uzdavin;j: ,, Tarp skaiCiy
3,4,5,6,7,9, 11, 18 kazkurie keturi skaiciai reiskia sta¢iakampiy A, B, C ir D plotus; be to, dar
yra zinoma, kad tie visi plotai yra skirtingi. Ar galétum nurodyti, kokie yra tie 4 skai¢iai?*

Padekite Martynui iSspresti mokytojo jam pasitilyta uzdavinj. Ar tai padaryti yra jmanoma?



9. Tévas parneS¢ stnui 4 natiraliuosius skaiCius ir papras$¢ stinaus visaip sudéti juos po du
skirtingus skai¢ius visais galimais buidais. Stinus sudéjo ir pradéjo 6-Sias gautgsias sumas rasyti i§
eilés. Jis tespejo uzrasyti tik 5-ias 1§ 6-1y gautyjy sumy

10, 12, 14, 16, 17,
kai tévas, pasizituréjes, kg jis ten raso, pasakeé, kad jis bus kazka sumaises. Kuris i$ jy yra teisus?

10. Utopijos fermoje fermeris Svajtinas turi laukg, kuriame esancios zolés kiekis kasdien padidéja
po tiek pat. Seioms karvéms uztrukty 3 pilnas dienas nuésti visg viso lauko Zolés kiekj, o trys
karvés ta patj padaryty per 7 pilnas dienas. Laikant, kad fermerio Svajiino karvés suéda visos
kasdien po tiek pat Sieno, kiek laiko uztrukty 1 karvei nuésti visg to lauko Sieng?



VIL DIOFANTINES LYGTYS

Teorine medZiaga parengé bei septintaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Aivaras Novikas

Prisiminkime: kintamojo x daugianariu (arba polinomu) vadinamas reiSkinys, turintis pavidalg
Apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx? + a;x + ay, taigi gaunamas kintamojo x laipsnius su neneigiamais
sveikaisiais rodikliais (x® = 1,x1 = x, x2, x3 irt. t. iki kurio nors x™) padauginant i§ duoty skaiiy — konstanty
(atitinkamai 1§ ay, a4, a,, a; ir t. t. iki a,,) ir tokias sandaugas sudedant. Prilygindami daugianarj skaiciui 0,
gauname algebrine lygti sunezinomuoju x. Panasiai galima gauti ir algebring lygti su keliais neZinomaisiais:
ty nezinomyjy laipsniai su neneigiamais sveikaisiais rodikliais bet kaip dauginami tarpusavyje ir dar dauginami
i§ konstanty, o tokiy sandaugy suma prilyginama skaic¢iui 0. Pavyzdziui, x* + 11xy3 —x + 2y + 5 =0 yra
algebriné lygtis su nezinomaisiais x ir y, o 11x3x% + x% — 6x3x] — 3xx,x8 — x,x3 —4x; + 7 =0 yra
algebriné lygtis su nezinomaisiais x;, x5 ir x3.

Algebrinés lygties koeficientai yra tos konstantos, i$ kuriy padaugintos nezinomyjy laipsniy sandaugos.
Pavyzdziui, lygties x* + 11xy3 — x + 2y + 5 = 0 koeficientai yra 1, 11, —1, 2, 5. Bendru atveju koeficientai
gali bati bet kokie realieji skai¢iai. Cia nagrinésime tik algebrines lygtis, kuriy koeficientai yra sveikieji
skai€iai, o nezinomyjy reikSmes taip pat nagrinéjamos tik sveikosios, t. y. lygti norima i$spresti ne bet kokiais,
o tik sveikaisiais skaiCiais. Tokios algebrinés lygtys vadinamos diofantinémis. Taip pat diofantinémis
vadinsime tas lygtis, kuriy desinéje puséje yra nenuliniy nariy, tac¢iau kurios jgyja reikiama algebrinés lygties
su sveikaisiais koeficientais pavidala, visus narius perkélus j kairigja lygybés puse. ISspresti diofanting lygti
reiskia rasti visus jos sveikuosius sprendinius arba jrodyti, kad jy néra. Sprendziant tokias lygtis, yra svarbiis
sveikieji skaiciai ir jy dalumo savybés. Todél diofantinés lygtys priskiriamos ne algebrai, bet kitai matematikos
sri¢iai — skaiciy teorijai.

1 pavyzdys. Kad isprestume diofanting lygti x? + 4x — 5y — 2024 = 0, pasiremsime ne tik algebriniu
lygties pertvarkymu — pilnojo kvadrato i§skyrimu

(x2+4x+4)—4—-5y—2024=0, (x + 2)? = 5y + 2028,
bet ir dalumo i§ 5 savybémis. Sveikojo skai¢iaus kvadratas (x + 2)? turi dalytis i§ 5 su ta pacia liekana kaip
5y + 2025 + 3, taigi su liekana 3. Jei x + 2 dalijasi i§ 5 su liekana r, tai paZzymékime x + 2 =5k +r
(skaiCius k sveikasis). Tada skai¢iaus (x + 2)% = 25k? + 10kr + 12 dalybos i§ 5 lickana 3 tokia pati kaip
skai¢iaus 2. Tadiau ¢ia r = 0, 1, 2, 3 arba 4 (dalybos i§ 5 liekana negali biiti kitokia), ir jokiu atveju 72
dalybos 1§ 5 liekana néra lygi 3. Vadinasi, duotoji diofantiné lygtis sprendiniy neturi (prisiminkime, kad
ieskome tik sveikyjy sprendiniy (x, y)).

2 pavyzdys. Analogiskai (7r. 1 pavyzdj) spresdami diofantine lygtj x? + 4x — 5y — 2027 = 0, taigi lygtj
(x + 2)? = 5y + 2031, galime atmesti 7 reikmes 0, 2 ir 3 (tada r? dalijasi i§ 5 su kita lickana nei skai¢ius
5y + 2030 + 1). Lieka du atvejai x + 2 = 5k + 1 ir x + 2 = 5k + 4. Pirmuoju atveju x = 5k — 1,

(5k + 1)? = 5y + 2031, 5y = 25k? + 10k + 1 — 2031, y = 5k? + 2k — 406.
Analogiskai antruoju atveju x = 5k + 2, y = 5k? + 8k — 403. Cia k yra bet koks sveikasis skai¢ius. Taip
gauname atsakymg — be galo daug lygties sprendiniy

(x,y) = (5k — 1, 5k? + 2k — 406), k € Z, ir (x,y) = (5k + 2, 5k? + 8k —403), k € Z.
Jei norétume gauti vieng konkrety lygties sprendinj — atskiraji sprendinj, tai pakakty pasirinkti konkrecig k
reik$me. Pavyzdziui, (x,y) =(5-3—1, 5-32+2-3 —406) = (14,—355) ir (x,y) = (5-(—10) + 2,
5-(—10)? + 8- (—10) — 403) = (—48, 17) yra duotosios lygties atskirieji sprendiniai.

Net paprastai atrodancios diofantinés lygtys gali biiti labai sudétingos. Pavyzdziui, labai sunkus jrodyti toks
teiginys, vadinamas Didzigja Ferma teorema: jokia diofantiné lygtis x™ + y™ = z", kur n > 2 yra duotas
natiiralusis skai¢ius, neturi kity sprendiniy, i§skyrus akivaizdzius sprendinius, kuriems vienas i§ nezinomuyjy
lygus 0. Nors $is teiginys buvo suformuluotas apie 1637 m., bet lygéiai x> + y° = z° jis buvo jrodytas tik
1825 m., o visoms n reikSméms — tik 1994 m. ir tik naudojant pacig SiuolaikiSkiausia auks$tgjg matematika.
Tuo tarpu lygtis x> + y5 = z° + t5 vis dar nei$spresta ir 2023 m.

Visgi kai kurias diofantines lygtis iSspresti néra taip sunku. Galima net i$skirti kai kuriuos lygciy tipus ir
lygéiy sprendimo biidus, tinkamus visoms to paties tipo lygtims. Cia apsiribosime lygtimis su dviem
nezinomaisiais x ir y. Visy pirma, panagrinékime tiesines diofantines lygtis — tokias, kurios gaunamos
kiekvieno nezinomojo pirmajj laipsnj padauginus i§ konstantos ir tokiy sandaugy sumga prilyginus konstantai.
Tiesiné lygtis su nezinomaisiais x ir y turi pavidala ax + by = c.

3 pavyzdys. I$spreskime tiesing diofanting lygti 16x + 7y = 1. Gana lengva atspéti jos atskirajj sprendinj:
tikrindami galimas 16x reikSmes +16, +32, +48, ..., pastebékime, kad skaicius 48 = 16 -3 nuo 7 - 7 = 49
skiriasi per 1. Pagal lygybge —16 - 3 + 7 - 7 = 1 gauname lygties sprendinj (xy, V) = (—3,7). Kad rastume



visus sprendinius, taip pertvarkykime duotaja lygti:
lé6x+7y=-16-3+7-7, l6x+16-3=7-7 -7y, 16(x+3) =7(7—-y).
Kadangi skaiciai 16 ir 7 yra tarpusavyje pirminiai (jy didZiausias bendrasis daliklis lygus 1), tai x + 3 turi
dalytis i§ 7. Pazymékime x +3 =7k. Tada x =7k —3, 16 -7k =7(7 —y), 16k =7 -y,
y = —16k + 7. Cia k yra bet koks sveikasis skaicius.
Ats.: (x,y) = (7k —3,—-16k + 7), k € Z.

4 pavyzdys. ISspreskime tiesing diofanting lygti 156975x + 51317y = ¢, kai ¢ = 13 ir kai ¢ = 14.
Atskirojo sprendinio lengvai atspéti Cia greiciausiai nepavyks. Kad jj rastume, pazymékime a = 156975,
b = 51317. Pradékime nuo Siy dviejy skaiciy ir toliau vis keiskime juos tokiu veiksmu: vienas skaicius
dalijamas i§ kito su liekana ir yra pakei¢iamas gautaja dalybos liekana. Veiksmas kartojamas, kol gaunama
liekana 0. Pirmuoju tokiu veiksmu didesn] skaiciy a dalijame i§ mazesnio skai¢iaus b: dalmuo lygus 3, todél
liekana lygi a — 3b = 3024. Dabar turime skaicius b ir a — 3b. Antruoju veiksmu dalijame b i§ a — 3b:
dalmuo lygus 16, todél liekana lygi b — 16(a — 3b) = 49b — 16a = 2933. Toliau dalijame
*a—3bi§49b — 16a: dalmuo 1, liek. (a — 3b) — (49b — 16a) = 17a — 52b = 91,

*49b — 16ai§ 17a — 52b: dalmuo 32, liek. (49b — 16a) —32(17a — 52b) = 1713b — 560a = 21;
*17a — 52b i§ 1713b — 560a: dalmuo 4, liek. (17a — 52b) — 4(1713b — 560a) = 2257a — 6904b = 7;
* pagaliau, dalydami 21 i§ 7, gauname liekang 0.

Analogiska kaip Siame pavyzdyje veiksmy seka galima atlikti, turint bet kokius pradinius sveikuosius
skaicius a ir b (jei jie biity neigiami, vietoj jy imtume jy modulius). Yra jrodyta: kad ir kokie buty a ir b, taip
gauta paskutiné nenuliné liekana yra ne kas kita, bet skai¢iy a ir b didziausias bendrasis daliklis DBD(a, b).
Toks jo radimo buidas vadinamas Euklido algoritmu. Tiesinés diofantinés lygties ax + by = c kairioji pusé
visada dalijasi i§ DBD(a, b), todél tokia lygtis neturi sprendiniy, kai ¢ i§ DBD(a, b) nesidalija.

Misy atveju DBD(a, b) = 7, tad duotoji lygtis 156975x + 51317y = 13 sprendiniy neturi. Tuo tarpu
atveju ¢ = 14 atskirajj sprendinj gauname, lygybe 2257a — 6904b = 7 padauging i§ 2:

4514a + (—13808)b = 14, (x0,¥0) = (4514,—-13808).
Turint atskirajj sprendinj, visus sprendinius toliau galima rasti panasiai kaip 3 pavyzdyje. Tik ¢ia lygtj biitina
padalyti i$ DBD(a, b) = 7: taip vietoj a ir b gausime skai¢ius % = 22425 ir g = 7331, kurie yra tarpusavyje
pirminiai (3 pavyzdyje buvo svarbu, kad DBD(7,16) = 1). Taigi
156975x + 51317y = 14 = 156975 - 4514 + 51317 - (—13808) |: 7,
22425x + 7331y = 224254514 4+ 7331 - (—13808),
22425(x —4514) = 7331(—y — 13808), x —4514 =7331k, tada —y — 13808 = 22425k.

Ats.: @, kai c = 13; (x,y) = (7331k + 4514, —22425k — 13808), kur k € Z, kai c = 14.

Toliau nagrinésime diofantines lygtis su nezinomaisiais x ir y, kuriose be nariy, randamy tiesinése lygtyse,
dar gali biiti antrojo laipsnio nariai x?, y? ir xy, padauginti i§ konstanty, taigi nagrinésime lygtis, kurioms
galima suteikti pavidala

ax?+bxy+cy*+dx+ey+f=0.
Jei¢iaa = b = ¢ = 0, tai lygtis tiesiné. PrieSingu atveju tokia diofantiné lygtis vadinama kvadratine.

5 pavyzdys. Lengva i$spresti diofantine lygtj xy = 20. Cia x turi biti sveikasis skaiéius, i§ kurio dalijasi
skaiCius 20. Taigi x = +1, +2, +4, +5, +10, +20 ir atitinkamai y = +20, +£10, +5, +4, +2, +1. Taigi
lygtis turi 12 sprendiniy — tiek, kiek skai¢ius 20 turi (sveikyjy) dalikliy.

Diofantiné lygtis xy = 720 turi daugiau sprendiniy. Jy nevardysime, bet iSsiaiSkinkime, kiek jy yra.
Kadangi skai¢iaus 720 skaidinys pirminiais daugikliais yra 2% - 32 - 5, tai visus jo teigiamus daliklius gausime,
reiskinyje 2% - 3P - 5¢ laisvai pasirinkdami tokias reikimes: a =0, 1, 2, 3arba4; b =0, 1 arba 2;c =0
arba 1. Skaiiy a galime pasirinkti 5 biidais, skaiciy b — trimis btidais, skai¢iy ¢ — dviem biidais. Tad gauname
5-3 .2 = 30 teigiamy dalikliy — ir dar tiek pat neigiamy. Vadinasi, skaic¢ius 720 turi i§ viso 60 dalikliy, o
lygtis xy = 720 turi 60 sprendiniy.

6 pavyzdys. ISspreskime diofanting lygtj 3xy — y = 20. UzraSykime jg pavidalu y(3x — 1) = 20. Taigi
skai¢iai y ir 3x — 1 yra skaiGiaus 20 dalikliai (plg. su 5 pavyzdzio lygtimi xy = 20). Siuo atveju sprendiniy
yra maziau nei 12, nes ne visi dalikliai tinka kaip 3x — 1 reik§més. Prie tinkamos daliklio reik§més pridéjus
skaiCiy 1, turi iSeiti skaiCius 3x, dalus i§ 3. Todél tinka tik 3x — 1 = =1, 2, —4, 5, —10 ir 20. Kiekvienu i§ 6
atvejyrandame x = 3x —14+1):3iry=20: (3x —1).

Ats.: (x,y) = (0,—-20), (1,10), (-1,-5), (2,4), (—3,-2), (7, 1).

7 pavyzdys. ISspreskime diofanting lygti 5xy — 2x + 3y — 10 = 0. Jg vélgi pertvarkykime, kad matytysi



konkretus skaicius, kurio daliklius pakaks perrinkti. Pirmiausiai iSkelkime pries skliaustus x:
x(5y —2)+3y—10=0.
Vienur lygtyje turime 5y — 2, o kitur 3y. Kad ir ¢ia gautume 5y — 2, padauginkime lygtj i$ 5:
5x(5y —2)+3:5y—-50=0, 5x(5y —2)+3(5y—2)+2-3-50=0,
(5x +3)(5y — 2) = 44 =22 - 11, S5x+3 =41, £2, +4, +11, £22, +44.
Tinka tik 5x + 3 = —2 ir —22. Atitinkamai 5y — 2 = —22 ir —2. Liko iSreiksti x ir y.

Ats.: (x,y) = (—1,—-4), (-5,0).

8 pavyzdys. Nustatykime, kiek sprendiniy turi diofantiné lygtis xy —7x +8y — 2081 =0 (jy
neiSvardydami). Pertvarkykime lygtj taip:

x(y—7)+8y—-2081=0,x(y—7)+8(y—7)+8-7—-2081=0,
(x+8)(y—7) =2025=25-81=52-3%
Pazymékime X = x + 8, Y = y — 7. Diofantiné lygtis XY = 2025 turi tiek sprendiniy, kiek skaicius 2025
turi dalikliy. Kiekvieng sprendinj (X,Y) atitinka lygiai vienas pradinés lygties sprendinys (x,y) =
= (X — 8,Y + 7). Taigi liko suskai¢iuoti skai¢iaus 2025 daliklius. Tai visi jmanomi skai¢iai +5% - 3%, kur
a=0,1larba2,0b=0,1,2,3arba4. Turime 3 - 5 tokius teigiamus daliklius, 0 i§ viso 2 - 3 - 5 = 30 dalikliy
bei atitinkamai 30 sprendiniy.

Ats.: 30 sprendiniy.

9 pavyzdys. I$spreskime diofanting lygtj 3x? + 5xy — 7x + y + 7 = 0. Sioje kvadratingje lygtyje néra
nario ... y2. Sugrupuokime narius, kuriuose yra y, o likusius narius perkelkime j kitg lygybés puse:

y(Gx+1)=-3x*+7x—7.
Taigi ¢ia i§ esmés turime rasti tas sveikgsias x reikSmes, kurioms —3x2 + 7x — 7 dalijasi i§ 5x + 1.
Pazymékime a = 5x + 1. Tam, kad reidkinj —3x2 + 7x — 7 galétume patogiai, be trupmeny isreiksti per a, jj
padauginkime i§ 52:
25ay = 25y(5x +1) =—-3-5%2-x2+7-52-x—52.7=-3-(5x)> +35-5x — 175 =
=—-3(a—1)2+35(a—1)—175= —3a? + 6a — 3 + 35a — 35 — 175 = —3a? + 41a — 213.
Kadangi —3a? + 41a — 213 turi dalytis i§ a = 5x + 1, tai turi dalytis ir skai¢ius 213 = 3 - 71 (skaic¢ius 71
pirminis). Taigi 5x + 1 = +1, +3, £71, +£213. Tinka tik 5x + 1 = 1ir 5x + 1 = 71. Tada atitinkamai x = 0
—3x%+7x-7
5x+1

Ats.: (x,y) = (0,=7), (14,-7).

10 pavyzdys. I$spreskime diofantines lygtis a) x2 + 5y2 = 129; b) x2 + 5y2 = 131291309.

a) Lygtis tampa lengva pastebéjus, kad visada x2 + 5y2 > 5y? ir todél pakanka patikrinti tik tas y reik§mes,
kurioms 129 > 5y2. Gali tikti tik y = 0, +1, £2, £3, +4, 45, o jei |y| = 6, tai 5y? > 129. Lygtyje jrase
y?2=0,1,4,9, 16, 25, sveikaja x reikime gauname, kai y? = 16 ir 25. Atitinkamai x? = 72 ir 22. Visais
jmanomais biidais pasirinkdami x ir y Zenklus, gauname astuonis sprendinius.

Ats.: (x,y) = (7,14), (-7, 14), (2,15), (-2, 15).

b) Jei a) dalies lygtyje skaiciy 129 pakeisime skai¢iumi 123, tai lygtis sprendiniy neturés. Tai ir vél galima
patikrinti, atliekant reikSmiy perranka. Turint skaic¢iy 13129139, tokia perranka uztrukty ilgiau. Taciau Cia be
jokios perrankos galima jrodyti, kad atitinkama lygtis sprendiniy neturi. Tam pakanka pastebéti, kad sveikojo
skai¢iaus kvadratas visada dalijasi i§ 4 su liekana 0 arba 1. IS tiesy, jei sveikasis skaiCius a lyginis, tai
skai¢ius a? dalijasi i$ 4, o jei nelyginis, tai i§ 4 dalijasi a? — 1 = (a — 1)(a + 1), nes lyginiai yra abu skaiciai
a— 1ira+ 1. Taigi x2 + y? dalybos i$ 4 liekana galibiiti 0 + 0 = 0,0+ 1 = 1 arba 1 + 1 = 2. Ji sutampa
su x2 + 5y? = x% + y2 + 4y? dalybos i§ 4 liekana, bet negali biiti lygi skai¢iaus 13129139 dalybos i§ 4
liekanai 3. Todél diofantiné lygtis x? + 5y2 = 13129139 sprendiniy neturi.

Ats.: @.

11 pavyzdys. I$spreskime diofantines lygtis a) x? — 25y% = 119; b) x2 — 25y% = 1191122,

a) Duotosios lygties analogiskai kaip x% + 5y% = 129 neisspresime, bet vietoj to galime pasinaudoti
kvadraty skirtumo formule:

(x =5y)(x+5y) =119=7-17, taigi x —5y = +1, +7, +17, +£119 (astuoni atvejai).
Jei, pavyzdziui, x — 5y = —7, tai x + 5y = —17 ir turime dviejy lyg€iy sistema su dviem nezinomaisiais. Ja
i§sprende, gauname x = —12, y = —1. Likusius septynis atvejus galima iSnagrinéti analogiskai. Keturiais i§
Jju gaunamas sprendinys néra sveikasis (skai¢iy x + 5y ir x — 5y skirtumas 10y iSeina nedalus i§ 10). Tad
duotoji lygtis turi keturis sprendinius.

Ats.: (x,y) = (—12,11), (12, £1).

b) Kitaip nei a) dalyje, ¢ia skaic¢iaus 1191122 dalikliy neieskosime ir neperrinkinésime. Galima jrodyti,

irx=14,0y = lygu —7 abiem atvejais.



kad lygtis sprendiniy neturi, pasinaudojus dalumo i§ 4 savybémis (plg. su 10 pavyzdzio b) dalimi). Skaicius
1191122 turi biti lygus skai¢iy x — 5y ir x + 5y sandaugai. Siy dviejy skai¢iy suma 2x yra lyginis skaicius,
todél jie abu yra lyginiai arba abu yra nelyginiai. Pirmuoju atveju jy sandauga 1191122 turéty dalytis i$ 4, bet
nesidalija, antruoju atveju — turéty nesidalyti i§ 2, bet dalijasi. Gautoji priestara parodo, kad lygybé x? —
—25y2 = 1191122 negalioja jokiems sveikiesiems x ir y.

Ats.: @.

12 pavyzdys. Jrodykime, kad diofantiné lygtis x? — 3y? = 29 neturi sprendiniy. Cia anks¢iau naudotas
dalumas i$ 4 nepadés. Priestarag gausime, naudodami dalumag i§ kito skai¢iaus. Skai¢ius x? turi dalytis i§ 3 su
ta pacia liekana kaip 29, taigi su liekana 2. Jei x dalijasi i§ 3 su liekana r, tai pazymékime x = 3k +r
(skaiCius k sveikasis). Tada skaic¢iaus x* = 9k? + 6kr + r? dalybos i3 3 lickana tokia pati kaip skai¢iaus r2.
Tagiau ¢ia 7 = 0, 1 arba 2, ir jokiu atveju r? dalybos i§ 3 liekana néra lygi 2. Atkreipsime démesj, kad
analogiskai prieStarg buvo galima gauti ir 11 pavyzdzio b) dalyje, nagrinéjant dalybos i§ 5 liekanas.

Nagrinékime bet kokig diofantine lygtj x2 — dy? = N, kur d > 0 ir N yra duoti skai¢iai, o skai¢ius d néra
sveikojo skaiciaus kvadratas (jei biity, tai lygtj biity galima spresti kaip 11 pavyzdzio a) dalyje). Yra jrodyta,
kad jei tokia lygtis turi bent vieng sprendinj (x,y) = (xg, V), tai turi jy be galo daug. Be to, kiek norima
dideliy natiraliyjy tokios lygties sprendiniy galima gauti taip:

1) nagrinéjama lygtis x? — dy? = 1 ir randamas jos natiiralusis sprendinys (x,y) = (a, b); tokia lygtis turi
akivaizdy sprendinj (1, 0), bet jis néra natralusis; visgi yra jrodyta, kad reikiamas nattiralusis sprendinys
visada egzistuoja, o bandyti jj atspéti galima, i§ eilés perrenkant galimybes y = 1, 2, 3, ..;

2) turint x? — dy? = N natiiralyjj sprendinj (xo,p), nagrinégjami reiskiniai (xo + yovd) - (a + b\/a)n,
kain =1, 2, 3, ...; pasirinkus konkrecig n reikSme ir tokj reiSkinj atskliautus bei suprastinus, gaunama israiska
X, + Yo Vd; tada (x,,, y,,) yra x2 — dy? = N sprendinys; didinant n, gaunami kiek norima dideli x,, ir y,,.

Cia 2) dalj pagrindzia toks pastebéjimas: nurodytu bidu gavus x,, + y,Vd = (xo + yox/a) . (a + b\/a)n,
teisinga yra ir analogiSka lygybé su pakeistais zenklais (xo - yox/a) . (a - b\/H)" =x, — y.Vd, o
sudauging abi lygybes, gauname

x2 —dy? = (x —dy3) (a®>—db*>)*=N-1" = N.
Dalyje 1) naudojama pagalbiné lygtis x2 — dy? = 1 (skai¢ius d natiiralusis, bet néra sveikojo skaic¢iaus
kvadratas) vadinama Pelio lygtimi. Yra jrodyta, kad jos visi nattiralieji sprendiniai gaunami kaip poros
(%, V), kur x,, + y,V/d = (a+ b\/a)n, kain =1,2, 3, .., 0 (a,b) yra §ios lygties natiralusis sprendinys su
maziausiu galimuy = b.

13 pavyzdys. Raskime diofantinés lygties x? — 3y? = 73 sprendinj (x,y), kuriam x > 50. Tikrindami
y =1, 2, ..., pirmiausiai pastebékime, kad §i lygtis apskritai turi sprendiniy: kai y = 3, galima imti x = 10.
Taigi (xg,yo) = (10,3). Savo ruoztu lygtis x? — 3y? = 1 turi lengvai atspéjamg natiiralyjj sprendinj (2, 1).
Tada be galo daug lygties x? — 3y? = 73 sprendiniy gauname, imdami skaiius (10 + 3\/§) . (2 + \/§)n

x; +y1V3 = (10 +3v3) - (2 +v3) = 29 + 16V3,
x;+y,V3 =(29+16V3) - (2++3) =106 + 61V3 irt. t.

Kaskart daugindami i§ 2 + v/3, gauname vis didesnius sprendinius (29, 16), (106,61), (395,228), ....

Ats.: pavyzdziui, (x,y) = (106, 61) arba (x,y) = (395,228).

14 pavyzdys. Jau matéme, kad kartais verta pertvarkyti turimg diofantine lygtj, iSskiriant pilnajj kvadrata.
Tuo pasinaudodami, i§spreskime lygtis

a) 6x% + 10xy + 5y + 14x — 80 = 0; b)x?—y?—x+7y—8=0.

a) Lygtyje galima jzvelgti pilngjj kvadrata 5y% + 10xy + 5x? = 5(x + y)2. Pertvarkytoje lygtyje

i§skirkime dar vieng pilnajj kvadrata:
0=5(x+y)?+x*+14x—-80=5(x+y)?+x?>+2-7x + 7% —7%—-80,
(x+7)?+5(x+y)?=129.

Pazyméje X = x + 7, Y = x + y, gauname lygtj X* + 5Y2 = 129. Jg jau esame i$sprende (Zr. 10 pavyzd;).
Tinka (X,Y) = (7,14), (—7,14), (2,15), (—2,£5). Atitinkamai gauname pradinés lygties 8 sprendinius
(x,y) pagal formulesx =X —7iry =Y —x.

Ats.: (x,y) = (0,14), (—14,18), (—14,10), (-5,10), (=5,0), (—9,14), (—9,4).

b) Koeficientai prie x ir y nelyginiai, tad iSskirdami pilnuosius kvadratus (atskirai pagal x ir y) ir imdami
narius —x ir 7y kaip dvigubas sandaugas, neiSvengtume trupmeny. Jy iSvengsime, padauging lygtj i§ 4:

(2x)? —4x — (2y)* + 28y — 32 =0,
(2x)2—=2-2x-1+12—-12-(2y)2+2-2y-7-7>+72-32=0,



Rx—1)2—-1-Qy—-7)?%2+4+49-32=0, (x—-1)?-Q2y—-7)%=-16,

(2x -2y +6)(2x + 2y — 8) = —16, x—y+3)(x+y—4)=—-4.
Taigi x —y + 3 = +1, +2, +4. Atitinkamai x + y — 4 = ¥4, ¥2, ¥1. Pavyzdziui, jei x —y + 3 =1, tai
turime x + y — 4 = —4, o sudéje Sias dvi lygybes, randame 2x — 1 = —3 ir x = —1, y = 1. AnalogiSkai
randame dar penkis sprendinius. Du i§ jy néra sveikieji (kai x —y + 3 = £2), tad i§ viso turime keturis
sveikuosius sprendinius.

Ats.: (x,y) = (—1,1), (2,6), (2,1), (—1,6).

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1-7 uzdaviniai. ISspreskite diofantines lygtis:

1. ayx2—-7y—17=0; 5. 2x2—7xy+x—-2y—-3=0;
2 _ 9y 7y — =0:
b)x* = 2x =7y = 1107 = 0; 6. a)x%+9y? = 77777779;
2. a)15x + 11y =1; b)15x + 21y = 1; b) 4x? + 6xy + 3y — 2x — 48 = 0;
3. 225563x + 53313y = 39; 7. a)x* —y?+3x—5y+24=0;
b) x2 — 5y? = 3.

4. 3xy+x—-2y—29=0;
Uzuomina. UZzdaviniuose su a) ir b) dalimis viena i§ dviejy lyg¢iy neturi sprendiniy.
8. Nustatykite diofantinés lygties xy — 4x + 11y — 2024 = 0 sprendiniy skaiciy.
9. Pasinaudodami Pelio lygtimi, raskite diofantinés lygties x2 — 7y? = 2 sprendinj, kuriam x > 800.

10. Tarkime, kad (x,y) = (4, B) yra diofantinés lygties x> — 5y% — 12x + 35 = 0 natiiralusis sprendinys.
Nustatykite keturias maziausias galimas skaiciaus A reik§mes. Uzuomina. Cia galima pertvarkyti duotaja
lygti ir pasiremti zinomais faktais apie Pelio lygti.



VIIL. LOGARITMINES LYGTYS IR NELYGYBES

Teoring medZiaga parengé ir astuntaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis (Vilniaus universitetas)

Sios temos turinj lengva nuspéti i§ paties pavadinimo. Tuo labiau, kad logaritmai gana i§samiai
nagrin¢jami kiekvienoje gimnazijoje.

Taigi kalbésime apie lygciy ir nelygybiy, vienaip ar kitaip susijusiy su logaritmais, sprendimg.
Apsiribosime teorinémis Ziniomis, kuriy galima rasti kiekviename matematikos vadovélyje (aiSku,
logaritmams skirtuose skyriuose) ir neaiskinsime, kaip jrodomos logaritmy savybés. Démesio centre
bus korektiskas logaritmo savybiy taikymas.

Kad biity paprasciau, prisiminkime ir ¢ia pat uzsirasykime, jog teigiamo skaiciaus b logaritmas
pagrindu a (a >0, a#1) yra laipsnio rodiklis (realusis skaicius, Zymimas simboliu log, b ), kuriuo
pakélus a, gaunamas skaicius b.

Taigi visada

a8 = p jeitik a>0,b>0,a#]1. (1)

Logaritmas log;, b vadinamas deSimtainiu logaritmu ir Zymimas lg b.

Taip pat uzsiraSykime kelias logaritmo savybes, iSplaukiancas i$ jo apibrézimo:

log,(b-c)=log,b+log,c, jei a>0,0>0,c>0,a#1; 2)
loga(é)zlogab—logac, jeia>0,b6>0,c>0,a#1; 3)
c

log,(b™)=mlog, b, jei a>0,b>0,c>0,a#1,meR, 4)

log, b=12¢ i 4>0,b>0,c50,a%]cxl: (5)
log.a

log, b= ,jeia>0,b>0,a=1,b#1. (6)
log, a

Aisku, kad (6) lygybé gaunama is (5), kai ¢ =b.
1 pavyzdys. ISspreskime lygti
log, x(x+9)+10g2x—+9 =0. )
Sprendimas. Lygties apibrézimo sriciai rasti p;ckanka iSspresti nelygybe x(x+9) >0, nes
x+9 _x(x+9)

X x2

Kadangi

. Gautume aib¢ (—o0; —9) U (0; + ).

log, x(x+9)+log, x+9 =log, [x(x+ 9)- x_+9j =log, (x+9)2,
X X

kai x € (—o0; —9) U (0; +0), tai lygtis log, x(x+9)+log, 9 0 yra ekvivalenti lygciai
X

log, (x+9)* =0, (8)
bet tik aibéje (—oo0; —9) U (0; +0). Pastaroji pastaba yra esming, nes (8) lygtis apibrézta platesnéje
aibéje (—oo; —9) U (—9; + ) ir Sioje aibéje turi du sprendinius (x =-10 ir x =—-8):

10g,(x+9)? =0= (x+9)> =1=> x+9=#1=x=-9+1= x=—10arba x = -8.
Kadangi x = -8 nepriklauso (7) lygties apibrézimo sriciai, tai x =—10 yra vienintelis (7) lygties

sprendinys.
Ats.: —10.



Atkreipkime démesj ] tai, kad sprendziant (8) lygt] nesunku prarasti sprendinj x=-10,
pavyzdziui, Siais veiksmais:
log, (x+9)* =0=2log,(x+9)=0=x+9=1=x=-8.
Beje, tokj pat rezultata gautume ir pasirinke tokia (7) lygties keitimo kitomis lygtimis schema:

log, x(x+9)+log, 9 oo (log, x+1log,(x+9))+(log,(x+9)—log, x)=0=
X

= 2log, (x+9)=0=10og,(x+9)=0=>x+9=1=x=-8.
Ir vienu, ir kitu atveju visai tikétina klaidinga iSvada — (7) lygtis sprendiniy neturi.
Dabar pasvarstykime, kodél galéjome be jokio vargo suklupti spresdami i§ paZzitiros visai
paprastg (7) logaritmine lygtj
log, x(x+9)+ log, 2 = 0.
X
Esminiai momentai yra Sie:
1) lygybe log, (x + 9)2 =2log,(x+9) galioja tik intervale (=9; +o0);
2) lygybés
. x+9
log, x(x+9) =log, x +log,(x+9) ir log, —— =log,(x+9)—log, x
X

galioja tik intervale (0; + o).

Tuo tarpu (7) lygties sprendiniy paieskos aibé yra (—oo; —9) U (0; + ). Taigi neapdairiai taikant
logaritmo savybes galima prarasti dalj pradinés lygties sprendiniy.

Mazesné béda, jei keiCiant vieng lygti kita lygtimi prapleiama sprendiniy paieskos aibé. Tada
pakakty patikrinti gautus atsakymus ir atmesti netinkamus.

2 pavyzdys. ISspreskime logaritming lygti

2log; (x—2)+logs(x—4)* =0. )

Sprendimas. Pagal logaritmo apibrézimg, turi galioti sglygos x—2>0 ir x—4 =0, todél (9)
lygties apibrézimo aibé yra (2;4)uU (4; + o).

Kadangi nelygybé (x— 4)2 > 0 yra ekvivalenti nelygybei |x - 4| >0, tai

log; (x—4)* = 2logs |x—4|.
Vadinasi, (9) lygtis yra ekvivalenti lygciai
2log;(x—2)+2log; |x—4|=0.
Toliau: 2(logs(x—2)+logs |x—4[)=0=>log; ((x—2)-[x—4]) = 0= (x—2)-[x—4|=1.
Pastaroji lygtis intervale (2; 4) yra ekvivalenti lygc¢iai (x—2)(4—x)=1, o intervale (4;+x) —
lyg€iai (x—-2)(x—4)=1.
Tesdami (9) lygties sprendima, abu atvejus iSnagrinékime atskirai:

xe(2;4), x€(2;4), xe(2;4),
=9, = , =x=3
(x=2)(4-x)=1  |x*-6x+9=0 [(x—3)"=0
€ (4; + o), x € (4 +0), x € (4; + ),

2) {x ( ) =1, = ( ):x=3+x/§.

(=2)(x-4)=1 " |¥?—6x+7=0 |x=3£2
Vadinasi, (9) lygtis turi du sprendinius — realiuosius skaicius 3 ir 3+ V2.
Ats.: 3; 3+42.
3 pavyzdys. ISspreskime lygti

log 16 +log,, 64=4. (10)

Sprendimas. Sios logaritminés lygties apibrézimo aibe nusako nelygybés x>0, 2x>0 bei

salygos x #1 ir 2x # 1. IS ¢ia gauname, kad x € (0; %)u(%, lju(l; +oo).



Sprendziamg lygtj pertvarkykime taikydami logaritmo pagrindo pakeitimo formule (5):

1 logx16=10g216= 4 :
log, x log, x
log, 64 6 6

log, 2x - log, 2 +log, x B 1+log, x

2) log,, 64=

PaZzymeéje ¢ =log, x, gausime, kad

4 6
log, 16+log,, 64 =—+—),
Ex g2x t o1+t
todel (10) lygtis tampa lygtimi
4 6
t 1+t (1

Aisku, kad £ #0 ir 1+¢#0, nes x#1 ir x# % Padauging (11) lygtj i§ ¢#(1+¢), gausime:

3+79+16  3+5
4 4

41+0)+6t=4t(1+1)= 2> -3t-2=0=>¢= :>t:2arbat:—%.

Jei t=2, tai log, x=2=x=4.
V2

Jeit——l tai lo x——l:>x——
2’ &2 2 2

V2

Taigi (10) lygtis turi du sprendinius — realiuosius skai€ius 4 ir .

2
2

Ats.: 4; —.
2

Paprasciausios logaritminés nelygybés yra log, x <c ir log, x>¢; ¢ia a>0, a#1, ceR.
Gerai suvokus jy sprendimg bei korektiskai taikant logaritmo savybes galima be didesnio vargo
i§spresti daug jvairaus sudétingumo logaritminiy nelygybiy.

Prisiminkime, kad logaritminé funkcija y =log, x, x>0, yra didéjancioji funkcija, jeigu a > 1;
Ji yra mazéjancioji funkcija, jeigu 0<a <1.

Kadangi ¢=1log,(a“), ceR, tai logaritminé nelygybé¢ log, x <c¢ yra ekvivalenti nelygybei
log, x <log,(a“), o §i nelygybé yra ekvivalenti nelygybei 0<x<a®, jei a>1; ji yra ekvivalenti

nelygybei x> a“, jei O<a<l.

Vadinasi,
* logaritminés nelygybés log, x < ¢ sprendiniy aibé yra:

1) intervalas (0;a“), jei a >1;
2) intervalas (a“; + ), jei 0<a<];
* logaritminés nelygybés log, x > ¢ sprendiniy aibé yra:
1) intervalas (a“; + o), jei a>1;
2) intervalas (0;a“), jei 0<a<I.

4 pavyzdys. ISspreskime logaritming nelygybe
4
log, ——>log, (2 —x). 12
g2 13 g ( ) (12)

Sprendimas. Sios nelygybés apibrézimo aibe sudaro nelygybiy % >0 ir 2—x >0 sistemos
X+

sprendiniy aibé. Sioje aibéje (12) logaritminé nelygybé yra ekvivalenti nelygybei

>2—x.
x+3



Vadinasi, (12) nelygybés sprendiniy aibé sutampa su nelygybiy sistemos
i >2—x,
x+3 (13)
2-x>0
sprendiniy aibe.
Spresdami (13) sistemg, gauname:

2 _
>2-x, —-2+4+x>0, Lx_z>0, M>O,
x+3 =3x+3 = x+3 = x+3 =
2—-x>0 x<2 x<2 x<2
—3<x<—-2arbax>1l,
= -3<x<-2arbal<x<?2.
x<2

Matome, kad (12) logaritminés nelygybés sprendiniy aibé yra intervaly (-3;-2) ir (1;2)
sgjunga.

Ats.: (=3;-2)U(1; 2).

5 pavyzdys. I$spreskime logaritming nelygybe

2x% —4x—6
log, = "2 <1, 14
£0,5 dr—11 (14)
Sprendimas. Pagal logaritmo apibrézima, (14) nelygybé yra apibrézta nelygybés
2
2746y (15)
4x-11

sprendiniy aibéje.
Aisku, kad
-1= _IOgO,S O, 5= logo’s (O, 5)_1 = logo’s 2,
todél (14) nelygybé ekvivalenti nelygybei
2x* —4x -6
4x-11
O pastaroji nelygybé (esant (15) salygai) yra ekvivalenti nelygybei
2
2x"-4x-6 >0 (16)
4x-11
Matome, kad (14) logaritminés nelygybés sprendiniy aibé sutampa su (16) nelygybés sprendiniy aibe.
Spresdami ja, gauname:
2 4. 2 4o 2 _ _ _
2x° —4x 622:>x 2x 3_120:x 6x+820:>(x 2)(x—4)
4x-11 4x—-11 4x-11 4x—-11
= xe[2;2,75)U[4; + o).
Ats.: [2;2,75)U[4; 4+ ).
6 pavyzdys. I$spreskime logaritming nelygybe

log 5 <log s 2.

>0=>

4
3log, 3-1
Sprendimas. AiSku, kad (17) nelygybé¢ yra apibréZta aibéje (0; 1)U (1; +o0).

3log,3-1< 17)

Pazymékime ¢ =3log, 3 -1 iriS pradZiy iSspreskime nelygybe
<2
t

Gausime:

2

t t t

<0=>r<-2arbal<r<2.



Matome, kad (17) nelygybés sprendiniy aibé yra nelygybiy
3log,3-1<-2 ir 0<3log,3-1<2
sprendiniy aibiy sgjunga.
Spresdami Sias nelygybes, gausime:

) 3logx3—1£—2:10gx27S—l:>10gx27£10gxl:>
X

0<x<l, x>1, 0<x<l, x>1,

1 arba 1= 1 arba 1 =>—<x<];
27> — 27<— x>— x<— 27

X X 27 27

2) 0<3log, 3-1<2=1<log, 27<3=>log, x <log, 27 <log (x*) =

0<x<l, x>1, *>1,

= 3arba 3= x<27, =>3<x<27.
x>27>2x x<27<x 3

x> =27

Vadinasi, (17) lygties sprendiniy aibé yra intervaly {%, 1) ir [3; 27) sajunga.
Ats.: {L, lju[3; 27).
27
ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. I8spreskite lygti logs(2+log;(3+x))=0.
2. Isspreskite lygti 1g (5—x)— % lg (35— x*)=0.

3. Isspreskite lygtj log\/§(4x —6)—10g\/§(2x -2)=2.
4. Isspreskite lygti log;(3* —8)=2-ux.

5. I8spreskite lygt] log, +4(x2 —1)=log, 4(5—x).

6. Isspreskite lygti log, +1(x2 +x—6)* =4.

2
lg7-1g (8—x7) 0.
lg (x+3)

7. Isspreskite nelygybe

8. ISspreskite nelygybe 2logg(x—2)—logg(x—3) > %
9. Isspreskite nelygybe 2log, (2x* +3)< log, (x? +6).

10. ISspreskite nelygybe log, (xz —%} >4,



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

. ISspreskite lygtj

4x* —x3 + 16x — 4 = 0.

. IS tasko A nubréztos apskritimo liestiné ir kirstiné. Atstumas nuo tasko A iki lietimosi tasko
lygus 16, o atstumas nuo tasko A iki vieno i§ apskritimo ir kirstinés susikirtimo tasky lygus
32. Kirstiné nuo apskritimo centro nutolusi atstumu 5. Raskite apskritimo spindulio ilgj.

. I'kiekvieng 3 X 3 lentelés langelj jrasyta po teigiamg skai¢iy tokiu biidu, kad visy trijy
kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio skai¢iy sandauga yra lygi 1, o visy keturiy bet kurio
2 X 2 kvadrato skaiciy sandauga yra lygi 2. Nustatykite, koks skaicius yra jrasytas
centriniame lentelés langelyje.

. Raskite sveikyjy skaiciy poras (x, y), kurios yra lygties

x2—y2+7x+y+10=0
sprendiniai.



STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tévo mety skaiCius yra 5 didesnis uz trijy jo siiny mety sumg. Po 10 mety tévas bus dvigubai
vyresnis uZ vyriausigjj siiny, po 20 mety — dvigubai vyresnis uz vidurinjjj stiny, o po 30 mety
bus dvigubai vyresnis uz jaunélj. Kiek mety yra tévui ir kiekvienam stinui?

Sprendimas. Sakykime, kad x, x4, x,, x5, — tévo ir siiny mety skaiciai. Pagal salyga yra teisingos
lygybés

X=x;+x, +x3+05,
x+ 10 =2(x; + 10),
x+ 20 = 2(x, + 20),
x + 30 = 2(x3 + 30).

ISsprende $ig lygciy sistema gauname, kad x = 50, x; = 20, x, = 15, x3 = 10.

Ats.: tévui yra 50 mety, sinums 20, 15 ir 10 mety.

2. IS uosto tuo paciu metu iSplauké du motorlaiviai — vienas j pietus, o kitas — i rytus. Po 2 valandy
atstumas tarp jy buvo 174 km. | rytus plaukiantis motorlaivis kas valandg nuplaukdavo 3 km
daugiau, nei kitas. Raskite kiekvieno motorlaivio greitj.

Sprendimas. Jei j pietus plaukian¢io motorlaivio greitis x km/h, tai j rytus plaukianéio
motorlaivio greitis x + 3 km/h. Per dvi valandas plaukiantis j pietus nuplauké 2x km. o
plaukiantis j rytus - 2(x + 3). Pagal Pitagoro teoremg (2x)? + (2(x + 3))? = 1742. Pertvarke
gauname lygtj x> + 3x — 3780 = 0, kurios teigiamas sprendinys x = 60.

Ats.: | pietus plaukian¢io motorlaivio greitis 60 km/h, o j rytus — 63 km/h.

3. Grupé mokiniy sutaré organizuoti keliong, visi mokédami po lygiai. Kelionés kaina yra tarp 170
ir 195 eury. Véliau du mokiniai atsisaké vykti, todél likusieji turéjo sumokeéti po 1 eurg daugiau.
Kiek kainavo kelioné?

Sprendimas. Sakykime, kad pradzioje buvo x mokiniy, kuriy kiekvienas turéjo sumokéti po y eury,
taigi kelionés kaina xy, 170 < xy < 190. Kai du mokiniai atsisaké vykti, liko x — 2 mokiniai,

kurie turéjo mokéti po y + 1 eurg. Turime lygtj (x — 2)(y + 1) = xy. I§ Sios lygties gauname,
x(x-2)

kad x -2y =2, y = XT_Z ir 170 = ——<190,t. y. 340 < x(x — 2) < 380. Sig nelygybe
tenkina vienintelis natdiralusis x = 20; jei x < 20, x(x —2) < 19-17 = 323 < 340, o kai x >
20, x(x —2) >21-19 =399 > 380. Taigi i§ pradziy buvo 20 mokiniy, kiekvienas turéjo

moketi poy = 202—_2 = 9 eurus, todel kelionés kaina yra 180 eury.

Ats.: 180 eury.



4. Trizenklio skaiCiaus skaitmenys yra pirminiai skaiciai, o kiekvienas skaitmuo yra §io skaiciaus
daliklis. Raskite visus tokius trizenklius skaicius.

Sprendimas. Vienazenkliai pirminiai skaiciai yra 2, 3, 5, 7.

Tarkime, ieSkomojo skai¢iaus pirmasis skaitmuo yra 2. Sis skai¢ius turi dalytis i§ 2, vadinasi, ir
paskutinis skaitmuo turi biiti 2. Vidurinysis skaitmuo gali biiti tik 2, nes skaicius 232 nesidalija i$
3, skaiCius 252 nesidalija i$ 5, o 272 nesidalija i§ 7. Taigi toks skaicius yra 222.

Jeigu ieSkomasis skaiCius prasideda 3, tai paskutiniai du skaitmenys turi sudaryti skaiciy, kuris
turi dalytis i§ 3. Tie skaitmenys gali bati 3,3arba 5,7. Tinka tik atvejis 333.

Analogiskai, jei ieSkomasis skaicius prasideda 5, tai gauname tik skaiciy 555.

Jeigu ieskomasis skaicius prasideda 7, tai paskutiniai du skaitmenys turi sudaryti skaiciy, kuris
dalijasi i§ 7. Gauname dar du salyga tenkinancius skaicius 735 ir 777.

Ats. 222, 333, 555, 735, 777.

5. Su kuria neigiama a reik§me funkcija f(x)=ax® +2x+6 intervale {1 —l; 2 —l} igyja
a a

maziausig reikSme, lygia 3 ?
Sprendimas. Kai a <0 , parabolés f(x)=ax? +2x+6 $akos nukreiptos Zemyn, o viriinés abscisé

1 . 1 1 .. e e e .
yra x =——. Tuomet intervale {1 ——;2- —} maziausia reikSmeé jgyjama deSiniajame intervalo
a a a

gale, t. y. taSke 2 1 . Ji turi bati lygi 3. Gauname lygtj:

a
1Y 1 345 1
a[2——j +2(2——J+6=3 = 4a’ +3a-1=0 = g, =——= = g, =—; a, =—1.
a a ’ 8 4
Ats. a=-1.
6. ISspreskite lygti
1 1 1
x(x+2) (x+12 12
Sprendimas. Lygt] pertvarkome
1 1 1
x2+2x x2+2x+1 12
ir zymime x2 + 2x = y. Gauname lygtj % — ﬁ = %, kuri ekvivalenti lygciai
12y+12-12y— %-y «. . e o 4 . 9 .
250 +D) = 0. Sios lygties sprendiniai y = 3 ir y = —4. I§sprendg¢ lygtj x* + 2x = 3
gauname du sprendinius x = 1 ir x = —3, o lygtis x? + 2x = —4 sprendiniy neturi.

Ats.: 1 1ir —3.



7. I8spreskite nelygybe

Sprendimas. Pertvarkome nelygybe:

2c—1) —2x+x(x—1)
2x(x — 1)

< 0;
xz—x—2<
x(x—1)

x+1(x-2)
x(x—1)

0;

<0.

Sprendziame $ig nelygybe intervaly metodu ir gauname, kad sprendinys yra intervaly sajunga
(-1,0) U (1,2).

Ats.: (—1,0) U (1, 2).

8. Isspreskite lygciy sistema

Sprendimas. Zymédami % =t ir keldami pirmosios lygties abi puses kvadratu, gauname lygtj
24—5, 4t — 17t + 4 = 0. Jos sprendiniai t; = 4, t, = i. Pirmuoju atveju turime% =
4, x = 4y, todél antroji lygtis tampa tokia |5y| =5, y = +1, tuomet x = +4. Antruoju atveju

%zi, y=4x, |5x| =5, x =+1, y = +4.

t+2+-=

Ats.: (4,1),(—4,-1), (1,4), (—1,—-4).

9. Atkarpos AE ir BF yralygiaSonio trikampio ABC (AB = BC) aukstinés, ;,‘5:
FC : BC = 2 : 5. Raskite santykj AE : BF. /"\
/] \
Sprendimas. Kadangi staciyjy trikampiy AEC ir BFC smailusis kampas C ;;’r \
v e 4 AE _AC _ 2F 2 4 /
yra bendras (1 pav.), tai jie yra panasieji, tod¢l — = —=—=2--=-, / \
BF BC  BC 5 5 ",.f \F
Ats.: 4:5. / /,,/' \\
A= >
F



10. Stac¢iakampés trapecijos jstrizainés yra statmenos, jos aukstiné lygi 2, didesnysis pagrindas

lygus 3. Raskite mazesniojo pagrindo ilgj.

Sprendimas. Tarkime, kad trapecijos ABCD
didesnysis pagrindas AD = 3,kampai A ir B
statieji, aukstine AB = 2. Zymékime BC = x,
AC =y, BD = z. Per taska C nubrézkime tiese,
lygiagrecia su tiese BD, kuri kerta ties¢ AD taske E
(2 pav.). Kadangi AE Il BC, CE |l BD, tai
2ACE =90°, keturkampis BCED yra
lygiagretainis, CE = BD =z, DE = BC = x. Jei

5

-

D

2 pav.

atkarpa CH yra trikampio ACE auksting, tai CH = AB = 2. Keturkampis ABCH yra sta¢iakampis,
todel AH = BC = x, HE = HD + DE = (AD — AH) + BC = (AD — BC) + BC = AD = 3.1§
sta¢iyjy trikampiy ACE, ACH ir CEH gauname lygybes AC? + CE? = AE?, AH? + CH? = AC?,
CH? + HE?> =CE?, t. y. y*+z%2=(x+3)% x?+22=y?% 22432 =722 [§ ¢&a z% =13,
y? = x? + 4. Tada pirmoji lygtis tampa: x* + 4 + 13 = (x + 3)?, kurios sprendinys x = g.

Ats.: i.
3



1.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Lygus laukas yra sta¢iakampio formos. Vieno krasto taske M yra akmuo, nuo artimiausio kampo nutoles
per vieng deSimtgja to krasto ilgio dalj. Einant i§ tasko M iki tolimiausio kampo sklypo krastu, ir &imo
kryptj keiciant tik vieng kartg tekty sugaisti 1 h 3 min, o einant j ta kampa tiesiai v lauka pakakty 45 min.
Kelioné sklypo jstrizaine uztrukty daugiau kaip 48 min. Apskaiciuokite, per kelias minutes i$ tasko M
galima nueiti (tuo paciu pastoviu greic¢iu kaip ir kitur) iki artimiausio kampo.

Sprendimas. Tegu akmuo yra stac¢iakampio ABCD krastinéje CD, o 0,9a M 0,la
Sio staciakampio krastiniy ilgiai (metrais) yra a ir b (zr. pav.). Pagal
salyga, CM =0,la ir MD =0,9a. Ejimo greitj pazymékime v. Kadangi

b
MD+DA=0,9a+b, MA= \/O,8la2 +b? , O greitis v yra pastovus, tai A 7 B
,_09ath _ \0,81a? +b*
63 45 '
I§ ¢ia gauname:
2
(o,9a +bj2 [ yo.81a% +b?
7 5 ’
(0,9a+b)* _0,81a> +b>
49 25
25(0,81a> +1,8ab + b%) = 49(0,81a> + b%),
8h2 —15ab +6,484° =0,
,_15a£y2250 ~32.6,484% _ 150442
16 16
Taigi b=1,2a arba b=0,675a.
Jei b=12a,tai V=M=La.
63 30
Jei b=0,675a,tai v= 0,9a+0,675a = 1,575 a= La.
63 63 40
Pirmu atveju kelionés laikas jstrizaine AC (jos ilgis \/a2 +b? = \/2,44a2 =2a+/0,61) biity
A€ _ 60-4/0,61 <48 (min),
v

o0 antru atveju — =
v

Remdamiesi uzdavinio salyga, pirma atveji (b =1,2a ) turime atmesti.

2 2
+(0,675 :
AC _ya” +( D" _40. 1,455625 > 48 (min).
v

Vadinasi, v = 4L0 a, o ieskomas laikas yra & =4 (min).
v

Ats.: 4 min.

Du grybautojai miske rado po 40 gryby, tarp kuriy per abu buvo 52 baravykai, Apskaiciuokite, kiek
baravyky rado kiekvienas grybautojas, jei zinoma, kad pirmojo grybautojo baravyky ir likusiy gryby
skaiCiaus santykis yra 4 kartus didesnis uz antrojo grybautojo baravyky ir likusiy gryby skaiciaus santykj.

Sprendimas. Tarkime, kad pirmasis grybautojas rado x baravyky. Tada 52 — x yra antrojo grybautojo
baravyky skaicius.
X 52—-x
Pagal uzdavinio salyga, =4. .
s ST N

I§ ¢ia gauname:
x(x—12) =4(52 - x)(40 - x),

x% —12x =8320 - 368x + 4x2,



+
302 —358x 48320 = 0 = x =082

178-82

Kadangi x <52, tai x= 32.

Vadinasi, pirmasis grybautojas rado 32, o antrasis — 20 baravykuy.
Ats.: 32 ir 20.

Du darbininkai tam tikrg darbg atliko per 10 dieny, bet pirmas darbininkas paskutines dvi dienas nedirbo.
Apskaiciuokite, per kelias dienas visa darba galéty atlikti pirmas darbininkas.

Sprendimas. Tegu visa darbo apimtis (tam tikrais matavimo vienetais) yra a, o x ir y yra atitinkamai
pirmo ir antro darbininko darbo tempas (a dalis per 1 dieng). Remdamiesi salyga, gauname:

8x+10y=a,
Tx+7y=0,8a

=7-8x-10-7x=T7a-8a=14x=a.

. 1 . . Ly
Taigi x = ﬁa, o ieSkomas dieny skaicius yra 14.

Ats.: 14.

IS A | B iSvaziavo krovininis automobilis, o po valandos — ir lengvasis automobilis. Punkta B abu
automobiliai pasieké tuo paciu laiko momentu. Jei vienas i$ jy blity iSvaziaves i§ 4 1 B, o kitas —i§ B 4
(tuo paciu laiko momentu), tai bity susitik¢ po 1 h 12 min. Kiek laiko i§ 4 j B vaziavo krovininis
automobilis?
Sprendimas. Tarkime, kad s yra atstumas (km) tarp 4 ir B, o v ir v, - atitinkamai krovininio ir

lengvojo automobilio greitis (km/h). Pagal salyga,

S o201 1,2 +1,2v =

L)
Spresdami Siy lygciy sistema, gauname:

S[l_i} -1, (1,204 +v2)(l—i}1, 6[V—2—V—lj =5,
%) = %) = V| 1%)

S=1,2(V1+V2) S=1,2(V1+V2) S=1,2(V1+V2).
~ .. V2 oo . X
Pazyméje u =—=, i§ pirmos lygties gauname:
kil

5+25+144 5413

12 12

6(u—lj=5:>6u2—5u—6=03u=
u

Kadangi u >0, tai u = S+13

=15. Todél v, =1,5v;. Tada i§ antros lygties gauname:

s=1L2(v +1,5v)) = 5 =3y = —=3.
4|

Vadinasi, ieSkomas laikas yra 3 valandos.
Ats.: 3 h.

Indas pripiltas 96 % koncentracijos rtgsties tirpalo. Nupylus 2,5 litro, i ji ipilta tiek pat 80 %
koncentracijos tos pacios riigsties tirpalo. Pakartojus tokj pat veiksma (nupylus 2,5 litro gauto tirpalo ir
ipylus tiek pat 80 % koncentracijos tirpalo), riigsties koncentracija tirpale pasidaré 89 %. Kokia indo
talpa?

Sprendimas. Tegu V yra indo talpa (litrais). Tada 0,96} yra riigsties kiekis inde. Pirmg kartg buvo
nupilta 0,96-2,5=2,4 litro rugsties ir jpilta 0,8-2,5 =2 litrai rugsties, todél inde liko 0,96} —0,4 litry
rigsties, o riigSties koncentracija inde pasidaré

0,96V ~0,4 =0,96 - % procenty.

Antru veiksmu nupilta



(O,%—MJ'Z,S = 2,4—i,
14 14
o jpilta 0,8-2,5=2 litrai rugsties. Todél inde liko
(0,96V -0,4) —[0,4—ij =0,96V +i—0,8
14 vV
litry riigsties. Pagal salyga,

0,96V+l—0,8

=0,89.
%

Atlike veiksmus, gauname kvadratiné lygtj

7% —80V +100=0,

todél
o 40++/1600—-700 40+30
7 7
Aisku, kad turi bati ¥ > 2,5, todél
. 40 ; 30 _ .

Ats.: 10 1tr.

Yra trys lydiniai, sudaryti i§ metaly A, B ir C. Pirmg lydinj sudaro tik metalai A ir B, kuriy masiy santykis
3:5; antrg — tik metalai B ir C, kuriy masiy santykis 1:2, o tre¢ig — tik A ir C, kuriy masiy santykis 2:3. I§
$iy lydiniy gautas naujas lydinys, kuriame metaly A, B ir C santykis yra 3:5:2. Raskite pirmo, antro ir
trecio lydinio masiy santykj Siame lydinyje.

Sprendimas. Tegu x, y ir z yra atitinkamai pirmo, antro ir trecio lydinio masé. Tada x+ y +z yra
naujo lydinio masé.Pagal salyga, metalo 4 masé yra

32

—x+—-z=0,3(x+y+2z),

3 ¥ 3 (x+y+2z)
metalo B masé yra

5 1

—x+=y=0,5(x+y+2),

g X737 =030 +y+2)
metalo C masé yra

2 +§z—02(x+ +z)

3y 5 > y+2).

Spresdami Siy lygciy sistemg, gauname:

I5x+16z=12(x+y+2), 3x—-12y+4z=0,
15x+ 8y=12(x+y+2z),=< 3x—-4y-12z=0, €]
10y+ 9z= 3(x+y+2) -3x+7y+ 6z=0.

Sudéje antrg lygtj su tre¢ia, gauname, kad 3y —6z=0, 0 i3 &ia - y =2z Sia ifraiska jraykime i (1) ir
apskaiciuokime x:

3x—24z+4z=0,

3x— 82—122=0,:>3x—202=0:x=£z.

—3x+14z+62z=0

Vadinasi, x:y:z:?2:22:2=?:2:1=20:6:3.

Ats.: 20:6:3.
Sugalvotas teigiamas sveikasis skai¢ius. Reikéjo ji padidinti 200 000 vienety ir gautg skaiciy patrigubinti.

Taciau pakako priraSyti prie sugalvoto skaiciaus skaitmenj 2 (desinéje puséje) ir buvo gautas tas pats
rezultatas. Koks skai¢ius buvo sugalvotas?



Sprendimas. Sugalvota skaiCiy pazymékime x. Pagal salyga, (x+200000)-3=10x+2. I§ Cia

gauname: 7x=600000-2= x= 5997998 =85714.

Ats.: 85 714.

8. Apskaiciuokite funkcijos f, tenkinancios salyga, f (x + l) =%+ %, x>0, reikSme f(4).
X X

. 1 .
Sprendimas. Jei x +—=4, tai
X

| 1 | 1 1)?
x3+—3=(x+—j(x2—1+—2]=4(x2+—2—1]=4 [x+—j _2-1|=4(4%-3)=52.
X X
X X X

Ats.: 52.

9. Nustatykite, ar yra parabolé, kuri eity per taskus M1(1; 3), M2(0; 5), M3(2; 5) ir M4(1;11), — o simetrijos
asis biity lygiagreti su koordinaciy sistemos asimi Oy. Jeigu taip, parasykite jos lygti.

Sprendimas. Bendroji parabolés lygtis yra y = ax? +bx+ ¢, a=0. Kad parabolé eity per konkrety
taska, jo koordinatés turi tenkinti lygtj. Gauname keturiy lygéiy (a, b ir c atzvilgiu) sistema:

3=a+b+ec,
5= c,
5=4a+2b+ec,
Il=a-b+c.

I§ antros lygties gauname, kad ¢ =5. Toliau sprendziame kity trijy lyg€iy (jrase ¢ =5 ) sistema:
at+b=-2, a+b=-2, a—2a=-2, a=2,
4a+2b=0,=b=-2a, =<b=-2a, =b=-4,=a=2,b=-4.
a-b=6 a-b=6 a+2a=06 a=2

Taigi parabolé y = 2x% —4x+5 cina per visus keturis taskus.

Ats.: y:2x2—4x+5.

10. Raskite tokig a ir b reikSmiy pora (a; b), kad tiesé y = ax + b eity per taskg (—1; 1) ir per tiesiy y=3x— 5

ir y =x +1 susikirtimo taska M.

Sprendimas. Tiesiy y=3x—5 ir y =x+1 susikirtimo tasko M koordinatés turi buti lygciy sistemos

y=3x-5,
{ y=x+1

sprendinys. Jra¢ y =x+1 | pirma lygti, gauname: x+1=3x-5=2x=6= x=3.
Vadinasi, y =4, o pora (3; 4) yra tasko M koordinatés.

Kad ties¢ y =ax+b eity per taskus (-1; 1) ir (3; 4), turi galioti abi lygybés:

l=—a+b ir 4=3a+b.

—a+b=1, b=a+1, b=a+1, 3 7
= = =>a=—,b=—.
3a+b=4 3a+(a+1)=4 4a=3 4 4

IS jy gauname:

Taigi ieSkoma a ir b pora yra (3, 1)

4 4
Ats.: 2,1
4 4



ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. I3spreskite lygti x3 — 19x + 30 = 0.
Sprendimas. Aisku, kad x = 2 yra sprendinys. Padalij¢ i§ x — 2 gauname

x3 —19x + 30

= x% 4 2x — 15.
~— 2 X<+ 2x

Iisprende kvadrating lygtj x2 + 2x — 15 = 0, gauname dar du pradinés lygties sprendinius —
realivosius skai¢ius 3 ir —5.

Ats.: —5;2; 3.
2. [Isspreskite lygti (x + 1)(x + 2)(x + 3) = 990.

Sprendimas. Jei x bty sveikasis skaiCius, tai kairéje lygybés puséje turétume trijy i$ eilés
einanciy sveikyjy skai¢iy x + 1, x + 2 ir x + 3 sandaugg. Kadangi 990 =9-10-11, taix + 1 =
9 = x = 8. Taigi x = 8 yra lygties sprendinys. Toliau

(x+D(x+2)(x +3)—990 x3 + 6x% + 11x — 984
x—8 - x—8
=x+7)?%*+74>0,

=x% 4 14x + 123

kai x # 8. Vadinasi, lygtis turi tik vieng sprendinj — realyjj skai¢iy 8.
Ats.: 8.
3. [I3spreskite lygtj x> + x? = 36.
Sprendimas. SkaiCius 3 yra lygties sprendinys. Padalij¢ i§ x — 3 gauname:

x*+x*-36 5
T:x +4x+12=(x+2)*+8>0,
kai x # 3. Taigi 3 yra vienintelis lygties sprendinys.
Ats.: 3.
4. [Isspreskite lygtj x® — x3 = 2.
Sprendimas. Pazymékime x3 = t ir i§spreskime kvadrating lygtj t2 — t — 2 = 0. Gausime:

t_1J_m/§_1J_r3

5 5 = t=—1arbat=2.

Jeit=-1Ltaix*=-1=x3+1=0= (x+ 1)(x? —x+1) = 0. Kadangi x> —x + 1 >
0, kai x € R, tai x = —1 yra vienintelis lygties x> = —1 sprendinys.

3
Jei t=2ti x*=2=x*-(V2) =0=>x-V2)(x?+V2x+V4)=0. [ ¢&a
i¥plaukia, kad Y2 yra vienintelis lygties x3 = 2 sprendinys, nes x? + ¥2x + V4 > 0,kai x € R.

Ats.: —1; V2.



5. I3spreskite lygtj x* = (x + 1)*.
Sprendimas. Spreskime taip:

=+ D)*'=>0E)?>-(x+1DH?=0=>2 -+ DHE*+x+1DH=0=>
(x—G+1D))x+@x+1)Rx%2+2x+1)=0= 2x+ 1)(2x*> + 2x + 1) = 0.

Gauta lygybé teisinga tik kai 2x + 1 = 0, nes 2x? + 2x + 1 > 0, kai x € R. Vadinasi, x = —%
yra vienintelis lygties x* = (x + 1)* sprendinys.

Ats.: —=.
2
6. ISspreskite lygti (x% + 6x)? — (x + 3)? = 11.

Sprendimas. Kadangi (x + 3)? = x? + 6x + 9, pasirinkime keitinj t = x? + 6x ir i§ pradziy
ispreskime kvadratine lygtj t> — t — 9 = 11. Gauname:

1+v81 149
2 2

t?2—t-20=0=t= = t=—4arbat =>5.

Jeit = —4,taix? +6x=—4= (x+3)2=5=x=—-3+5.
Jeit=5, taix?+6x=5= (x +3)2 =14 = x = -3 £ V14.
Ats.: =3 £/5,-3 + V14
7. I3spreskite lygtj (x — 6)* + (x — 8)* = 16. (1)
Sprendimas. Jei pasirinktume keitinj £ = x — 7, gautume lygtj
t+D*+@E-1*=16 2)
Kadangi
(t+D*=t*+4t3 + 6t% + 4t + 1,
(t—1D*=t*—4t3 + 61> — 4t + 1,
tai (2) lygtis tapty bikvadratine lygtimi
2(t* + 6t2+ 1) = 16,

o tada gautume:
t*+6t°4+1=8=(t*?-3)?=16=t>=3+4=t’=1=t=1arbat =—1.
Jeit=—-1, taix—7=—-1=x=6.Jeit=1, taix—7=1= x =8.

Taigi (1) lygtis turi du sprendinius — sveikuosius skai¢ius 6 ir 8.
Ats.: 6; 8.

8. Isspreskite lygtj x* — 6x3 — 21x2 + 104x — 42 = 0.

Sprendimas. Laisvojo nario dalikliai 3 ir 7 yra lygties sprendiniai, nes

3*-6-33—-21-32+104-3-42=0,



7*—6-73—21-72+104-7—-42=0.

Padalije i$ dvinariy x — 3 ir x — 7 sandaugos (x —3)(x —7) =x2 —10x + 21, (x # 3, x # 7)
gauname:

x* —6x3 —21x% + 104x — 42

x% — 10x + 21 =Xt A -2
irxl4+4x—-2=0=(x+2?2=6=x=-2++/6.
Ats.: 3; 7; =2 /6.
9. Isspreskite lygti (x —4)(x — 5)(x — 6)(x — 7) = 1680. 4)

Sprendimas. Sudauginus dvinarius (4) lygti galima uzra8yti standartiniu pavidalu P(x) = 0,
P(x) = x* — 22x3 + 179x? — 638x — 840.

Nors laisvojo nario dalikliy yra daug, bet vieng sveikajj lygties sprendinj (x = —1) bty
nesunku rasti. Padalij¢ P(x) i§ x + 1, gautume

P(x)

= x3 — 23x% + 202x — 840.
x+1

Isiziliréje j dalmenj — daugianarj Q(x) = x3 — 23x2 + 202x — 840, i karto suprastume, kad
lygtis Q(x) = 0 tikrai neturi neigiamy sprendiniy. Todél lygties Q(x) = 0 sveikojo sprendinio
pakakty ieskoti tik tarp laisvojo nario (—840 = —23-3-5-7) teigiamy dalikliy, bet turétume
nukeliauti iki 12, nes tik Q(12) = 0. Ir tik tada tolesnis darbas palengvéty. Gautume:

Q(x)  x*—23x*+202x — 840
x—12 x —12

x> —11x + 70 = (x — 5,5)% + 39,75 > 0.

=x% —11x + 70,

Belikty padaryti iSvada, kad lygtis Q(x) = 0 turi tik vieng sprendinj x = 12, o (4) lygtis turi
du sprendinius — sveikuosius skai¢ius —1 ir 12. Ir tuo sprendimg biity galima baigti.

O dabar pasvarstykime, ar yra lengvesniy keliy sprendziant (4) lygtj.
1) Isskaide skaiCiy 1680 pirminiais daugikliais gautume, kad
1680 =2*-3-5-7.

o tada galéty pasisekti suprasti, kad skaiCius 1680 yra keturiy i$ eilés einanciy sveikyjy skaiciy
sandauga 5+ 67 -8 arba (—5) - (—=6) - (=7) - (—8).

Kadangi dvinariai x — 4, x —5, x — 6 ir x — 7 taip pat yra keturi i$ eilés einantys sveikieji
skaiCiai, tai visai lengvai rastume du sveikuosius (4) lygties sprendinius x = 12 ir x = —1. Padalij¢
P(x) i8 dvinariy x + 1 ir x — 12 sandaugos (x — 12)(x + 1) = x? — 11x — 12, gautume:

P(x) _ x*—22x% 4+ 179x* — 638x — 840
x2—11x —12 x2 —11x — 12

=x% —11x + 70.

Kadangi x2 — 11x + 70 > 0,jei x € R, tai (4) lygtis turi tik du sprendinius — sveikuosius
skaiCius —1 ir 12.



2) Isiziur¢je i sandauga (x —4)(x —5)(x — 6)(x — 7) galétume pamatyti, kad sandaugos
(x —4)(x —7) ir (x — 5)(x — 6) yra tam tikra prasme panasios:
(x—4)(x—7) =x?—11x + 28,
(x —5)(x — 6) = x? — 11x + 30.

Tada pasirinke keitinj t = x? — 11x + 28, gauname kvadrating lygj t? + 2t — 1680 = 0,
kurios sprendiniai yra 40 ir —42.

114V121+48 _

Jeih t=40,tai x?—11x4+28=40=x*—-11x—-12=0=x= >

wzﬂclearbaxz—l.

Jei t=—42, tai x> —11x +28=-42=x?-11x+70=0=D =112 - 4-70 =
121 — 280 < 0. Vadinasi (4) lygtis turi tik du sprendinius — skaic¢ius —1 ir 12.

Ats.: —1; 12.
10. Jrodykite, kad lygtis x* —x* +x? +2x+12=0 neturi sprendiniy.

Sprendimas. Kairéje puséje esantj daugianarj pazymékime P (x).
Jeix<0,taiP(x) =x*—x3+x2+2x+12=(x*—x3)+(x+1)?+11>0.
Jeix>1, x*—x3=x3(x—-1)=0irx?+ 2x + 12 > 0, todél P(x) > 0.
Jei0<x<1, taix? —x3>0, ir x*+2x + 12 > 0, todél P(x) > 0.

Taigi P(x) > 0, jei x € R, todél lygtis P(x) = 0 sprendiniy neturi.



TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Apskritimo stygos AC ir BD susikerta apskritimo viduje esanc¢iame taske P, AP = 6, PC =1,
BD =5, DP > PB, centrinis kampas, besiremiantis j lankg AD, lygus a, o centrinis kampas,
besiremiantis j lanka BC lygus f3. Raskite atkarpy PB ir PD ilgius ir kampo APD diduma.

Sprendimas. Zymékime PD = x, BP = y. Taikydami B
susikertan¢iy stygy formule turime (1 pav.), kad DP - PB = 4
= PA-PC,t.y. xy = 6. Kadangi PD + PB =BD, taix+y=5. A4
Kadangi x > y, tai i§ sistemos xy = 6,x + y = 5 randame x = 3, C

y = 2. Kampas APD yra trikampio DPC priekampis, todél pagal 1
teoremg ZAPD = £PDC + £PCD = £BDC + £ACD = +-a.
Ats.: PD =3, PB =2, 2APD = 2,
2 1 pav.

. Du apskritimai kertasi taSkuose A ir B. Ties¢je AB yra taSkas P, esantis $iy apskritimy iSoréje ir
PA > PB. Per jj nubréZztos abejy apskritimy kirstinés: viena jy kerta vieng apskritimg taSkuose

Cir D, PC > PD, o kita kerta kita apskritimg taSkuose E ir F, PE > PF. Raskite kampg CEF,
jei £PDF = a.

Sprendimas. Kadangi taskai 4, B, C, D yra viename apskritime, o tiesés AB ir CD susikerta
taske P (2 pav.), tai pagal 3 teoremg teisinga lygybé PA - PB = PC - PD. Analogiskai taskai
A, B, E, F yra viename apskritime, o tiesés AB ir EF kertasi taske P, tai PA- PB = PE - PF. 1§
gautyjy lygybiy isplaukia, kad PC - PD = PE - PF, taigi pagal 3 teoremg taskai C, D, E, F yra
viename apskritime. Kadangi taskai D ir E yra skirtingose $io apskritimo stygos CF pusése, tai
pagal 4 i§vada £CEF + «CDF = 180°. Kadangi 2CDF = 180° — 2PDF = 180° — a, tai i3
¢ia gauname, kad £CEF = a.

Ats.: a.

3 pav.



3.

IS tasko B nubréztos apskritimo liestinés, kurios liecia apskritimg taskuose D ir E. Atkarpoje
BD yra taskas A toks, kad AB = 13. Apskritimas, einantis per taskus A4, E, D, kerta atkarpg BE
taske C, be to, AC = 1. Raskite trikampio ABC plota.

Sprendimas. Pagal liestiniy, nubrézty i$ vieno tasko, savybe BD = BE. Kadangi taskai
A,E, D, C yra viename apskritime (3 pav.), o tiesés AD ir EC susikerta taske B, tai pagal 3
teoremg BD - BA = BE - BC. Kadangi BD = BE, tai i§ Cia turime BC = BA = 13, taigi

trikampis ABC yra lygiaSonis. Jo j pagrindg AC nubrézta aukstiné h = /AB2 - (%)2 =

=,/132-0,52 = %5, todél trikampio plotas S = %AC “h = %5.
15V3
Ats. -

4. Per apskritimo iSoréje esantj taSka S nubréztos dvi apskritimo kirstinés, viena jy kerta
apskrinimg taskuose A ir B, SA < SB, kita kirstin¢ apskritimg kerta taskuose C ir D, SC < SD.
Gautyjy apskritimo lanky santykis AC : CD : DB : BA =2 : 3 : 5 : 8. Raskite kampo ASC
diduma.

Sprendimas. Zymékime lanky AC, CD,
DB,BA didumus 2x, 3x, 5x, 8x atitinkamai (4 pav.).
Kadangi $ie lankai sudaro apskritima, tai jy didumy suma
turi biti lygi 360°, taigi 2x + 3x + 5x + 8x = 360°. I3
gia x = 20°, todél lanky AC, CD, DB, BA didumai lygiis
40°, 60°, 100° 160°. Pagal centriniy ir jbréztiniy
kampy savybes i§ ¢ia turime, kad ZBAD=50°,
£ADC=£ADS=20°. Kampas BAD yra trikampio ASD
priekampis, tai ZBAD = £ASC + £ADS, todél £LASC =
= £BAD — £ADS = 50° — 20° = 30°.

Ats.: 300.

Per apskritimo iSor¢je esantj taska E nubréztos dvi apskritimo kirstinés, viena jy kerta
apskritimg taskuose A ir B, EA > EB, kita kirstiné apskritima kerta taskuose C ir D, EC < ED.
Kampas BEC lygus 60°, kampas ABD yra tris kartus didesnis uz kampa BAC. Jrodykite, kad
atkarpa AD yra apskritimo skersmuo.

Irodymas. Sakykime, kad ZBAC = £BDC = x, tuomet
pagal salyga, ZABD = 3x. Kadangi kampas ABD yra trikampio
EBD priekampis, tai teisinga lygybé ZABD = £BAD +
ZBED, t.y. 3x = x + 60°, todél x = 30°. Todél LABD =
= 3x = 90°, o i8 ¢ia iSplaukia, kad atkarpa AD yra apskritimo
skersmuo.




. Taskas I yra j trikampj ABC jbtrézto apskritimo centras, atkarpa

atkarpa AD yra kampo A pusiaukampiné, ties¢ AD kerta apie 4
trikampj ABC apibrézto apskritimo lankg taske M, AD =9,
DM = 3. Raskite atkarpos Al ilgj.

Sprendimas. Taikydami 3 pavyzdZio rezultata randame MB? =
=MA-MD = (AD + MD) - MD = (9 + 3) - 3 = 36 (6 pav.), todél “" C
pagal tg patj pavyzdj IM = MB = 6. Tuomet Al = AM — IM = B ‘W :
=12—-6=6. M

Ats.: 6. 6 pav.

. Taskas I yra j statyjj trikampj ABC, (£C = 90°) jbrézto apskritimo centras, atkarpa CE yra
trikampio ABC pusiaukampiné ir yra teisinga lygybé CI : IE = +/3 : v/2. Raskite trikampio
ABC smailiyjy kampy didumus.

Sprendimas. Kadangi jbrézto | trikampj apskritimo
centras | yra trikampio pusiaukampiniy sankirtos taskas, tai
LACI = £BCI = 45°, £CAI = £BAI = 5 £A. Sakykime,

kad statinis AC yra trumpesnis uz statinj BC, todél kampas

CEB yra bukasis. Smailusis kampas AEC yra trikampio AE= . »B
CEB priekampis, todél ZAEC = 45° + £B (7 pav.). E
Trikampiams AIC ir AIE taikome sinusy teoremg ir 7 pav.

gauname lygybes

Cl IA IE IA

Tsin45% T 7 sin(450 + 2B)
2

1
51n74A

Padalije¢ vieng lygybe is kitos turime % =

= sin(45° + £B). Taigi sin(45° + £«B) = ? 45° + /B = 60°, 2B = 15°. Tuomet 24 =

= 750, Kai statinis AC yra ilgesnis uz statinj BC, kampas ZAEC = 45° + 2B yra bukasis,
LE sin 120° gauname «B = 75°, 2A = 15°.

2

sin(45%+2

) Vo g0
smaso - Pagal salyga 7= sin 45° =

todel i§ lygybés sin(45° + £B) =
Ats.: 159 ir 75°.
. Apskritimo susikertancios stygos AB ir CD yra statmenos, AD = m, BC = n. Raskite
apskritimo spindulio ilgj.
Sprendimas. Nubrézkime styga AE lygiagrecia su styga
CD, kadangi ZEAB = 90°, atkarpa BE yra apskritimo
skersmuo (8 pav.). Pagal 6 teoremg lankai AC ir ED tarp
lygiagreCiy stygy AE ir CD yra lygts, todél lygiis ir lankai )
CAE ir DEA (nes jie gauti prie lygiy lanky AC ir ED pridéjus C\ D
B

ta patj lankg AE). Taigi lygios ir  juos besiremiancios stygos
AD = CE = m. I§ staciojo trikampio ECB randame
apskritimo skersmenj EB = VCB? + CE2 = Vn2 + m2.

Ats.: %\/m2 + nZ2,

8 pav.



9.

10.

Staciojo trikampio KLN kampas L yra statusis, taskas P yra aukstin¢je LH, i tasko N nuleistas
statmuo NM j ties¢ KP. Raskite krastinés KL ilgj, jei KP = a, PM = b.

Sprendimas. Kadangi £ZKLN = £KMN = 90°, o taskai L ir
M yra vienoje tiesés KN pusgje, tai taskai K. L. M. N yra viename
apskritime, kurio skersmuo yra atkarpa KN (9 pav.). Ibréztiniai
kampai KML ir KNL remiasi i ta patj lanka KL, o taskai M, N yra
toje pacioje tiesés KL puséje, todél ZKML = £KNL = 90° —
—4NLP = £KLP. Trikampiy KPL ir KLM kampas LKM yra
bendras, o kampai KLP ir KML yra lygiis, taigi Sie trikampiai yra
panasieji, todél % =X ¥ &aKL2 = KP-KM = a(a + b), 9 pav.

KL
KL = \/a(a + b).
Ats.: KL = \/a(a + D).

Smailiojo kampo MAN viduje yra nubréztas apskritimas, lieCiantis spindulius AM ir AN

taskuose B ir C, apskritimo spindulys lygus 5, atkarpos BC ilgis lygus 8. Mazesniame apskritimo
lanke BC yra taskas D, per taskag D nubrézta apskritimo liestiné, kertanti atkarpas AB ir AC
atitinkamai taskuose F ir E. Raskite trikampio AFE perimetra.

Sprendimas. Kaip iSplaukia i§ 6 pavyzdzio rezultato, bet kuriam lanko BC taskui D
trikampio AEF perimetras lygus dvigubam atkarpos AB ilgiui (10 pav.). Sakykime, kad
apskritimo centras yra taskas O, atkarpos BC ir AO
kertasi taSke H. Kadangi taskai B ir C yra simetriski
tiesés AO atzvilgiu, tai tiesés AO ir BC yra statmenos,
o BH = CH = 4. I§ staciojo trikampio OBH
randame OH = VOB? — BH? = 3. I§ staciyjy

trikampiy ABH ir BOH panasumo turime, kad % =
A

OB-BH
OH

= %, tod¢l AB = = ?. Taigi trikampio AEF

. 40
perimetras lygus 5

40
Ats.: —.
3



KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

ISspreskite nelygybes:

L 24> 2XH—E;
6 2 4
Sprendimas. Aisku, kad nelygybés apibrézimo sritis yra visa realiyjy skaiciy aibé R .

Pertvarke nelygybe gauname: xT_l +x = 2x2_+1 —% ©2x-1)+12x 26(2x+1) -9 &

1
2x2—1:>x2—5.

Ats. x € [—%; +00).

2.5(x — 1)+ 3x <3.
Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis — realiyjy skai¢iy aibé R. Tuomet: 5(x — 1) +
3x < 3 <:>5x2—7x+2<0<:>5(x—1)(x—§)<0=>§<x<1.

Ats. x € (g, 1).

3. Su kuriomis m reik§mémis nelygybés x? + 2(m + 1)x + 9m > 5 sprendiniy aibé yra visa
realiyjy skaiCiy aibé ?

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis — realiyjy skai¢iy aibé R. Tuomet:
x2+2m+Dx+9Im>5e x2+2(m+ 1)x+9m —5 > 0. Pastaroji nelygybé galios su
visomis realiosiomis x reik§mémis, kai kvadratinio trinario x?+2(m+ 1)x +9m —5
diskriminantas yra neigiamas: (m+ 1)2 —-9m+5<0e mM-1)(m-6) <0 1<m<6.

Ats. m € (1;6).

ISspreskite nelygybes:
x%—5x+1 )
x2—4x+5 —
Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis — realiyjy skai¢iy aibé R, nes x2 —4x + 5> 0 su
visomis realiosiomis x reikSmémis. Tuomet:
2_ 2_ _ 2 - 2_
;_Z: >3 iz_ii: -3=20e % >0e % < 0. Pastaroji nelygybé
sprendiniy neturi, nes 2x?> —7x+14>0 ir x> —4x+5>0 su visomis realiosiomis x
reikSmémis.
Ats. 9.

(x—-1)(x-2)(x-3) > 1.
(x+1)(x+2)(x+3) —

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis yra {R:x # —1,x # —2,x # —3}, t. y. realiyjy
skaiciy aibé iSmetus tasSkus —1, —2, —3. Pertvarkome nelygybe:



(x—1)(x—2)(x—3) > (x-Dx-2)(x=3) _ - -12(x%+41)
(x+1)(x+2)(x+3) — (x+1)(x+2)(x+3) -
x%+1
< .. : )
DGt = 0. Intervaly metodu nesunkiai nustatome, kad pastarosios nelygybés
sprendiniy aibé yra x € (—o0; —3)U(—2; —1).
Ats. x € (—o0; =3)U(—2;—-1).

>0
(xc+1D)(x+2)(x+3)

6. Jx+4)(x—-5>/2-0(x+1)—Vxl+x+1;
Sprendimas. Nustatykime nelygybés apibrézimo sritj:
(x+4)(x—5)=0, ((x+4)(x—5)=0, x € (—o0; —4|U[5; +0),

RC-x)(x+1)=20=>{x-2)(x+1)<0, = x € (—1;2], = Q.
X +x+1=0 *+x+1=0 x € (—oo; +00)
Apibrézimo sritis — tuScia aibé, taigi nelygybé sprendiniy neturi.
Ats. .

7. x+2<A+x+14;

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis: x + 14 > 0 = x = —14. Nagrinékime du atvejus:
Dx+2<0ir2)x+2=0.

1) Kai x + 2 < 0, tai nelygybé galioja jos apibrézimo srityje: {; S _14 <

2) Kai x + 2 = 0, turésime:
x = —2, x = -2, x = -2,
(x+2)2<x+14,=>{x2+3x—10<0,:>[—5<x<2,:>—2Sx<2.
x=>-14 x=>-14 x=>-14
Apjunge abiejy atvejy rezultatus gauname nelygybés sprendiniy aibe —14 < x < 2.

Ats. x € [—14; 2).

8. \/x+2\/x—1+\/x—2\/x—1>§;

Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis:

x =1
B x=>1 x=>1 x>1
x+2vx—120:>{ — :>{2 = :){ . =x>1.
’ >2Vx—1 x“=4(x—1 x—2)>=20
xX—2vx—12>20 X =anx ( ) ( )
Pakele abi nelygybés puses kvadratu po pertvarkymy gausime nelygybe 2x + 2|x — 2| > %’
. e | X322 xz2
Kai x = 2, turésime: =, = {x>§=1,5625:>x22'
4x—4>z 16
x =1,
Kai x < 2, tuomet: x <2, :>{1sx<2':>1Sx<2.
16 >9

2x—2x+4>§

Apjunge abiejy atvejy rezultatus gauname nelygybés sprendiniy aibe x > 1.
Ats. x € [1; +00).



2x24+7x—4 1

x+4 2
Sprendimas. Nelygybés apibrézimo sritis:
{2x2+7x—420,:> (x—Dx+4) 20,
x # —4 x # —4
Kai x < —4, tuomet kairioji nelygybés pusé neigiama. Taigi nelygybé¢ galioja kai x < —4.

= x € (—o0; —H)U[3; +00).

Kai x > —4 (atsizvelgiant | apibrézimo srit] — kai x > % ), abi nelygybés puses keliame

J2x2+7x—4 <1 sz+—7x2_4 < %, 7x% 4+ 20x —32 <0
kvadratu: x+4 2’ > (x+4) :>{ >t >
x>z x> ?
2 2
@+Hx-H<o, [-4<x<f | o
1 = 1 > -<x<-.
xZE xZE 2 7

Apjungg abiejy atvejy sprendiniy aibes gauname nelygybés sprendiniy aibg (—oo; —4)U [% ; g).
Ats. x € (—o0; —4)U[3;2),

1 1
2N\5 2N\5
10. Jrodykite nelygybe (%)2 + (y?)z > /x + \/_, kaix >0, y >0, x #y.
Irodymas. Nelygybe irodysime ja ekvivalenciai pertvarkydami (pradzioje abi nelygybés puses
pakeldami kvadratu) iki nelygybés, kuri akivaizdZziai galiojasu x >0, y > 0, x # y.
1 1

x2\2  (y?\? 52 y X2y
<7> +<7> >\/§+\/;(:> 7+2,/xy+x—2>x+2,/xy+y<:>7+x—2>x+y

x3+y3

e >x+ye x+y)x2—xy+y) >xy(x+y) e (x—y)?>0.

Nelygybé jrodyta.



PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Atkarpa BM yra trikampio ABC pusiaukrasting, ji su krastinémis BA ir BC sudaro kampus
lygius a ir B. Raskite Sios pusiaukrastinés ilgj, jei krastinés B

BC ilgis lygus a.
a

Sprendimas. Pusiaukrastinés BM tesinyje uz tasko M
atidedame atkarpa MD = BM (1 pav.). Kadangi keturkampio M

ABCD istrizainés AC ir BD susikirsdamos taske M dalijasi A ¢
pusiau, tai §is keturkampis yra lygiagretainis, todél ZBDC =
2ABD = a, o £BCD = 180° — £ABC = 180° — (a + p).
Trikampiui BCD pritaik¢ sinusy teoremg gauname, kad D
: 0 .
: BC = BD s &aBD = asm(lB? (a+B)) _ a51r?(a+[$’). 1 pav.
sinZBDC sin 2BCD sina sina
Taiei BM = 2 Bp = &5n@+h)
g 2 2sina
_asin(a+p)
Ats. ~sina

2. Trikampio ABC kampo A didumas lygus 60°, jbréztas j trikampj apskritimas lie¢ia krastines
AB, BC, AC atitinkamai taskuose D, E,F, AF =5, FC = 3. Raskite atkarpos EF ilgj.

Sprendimas. Pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i$ vieno B
tasko, savybes turime, kad AD = AF =5, CF =CE =3 (2
pav.). Sakykime, kad DB = BE = a, EF = x. Taikydami
kosinusy teoremg trikampiui ABC, gauname, kad BC? = AB? +
AC? —2AB - AC -cos A, 1§ ¢ia (a+3)2=(5B+a)?+8%—

D
2(a+5)-8 % Atlike veiksmus gauname, kad a® + 6a + 9 = £
25+ 10a+a®* +64—8a—40, t. y. a=10. Taikydami
kosinusy teorema trikampiui ABC rasime kampo C kosinusg: 4 C
2 2_ 2 2 2_1e2
cos € = LB AR B L Dapar i§ kosinusy F
2:CA-BC 2:813 26 2 pav
teoremos trikampiui CEF randame )
2 2 2 2 2 1225
EF* =CE*+ CF*—2CE-CFcos2C =3"+3“—-2-3-3 —=—,
26 13
.. 15
taigi EF = NeEs
15
Ats.. =

3. Apie apskritima, kurio spindulys lygus R, apibrézta lygiaSoné trapecija, kurios smailusis
kampas lygus a. Raskite trapecijos perimetra.



Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai E
AD ir BC, AD > BC, £BAD = £ADC = a yra smailusis
trapecijos kampas (3 pav.). Per apskritimo centrg O

nubrézkime atkarpa EF, statmeng trapecijos pagrindams ir
nubrézkime trapecijos auksting BH, akivaizdu, kad BH = 0

BH 2R
2R, 0AB =

sinZBAH _ sina’
BC +CD + AD = BC + AD + 2AB. Kadangi trapecija
apibrézta apie apskritimg, tai AB+ CD = BC + AD, t. y. A*® *D

Trapecijos perimetras p = AB +

2AB = BC + AD, todél p = 2AB + 2AB = 4AB = -~
sina 3 pav.
Ats.: ==,
sina
4.Trikampyje ABC AC = b, £BAC = a, £ABC = [, krastinéje AC B

yra taskas D toks, kad ZBDC = y. Raskite atkarpos BD ilgj.

Sprendimas. Trikampiui ABC (4 pav.) taikydami sinusy teorema

A B¢ todel BC =222 Kadangi 2£ACB =

sinZABC ~ sinzBAC’ sing ’

180° — a — B, tai i§ sinusy teoremos trikampiui BDC gauname, kad 4
BD BCsin(180°-a—B) _ bsinasin(a+p)

sinZACB ~ sin<BDC’ siny " sinBsiny

gauname, kad

taigi BD =

D C
4 pav.

5. Trikampio ABC krastinés AB = 8, AC = 10, o jo plotas lygus 20. Raskite treCios trikampio
krastinés ilgj.
Sprendimas. Trikampio ABC plotas S = %AB *AC - sin £ACB, todel A1

pagal salyga 20 = % 810 -sin £ACB. I§ ¢ia randame, kad sin ZACB = ‘

0,5. Taigi ZACB = 30° (5a pav.), arba ZACB = 150° (5b pav.). Taikydami
kosinusy teoremg BC? = AB% + AC? — 2AB - AC - cos LACB pirmuoju

atveju  gauname BC? =10%+8%—2-10-8 ? =164 —-80vV3, o
A antruoju atveju BC? =
102+82-2-10-8x B, C
150° I
N 5
Be *C (%) =164+80V3, a pav.
5b pav.

Ats.: /164 + 80/3 .

6. Staciakampio ABCD krastinése AD ir BC atitinkamai pazymeéti taskai M ir N taip, kad
keturkampis AMNB yra kvadratas, kurio jstrizain¢ lygi staciakampio ilgesniajai krastinei, taSkas E
yra krastinés BC vidurio taskas. Raskite kampa tarp tiesiy BD ir AE.



Sprendimas. Sakykime, kad tiesés AD ir AE susikerta taske

F (6 pav.), staciakampio ABCD trumpesnioji krastiné AB = B
a, taigi ir kvadrato AMNB krastiné lygi a, tuomet ilgesnioji
stadiakampio krastine AD = AN = +/2a, o atkarpa BE = BZ—C =

\/?Ea (6 pav.). IS staciyjy trikampiy AEB ir ADB randame, kad y

BE 30 2 AB _ a 1
— — 2 — —_——_— —= . = =
tg4BAE = —— =-"-=—, tg2ADB = —— = NP 6 pav.
72 = tg«BAE, taigi kampai BAE ir ADB yra lygis. Kadangi £ADB = 90° — ZABD, tai ir

2BAE = 90° — £ABD. I8 trikampio ABF randame, kad ZAFB = 180° — 2BAF — £ABF = 90°.
Ats.: 90°.
7. Rombo perimetro ir jstrizainiy ilgiy sumos santykis lygus 3 :2. Raskite rombo kampus.

Sprendimas. Sakykime, kad rombo ABCD krastinés ilgis AB = BC = m, smailusis kampas
£BAD = x, o jstrizainiy ilgiai AC = ¢, BD = d (7 pav.). Sakykime, kad rombo jstrizainés susikerta

taske 0. Kadangi rombo jstrizainés yra statmenos ir dalija rombo kampus pusiau, tai i§ staciojo

. . d .. X C x 4m 3 . i4m 3
trikampio AOB randame S =msinz, - =mcos=. Pagal salyga 2= todel W =

Suprasting 1§ m matome, kad ieskomasis smailusis kampas x yra B V C
trigonometrinés lygties sing + Cos;—c = % sprendinys. Kadangi abi lygties ) (
pusés yra teigiamos, tai Sig lygti galima spresti keliant abi puses kvadratu: 4 A
sin?Z+ 2sinZcosX+cos2X =2 Kadangi sin?X+cos?2i=1, o 7 pav.

2 272 27 9 2 2
2sin g cosg = sin x, tai gautoji lygtis tampa tokia: sinx = £= taigi smailusis kampas x = arcsin g.

Ats.: 4BAD = 2BCD = arcsing, ZABC = £ADC = 180° — arcsing.

8. Lygiasonio trikampio ABC kampas prie virSinés a yra bukasis, pagrindo BC ilgis lygus a,
atkarpa BE yra aukstiné, nubrézta i Soning krasting. Raskite tasko E atstumg iki trikampio ABC
ortocentro (aukstiniy sankirtos tasko).

Sprendimas. Sakykime, kad lygiasonio trikampio ABC kampas prie vir§tinés ZBAC = a yra
bukasis kampas, pagrindas BC = a, atkarpos AD ir BE yra trikampio aukstinés, taSkas H yra

aukstiniy sankirtos taskas (8 pav., kadangi trikampis yra bukasis, tai H
tasSkas H yra trikampio iSor¢je, aukstiniy AD ir BE tgsiniuose).
Kadsangi ~ 2ABC = £ACB = %(1800 —£BAC)=90°-2, o EX 4
£HBC = £EBC = 90° — LECB = 90° — LACB = % tai i§ statiyjy
. : . BD a
trikampiy BHD ir BEC randame, kad BH = pp— 2cos§’ BE= B i C
BC sin £BCE = asin (900 - %) = acos % Todeél 8 pav.
S 1
a 1—2cos > 1—2-7(1+cosa) cos a

EH = BH — BE =

a—acos—=a =a = —a

a 2 a a ar
2cos2 2cos2 2cos2 2cos2



cosa

Ats.: —a

a -
2 cos-
2

9. Atkarpa BD yra lygiakrascio trikampio ABC auksting, jos tesinyje uz tasko B atidéta atkarpa
BE lygi trikampio krastinei. Naudodami $ig konstrukcijg, raskite 15° kampo sinuso, kosinuso ir
tangento reikSmes.

Sprendimas. Sakykime, kad BD yra lygiakrascio trikampio ABC auksting, E
jos tesinyje atidéta atkarpa BE = AB ir nubréZta atkarpa EA (9 pav). Kadangi
£ABD =30° tai £ABE =150° todél 2EBA = £AEB = %(1800 -
AD

£ABE) = 15°. I§ staciojo trikampio ADE randame tg<AEB = tg15° = " B

Jei trikampio kraStiné AB = a,tai BD = ga, AD = %, ED = EB + BD =
V3 . 2+4/3 1 . .
a+—a, todel tg15° = % A= 5T 2 —+/3. Taikydami formules 4 + C
2 _ tgzx . 2 _ 1 2 o __ (2—\/5)2 _
sin®x = ooir cosx = gauname sin” 15° = ToVar 9 pav.

(2—V3)? _ (2—V3)* _2-v3 _ 1., 2qgo _ _ 1 _1
s 103 3 —4(2 \/§), cos* 15 —8_4ﬁ—4(2+\/§).

Ats.: sin15° = -2 — V)3, cos 15° = -2+ 3, tg15° =2 3.

10. Lygiakrascio trikampio ABC krastin¢je BC yra taskas D ir BD : DC = 2 : 1. Raskite kampa
ADB.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampio ABC krastinés ilgis yra a, ZADB = a. (10 pav.).
Taikydami kosinusy teoremg trikampiui ABD gauname AD? = AB? + A
2 17

BDZ—Z-AB-BDcos6O°=a2+(2?a)2—2a-5a-5=9a2,todél AD =

%7 a. . Trikampiui ABD dar kartg taikome kosinusy teoremg ir gauname, kad

AB? = BD? + AD? — 2+ BD - AD cos q, taigi B C
2 \% 7 2 7 D
azz(ga) +§a2—2-§a-?a-cosa, 10 pav.
i§&ia2a? = ﬂaz cosa, todel cosa = ——.
9 9 V7

Ats. : arccos L
- ~ek



SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Jonas lygiomis dienos porcijomis statinaite giros iSgerty per 10 dieny, o Andrius — per 14
dieny. Per kiek dieny jie iSgerty statinaite giros gerdami abudu kartu?

: : . 1 . . . 1 .
Sprendimas. Per vieng dieng Jonas 1§gertqﬁstatma1tés giros, o Andrius — e Todél juodu

abudu per viena diena iSgert L+L—E—£ —istatinaités iros. Todél visa statinait
P G AMAIEE 16" 14 T 70 T 70 35 BIros. 4 €

. o 1 35 .
giros juodu iSgerty per 56 dienos.
35
Atsakymas. Per 35/6 dienos.

2. Petras noréty pirkti knyga, bet jis visai neturi pinigy. Tod¢l jis kreipési pagalbos | tétj ir j du
savo brolius — jaunesnjjj ir vyresnjjj ir jy padedamas jis tg knygg nusipirko. Yra Zinoma, jog jo
tetis davé puse tos sumos, kurig davé abudu Petro broliai, vyresnysis brolis dave trecigja dalj to,
kg davé tétis ir jaunesnysis brolis, kuris tiesiog i$ karto davé 10 eury. Kiek gi kainuoja ta knyga?

Sprendimas. Sakykime, kad tévas dave T eury, vyresnysis brolis V" eury. Tada pagal salyga
Tzl(V+10) ir Vzl(T+10).
2 3
Irasius T iSraiska i antraja lygti gautume
14 —l(l(V+10)+10)
372 '

Pertvarke gautume

V:lV+£+&, arba EV:S.
6 6 3 6

Galiausiai

lV=1 ir V=e.
6

Taigi tévas dave T = %(IO +6) =8, o visa knyga kainuoja 8 + (6 + 10) = 24 eurus.

Atsakymas. Knyga kainuoja 24 eurus.

3. Koks yra pats maziausias natiiralusis skaicius, kuri galima dviem budais uzraSyti trijy
natiiraliyjy skai€iy suma taip, jog visi 6 démenys yra skirtingi.



Sprendimas. Jeigu pabandytume konkrecius skaiCius, tai pamatytume, kad 15 taip uzraSyti
galime, nes

15=6+8+1=9+2+4,
Galima ir 14, nes

14=6+7+1=8+2+4.
Kur turétume sustoti?

Jeigu T yra toks pats maziausias skaiCius, kurj dviem budais galima uzrasyti trijy skirtingy
nattiraliyjy skai¢iy suma taip, kad visi 6 démenys yra skirtingi, tai tada tikrai sudéjus tas abi
lygybes turétume

2T>1+2+3+4+5+6.
Tada
7>10,5
ir, vadinasi, kadangi T yra nattiralusis skaicius, tai 7 > 11.

Pastebékime, kad 11 tikrai taip uZrasyti galima, nes 11 =4+ 5+ 2 =7 + 1+ 3 ir visi 6 démenys
yra skirtingi.

Atsakymas. 11.

4. Raskite tris i$ eilés einancius natiiraliuosius skaicius, kad jy suma baigtysi skai¢iumi 2023.
Koks yra toksai pats maziausias tokiy skaiciy trejetas?

Sprendimas. Pirmiausiai pastebékime, kad trijy 1§ eilés einanc¢iy naturaliyjy skai¢iy suma
a+(a+1)+ (a+2)yralygi 3a + 3 ir dalijasi be liekanos i§ 3. Todé¢l dél to dalumo i§ 3, pats
maziausias tokiy skaiciy trejetas, kuris baigiasi skaitmenimis 2, 0, 2, 3 turi turéti bent 9 lygia
skaitmeny sumg, vadinasi, toji suma yra maziausiai penkiazenklé¢ ir jeigu taip, tai jos pirmasis
skaitmuo turi bati lygus 2.

Todél gauname, jog
3a+3 =22023, 3a=22020 ir a-=7340.
Atsakymas. 7340, 7341 ir 7342.

5. Tenisininkas Petras skai¢iuoja savo laiméty macy (nuo visy jo suzaistyjy macy) procents.
Pries paskutin] turnyrg, kuriame Petras laiméjo visus macus, tas procentas buvo lygiai 25
procentai, o po to paskutinio turnyro jis pasidaré lygus lygiai 75 procentams.

Nustatykite, kelis kartus visy Petro paskutiniame turnyre laiméty macy skaicius yra didesnis uz
jo visy iki to turnyro jo suzaisty (laiméty ir pralaimeéty) macy skaiciy.



Sprendimas. Iki paskutinio turnyro Petras zaidé 4N partijy ir i§ jy laiméjo N susitikimy.
Paskutiniame turnyre jis laiméjo visus susitikimus, tarkime, kad jy buvo A. Tada jo pergaliy
procentas yra lygiai 75 ir, vadinasi,

N+4 3
AN+A4 4

Todél
AN +44=12N + 3 A4,

18 kur iSplaukia, kad 4 = 8N. Ir mes matome, jog Petro paskutiniame turnyre laiméty macy skaicius
yra lygiai du kartus didesnis uz jo visy iki to turnyro suzaisty macy skaiciy.

Atsakymas: 2 kartus didesnis.

6. Ar galima ] kvadratinés lentelés 5 x 5 langelius jrasyti visus skaicius nuo 1 iki 25 (po vieng
skaiciy ] kiekvieng langelj) taip kad skai¢iy suma kiekvienoje eilutéje, kiekviename stulpelyje ir
abiejose jstrizainése bty nelyginé?

Sprendimas. Tarp 25 natiiraliyjy skai¢iy nuo 1 iki 25 yra 13 nelyginiy skaiciy. Pazymékime
juos raide N ir surasykime juos | lentelés 5 x 5 langelius taip kaip tai parodyta Zemiau
pateikiamame brézinyje.

=
z(=z|=
z=z|z|z|=
z(=z|=
=

Likusiuose 12 nepazyméty langeliy bus suraSyti lyginiai skai¢iai. Nesunku jsitikinti, kad taip
uzpildytoje lentel¢je kiekvienoje eilutéje, kiekviename stulpelyje ir abiejose (ilgosiose)
jstrizainése tikrai yra po nelyginj nelyginiy skaiciy, o tai ir reiskia, kad visos tos 12 sumy bus
nelyginés.

Atsakymas. Taip suraSyti galima.

7. I kiekvieng lentelés 3 x 3 langelj jrasyta po teigiamg skaiciy tokiu biidu, kad visy trijy
kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio skaiciy sandauga yra lygi 1, o visy keturiy bet kurio 2 x 2
kvadrato skai¢iy sandauga yra lygi 2. Nustatykite, koks skaiCius yra jraSytas centriniame lentelés
langelyje.

Sprendimas. Pazymékime tuos skaiCius raidémis a, b, ¢, d, e, f, g, h ir i.

al|b |c
dle |f
glh |i

Kadangi visy pirmyjy dviejy stulpeliy skai¢iy sandaugos yra lygios 1, o visy keturiy kairiojo
apatinio 2 x 2 skai¢iy sandaugos yra lygios 2, todé¢l padaling pirma lygybe i$ antrosios gauname,
jog ab ="' Analogiskai cf = Y. Lygiai taip pat sandaugos /i ir dg yra lygios po vieng antraja.



Sudauging tas keturias lygybes gauname, jog visy skaiciy, iSskyrus centrinj skaiciy e, sandaugos
yra lygios 1/16. Kadangi visy lentelés skaiciy (kaip visy trijy eilu¢iy skaiciy) sandauga lygi 1, tai
centrinis skaiCius e yra lygus 16.

Atsakymas. 16.

8. Mokytojas nupiesé lentoje staciakampj ir padalino jj j 4 mazesnius staciakampius 4, B, C ir
D (zitirékite piesinj).

Tada mokytojas pakvieté prie lentos Martyng ir pasiiilé jam iSspresti toki uzdavinj: ,, Tarp skaiciy
3,4,5,6,7,9, 11, 18 kazkurie keturi skaiciai reiskia sta¢iakampiy A, B, C ir D plotus; be to, dar
yra zinoma, kad tie visi plotai yra skirtingi. Ar galétum nurodyti, kokie yra tie 4 skaiciai?*

Padékite Martynui iSspresti mokytojo jam pasiiilyta uzdavinj. Ar tai padaryti yra jmanoma?

Sprendimas. Jeigu plotai yra tokie, kaip parodyta brézinyje, todél turi galioti lygybeé
A- D =B - C. Kadangi visi plotai yra skirtingi, tai matome, jog i$ lentel¢je pasiiilyty nelygiy ploty
salyga tenkina 3, 6,9 ir 18, nes 3 - 18=6- 9.

Atsakymas. Taip padaryti yra jmanoma.

9. Tévas parnesé siinui 4 natiiraliuosius skaiCius ir paprasé¢ siinaus visaip sudéti juos po du
skirtingus skaicius visais galimais biidais. Stinus sud¢jo ir pradéjo 6-Sias gautgsias sumas rasyti i$
eilés. Jis tespejo uzrasyti tik 5-ias i§ 6-1y gautyjy sumy

10, 12, 14, 16, 17,
kai tévas, pasizitréjes, kg jis ten raso, pasake, kad jis bus kazka sumaises. Kuris i$ jy yra teisus?

Sprendimas. Sakykime, kad tévas parnesé siinui sudéti k£ vienokio lyginumo ir 4 — £ kitokio
lyginumo skai¢iy (k = 0, 1 arba 2). Kadangi dviejy natiiraliyjy skai¢iy suma yra nelyginé tada ir
tiktai tada, kai démenys yra skirtingo lyginumo, tai tada tarp 6-iy stinaus gautyjy sumy nelyginiy
sumy bus lygiai k(4 — k).

IraSydami j iSraiSka k(4 — k) skaiciaus k reikSmes, lygias 0, 1 ir 2, gauname atitinkamai, kad
nelyginiy paporiy tévo parnestyjy skaiciy sumy gali biiti tik arba 0, arba 3, arba 4. Taciau né viena
i$ ty galimybiy negali biiti realizuota tarp saglygoje jau nurodyty paporiy sumy, nes pirmiausiai,
salygoje jau yra nurodyta viena nelyginé suma, tod¢l nelyginiy sumy tada galéty biiti daugiausiai
dvi. Todél, skai¢iuodamas sumas, stinus tikrai bus apsirikes, o tévas yra teisus.

Atsakymas. Tévas yra teisus.



10. Utopijos fermoje fermeris Svajiinas turi lauka, kuriame esancios zolés kiekis kasdien
padidéja po tiek pat. Sesioms karvéms uztrukty 3 pilnas dienas nuésti visa viso lauko Zolés kiekj,
o trys karvés tg patj padaryty per 7 pilnas dienas.

Laikant, kad fermerio Svajtino karvés suéda visos kasdien po tiek pat Sieno, kiek laiko uztrukty
1 karvei nuésti visa to lauko Sieng?

Sprendimas. Sakykime, kad F yra pacioje pradzioje pievoje esancio Sieno kiekis, K — Sieno
kiekis, kuri kiekviena karve suéda per vieng dieng (pagal saglyga tas K yra vienas ir toks pats visoms
karvéms) ir A yra tas kiekis, kiek zolés Svajtino pievoje priauga per vieng pilng dieng. IS salygoje
pateiktos informacijos turime, kad

F+34=6-3-K ir F+74=3-7 K
IS antrosios lygybés atéme pirmaja gausime, kad 4 - 4 = 3 - Kir todel F =21 - A.

Toliau sakykime, kad n yra tas dieny skaicius, per kurj viena karvé nués visg Svajiino pievos
zolés kiekj. Tada mes turime turéti, kad

F+n-4A=n-K

Pasinaudodami tuo, kas jau buvo gauta, mes gauname lygybe
4
21 -A+n~A=§ n-A.
Suprasting i§ 4 gausime

21 +n =— n, arba galutinai n =63.

(SSHIEN

Atsakymas. Viena karveé fermerio Svajiino pieva pilnai nuésty per 63 pilnas dienas.



SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1-7 uzdaviniai. I$spreskite diofantines lygtis:

1. ayx2—-7y—17=0; 5. 2x2—-7xy+x—-2y—3=0;
2 _ gm0 —0-
b)x* = 2x =7y = 1107 = 0; 6. a)x%+9y? =77777779;
2. a)15x + 11y =1; b)15x + 21y = 1; b) 4x? + 6xy + 3y% — 2x — 48 = 0;
3. 225563x + 53313y = 39; 7. a)x?—y?+3x—5y+24=0;
b) x2 — 5y2 = 3.

4. 3xy+x—-2y—29=0;

Sprendimai. Sprgsdami kiekvieng i§ duotyjy lygéiy, tarkime, kad (x,y) yra tos lygties (sveikasis)
sprendinys. Pirmiausiai iSspresime lygtis 1.a, 2.b, 6.a, 7.b. Kiekvienu i§ $iy keturiy atvejy gausime priestara
prielaidai, kad lygtis turi sprendinj (x, y), ir taip jrodysime, kad lygtis neturi sprendiniy.

1. a) Skaitius x2 = 7y + 17 = 7y + 14 + 3 dalijasi i§ 7 su lickana 3. Tegu x = 7k + 7, kur r yra
skai¢iaus x dalybos i§ 7 liekana. Tada x% = 49k? + 14kr + r? dalybos i§ 7 liekana 3 yra tokia pati kaip
skai¢iaus 72. Taciau ¢iar = 0, 1, 2, ..., 6, ir jokiu i§ 7 atvejy skaiGiaus r? dalybos i§ 7 liekana néra lygi 3.

2. b) Skai¢ius 15x + 21y = 3 - (5x + 7y) vienu metu ir dalijasi i§ 3, ir yra lygus 1. Taip bati negali.

6. a) Sveikojo skaiciaus kvadratas visada dalijasi i$ 4 su liekana 0 arba 1 (zr. VII uzduoties 10 pavyzdj).
Taigi x? + y? dalybos i§ 4 liekana gali biiti tik 0 +0 =0, 0+ 1 =1 arba 1+ 1 = 2. Tokia pati yra ir
x% +9y? = x? + y%2 + 4 - 2y? dalybos i3 4 liekana. Ta¢iau x? + 9y? = 77777779 dalijasi i$ 4 su liekana 3.

7. b) Skaicius x? = 5y2 + 3 dalijasi i§ 5 su liekana 3. Tegu x = 5k + 7, kur r yra skai¢iaus x dalybos
i$ 5 liekana. Tada skai¢iaus x? = 25k? + 10kr + r? dalybos i$ 5 liekana 3 yra tokia pati kaip skai¢iaus r2.
Tadiau ¢iar = 0, 1, 2, 3, 4, ir jokiu atveju skai¢iaus 72 dalybos i§ 5 liekana néra lygi 3.

Ats.: @ (lygtys 1.a, 2.b, 6.a, 7.b).

Toliau i$spresime likusias lygtis.

1. b) Isskirkime pilnajj kvadrata:
x2—2x+1="7y+1107 + 1, (x—1)2=7y+1108 =7y + 7 - 158 + 2.
Taigi (x — 1)? dalijasi i$ 7 su lickana 2. Tegu x — 1 = 7k + r, kur r yra skai¢iaus x — 1 dalybos i§ 7 lickana.
Tada (x — 1) = 49k? + 14kr + r? dalybos i§ 7 liekana 2 yra tokia pati kaip skaic¢iaus r2. Tinka tik r = 3
irr = 4. Atitinkamai x = 7k + 4irx = 7k + 5. Lygybéje 49k? + 14kr + r? = 7y + 1108 jras¢ r reikSmes,
gauname atitinkamas y i3raiskas. Cia k yra bet koks sveikasis skaicius.

Ats.: (x,y) = (Tk + 4, 7Tk + 6k — 157), k € Z; (x,y) = (Tk + 5, 7Tk% + 8k — 156), k € Z.

2. a) Lengva atspéti lygties atskirajj sprendinj (3, —4). Pertvarkykime duotajg lygt;:
15x + 11y =153 + 11 (—4), 15x —15-3 =-11y — 11 - 4, 15(x —3) = —11(y + 4).
Kadangi skaiciai 15 ir 11 yra tarpusavyje pirminiai, tai x — 3 dalijasi i§ 11. Pazymékime x — 3 = 11k. Tada
x =11k + 3, 15-11k = —-11(y + 4), 15k = -y —4, y =—15k — 4 (Cia k € 7Z — bet koks).

Ats.: (x,y) = (11k + 3,—15k — 4), k € Z.

3. Skai¢iams a = 225563, b = 53313 pritaikykime Euklido algoritma. IS eilés dalijame

e ai$ b: dalmuo 4, liekana a — 4b = 12311;

* biS a — 4b: dalmuo 4, lickana b — 4(a — 4b) = 17b — 4a = 4069,

*a—4bis 17b — 4a: dalmuo 3, liekana (a — 4b) — 3(17b — 4a) = 13a — 55b = 104;

*17b — 4a i§ 13a — 55b: dalmuo 39, liekana (17b — 4a) — 39(13a — 55b) = 2162b — 511a = 13.
(Pagaliau, dalydami 104 i§ 13, gauname liekang 0.) Lygybe 2162b — 511a = 13 padauging i$ 3, gauname,
kad duotoji lygtis ax + by = 39 turi atskirgjj sprendinj (x,y) = (—1533, 6486).

Remiantis Euklido algoritmu, DBD(a, b) = 13. Tad pertvarkydami duotgja lygtj, padalykime jg i§ 13:

225563x + 53313y = 39 = 225563 - (—1533) + 53313 - 6486, |:13,
17351x + 4101y = 17351 - (—1533) + 4101 - 6486, ¢ia DBD(17351,4101) = DBD(%,%) =1,
17351(x + 1533) = 4101(6486 —y), x + 1533 = 4101k, 6486 —y = 17351k (Cia k € Z — bet koks).
Ats.: (x,y) = (4101k — 1533,—17351k + 6486), k € Z.



4. Lygtyje iskeéle pries skliaustus x, gauname x(3y + 1) — 2y — 29 = 0. Vienur lygtyje turime 3y + 1,
o kitur 2y. Kad ir ¢ia gautume 3y + 1, padauginkime lygtj i§ 3:
3x(3y+1)—2-3y—87=0,
3x(3y+1)—-2B@By+1)+2-87=0,
(Bx—2)(3y+1)=85=5-17,
3x —2=+1,45, £17, 4£85.
Tinka 3x —2 =1, =5, =17 ir 85 (tada x € Z). Atitinkamai 3y + 1 = 85, —17, =5 ir 1. Liko iSreiksti x ir y.

Ats.: (x,) = (1,28), (—=1,—6), (=5,-2), (29,0).

5. Sugrupuokime narius, kuriuose yra y: gauname y(7x + 2) = 2x2 + x — 3. Taigi 2x? + x — 3 dalijasi
i a = 7x + 2. Reiskinj 2x2 + x — 3 iSreikskime per a, pries tai dél patogumo padauginkime lygtj i§ 72:
49ay = 49y(7x +2)=2-7% - x24+7%-x—7%2-3=2-(7x)>+7-7x — 147 =
=2(a—2)>+7(a—2)— 147 = 2a> —8a + 8 + 7a — 14 — 147 = 2a2 — a — 153.
Kadangi 2a? — a — 153 dalijasi i a = 7x + 2, tai dalijasi ir skai¢ius 153 = 32 - 17. Taigi 7x + 2 = +1, 43,

2 -
+9, +17, +51, +153. Tinka tik 7x + 2 = 9 ir 51. Atitinkamai x = 1ir 7, 0 y = 222

) lygu 0 ir 2.

Ats.: (x,y) =(1,0), (7,2).

6. b) Lygtyje galima jzvelgti pilnajj kvadrata: 3y? + 6xy + 3x2 = 3(x + y)?2. Pertvarkytoje lygtyje
i$skirkime dar vieng pilnagjj kvadrata:
0=3(x+y)?+x2—-2x—48=3(x+y)> +x?> —2x+1—49,
49 = (x — 1)? + 3(x + y)2.
Pazyméje X =x—1, Y =x+y, gauname 49 = X2 + 3Y? > 3Y2. Skaicius Y sveikasis, todél lygtyje
pakanka perrinkti galimybes Y =0, +1, +2, +3, +4. Tinka tik (X,Y) = (£7,0), (1,14), (-1,14).
Atitinkamai gauname pradinés lygties Sesis sprendinius (x, y) pagal formulesx =X +1iry =Y — x.

Ats.: (x,y) = (8,-8), (—6,6), (2,2), (2,-6), (0,4), (0,—4).

7. a) Koeficientai prie x ir y nelyginiai, tad, prie$ iSskirdami pilnuosius kvadratus (atskirai pagal x ir y),
dél patogumo padauginkime lygtj i$ 4:

(2x)% +12x — (2y)? =20y + 96 = 0,
(2x)*+2-2x-3+32-32-(2y)2—2-2y-5-52+52+96 =0,
(2x+3)2—-9—-(2y+5)?%+25+96 =0,

(2x +3)2— (2y +5)? = —-112,

(2x —2y —2)(2x+ 2y +8) = —-112,
x—y—1Dkx+y+4)=-28=-22.7.

Taigi x —y —1 =41, £2, +4, +7, +14, +28. Atitinkamai x +y + 4 = +28, 14, +7, +4, +2, +1.
Pavyzdziui, jeix —y — 1 = 1, tai turime x + y + 4 = —28, o sudéj¢ Sias lygybes, randame 2x + 3 = =27 ir
x = =15,y = —17. Analogiskai randame dar 7 sprendinius (kaix —y — 1 = —1, +4, +7, £28). Likusius 4

atvejus galima atmesti, nes gaunama lyginé 2x + 3 reikSme.

Ats.: (x,y) = (=15,-17), (—15,12), (12,-17), (12,12), (0, 3), (0,—8), (=3, 3), (=3, -8).

8. Nustatykite diofantinés lygties xy — 4x + 11y — 2024 = 0 sprendiniy skaiciy.

Sprendimas. Pertvarkykime lygtj taip:
x(y—4)+11y — 2024 =0,

x(y—4)+11(y—4)+11-4-2024=0,

(x+11)(y — 4) = 1980 = 22 - 32 -5 - 11.
Pazymékime X = x + 11, Y = y — 4. Diofantiné lygtis XY = 1980 turi tiek sprendiniy, kiek skaicius 1980
turi dalikliy. Kiekvieng sprendinj (X,Y) atitinka lygiai vienas pradinés lygties sprendinys (x,y) =
= (X —11,Y + 4). Taigi liko suskaiiuoti skai¢iaus 1980 daliklius. Tai visi skai¢iai +£2¢ - 3% - 5¢ - 11¢, kur
a=0,1arba2, b=0,1arba2, c=0arbal, d=0arbal. Turime 3-3-2-2 = 36 tokius teigiamus
daliklius, o i§ viso 2 - 36 = 72 daliklius bei atitinkamai 72 sprendinius (x, y).

Ats.: lygtis turi 72 sprendinius.



9. Pasinaudodami Pelio lygtimi, raskite diofantinés lygties x> — 7y? = 2 sprendinj, kuriam x > 800.

Sprendimas. Lengva atspéti duotosios lygties sprendinj (xq, yo) = (3, 1) ir Pelio lygties a? — 7b% = 1
sprendinj (a, b) = (8, 3). Juos atitinka skai¢iai 3 + /7 ir 8 + 3v/7. Gauname duotosios lygties sprendinius:

(3+V7)-(8+43V7) =24+ 97 +8V7 + 21 =45+ 17V7, (x1, 1) = (45,17);
(45 + 17V7) - (8 + 3v7) = 360 + 135V7 + 136V7 + 357 = 717 + 2717,  (xz,¥,) = (717,271);
(717 4 271V7) - (8 + 3V7) = 5736 + 2151V7 + 2168V7 + 5691 = 11427 + 43197,
(x3,v3) = (11427,4319), &a x5 > 800.
Ats.: pavyzdziui, (x,y) = (11427,4319).

10. Tarkime, kad (x,y) = (4,B) yra diofantinés lygties x? — 5y? — 12x + 35 = 0 natiiralusis
sprendinys. Nustatykite keturias maziausias galimas skai¢iaus A reikSmes.

Sprendimas. Pertvarkykime lygti, iSskirdami pilnajj kvadrata:

x2—2-x-6+6%2—6%—-5y2+35=0, (x —6)2 —5y2 =1.

Pazyméje x — 6 = X, gauname Pelio lygtj X? — 5y? = 1. Kiekvieng jos sprendinj (X,y) atitinka pradinés
lygties sprendinys (x,y) = (X + 6,y). Toliau laikykime, kady =B, X =x—-6=A4—6.Ciad>1,B > 1.
Tiesiogiai patikrinama, kad netinkay = 1, 2, 3, taigiy > 4. Jeiy = 4,tai X = £9,0jeiy > 4, tai X > 9 arba
X< —-9.JeiX <—-9,tai A = X + 6 < 0 (netinka). Taigi X > 9 yra natiralusis skai¢ius, (X,y) yra gautosios
Pelio lygties natiiralusis sprendinys, o toks sprendinys su maziausia y reikSme yra (a,b) = (9,4).
Pasiremkime bendrosiomis Ziniomis apie Pelio lygtj: lygties X2 — 5y2 = 1 visi natiiralieji sprendiniai (X, y)
gaunami pagal formule X + yvVd = (9 + 4\/§)n. Did¢jant n = 1, 2, 3, ..., gaunamos vis didesnés X, y = B
ir A = X + 6 tinkamos natiiraliosios reik§més. Pagal formulg i eilés gauname keturias ieSkomas reikSmes:

(9 +4V5) = 9+ 45, A=9+6=15,
(9 +4V5)” = 161 + 72V5, A=161+6=167,
(9 +4V5)’ = (161 + 72V5) - (9 + 4V5) = 2889 + 12925, A =2889 + 6 = 2895,

(9+4v5)" = (2889 + 1292V5) - (9 + 4V5) = 51841 + 23184V5, A = 51841 + 6 = 51847.
Ats.: A= 15,167, 2895, 51847.



ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. I8spreskite lygt logs(2+log;(3+x))=0.

Sprendimas.

log5(2+10g3(3+x)):0:>2+10g3(3+x):1:>10g3(3+x):—1:>3+x:§:>x:—§.

Ats.: —§.
3

2. Isspreskite lygti 1g (5—x)— % lg (35— x3) =0.
Sprendimas. Padauging i§ 3, gausime lygti
31lg (5-x)-lg 35-x°) =0,
kuri ekvivalenti lygciai Ig (5— x)3 =1g (35— ).
Turédami mintyje, kad turi galioti nelygybés 5—x >0 ir 35— x>, i§spreskime lygtj
(5-x)*=35-x".
Gausime:
125-75x+15x% —x> =35-x = 15x* = 75x+90 =0 = x” —5x+6=0=> x =2 arba x =3,
Abu sprendiniai tenkina nelygybes 5—x >0 ir 35— x> > 0; todél yra logaritminés lygties
sprendiniai.
Ats.: 2; 3.
3. Isspreskite lygti logﬁ 4" -6) —log\/g 2*-2)=2.
Sprendimas. Kadangi 2 =2log NG J5= log NG 5, tai logaritminé lygtis ekvivalenti lygciai

log\/g 4" -6)= log\/g 5(2% -2).

Taikydami keitinj ¢ =2", i§spreskime lygtj

4* —6=5(2"-2).

Gausime:

?—6=5(1-2)=>t>-5(+4=0=r=larbar=4;
2 =1=>x=0,
2" =4=x=2.

Sprendinys x =0 netenkina salygy 4 —6>0 ir 2* —2> 0, todél jj atmetame.
Vadinasi, logaritminé lygtis turi tik vieng sprendinj — realyjj skaiciy 2.
Ats.: 2.

4. Isspreskite lygti log;(3* —8)=2-ux.
Sprendimas. 1og;(3* —8)=2—x=3"-8=3""=3"-8=9.37 = (3)*-8.3* -9=0=
= 3% =—1 (atmetame) arba 3* =9 = x =2.

Skaicius 2 tenkina nelygybe 3* —8 > 0, todél yra logaritminés lygties sprendinys.
Ats.: 2.

5. Isspreskite lygti log,.,4 (x2 -1 =log, . 4(5—x).
Sprendimas. Pagal logaritmo apibrézima, turi galioti Sios salygos:
x> =1>0, 5-x>0 ir x+4e(0;H)u(l; +o0).



Belieka i8spresti lygti x> —1=5-xir patikrinti, ar jos sprendiniai tenkina visas tris salygas.
Gausime:

2 4x—6=0=>x=-3arbax=2.

Kadangi x+4 =1, jei x=-3, tai x =-3 néra logaritmingés lygties sprendinys.
Ats.: 2.

Wol=5-x=x

6. Isspreskite lygti log, (x* +x—6)* =4.
Sprendimas.
log, (x> +x-6) =4=(*+x-6)’ =(x+1)* = (P +x-6)? =(x* +2x+1)* =
= (X +x-6)> = (x> +2x+1)* = 0= (=x=7)(2x% +3x=5)=0= (x+ 7)(2x* +3x=5)=0=

3449 347
4 4

= 2x% +3x-5=0(nes x+7=(x+1)+6>0) = x = :xz—%arbale.

Skai¢ius x = —% netenkina sglygos x+1> 0, todél néra logaritminés lygties sprendinys.

Ats.: 1.

_ 2
lg7-1g(8—x )>O.

lg (x+3)
Sprendimas. Kadangi x+3>0 ir x+3#1, tai

7. I8spreskite nelygybe

1 2
lg7-lg8-x>) 8587
g (x+3) g (x+3)

1
=—log3—(8=x").

Vadinasi, nelygybé

2
lg7-1g (8—x )>0
lg (x+3)

(1)
yra ekvivalenti nelygybei

log 3.7 (8-x7) <0, @)
Jei 0 <x+3<1, taiis$ (2) gauname nelygybe %(8—x2) >1, ojei x+3>1, tai gauname

nelygybe 0<%(8—x2)<1.

Toliau:
D [0<x+3<l, 3<x<-2, 3<x<-2, B<x<-2,
1 ) = 5 5 = =J;
7(8—)6 )>1 |8—x">7 x* <1 ~l<x<l1
2) x+3>1, x>-2, x>-2, x>-2,
1 2y 17 2 L 2 2 o
0<7(8—x )<1 0<8-—x"<7 —8<—x"<-1 l<x“<8
x>-2,
= = xe(-2;-D)u(l;242).
{—2\/5<x<—1arba1<x<2\/§

Ats.: (<2; 1)U (L; 242).

8. ISspreskite nelygybe 2logg(x—2)—logg(x—3) > %



Sprendimas. Kadangi

w N

2
logg 8 =logg (%/g) =logg 4,

w o

tai

2logg(x—2)—logg(x—3) >§:> 2logg(x—2)—logg(x—3) >logg4 =

Y log(x—2)> log. 4(x-3) x>3, x>3, x>3,
= 0gg(x—2) > log X—=3)= :
s ° (x=2)*>4(x-3) |[x*-8x+16>0 |(x-4)>>0

=>xeB3;4)U(4;+»).
Ats.: (3;4) U (4; + ).

9. Iispreskite nelygybe 2log, (2x% +3) < log, (x* +6).
Sprendimas. Kadangi
log, (2x2 +3)

2log, (2x* +3)=2-
log, 4

=log, (2x* +3),

tai

2log, (2x* +3) <log, (x> +6) = log, (2x* +3) <log, (x> +6) = 2x* +3 < x> +6 =
= x2<3=-3<x<AB.
Taigi nelygybés sprendiniy aib¢ yra intervalas (—\/§ ; NG ).

Ats.: (—/3;:3).
y . > 3
10. ISspreskite nelygybe log,. | x 16 >4,

Sprendimas. Kadangi
4=4-log, x= logx(x4),

tai nelygybé log, (xz - %j >4 yra ekvivalenti nelygybei log, (xz - %j > log x(x4 ).

Jei 0 < x <1, tai turi galioti nelygybé 0 < x° —% <x* o jei x >1, tai —nelygybé

x2—i>x4.
16
Nagrinédami Sias dvi galimybes, gausime:
0 . 0<x<l, 0<x<l, 0<x<l,
<x<l,
) 4_2 3 4 2.3 2 1 2.3
, 3 4 >xX ——, 2 —x"+—>0, > x" <—arbax">—,=
O<x”"——<x 16 16 4 4
16 3 3
X —=>0 x> x>
16 16 16
O<x<l, 0 :
<x<
;1 SN ) 1 3
=>ex"<—, arba ¢ , 3 D>—<x<- atba —<x<[
4 x°>= 4 2 2
X2 >
16




Vadinasi, nelygybés log, ( x2 _%j >4 sprendiniy aibé yra intervaly (g, %J ir (?, 1]

sgjunga.

. (ﬁ-l}{ﬁ;l].

472 2



BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

13

16

(_5' 0)3 (_5' 1)a
(—=2,0),(-2,1)




