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Europos matematikos olimpiadas:
uzdaviniy salygos ir sprendimai

Arturas Dubickas!

Pirmoji diena, 2024-04-26

1. Nustatykite kokig maziausig reiksme gali jgyti reiskinys z2 + 4%+ 22, kai
realieji skaiciai x, y ir z tenkina salyga xyz+x+y+2 = zy+yz+z2x+5.

2. Duotas trikampis ABC, kuriame AB = 15, BC = 14 ir AC' = 13.
Atkarpos BM ir C'N yra jo pusiaukrastinés, o atkarpos BD, C'E - jo
pusiaukampinés. Apskritimai, apibrézti apie trikampius ADFE ir AM N,
kertasi taske P (Cia P # A). Ties¢ AP kerta ties¢ BC taske (). Raskite
BQ.

3. Teniso turnyre dalyvavo 2n + 1 zaidéjas (¢ia n € N). Prie§ turnyra
kiekvienas i$ ju turéjo tam tikra reitinga. Visy tenisininky reitingai
buvo skirtingi ir turnyro metu, kai kiekvienas zaidéjas su kiekvienu kitu
suzaidé po viena maca, tenisininky reitingai nesikeité. (Tenise lygiuju
nebtna, taigi kiekvienas macas baigesi vieno is zaidéju pergale.) Turnyre
buvo lygiai & macy, kuriuose zZemesnj reitingg turintis zaidéjas laiméjo
pries aukstesnj reitingg turintj Zaidéja, éia 1 < k < 2n? +n.

Irodykite, kad bent vienas turnyre dalyvaves zaidéjas jo metu laiméjo
ne maziau kaip n — v/2k ir ne daugiau kaip n+ v/2k savo suzaisty macy.

Antroji diena, 2024-04-27

4. Trijose kruvelése yra a,b ir ¢ saldainiy. Matas ir Nora paeiliui atlieka
tokj ¢jima: vieng saldainiy kruvele suvalgo, o kuria nors kita kruvele pa-
dalija j dvi netuscias kriiveles. Zaidéjas pralaimi, kai jis nebegali atlikti
¢jimo, t. y. visose trijose kruvelése liko po vieng saldainj. Kuris zaideé-
jas turi laimincia strategija, kai (a,b,c) = (200,400,2024)? (Zaidima
pradeda Matas.)
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5. Visy pirminiy skaic¢iy, dalijanc¢iy naturalyjj skaic¢iy n > 1, sandauga
pazymékime P(n). (Pavyzdziui, P(12) = P(2*2-3) = 2-3 = 6, o
P(7) =7.) Naturaliyjy skai¢iu pora (s,t), kurioje 1 < s < t, vadinsime
draugiska, jei P(s) = P(t) ir P(s+1) = P(t+1).

a) Raskite bent viena draugiska pora (s, t), kurioje s > 10.
b) Ar egzistuoja bent viena draugiska pora (s, t), kurioje s - nelyginis?
c¢) Irodykite, kad yra be galo daug draugisky pory.

6. Tarkime, kad S yra baigtiné nenuliniy skaic¢iy aibé, o f : S — § yra
funkcija, su kiekvienu x € S tenkinanti viena is lygybiy

x+f(x).

f(f@) =2+ fl@) aba f(f(2)) ==

Irodykite, jog tada f(z) = x su kiekvienu z € S.

Sprendimai

1. Nustatykite kokig maziausig reiksme gali jgyti reiskinys z? + 4%+ 22, kai
realieji skaiciai x, y ir z tenkina salyga xyz+x+y+2 = zy+yz+z2x+5.

Sprendimas. Duotaja salyga galima perrasyti taip:

(x =Dy —1)(=—1) = 4

Ja tenkina skaiciy trejetas (z,y,2) = (=1, —1,2). Taigi maziausia reis-
kinio R = z? + y* + 2? reik8me nevirsija (—1)* + (—1)% + 22 = 6.

Irodysime, kad R > 6. Pazymékimea =2z —1,b=y—1,c=2—1.
Neprarasdami bendrumo, galime laikyti, kad a < b < ¢. IS abc = 4
isplaukia, kad @ > 0 arba b < 0 < ¢. Pirmuoju atveju, ¢ > vabe > 1,
taigiz =14+c>2,0y=14+b2>1+4a =z > 1. Vadinasi, R > 6.
Antruoju atveju, a < b < 0 < ¢, naudosime lygybe

8 = 2abc = (—a)(—b)(2¢) = (1 —2)(1 — y)(2z — 2).

Pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe trims teigiamiems

skai¢iams 1 — x,1 — y ir 2z — 2, gauname

, l—z+1—-y+22-2 2z—2x—y
2= {(1-2)(1-y)(2z-2) < ; ==




todél 2z > 6 + x + y. Vadinasi,
4+222422 1242042y > 12— (1+2%) — (1 +3%) =10 — 2% — %

I§ ¢ia iSplaukia, kad R = 22 +13%+ 22 > 6, o tai ir yra reikiama nelygybé.

Atsakymas: 6.

. Duotas trikampis ABC, kuriame AB = 15, BC = 14 ir AC' = 13.
Atkarpos BM ir C'N yra jo pusiaukrastinés, o atkarpos BD, C'E - jo
pusiaukampinés. Apskritimai, apibrézti apie trikampius ADFE ir AM N,
kertasi taske P (¢ia P # A). Tiesé AP kerta ties¢ BC taske (). Raskite
BQ.

Sprendimas. Pagal pusiaukampinés savybe, g—g = g—g = % < 1, todel

B Q e

taskas E priklauso atkarpai AN. Analogiskai, taskas D priklauso at-
karpai MC'. Pagal tg pacia pusiaukampinés savybe, gauname AF = %5
irCD = %. Vadinasi,

15 65 5

NE=AN—AE=—_-2=_",
2 9 18



Analogiskai,
13 13-14 13
¢ ¢ 2 29 58
Kadangi taskai A, N, P, M priklauso vienam apskritimui, tai
LENP =/ANP =180° — ZPMA = ZPMD.

Be to, taskai A, E, P, D taip pat priklauso vienam apskritimui, tai-
gi ZNEP = 180° — ZAEP = ZMDP. Vadinasi, trikampiai NEP
ir MDP yra panasus, todel NE : MD = NP : MP. Taikydami
sinusy teorema trikampiams AMP ir ANP bei naudodamiesi lygybe
sin /ANP = sin /ZPM A, gauname

sin/BAQ sinZNAP NP NE 5/18 145

sin /QAC ~ sin/ZPAM MP MD 13/58 117

Taigi

BQ Sapq 3 AB-AQ-sin/BAQ 15 145 725
QC  Siacq 1-AQ-AC-sinZQAC 13 117 507
Is cia isplaukia, kad
507 1232 14 - 88
14=BC=DRB =BQ+-—BQ=—""-BQ=-——02
C=BQ+QC=BC+ 725 ¢ 725 ¢ 725 @

todéel BQ = %.
Atsakymas: %.
. Teniso turnyre dalyvavo 2n + 1 zaidéjas (¢ia n € N). Pries turnyra
kiekvienas iS ju turéjo tam tikra reitinga. Visy tenisininky reitingai
buvo skirtingi ir turnyro metu, kai kiekvienas zaidéjas su kiekvienu kitu
suzaidé po viena maca, tenisininky reitingai nesikeité. (Tenise lygiyju
nebuna, taigi kiekvienas macas baigesi vieno is zaidéju pergale.) Turnyre
buvo lygiai k£ macy, kuriuose zZemesnj reitinga turintis zaidéjas laiméjo
pries aukstesnj reitingg turintj Zaidéjg, ¢ia 1 < k < 2n? +n.
[rodykite, kad bent vienas turnyre dalyvaves zaidéjas jo metu laiméjo
ne maziau kaip n —v/2k ir ne daugiau kaip n+ v/2k savo suzaisty macuy.

Sprendimas. Kiekvienas tenisininkas suzaidé po 2n macy. Teiginys
akivaizdus, kai k > "’ hes tada n — V2k < 0ir n+ V2k > 2n, todél

9
tinka bet kuris zaidéjas.



5

Tarkime, kad 1 < k£ < %2

tenisininkus reitingo didéjimo tvarka Ag, Ay,..., As,. Turnyro macg

ir kad tokio zaidéjo néra. Pazymeékime

tarp zaidéjy A; ir A;, kur 0 < ¢ < j < 2n, vadinsime nelogisku, jei
jame A; laiméjo prie§ A;. Pagal uzdavinio salyga, i$ viso turnyre buvo
suzaista k nelogisky machy.

Pazymékime r = [v/2k]. Tada 1 < 7 < n. Tegul i € {0,1,...,r}.
Nagrinékime zaidéjo A,,_; macus. Remiantis musy prielaida, A, _; lai-
meéjo maziau kaip n — r arba daugiau kaip n + r savo macy. Pirmuoju
atveju, A,_; pralaiméjo daugiau kaip r — ¢ savo macy prie$ Zemesnio
reitingo zaidéjus. Antruoju atveju, A, _; laiméjo daugiau kaip r + i savo
macy pries aukstesnio reitingo zaidéjus. Vadinasi, abiem atvejais, A,,_;
suzaidé bent r — i + 1 nelogiskame mace. Analogiskai jsitikiname, kad
zaidéjas A, i, kuri = 0,1,..., 7, taip pat suzaidé bent r—i+1 nelogiska-
me mace. Vadinasi, is viso zaidéjai A, ., ..., Ap 1, An, Ay, oo, Apgr
sudalyvavo bent

(1+---+(r—1)+r>+r+1+<T+(r—1)+~--+1):

r(r+1 r(r+1
:(2)+T+1+(2):r(r—|—1)+r—|—1: (r+ 1)
nelogisky macy. Kadangi kiekviename mace dalyvauja lygiai du tenisi-

1
ninkai, tai i$ viso neloglskq macy turnyre buvo ne maziau kaip (H 2

Vadinasi, k > T’Ll . Kita vertus, i$ nelygybes v2k < [V2k]|+1=1r —i—l
isSplaukia, kad k < @, priestara.

. Trijose kruvelése yra a,b ir ¢ saldainiy. Matas ir Nora paeiliui atlieka
tokj éjima: vieng saldainiy kruvele suvalgo, o kurig nors kitg kruvele pa-
dalija i dvi netusdias kruveles. Zaidéjas pralaimi, kai jis nebegali atlikti
¢jimo, t. y. visose trijose kruvelése liko po vieng saldainj. Kuris zaidé-
jas turi laimincia strategija, kai (a,b,c) = (200,400,2024)? (Zaidima
pradeda Matas.)

Sprendimas. Pozicija vadinsime gera, jei kruvelése yra 2"x, 2"y ir 2™z
saldainiy, ¢ia 0 < n < m, o x,y, z - nelyginiai skaiciai. Pries savo éjima
turédamas gera pozicija zaidéjas suvalgo kruvele 2"z, o kruvele 2™z
padalija j dvi netuséias kruveles 2" ir 2"z — 2" = 2"(2" "z — 1) = 2"/,
Taigi kitas zaidéjas pries savo ¢jima turi kruveles 2"x’, 2"y ir 2"z’ (¢ia

o'y, 2 - nelyginiai). Jis suvalgo vieng i$ kruveliy, tarkime, 2"2', o kita,



pvz., 2"y padalija j dvi kruveles 2%y” ir 2'2”, ¢a s < [. Dar viena,

trecioji kruvelé, liks 2"2’. Kadangi
2Sy// + 2lZ// — 2’n, /

tai I # n. (Jei | = n, tai 271 | 2i(y/ — 2”), taigi s > [, priestara.)
Vadinasi, [ < n arba | > n. Jei | < n, tai s = [, ir pozicija 2", 2'2",
2"y’ yra gera. Jei | > n, tai s = n, ir pozicija 2"y”, 2!2”, 2"z’ taip pat
yra gera. Vadinasi, pirmasis zaidéjas vél gali atlikti tokj patj ¢jima ir
po bet kokio antrojo zaidéjo éjimo pozicija vél taps gera. Taigi, bent
karta gaves gera pozicija, zaidéjas visada gali laimeéti zaidima. Kadangi
200 = 23 .25, 400 = 2% - 25 ir 2024 = 23 - 253, tai prie§ pirmaji Mato
éjima pozicija buvo gera, todél jis turi laiminc¢ig strategija, kuria jau
nurodéme.

Atsakymas: Matas.

. Visy pirminiy skai¢iy, dalijanc¢iy naturalyji skai¢iy n > 1, sandauga
pazymékime P(n). (Pavyzdziui, P(12) = P(2?-3) = 2-3 = 6, o
P(7) = 7.) Naturaliuyjy skai¢iy pora (s,t), kurioje 1 < s < ¢, vadinsime
draugiska, jei P(s) = P(t) ir P(s+1) = P(t+1).

a) Raskite bent viena draugiska pora (s, t), kurioje s > 10.

b) Ar egzistuoja bent viena draugiska pora (s, t), kurioje s - nelyginis?

c¢) Irodykite, kad yra be galo daug draugisky pory.

Sprendimas. Aisku, kad jei t +1 = (s +1)% tai P(s+1) = P(t+1).
Kadangi t = (s + 1) — 1 = s + 25 = (s + 2)s, tai lygybe P(s) = P(t)
galioja, kai skaiciy s + 2 dalija tik skaic¢iy s dalijantys pirminiai skaiciai
(nebiitinai visi). Imkime s = 28 -2 &a k =2,3,4,.... Tada s+2 = 2¥,
todél s+2 dalija vienintelis pirminis skaicius 2, kuris dalija ir s. Vadinasi,
skaiciai s = 28 — 2 =2(2F 1 — 1) ir t = (s + 2)s = 2ks = 2FF1(2F-1 — 1)
tenkina lygybe P(s) = P(t). Irodéme, kad visos poros

(s,1) = (2271 = 1),21 (2" = 1)), k=2,3,4,...,

yra draugiskos, nes 1 < s < tir P(s) = P(t) bei P(s+1) = P(t+1).
Imdami k& = 4, gauname draugiska pora (s,t) = (14,224). (Sioje
poroje s =2-7,t=25-7Tirs+1=15=3-51t+1=225=3%2.5%)
Galiausiai, pora (s,t) = (75,1215) = (3 - 52,3 - 5) taip pat yra drau-
giska, nes s +1 =76 =22-19, 0t + 1 = 1216 = 26 - 19.
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Atsakymas: a) pavyzdziui, (s,t) = (14,224); b) egzistuoja, pavyz-
diui, (s, t) = (75,1215).

. Tarkime, kad S yra baigtiné nenuliniy skaiciy aibé, o f : S — S yra

funkcija, su kiekvienu x € S tenkinanti viena is lygybiy

F(Fa) =2+ f@) aba f(f(a) = ZHE)
Irodykite, jog tada f(x) = x su kiekvienu z € S.

Sprendimas. Tarkime, kad egzistuoja toks x € S, su kurivo f(z) # x.
Nagrinékime seka 29 = z, 71 = f(z) = f(2), 22 = f*(z) = f(f(2)),
o xy = M) = f(f(... f(x))), kur f pasirodo lygiai n karty. Pagal =
apibrézima, xg # x1. Irodysime, kad nelygybé x; # z;,1 galioja su kiek-
vienu ¢ > 0. IS tikryjy, priesingu atveju, egzistuoja toks k € N, su kuriuo
x; # i kaii =0,1,... k, tadiau z1 = x0. Pagal uzdavinio salyga,
turime xgyo = T + Tpy1 arba rio = L;k“ Pirmuoju atveju, gauna-
me x = 0, priestara. Antruoju atveju, x,. 1 = x, taip pat priestara.
Vadinasi, bet kurie sekos xg,z1, 2, x3,... gretimi nariai yra skirtingi.
Kadangi visi Sios sekos nariai priklauso baigtinei aibei S, tai atsiras du
tokie indeksai 7 < j, kad x; = x;, o skirtumas m = j — 4 yra maziau-
sias. Jrodéme, kad m # 1. Jei m = 2, tai o, = z; = 2j32 = ¥, + Tip

L;"“, taigi z;11 = 0 arba x; = x;41, vél priestara.

arba x; = T;,0 =
Vadinasi, m > 3.

Pagal i, j ir m = j—i apibrézimus, aibés {x;, x;11, ..., Tiym—1} elemen-
tai yra skirtingi. Tarkime, kad didziausias moduliu Sios aibés elementas
yra lygus M. Kadangi xy1 = f(xy) su kiekvienu k =4,i +1,i+2,...,
tai begaliné seka x;, ;1 1, x;12,... yra visiSskai periodiné, o jos maziausias
periodas yra lygus m. Vadinasi, neprarasdami bendrumo ir pakeisdami,
jei reikia, ¢ didesniu indeksu, galime laikyti, kad, pavyzdziui, ;.0 = M.

Isnagrinekime atveji M > 0. Tada M = z;45 # 2% nes a; < M
ir ;11 < M. Vadinasi,

M =Tigo =2 + i < M+$i+1 = Tjy1 > 0.

IS ¢ia matome, kad lygybé x;.3 = z;11 + M negalima, nes z;,3 < M, o

Tir1 > 0. Taigi ;3 = % > % Lygybé z; 4 = M + z;,5 taip pat
negalima, todeél x; 4 = % > % > % Tesdami §j procesg jsitikina-

me, kad joks sekos narys nebus dviejy pries ji esan¢iy nariy suma, nes



W su kiekvienu k£ > 3.

jie abu didesni uz % Vadinasi, x;1x =
I sig formule jrase & = m + 2, gauname 2%, 91 = Tit1+m + Titm-
Taciau is sekos periodiskumo isplaukia, kad x;i00m = x;00 = M ir
Tit1em, Tiem < M, taigi si lygybé negalioja, priestara.

Belieka iSnagrinéti atvejj M < 0. Tada M = ;15 # L;“, nes
TiyTip1 > M, todel

M:ZEi—i—ZL‘Z‘_H > M-’-ZL‘Z'_H = Ti41 < 0.

7M+; 23 P % Analogis-
M+tzips _ 3M _ M

5 <1 <73

Tesdami Sj procesa jsitikiname, kad joks sekos narys nebus dviejy pries

Lygybé x;13 = M + x; 41 negalima, todél x; 3 =
kai, negalioja lygybé ;.4 = M + x;.3, todél z;44 =

ji esanciy nariy suma, nes jie abu mazesni uz %, taigi sumoje gautume
mazesnj uz M skaiciy. Vadinasi, @, = Z#=17550=2 ej | > 3. I§ sekos
Tiy Tit1, Tivg = M, x;13, ... periodiskumo ir skai¢iaus M apibrézimo zi-
nome, kad z;1901m = Tino = M beil i1 1m, Tivm > M. Irase k= m + 2,
gauname 2M = 22,1941 = Tit1em + Tivm > M + M = 2M | priestara.



