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prof. Jono Kubiliaus taurei laiméti

Atsakymai ir sprendimai

Parengé Dominykas Marma ir Daumilas Ardickas

1. Pakelkime pirmaja lygybe kvadratu. Gauname (z + y)? = 100. I$ to, kad kiekvieno realiojo
skai¢iaus kvadratas neneigiamas, gauname (x — y)? > 0, taigi 2% + y* > 2zy. Todél 4zy <
22 4+ y? + 22y = (v +y)? = 100 ir zy < 25.

Taciau i§ paskutinés nelygybés ir lygties zy — 322 = 25 gauname, kad —32% > 0. O tai
galioja tik kai —32% = 0 ir zy = 25. Pirmoji lygybé galioja tik kai z = 0, o antroji — kai
(x—y)?=0,t.y. 2 =y=>.

Atsakymas: x =5,y =5, z =0.

2. Neprarasdami bendrumo tarkime, kad |x1| > |zo| > ... > |z,|. Darykime prielaida, kad jokie

¢ ir j netenkina salygoje aprasytos savybés. Tada % > 2, taigi kiekvienam ¢ = 2,...,n,
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Bet pagal salyga |z1| = |x1 + 22 + ... + z,], taigi gauname priestara.

3. I8 uzduoties salygy darome isvada, kad lygciy sistema

y=az®+b
y=z+;
turi tris sprendinius, t. y. kubiné lygtis

ar® — 2> +bx—1=0
turi tris realius sprendinius. Pazymeékime Siuos sprendinius kaip x1, 9, 3. IS Vijeto teoremos
gauname:
I + i) + r3 = —
a
T1Tg + ToX3 + X311 = —
a

1
T1X9X3 = —
a

Nelygybé 3ab < 1 yra ekvivalenti a% >3- % 5 ko gauname
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(1’1 + o + .733)2 >3 (561132 + Toxs + I3I1)

Pertvarkius paskutine lygybe gauname

(Il — (L’2>2 + (1'2 — ZL’3)2 + (.Ig — 1’1)2 > 0,
o 8i nelygybé yra teisinga, nes taskai yra tarpusavyje skirtingi.

4. Pirmiausia parodysime, kad funkcija g(z) = f(z) — f(0) yra adityvi. Imkime bet kuriuos
x,y € R. IS duotosios lygybés gauname, kad

g(x) ;rg(y) _ f(x);rf(y) _F0) = f (x+y) — (0)
_ f(x+y2) 1O ) = 9(332+y)

kas reiskia, jog g(z + y) = g(x) + g(y) bet kokiems z,y € R.

Toliau parodysime, kad funkcija f yra konstantiné. Su x = y gauname, kad visiems z € R

galioja g(2z) = 2g(x). Pagal uzduoties salyga gauname, kad g (%) = M todél

g(z) = g (=) = e ;g(x bet kokiems z € R. Taigi, g(2z) = g(x) ir i8 to seka, kad
g(x) = 0. Taigi, f(x) = f(0) visiems z € R. Isistacius Sig funkcija matome, kad ji tenkina
lygtj.

5. Turime, kad

a3 a3l + ayasas — ajasas 1
aj + asas aj + aqgas ai + a2a3
A-G 1 as +a
2 a3
Z a1 — Q102043 - ———F—— = a1 — —\/Gzas > ay —

2@1 A/ Q203 4
kur A-G yra aritmetinio-geometrinio vidurkio nelygybés. Pritaikius Sig nelygybe visiems n
nariy, gauname:
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6. Tegul n = 293*5%, kur e néra dalus nei i§ 2, nei i§ 3, nei i§ 5. Pagal salygas gauname, kad
a yra dalus i§ 3 ir 5, o a — 1 yra dalus i8 2. Maziausias tai tenkinantis skaicius yra 15. Taigi



a > 15. Taip pat b yra dalus i§ 2 ir 5, o b — 1 yra dalus is 3. Todél b > 10. O ¢ yra dalus is
2, 3 bei ¢ — 1 dalus is 5. Todél ¢ > 6.

I$ to gauname, kad n > 21°3'05%. Pastebékime, kad $is skai¢ius tenkina salyga.

Atsakymas: n = 21931956,

. I8 (a®* 4+ b) | (a*b + a) seka, kad

a*b+a  b(a®+b)+a—-b bV —a

— —b—
a?+b a?+b a?+b

yra sveikas skaicius.

Todél arba a? +b < b? — a, arba b?> —a = 0, arba a® + b < a — b%. Pagal salyga antras atvejis
nejmanomas, nes dalijama i§ b* — a. Treciuoju atveju gauname, kad a < a®> +b < a—b? < a,
kas irgi yra nejmanoma. Taigi, a®> +b < b* — a.

Panasiai, i$ to, kad (b* — a) | (ab® + b), gauname, jog

ab?>+b  a(b®—a)+a®+b +a2+b
V2—a b2 —a B b2 —a

yra sveikas skaicius. I8 to iSplaukia, kad b* — a < a? + b, todél b* — a = a® + b. Siq lygybe
galima perrasyti kaip (b + a)(b — a) = a + b, o padalijus i a + b gauname b = a + 1.

Isistacius patikriname, kad visi (n,n + 1), kur n yra naturalusis skai¢ius tenkina lygt;.

. Kai z =0, lygybeé tampa f(f(y)) =y, todél f yra surjektyvi.

I duoty lygtj jsistacius # = 1 gauname f(1+ f(y)) = f(1) +y. Sioje lygybéje panaudojus
keitinj y = f(z) gauname f(1+ z) = f(1) + f(x).

Pagal indukcija gauname, visiems n € N f(n) = nf(1) + f(0). I f(1 +=2) = f(1) + f(z)
jsista¢ius z = 0 gauname, kad f(0) = 0. Kadangi f yra surjektyvi, tai f(1) = 1. Todél
f(n) = n. Isistacius 8ia funkcija matome, kad ji tenkina lygtj.

. Parodysime, kad visiems teigiamiems sveikiesiems skai¢iams n = 3p (kur p > 3 yra pirminis
skaicius) galioja

n|2" -8
Pagal mazaja Ferma teorema turime, kad 27 = 2(mod p). Todél gauname, kad
2% —8=(2")"—8=23-8=0 (modp) (1)
Kadangi 3p yra nelyginis skaic¢ius, turime
2% 8= (-1 -2=-3=0 (mod?3) (2)
Kadangi 3 ir p yra tarpusavyje pirminiai, i§ (1) ir (2) iSvedame, kad
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10.

11.

12.

2% —8=0 (mod 3p)

Kadangi yra be galo daug pirminiy skaic¢iy didesniy nei 3, tai yra ir be galo daug skaiciy,
tenkinanciy salyga.

(a) Pastebékime, kad svarbios tik liekanos dalijant i$ 6, tai galima tarti, kad aibéje A leidzi-
ami pasikartojimai. Tada paprasciausias tokios aibés pavyzdys yra {0,0,0,0,0,1,1,1,1,1}.
Akivaizdu, kad bet kuri 8iy skai¢iy grupé, sudaryta is SeSiy elementy, sudaro suma, ne
mazesne uz 1, nes bent vienas vienetas turi buti jtrauktas, ir mazesne nei 6, nes gali buti
jtraukti ne daugiau kaip penki vienentai. Todél bet kuri aibé i$ Sesiy skai¢iy tenkins salyga.

Atsakymas: {6,12,18,24,30,1,7,13,19,25}.
(b) Irodysime, kad tokius aibés néra. Pradzioje jrodysime dvi paprastesnias, lemas:

Lema 1: Bet kuri sveikyjy skai¢iy aibé, turinti 3 ar daugiau elementy, turi elementy pora,
kurios suma dalijasi i 2.

Irodymas: arba aibé turi bent du nelyginius skaicius, arba joje yra bent du lyginiai skaiciai.
Tokiy skai¢iy poros suma yra lyginé.

Lema 2: Bet kuri sveikyjy skai¢iy aibe, turinti 5 ar daugiau elementy, turi trejeta, kurio
suma dalijasi i§ 3.

Irodymas: yra trys skirtingos liekanos dalijant i§ 3 (0, 1 arba 2). Jei aibé turi tris skaic¢ius,
kuriy liekanos dalijant i§ 3 yra skirtingos (3a, 3b + 1, 3¢ + 2), tuomet §iy skai¢iy suma
3(a+ b+ c)+ 3 dalijasi i 3. Jei ne, tuomet yra 3 skaiciai su ta pacia liekana dalijant i$ 3 ir
juy suma taip pat dali is 3.

Jei turime vienuolika sveikyjy skaiciy, tai pakartotinai taikant Lema 1, galime rasti penkias
nesikertancias skaiciy poras, kuriy kiekvienos suma yra lyginé. Taikant Lema 3 Siems
penkiems skai¢iams, galime i$ jy rasti tris poras, kuriy suma dalijasi is 3. Si suma taip
pat bus lyginé, nes ji yra ligi lyginiy skaic¢iy sumai. Todél turime Sesis skaicius iS pradineés
aibes, kuriy suma dalijasi is 6.

Pastebékime, kad jei dvi virsunés yra sujungtos briauna, tai jos yra ant dviejy bendry sieny.
Jei ant dviejy briauna sujungty virSuniy esanc¢iy skaic¢iy suma nevirsija 4, tai ant keturiy
vir§uniy, kurios yra bendrose sienose, jrasyti skai¢iai turi buti ne mazesni uz 6. Tac¢iau tokiy
skai¢iy yra tik 3, todeél visos briauny sumos yra nemazesnes nei 5. Kita vertus, yra jmanoma
surasSyti skai¢ius ant briauny, kad maziausia suma buty 5. Tai galima pasiekti virSutiniame
aukste jrasius (ratu) 1, 7, 6, 4, o apatiniame (ta pacia tvarka) 8, 2, 3, 5.

Tegul a,, yra taky nuo O iki O, kuriy ilgis lygus n, skaicius, o b, yra n ilgio taky skaicius
nuo O iki A.

Nagrinékime taka nuo O iki O. Paziurékime j (n — 1) — aja tako virsune. Ji turéty buti arba
O, arba virsuné, kurig su O jungia kubo sienos jstrizainé. Taky, kuriy ilgis yra 2, skai¢ius
nuo O iki O yra 3. Taky, kuriy ilgis yra 2, skaic¢ius nuo A iki O yra 2. Taigi turime lygybe:

ap = 2 (bn—2 + bn—Z + bn—2) + 3an—2



13.

14.

15.

Panasiai galima parodyti, kad

bn =2 (an—Z + bn—2 + bn—2) + 3bn—2

Dabar, imdami a,, ir b, skirtuma, gauname

Qp — bn = Qp—2 — bn—2
Talgl turime, kad a2024 — 62024 = 2022 — b2022 = =Qa9 — b() =1

Kadangi negalime padéti daugiau nei vienos valdoves toje pacioje eilutéje ar stulpelyje, ir
turime 100 valdoviy ant 100 x 100 lentos, tai kiekvienoje eilutéje ir stulpelyje turi buti lygiai
po vieng valdove.

Sakykime priesingai, kad tam tikrame 50 x 50 kvadrante néra valdoviy.

Kadangi kiekvienoje eilutéje ir stulpelyje turi buti po viena valdove, tai kvadrantuose, gre-
timuose neturin¢iam valdoviy, yra po 50 valdoviy, taigi likusiam kvadrantui lieka 0 valdoviy.

Kiekvienoje lentos jstrizainéje gali buti tik viena valdove. Abu kvadrantai, kuriuose yra po
50 valdoviy, dalijasi 99 jstrizainémis lentos plokStumoje viena kryptimi. I§ viso turime 100
valdoviy 99 jstrizainése, taigi bent dvi valdoveés turi buti toje pacioje jstrizainéje — priestara.

Pirmiausia stebime, kaip kei¢iasi zmoniy ugis, einant ratu pagal laikrodzio rodykle. Kiekvienai
kaimyny porai A ir B (kur B yra po A pagal laikrodzio rodykle) dedame simbolj ,,<* tarp
ju, jei B yra aukstesnis uz A, ir simbolj ,,>“, jei B yra Zemesnis uz A. Tokiu budu gauname
N simboliy seka arba C'.

Asmuo yra vidutiniaugis tada ir tik tada, kai abu simboliai Salia $io asmens yra vienodi.
Todél zmoniy, kurie néra vidutiniai, skai¢ius yra lygus simboliy pasikeitimy skaiciui sekoje
C. Simbolio ,,<“ pasikeitimy j ,,>* skaicius yra lygus simbolio ,, > pasikeitimy j ,,<“ skaiciui.
Taigi darome iSvada, kad vidutiniaugiy zmoniy skaic¢ius yra to pacio lyginumo kaip V.
Kadangi auksciausias Zzmogus rate néra vidutiniaugis, tai vidutiniaugiy zmoniy skaicius tikrai
yra mazesnis nei V.

Tegul a1 < ay < ... < ay Zymi Zmoniy ugius. Sukonstruokime pavyzdj, kad N — 2k

iSsidéstymas ratu yra toks:

ai,anN,a2,AN-1, .., @y AN—k+1, AN—k, - - -, Ak+1
A 7 \a >y
Vv Vv
2k N—2k
Irodinésime indukcijos budu. Tarkime, kad visiems m < n galioja: bet kuriems (ay, as, -+ , @),
kuriems 0 < a; < k visiems k = 1,2,...,m ir ay + - -- + a,, yra lyginis, egzistuoja + ir —

zenkly pasirinkimas reiskinyje a; 4+ as & - - - a,,,, kad reiskinio reikSme yra lygi nuliui.
Nagrinékime A,,_; = a, — a,,_1. Kadangi a,, <nira, 1 >1,tai A, ;1 <n—1.

Jei A,_1 =0, tai a,_1 = a,. Tada a1 + as + -+ + a,_o yra lyginis ir galime pasinaudoti
indukcine hipoteze n — 2 skaiciy atvejui.
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Jei A, 1 >0, taia;+as+---+a, o2+ A,_1 yra lyginis ir galime naudotis indukcine prielaida

sum=n—1ir (a,a, -+ ,n—2 + ap_1) = (a1,a2, -+ ,n_2, Ay_1)

Jei A,_1 <0, tal —(n—1) < A,; < 0. Tada a; +ag + -+ + ap_2 — A,_1 yra lygi-
nis ir galime naudotis indukcine prielaida su m = n — 1 ir (aj, a2, - , 04,2 + ay_1) =
(ah g, ,0p-2, _An—l)

Nubrézkime trikampio BCH auksting HT'. Tegu ji kerta AD taske K. Pazymékime EK =
r,KZ =yir KH = z. Tada HT' = 1 + z ir pazymeéjus trikampio BCH plota E gauname:

1
E:§-1-(1+z) (1)
Trikampiai CDFE ir HKFE yra panasus pagal tris kampus. Todél

KH_KE(:),Z
CD DE 1

Taip pat ir trikampiai BAZ ir HK Z yra panaSus pagal 3 kampus ir

KH KZ z oy
—_— —_ = = :4
AB Az T1T1TETW ®)
Kadangi
1 1 5)
=AD-AZ-DE=1—-—-=— 4
Tty 1312 )

i§(2) (3)ir (4) turime v +y =2 &2 +2=2 o =5 0




17. Kadangi ABC D yra trapecija, tai trikampiai ABO ir C DO yra panasus pagal 3 kampus ir
- . |OA] _ |OC|
gahOJa m = W
[§ staciojo trikampio DBM savybiy gauname: |OM|? = |OB|-|OD|. Analogiskai trikampiui
ANC: |ONJ? = |OA] - |0C|. Padaline sias lygybes gauname:

|OM|*> |OB|-|0D| _|ODJ?

ION|2 — |OA|-|0C| — |OC|?

Taigi galioja |OM| : |ON| = |OD| : |OC|. I8 to ir ZMON = ZCOD = 90° seka, kad
trikampiai MON ir DOC' yra panasus pagal 2 krastines ir kampg tarp jy. Todél ZMND =
LMNO = /2DCO = £ZDCM. Taigi taskai C, D, M ir N yra viename apskritime.

18. Jei AF 1 BF, tai pastebékime, kad keturkampis ABDF' yra jbréztinis, taigi ZABF =
LADF ir /BAF = ZDAE. Todél, ZBAD = ZFAFE. IS to seka, kad ZBAD = LFAFE.

.. . .. . “— .1 BD __ AD
Taigi trikampiai ABD ir AFE yra panaSus pagal 3 kampus, todél 75 = 35.

. . . - . v — - - AD __ CD ..
Taip pat ir trikampiai ADE ir DCE yra panaSus pagal 3 kampus, taigi 4% = 7. Paskutines

: : BD _ CD _

dvi lygybés duoda 75 = 55, 18 ko gauname, FF - DC = BD - DE.

Kita vertus, jei EF-DC = BD-DFE, tai pertvarkius gauname % = %. Taip pat trikampiai
¢D _ AD  Tyda is B2 = 4D

ADE ir DCE yra panaSus pagal 3 kampus ir 37 = 5. PE = 4p gauname, kad

trikampiai ABD ir AFE yra panasus ir dél to ZAFE = ZABD. Taigi keturkampis ABDF
yra jbréztinis. Dél to ZAFB = Z/BDA ir AF | BF.



19. Jei AH yra aukstiné, nubrézta is A, tai [F|AH, taigi

20.

JAIE = /TAH = /TAB — /HAB — % o0 —spy = 2B - £C

Bet ZAPE yra lygus pusei lanko AT. Todél ZAPE = %. Taigi ZAPE = ZAIFE, kas
rodo, kad APFEI yra jbréztinis keturkampis. Kadangi ZAET = 90°, turime ZAPI = 90°.
Pagal prielaida Z/IPB = /B gauname, kad ZAPB = 90° + /B. Tadiau taip pat yra lygus
180° — ZLC = LA + £B, kas rodo, jog LA = 90°.

Tegu H yra trikampio ABC' aukstiniy sankirtos taskas. Pagal lygius kampus gauname, kad
H yra trikampio DEF' pusiaukampiniy sankirtos taskas. Taip pat gauname, kad CDHFE ir
CQFP yra jbréztiniai keturkampiai, nes jy priesingy kampy suma lygi 180°. Pagal kampus
besiremiancius j ta pat lanka gauname, kad ZADE = /FCP = ZFQP.

Kadangi AD ir F'Q yra lygiagrecios, taip pat lygiagrecios yra ED ir PQ. Taigi ZPQD =

ZEDC = /FDQ (pirma pora pagal lygiagrecias tieses, antra - pagal pusiaukampinés
savybes).



Tegu M ir N yra taskai, kuriuose PQ kerta EF ir DF. Tada ND = NQ@ (lygiasonio
trikampio Soninés krastinés).

Kadangi ZFQD = 90°, tai N yra trikampio F'QQD apibréztinio apskritimo centras, todél
FN = ND. Panasiai, turime FM = ME.




