Atranka j Baltijos kelio konkursg

Sprendimai
Greta Morkuné

1. Raskite visas tokias funkcijas f : R — R, kad
fla—ay) =af(y) + (y—1)°f(2)

visiems z,y € R.

Sprendimas. Zyméjimas P(a,b) reiskia, kad jsistatome = = a,y = b.
P(0,1): gauname f(0) = 0.
P(1,1): gauname f(1) = 0.
P(1,y): gauname f(1 —y) = f(y) visiems realiesiems y.
P(z,1—y): gauname f(zy) =xf(1 —y) +y*f(x), vadinasi f(zy) = zf(y) +
y*f ().
Bet tada zf(y) +y*f(z) = f(zy) = f(yz) = yf(z) + 2°f(y).
Vadinasi zf(y) + v2f(z) = yf(x) + 22f(y). Isistate y = 2 i Sig lygtj ir
pasizymeéje ¢ = f(2)/2 gauname f(x) = cz(x—1). Belieka jsistatyti atsakyma
1 pradine lygtj, nesunkiai patikriname, kad lygtis teisinga su visais realiaisiais
c.

Atsakymas: f(x) = cx(x — 1), kai ¢ € R.



2. Mokykloje yra n mokiniy, o mokyklos bibliotekoje n knygy. Kai kurie mo-
kiniai jau yra perskaite kai kurias knygas (nebutinai visi tas pacias). Buvo
nuspresta nenulinj skaiciy knygy perkelti i lentynas vestibiulyje. Irodykite,
kad galima taip pasirinkti nenulinj skaiciy knygy, kad vienas is Siy teiginiy
buty teisingas:

(1) Kiekvienas mokyklos mokinys yra perskaites po lyginj vestibiulyje esan-
¢iy knygy skaiciy.

(2) Kiekvienas mokyklos mokinys yra perskaites po nelyginj vestibiulyje esan-
¢iy knygy skaiciy.

Sprendimas. Kadangi yra n knyguy, is viso yra 2" —1 knygu pasirinkimy bu-
dy. Pavadinkime mokinius my, mo, ..., m,. Kiekvienai netuséiai knygy aibei
K, pazymékime f(K) = (ki,ko,..., k,), kur k; yra 0, jei m; yra perskaites
lyginj knygu skaiciy is K ir 1 - jei nelyginj. Tada yra 2" galimos f(K) reiks-
meés. Jei bent viena is ju yra (0,0,...,0) arba (1,1,...,1) tada norima salyga
irodyta. Kitu atveju egzistuoja tokios dvi skirtingy knyguy aibés D, E, kad
f(D) = f(E). Irodysime, kad jei pasirinksime visas knygas, kurios yra D, bet
ne F ir visas, kurios yra E, bet ne D (kitaip sakant, visas, kurios yra lygiai
viename i§ D ir E), tai $i knygy aibé mums tiks.

Paimkime bet kurj mokinj m;. Tarkime, kad m; yra perskaites d; knygy is
D, e; knygy is E ir ¢; knygy is DN E. Bet tada k; = d; +e; —2¢; mod 2 =0,
nes d; = e; mod 2. Si knygy aibeé tikrai netuséia, nes D ir £ néra vienodos
aibés. Jrodyta.



3. Kvadrato ABC' D krastinése AB ir BC' atitinkamai taip pazyméti taskai K ir
L, kad BK = CL. P - atkarpy CK ir AL susikirtimo taskas, o R - DP ir
K L susikirtimo taskas. Taskai M ir N yra atitinkamai krastiniy KD ir LD
vidurio taskai. [rodykite, kad ZM RN = ZMDN.

Sprendimas. Visy pirma jrodysime, kad taskas P yra trikampio K LD auks-
tiniy susikirtimo taskas. Pazymeékime KC' ir LD susikirtimo taska U, o KD
ir AL susikirtimo taska T. Irodysime, kad KU ir LT yra trikampio K LD
aukstines. Ta nesunku pastebéti is kampy:

Pazymékime ZLDC = a, tada ZDLC = 90° — « (nes trikampis LC' D status).
Pastebékime, kad trikampiai LC'D ir BKC' lygus (trys vienodos krastinés).
Vadinasi Z/BCK = «, taigi ZLUC - status, taigi KU - trikampio K LD auks-
tine.

Visiskai analogiskai, nagrinéjant trikampiy ADK ir ABL lyguma, nesunku
suprasti, kad LT - trikampio K LD aukstineé.

Vadinasi, taskas P yra trikampio K LD aukstiniy susikirtimo taskas ir tiesé
DR - taip pat trikampio K LD aukstineé.

Bet tada keturkampis AKRD - jbréztinis, o jo centras yra M, vadinasi,
MD = MR. Analogiskai, ND = NR.

Vadinasi, trikampiai M RN ir M DN yra lygus (pagal tris krastines) ir ZM RN =
ZMDN. Jrodyta.



4. Ratu surasyti k (k > 1) naturalieji skaiciai. Yra zinoma, kad egzistuoja toks

naturalusis skaic¢ius m, kad 1 < m < k, dbd(k,m) = 1 ir rate paémus bet

kuriuos m is eilés einancius skaic¢ius, jy suma yra naturalusis skaic¢iaus m

laipsnis.

(1)
(2)

Irodykite, kad rate egzistuoja m vienody skaiciy.
Papildomai duota, kad & = mn — 1, kur m,n > 3 - nelyginiai naturalieji
skaiciai. [rodykite, kad rate egzistuoja m + 1 vienody skaiciy.

Sprendimas.

(1)

Visy pirma, jei visi skaiciai dalus i§ m, neprarasdami bendrumo galime
visus skaic¢ius padalinti is m ir salyga visvien galios. Taip darykime tol,
kol bus bent vienas skaicius rate, kuris nedalus is m.

Pavadinkime skaicius rate aq, as, ...ay.

Zymésime Si = Q; + Qi1+ oo + Qipm_1, KUT Q1 = a1, Ao = ag ir t.t.
Tarkime, maziausias m laipsnis, gaunamas sudéjus m is eilés einanciy
nariy, yra m®.

Pastebékime, kad s;11—s; = @41+ F0ipm— (4. FCitm—1) = QGirm—a;.
Kadangi s; dalijasi iS m® su visais ¢, tai Sis skirtumas taip pat privalo
dalintis i§ m® su visais ¢, taigi a;4,, — a; dalinasi i§ m® su visais i.
Kadangi dbd(k,m) = 1, tai 1,14+m, 142m, ..., 14+ (k—1)m turi skirtingas
lickanas dalinant is &, bet a1 = a14,, = ... = a14(—1)m mod m?, taigi
gauname, kad visi ratu surasyti skaiciai turi tg pacig lickang dalinant is
me.

Neprarasdami bendrumo, tarkime, kad s; = m®. Bet tada a1 +as+ ... +
am = ma; =0 mod m®. Taigi a; =0 mod m?!.

Jei a > 1, tada a; dalinasi is m, taigi visi ratu surasyti skaiciai dalinasi is
m, priestara. Vadinasi, a = 1 ir s; = m, kadangi visi skaic¢iai naturalieji,
tai a1 = ag = ... = a,, = 1. Gavome, kad parasyta bent m vienety.

IS pirmos dalies turime, kad yra bent m is eilés parasyty vienety. Nu-
trinkime vieng is ty vienety.

Atkreipkime démesj, kad dbd(k — 1,n) = 1 (nes dbd(nm — 2,m) =
dbd(2,m) = 1). Taip pat liekusiems k — 1 skaiCiy galioja ta pati salyga:
bet kuriuos m is eilés einancius skaiciy suma yra naturalusis skaiciaus m
laipsnis. Taigi i$ pirmosios dalies turi egzistuoti bent m vienety. Pridéjus
nutrintajj vieneta, gauname, kad egzistuoja bent m + 1 vienody skaiciy.
[rodyta.



