XXIV LIETUVOS 5-6 KLASIU IR 7-8 KLASIU MOKINIU

MATEMATIKOS OLIMPIADA

Atsakymai, sprendimai

Aivaras Novikas

1-5 uzdaviniy atsakymai:

1 (56 kL.).

2 (5-6 kL.).
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7-8 klasés

Sprendimai
Raudony ir zaliy rutuliy skaic¢iy dézéje atitinkamai pazymeékime r ir z.

Isitikinkime, kad r 4+ z < 17. Galime tarti, kad r + z > 12. Tarp bet
kuriy 11 rutuliy dézéje yra daugiausiai 11 — 2 = 9 raudoni, todeél » < 9.
Analogiskai 2 < 12 —4=38. Taigir+ 2 <9+ 8=17.

Kita vertus, gali buti, kad dézéje yra r = 9 raudoni ir z = 8 zali
rutuliai. Tada tarp bet kuriy 11 rutuliy dézéje yra maziausiai 11 —r = 2
zali, o tarp bet kuriy 12 rutuliy — maziausiai 12 — z = 4 raudoni.

Vadinasi, didziausias galimas rutuliy skaicius dézéje lygus 17.

Skaicius a yra tarp skaiciy 100 ir 999, todél skaic¢ius 3a yra ne mazesnis
uz 300, bet mazesnis uz 3000. Skaiciaus 3a visi skaitmenys lyginiai, todél
jis yra ne mazesnis uz 400, bet ne didesnis uz 2888. Be to, skaicius 3a
dalijasi i$ 3, todél jo skaitmeny suma dalijasi iS 3. Vadinasi,

402 < 3a < 2886, 134 < a < 962.

Reiksmeés a = 134 ir a = 962 tenkina uzdavinio salyga, tad jos ir yra
ieskomos maziausia bei didziausia a reikSmés. Juy skaitmeny suma lygi
1+34+4+9+6+2=25.
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5 (5-6 kL.).

I$ viso suzaista 4 + 3 + 2 + 1 = 10 sachmaty partijy. Penkios is ju
baigési lygiosiomis, o kitos penkios — vieno i§ zaidéjy laiméjimu. Visas
savo partijas pralaiméjusj zaidéjg pazymékime A. Jis surinko 0 tasky
ir uzémé paskutine vietg. Zaidéjas A suzaidé 4 partijas, ir né viena is
ju nesibaigé lygiosiomis. Likusiag, penktaja tokia partija zaidé kiti du
zaidéjai. Sios partijos pralaimétoja pazymékime B, o laimétoja — C.
Likusius du zaidéjus pazymeékime D ir E. Tada B, C, D, E, zaisdami
su A, gavo po taska, o C' dar gavo taska, zaisdamas su B. Likusios
penkios partijos (B — D, B—FE, C — D, C — FE ir D — E) baigesi
lygiosiomis, kiekvienam is$ dvieju zaidéjy gavus po puse tasko. Vadinasi,
atitinkami zaidéjai is viso surinko po tiek tasky:
ra =0, xB—1+O+;+;—2, xc—1+1+;+;—3,
1 1 1

Ip =Tg +2+2+2 ,

Priespaskutine vietg uzémeé B, surinkes zp = 2 taskus.

,Laiptelius® sudaro dvi jstrizos langeliy eilés po 2024 : 2 = 1012 lange-
liy. Skruzdélés trajektorija sudaro po dvi kiekvieno langelio krastines
(apatiné ir desSinioji langelio krastinés, jei jis apatinéje jstrizoje eiléje,
bei virsutiné ir kairioji krastinés — jei virsutingje) ir dar dvi krastinés —
apatinio langelio kairioji bei virSutinio langelio desinioji. Gauname

1012 -2 41012 - 2 + 2 = 4050

krastiniy, kuriy bendras ilgis — ,laipteliy” perimetras bei skruzdeélés nu-
einamas atstumas — yra 4050 cm.

Kvadratéliy virsunes sudaro tris (horizontalias) eiles po 5 taskus:

Kad gautume trikampj, turime pasirinkti tris kvadratéliy virsunes, ne-
sancias vienoje ties¢je (taigi nesancias vienoje eiléje). Galimi du atvejai:
arba dvi reikiamo trikampio virsunés yra vienoje eiléje, o trecia — bet ku-
rioje iS kity dviejy, arba trikampio virsuneés yra trijose skirtingose eilése.
Pirmuoju atveju tinka visi virsuniy trejetai. Yra 3 galimybés pasirinkti

eile, kurioje bus dvi trikampio virsunes; tada yra 10 galimybiy pasirinkti
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dvi virSunes toje eiléje; jas pasirinkus, yra 10 galimybiy pasirinkti liku-
sig trikampio virsune kitose dviejose eilése. Gauname 3 - 10 - 10 = 300
trikampiy. Antruoju atveju yra 53 = 125 virStniy trejetai, taciau kai
kuriuos reikia atmesti: yra 5 virSuniy trejetai, esantys vertikaliose atkar-
pose, ir dar 8 virSuniy trejetai, kai trys virsunés yra vienoje tieséje (juos
paveikslélyje galima perrinkti tiesiogiai). Gauname dar 125—5—8 = 112
trikampiy. Vadinasi, is viso yra 300 + 112 = 412 tinkamy trikampiy.

Ats. 20.

Arnas nepasisveikino su ketvirtadaliu visy klasés mokiniy. Todeél kla-
sés mokiniy skaicius dalijasi i 4. Pazymékime jj 4n. Kadangi 4n < 30,
tain =1, 2, ..., 7. Arnas nepasisveikino su n mokiniy ir, zinoma, su
savimi, todél jis pasisveikino su 4n —n — 1 = 3n — 1 mokiniy. Jurga pa-
sisveikino su septintadaliu siy mokiniy, todél 3n — 1 dalijasi is 7. Tinka
tik n = 5. Vadinasi, klaséje yra 20 mokiniy.

Ats. 37, 148, 333, 1332.
Isreikskime x per b%:

ab-bc = ab’c=24-555=12-111 = 22.3%.37,

22.3%2.37
r = ac = T
Jei skaicius = natiiralusis, tai skaic¢ius b? yra skaiciaus 22 - 32 - 37 daliklis
ir tuo pat metu — naturaliojo skaic¢iaus kvadratas. Tinka tik b = 6,
3, 2 arba 1. Atitinkamai v = 37, 22-37 = 148, 3%2-37 = 333 ir
22 .32 .37 = 1332. Kiekvienu i§ keturiy atvejy egzistuoja ir tinkamos
reikSmés a = 24 : b bei ¢ = 55,5 : b, kurioms ab = 24, bc = 55,5 ir

24-55.5 22.32.37

ac = =20 = =550 =

Zr. 56 kl. 2 uzdavinj.
Zr. 5-6 kl. 3 uzdavinj.
Figura sudaranciose lentos jstrizainése yra po n langeliy, taigi jos plotas

lygus 2n. Figuros krasta sudaro kai kurios langeliy krastinés: po dvi

kiekvieno langelio krastines (apatiné ir desinioji langelio krastinés, jei
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jis apatinéje jstrizainéje, bei virsutiné ir kairioji krastinés — jei virsutine-
je) ir dar dvi krastinés (apatinio langelio kairioji bei virsutinio langelio

desinioji). I8 viso gauname
2n+2n+2=4n+2

krastines, tad toks ir yra figuros perimetras.

Kadangi 4n +2 = ...0, tai 4n = ... 8, o figuros plotas 2n = ...8: 2
baigiasi skaitmeniu 4 arba 9 (pastarajj skaitmenj taip pat galime atmesti,
nes skaic¢ius 2n lyginis). Tarp duotuju penkiy atsakymuy téra vienas
tinkamas skaicius 7654 (baigiasi skaitmeniu 4). Jis iSties galimas, kai
n = 3827: tada figuros perimetras lygus 4n + 2 = 15310.

Pazymékime jrasytuosius skaicius, kaip parodyta paveikslélyje.

lalb)

by

b3

be

b7l c]

Cia skai¢ius a mazesnis ne tik uz skai¢iy by, bet (toliau einant langeliais
desinén ir zemyn) ir uz bet kurj is likusiy jrasytuju skai¢iy, todél a = 1.
Analogiskai b; = 2, ¢ = 21 ir by = 20. Skaicius by didesnis uz keturis
skaicius, esanc¢ius aukscéiau ir kairiau nei jis, bet mazesnis uz likusius 16
skaiciy, todél by = 5. Analogiskai b3 = 8, by = 11, by = 14, bg = 17.

Liko issiaiskinti, kokie skaic¢iai gali buti langeliuose, kuriy nepazymé-
jome raidémis. Dviejuose langeliuose tarp by = 2 ir by = 5 turi buti
skai¢iai 3 ir 4. Jie gali buti jrasyti bet kokia tvarka. Tarp skaiciy by
ir b bet kokia tvarka reikia jrasyti skaic¢ius 6 ir 7. Analogiska iSvada
gauname skaiciy poroms (9, 10), (12, 13), (15, 16), (18, 19). Kiekviena
i$ 6 skaic¢iy pory gali biiti jrayta dviem budais, todél gauname 2° = 64
tinkamus langeliy uzpildymus.

Zr. 56 kl. 5 uzdavinj.

Ats. 150, 156, 426.
Staciakampio horizontaliy ir vertikaliy krastiniy ilgius atitinkamai pa-

zymékime a ir b. Tada staciakampio viduje horizontaliy ir vertikaliy
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atkarpy atitinkamai yra po b — 1 ir a — 1, o jy ilgiai atitinkamai lygus
a ir b. Taigi
(b—1)a+ 145 = 2(a — 1)b,
ab — a + 145 = 2ab — 2b,
145=ab+a—2b=a(b+1)— 20,
143=145-2=a(b+1)—=2(b+1)=(a—2)(b+1).

Skaicius 143 = 11 - 13 turi keturis teigiamus daliklius 1, 11, 13, 143.
Skaicius b + 1 lygus vienam is ju. Be to, b > 0, todél b + 1 # 1.
Vadinasi, b4+ 1 = 11, 13 arba 143. Atitinkamai a — 2 = 13, 11 arba 1.
Staciakampio plotas a - b atitinkamai lygus 15 - 10 = 150, 13 - 12 = 156
arba 3 - 142 = 426. Tokie trys staciakampiai tenkina uzdavinio salyga.

Ats. Taip, kiekvienas.

Skaicius a lygus 24 savo dalikliy sumai. Jei skaic¢ius a buty nelyginis,
tai ir visi jo dalikliai buty nelyginiai, o 24 nelyginiy skaiciy suma a buty
lyginis skaic¢ius. Gavome priestara, todél skaicius a lyginis. Jis lygus
25 savo dalikliy sumai. Jei visi Sie dalikliai buty nelyginiai, tai ir ju
suma a buty nelyginis skaicius. Taigi bent vienas is 25 dalikliy sumoje
yra lyginis. Vieng tokj daliklj pazymékime 2b. Tada ir skaicius b yra
skai¢iaus a daliklis, o 25 dalikliy sumoje vietoj 2b parase b + b, gausime
skaid¢iaus a uzrasyma 26 teigiamuy dalikliy suma. Vadinasi, kiekvienas
toks skaicius a lygus ne tik 24 ir 25, bet ir 26 savo dalikliy sumai.



