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Geometriniy uzdaviniy sprendimg daznai palengvina tinkamas koordinatiniy (arba analiziniy)
metody taikymas. Sprendziant uzdavinius Siuo metodu, svarbu tinkamai parinkti koordinaciy sistema,
nes nuo jos parinkimo priklauso uzdavinio sprendimo racionalumas. Pastebékime, kad koordinaciy
metodu i§ esmés galima iSspresti bet kuri geometrijos uzdavinj. Nors daznai koordinatinis metodas
susijes su daug skaiciavimy, bet, kai sunku surasti grynai geometrinj sprendimo metoda, koordinaciy
taikymas daznai biina vienintelis uzdavinio sprendimo biidas. Pateiksime pavyzdziy.

1 pavyzdys. TaSkas E yra kvadrato ABCD krastinés AD vidurys, taskas F yra su tasku A
nesutampantis jstrizainés AC taskas, toks, kad tiesés EF ir FB yra statmenos. Rasime santykj AF :
FC.

Sprendimas. Sta¢iakampés Dekarto koordinaciy sistemos pradzios taSka parenkame taske A,
tiesés AD ir AB yra atitinkamai Ox ir Oy aSys (1 pav.). Kadangi uzdavinio salygoje néra duoti jokiy
atkarpy ilgiai, tai pasirinkime kvadrato kraStinés ilgj lygy vienetui, tuomet kvadrato vir§iiniy
koordinatés yra A(0,0), B(0,1), €(1,1), D(1,0). Kadangi taskas E yra atkarpos AD vidurys, tai

E G, 0). Tiesés AC lygtis y = x, todél tasko F koordinatés F(m,m), ¢ia m € (0,\/§ ). Rasime
vektoriy EF ir FB koordinates, i§ vektoriaus galo koordinac¢iy atimdami jo pradzios koordinates:
EF = (m - %, m),ﬁ = (—m, 1 —m). Pagal salyga vektoriai EF ir FB yra statmenieji, todél jy
skaliariné sandauga lygi nuliui: EF - FB = (m - %) (—m)+m(1—-m)=0.18§¢iam(l—-m—-m+
%) = 0. Kadangi taskai A4 ir ir F yra skirtingi, tai m # 0, taigi % —-2m=0, m= %. I§ ¢ia seka, kad

FC,2), todél AF =2 AC, taigi AF : FC=3: 1.
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Sakykime, kad A(xq,y;) ir B(x,, y,) yra du skirtingi plokStumos taskai. Taskas M (x,y) yra
ties¢je AB tada ir tik tada, kai vektoriai AM ir AB yra kolinearieji (2 pav.), o tai reiskia, kad jy
koordinatés yra proporcingos. Kadangi AM = (x — X1, YV —Vi) AB = (2 — x1, Y2 — 1), taisiy

vektoriy kolinearumo salyga e i Taigi tiesés AB taSko M koordinatéms yra teisinga §i

X2—X1 Y2=Y1
lygybé. Atvirkséiai, jei tasko M koordinatéms (x,y) teisinga §i lygybé, tai vektoriai AM ir AB yra
kolinearieji, taigi taskas M yra ties¢je AB. Taigi gautoji lygtis yra per du taskus einancios tiesés lygtis.
Pertvarkome ja x(y, — y1) — y(xz — x1) — %1 (¥2 — y1) + y1(x2 — x1) = 0 ir pazymime 4 = y, —
Y1, B = x; —x,, C = —Ax; — By;, tuomet gauname tokia tiesés lygti: Ax + By + C = 0.



Nagrinékime vektoriy N, kurio koordinatés (4, B). Kadangi yra teisinga lygybé A(x, — x;) +

By, —y1) = (¥ —y1) (x5 — x1) + (x1 — x3)(y2 — y1) = 0, tai vektoriai AB ir N yra statmenieji,

taigi tiesés lygtyje koefivientai A ir B yra tiesei statmenojo vektoriaus koordinatés. Todél dvi tiesés

a:Aix +Byy+C, =0 ir b: A;x + B,y + C; = 0 yra statmenos, kai joms statmenyjy vektoriy

skaliariné sandauga lygi nuliui: A;4, + B;B, = 0, o tiesés a ir b yra lygiagrecios, kai jy statmenieji
1
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vektoriai yra kolinearieji: = B—l. I$ Cia iSplaukia, kad tiesés b, einancios per taska A(xg, Vo)
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statmenai tiesei a:Ax + By + C =0, lygtis yra b: —B(x —x,) + A(y —y,) =0, o tiesés
¢, einancios per taska A ir lygiagrecios su tiese a, lygtis yra c: A(x — x3) + B(y — y,) = 0.
Sakykime, kad taskas A(xq, y) néra ties¢je a: Ax + By + C = 0, statmuo iS tasko A tiesei a
kerta ties¢ a taSke B (3 pav.). Atkarpos AB ilgis yra lygus atstumui d nuo tasko A iki tiesés a. Jei
B(x1,y1) — tasko B koordinatés, tai AB = (x1 — x9, ¥1 — Yo). Nagrin¢kime vienetinj vektoriy
N A

(vektoriy, kurio ilgis lygus vienetui) n = il ( Tot T

), kuris statmenas tiesei a. Sis

vektorius su vektoriumi AB sudaro kampa, lygy arba 0°, arba 180°, taigi jo kosinusas lygus +1.
Tuomet skaliariné sandauga AB - 7i = |ﬁ| 7| - (£1) = +d, taigi |E -7i| = d. Kita vertus AB -

- A B —Axg—Byo+(Ax,+By,) (—Axg—Byo—C) ..

=0 —x)- VA T 1 = ¥0) VaziBZ ; v:2+321 - = \/212+B2 ’ paskutiné

lygybé seka 1§ to, kad taskas B yra tieséje a, tod¢l jo koordinatés tenkina tiesés a lygtj. IS gautyjy
|AXO+By0+C|

lygybiy iSplaukia atstumo nuo tasko A iki tiesés a formulé d = T5t
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2 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukrastinés BN ir CM yra statmenos, jy ilgiai BN =
8,CM = 12.Rasime trikampio ABC plota.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampio pusiaukrastinés susikerta taske O. Parenkame
koordinaciy sistema taip, kad taskas O yra jos pradzia, Ox ir ir Oy aSys yra atitinkamai tiesése ir CM
ir BN (4 pav.). Kadangi pagal pusiaukrastiniy savyb¢ CO : OM = BO : ON = 2:1, tai CO =8,
OM =4, BO = ?, ON = g. Tuomet trikampio vir§tiniy koordinatés B (0, %) , C(8,0). Krastinés
BC vidurio tasko L koordinatés yra lygios tasky B ir C koordina¢iy sumos pusei: x; = %(xB + x¢),
v = %(yB + yc), taigi L (4, 2) Kadangi LO : 0A =1: 2, tai LA = 3L0. Jei tasko A koordinatés
A(x,y), tai i§ Sios lygybés gauname, kad (x —4, y— g) =3 (0 —4, 0— g), taigi x —4 =

16\ . . . x—=0 _ V=3
). Tiesés BC lygtis 5o = —0_?

-12,y — g = —8. I§ ¢ia gauname virsiinés A koordinates A (—8, 3

taigi BC:2x+3y—16=0, o kraitinés BC ilgis BC = \/(8 —0)% + (0 — )2 = 2V13.
Trikampio ABC aukstings i§ virStinés A ilgis h lygus taSko A atstumui iki tiesés BC. Pagal gautaja



|2-(—8)+3-(—§)—16| _ 48

atstumo nuo tasko iki tiesés formulg randame, kad h = Todél trikampio

2 2 *
lotasS =~BC-h=1-83v13- 22 — 64 e "
pOElS —2 —2 3 \/ﬁ_ .

Sakykime, kad plokStumoje duotas apskritimas, kurio centras O(x,,Y,), 0 spindulio ilgis
lygus R. Taskas M(x,y) yra $io apskritimo taSkas, tada ir tik tada, kai jo atstumas iki taSko O lygus
spindulio ilgiui R:+/(x — x0)2 + (¥ — ¥9)? = R. Sia lygybe perrasome taip (x —xo)? + (v —
¥0)? = R? —tai yra apskritimo lygtis.

3 pavyzdys. PlokStumoje duoti du apskritimai. Jrodysime, kad atstumy kvadraty nuo vieno
apskritimo skersmens galy iki kito apskritimo skersmens galy suma vienoda visiems ty apskritimy
skersmenims.

Sprendimas. Sakykime, kad vieno apskritimo centras yra taskas 0, jo spindulio ilgis lygus R,
kito apskritimo centras yra taSkas Q, spindulio ilgis r, o atstumas tarp jy centry lygus 0Q = m.
Parenkame koordinaciy sistemg taip, kad jos pradzios taskas biity taSkas O, o taskas Q biity Ox aSyje
(5 pav.). Tuomet 0(0,0), Q(m,0), pirmojo apskritimo lygtis x> + y? = R?, antrojo (x — m)? +
y? =12, Jei taskas A(a, b) yra pirmojo apskritimo taskas, tai kitas skersmens galas B(—a, —b). Jei
CD yra kuris nors kito apskritimo skersmuo, o C(c,d), D(x,y), tai i$ to, kad taSkas Q yra atkarpos

CD vidurys, turime lygybes m = C;r—x, 0= d;r—y, 1§ kuriy randame x =2m —c, y = —d, taigi

D(2m —¢,—d). leskomoji kvadraty suma AC? + AD? + BC?*+ BD? = (a—c)*+ (b—d)* +
(a=2m+c)>+(b+d)?*+(—a—c)*+(-b—d)*+ (—a—2m+c)>+ (—=b+d)? = 4a’ +
4b% + 4c? + 4d? + 8m? — 8mc. Kadangi taskas A yra pirmame apskkritime, tai a® + b? = R?, o
kadangi taskas C yra kitame apskritime, tai (c — m)? + d? = r?, taigi ¢? + d? = r> —m? + 2cm.
Pasinaudoj¢ $iomis lygybémis gauname, kad AC? + AD? + BC? + BD? = 4(R? + r? —m?), o tai
ir reiskia, kad ieSkomoji kvadraty suma nepriklauso nuo skersmeny AB ir CD parinkimo.
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4 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 1, trikampis AEB yra lygiakrastis, taskas E
yra kvadrato iSor¢je. Rasime apie trikampj DEC apibrézto apskritimo spindulj.

Sprendimas. StaCiakampés koordinaciy sistemos pradzios taska parinkime taske D ir
sakykime, kad kvadrato vir§iinés C ir A yra atitinkamai Ox ir Oy aSyse (6 pav.). Tuomet
D(0,0), A(0,1), B(1,1), C(1,0). Kadangi lygiakras¢io trikampio, kurio krastinés ilgis lygus 1,
aukstinés ilgis lygus ?, tai taSko E koordinatés E G, 1+ ?) Apie trikampj apibrézto apskritimo
centras yra trikampio krastiniy vidurio statmeny susikirtimo taskas, todé¢l reikia parasyti kraStiniy DC

ir DE vidurio statmeny lygtis. Akivaizdu, kad krasStinés CD vidurio statmens lygtis x = % ParaSome

krastinés ED lygti: )16—_2 = y—%’ taigi ED: (2 + \/§)x —y = 0. Atkarpos ED vidurio tasSkas F(i,% +
- 1+




V3 . . . 1 1 3\ _
T)’ todel atkarpos ED vidurio statmens lygtis 1 (x — Z) +1(2 + \/§) (y - T) =0, ty x+
x ==,
(2 + \/§)y —2—+/3=0. I§ sistemos 2 randame apie trikampj
x+(2+V3)y-2-v3=0

o . . 1 3+2V3
apibrézto apskritimo centro koordinates O ( 2 20443)
21+12vV3 1 | 3(7+4V3) _
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). Tuomet ieSkomasis spindulys lygus atkarpos

0D ilgiui: 0D? = (5= 0)% + (
apskritimo spindulys lygus 1.

Iki Siol nagrinéjome taip vadinamas staciakampes Dekarto koordinaciy sistemas, taip
pavadintas Zymaus pranciizy matematiko ir filosofo Rene Dekarto (Rene Descartes, 1596 — 1650)
garbei. Bet plokStumos koordinaciy sistemos gali biiti apibréziamos jvairiais biidais. Nustatyti
plokStumos koordinaciy sistema — tai nurodyti tokig taisykle, kuria bet kuriam plokStumos taSkui M
vienareikSmiskai priskiriama realiyjy skaiciy pora (x, y) —taSko M koordinatés. Panagrinésime vieng
1$ tokiy plokStumos koordinaciy sistemy — afinigja koordinaciy sistema, kurios atskiras atvejis yra
staciakampé Dekarto koordinaciy sistema.

PlokStumos afinigja koordinaciy sistema arba afiniuoju reperiu vadiname plokStumos tasky,
nepriklausanciy vienai tiesei, trejeta (O, Eq, E,). TaSkas O vadinamas koordinaciy sistemos pradzios
tasku, tiesés OF; ir OE, vadinamos koordinaciy asimis (atitinkamai abscisiy ir ordinaciy aSimis) (7
pav.) Vektoriai é; = OE, ir & = OE, vadinami $ios koordinadiy sistemos baziniais (arba
vienetiniais) vektoriais. 18siaisSkinsime, kaip Sioje koordinaciy sistemoje nustatomos plokStumos
taSko M koordinatés. Nubréziame vektoriy W, i$ taSko M bréziame tieses m, ir m,, lygiagrecias
atitinkamai su koordinacdiy asimis OF, ir OF; (8 pav.). Sakykime, kad tiesés OFE; ir m, kertasi
taskeM;, o tiesés OF, ir m, — taSke M,. Kadangi taskai O, E;, ir M; yra vienoje ties¢je, tai vektoriai
O—E'l> ir 0—1\/11) yra kolinearieji, todél egzistuoja skaicius x, kad 0—1\/11) = xe,. Analogiskai vektoriai O—EZ>
ir 0—1\/12> yra kolinearieji, todél egzistuoja skaiCius y, kad O—MZ) = ye,. Pagal vektoriy sudéties
lygiagretainio taisykle OM = OM, + OM,, taigi OM = xe; + ye,. Skai¢iai (x, y) yra tasko M
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koordinatés koordinaciy sistemoje (0, Ey, E), Zymima M(x,y). Akivaizdu, kad 0(0,0), E;(1,0),
E,(0,1). Jei taskas N yra abscisiy aSyje, tai N(x,0), o jei taSkas P yra ordinaciy aSyje, tai P(0,y),
abscisiy asies OF; lygtis yra y = 0, o ordinaciy asies OE, lygtis x = 0.

Pastebekime, kad tiesés per du taskus lygtis ir afiniosiose koordinatése uzraSoma tokiu paciu
pavidalu, kaip ir dekartinése koordinatése, lygiagretumo saglyga irgi yra tokia pati. Bet statmenumo
salygos, atstumo tarp dviejy tasky ir atstumo nuo tasko iki tiesés formulés afiniosiose koordinatése
yra gerokai sudétingesnés. Todél afiniosios koordinaCiy sistemos tinka taikyti tais atvejais, kai
nereikia skai¢iuoti atstumy ir kampy didumy.

5 pavyzdys. Trikampio ABC krastinése AB, BC, AC atitinkamai pazyméti taskai D, E, F taip,
kad keturkampis ADEF yra lygiagretainis. Taskas M yra krastinés BC vidurio taskas, tieses AM ir
DE susikerta taske K. Jrodysime, kad keturkampis CFDK yra lygiagretainis.

Sprendimas. Sakykime, kad (4, B, C) — afinioji koordinaciy sistema, tuomet A(0, 0), B(1,0),
€(0,1) (9 pav.). Kadangi taskas M yra atkarpos BC vidurys, tai jo koordinatés x = %(1 +0), y=

%(O + 1), taigi M G, %) Kadangi taskas D yra abscisiy aSyje, tai C

D(d,0), o kadangi tasSkas F yra ordinaciy asyje, tai F(0, f). Kadangi

keturkampis ADEF yra lygiagretainis, tai AE = AD + 4F, todél K

E(d, f). Tiesés BC lygtis g = %’ taigi CB: x + y — 1 = 0. Kadangi

taskas E yra tieséje BC, tai jo koordinatés tenkina tiesés BC lygt], taigi g E

teisinga lygybe d + f = 1. Tiesés AM lygtis )16—_2 = 31/—_:)), taigi AM:y = A4 B
2 2 D

x. Ties¢ DE yra lygiagreti su ordinaciy asimi, todél jos lygiis DE:x = 9 pav.

d. TaSko K koordinates rasime 1§ sistemos {)3; ; Z’ todel

K(d, d).Kadangi keturkampio CKDF krastinés CF ir KD yra lygiagrecios, tai beliko jrodyti, kad ir

CK || FD. Tuo tikslu parasome S$iy tiesiy lygtis. CK: Z—:g = Z—:i, taigi CK: (d —Dx—dy +d =

0; FD: Z—:g = %, FD: fx +dy —df = 0, arba jrasius f = 1 — d turime FD: (1 —d)x + dy —

d(1—f) = 0. Tiesiy CK ir FD lyg¢iy koefivientai prie kintamyjy x ir y yra proporcingi, nes % =

%d, todeél Sios tieses yra lygiagrecios, taigi keturkampis CKDF yra lygiagretainis.

6 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastinése AB ir CD duotitaSkai M ir N,kad AM : MB =
1:4, CN:ND = 2: 3. Ties¢ MN kerta istrizaing BD taske L. Rasime santyki BL : LD.
Sprendimas. Sakykime, kad trejetas (4, B, D) yra poks§tumos

afinioji koordinaciy sistema (10 pav.), tuomet D i C
T 1
A(0,0), B(1,0),D(0,1), C(1,1). Kadangi 4M = 4B, tai M (3,0). p /
Kadangi AN = AD + DN =E+§R‘> =§E+E, tai N(%,l).
Tiesés BD lygtis% = 31%2, taigi BD: x + y — 1 = 0. Tiesés MN lygtis A M B
= x+y_1=0’ 10paV.

ENE :31%())’ t.y. MN:5x — 2y —1=0.1§ sistemos{

5 -2y—1=0
randame tasko L koordinates L(g,g). Nubréziame ties¢ LE || AB, E € AD, tuomet pagal Talio

teoremg BL : LD = AE : ED. Kadangi £ (0,%), tai AE : EB = 4 : 3. Taigi BL : LD = 4: 3.



SESTOJI UZDUOTIS

1. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 8, taskas O yra jo jstrizainiy sankirtos taskas. Kvadrato
BEFG krastinés ilgis lygus 3, vir§iiné E yra krastin¢je BC, o vir§iinés F ir G yra kvadrato
ABCD isor¢je, Raskite trikampio OCF plota.

2. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai CA = 6, CB = 8, atkarpa CH yra jo aukstiné, taskas D
yra Sios aukstinés vidurio taskas, ties¢ AD kerta statinj CB taske E. Raskite atkarpy CE ir EB
ilgius.

3. Apskritimo ir rombo centras yra tas pats taSkas. Jrodykite, kad atstumy nuo bet kurio
apskritimo tasko iki rombo virsiiniy kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taskams.

4. Irodykite, kad atstumy nuo kvadrato virSiiniy iki tiesés, einanc¢ios per kvadrato centrg kvadraty
suma nepriklauso nuo tiesés parinkimo.

5. Kvadrato ABCD krastings ilgis lygus 4, taskas K yra krastinés AB vidurio taskas, taskas L yra
atkarpos AK vidurio taskas, atkarposs DK ir CL kertasi tasSke M. Raskite keturkampio ADML

plota.

6. Tiese eina per trikampio ABC virSiing A ir pusiaukrastinés BD vidurio taska, ji kerta krasting
BC taSke N. Raskite santykj BN : NC.

7. Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yra taskai K ir L tokie, kad BK : KC =2 :3, CL:
LD =5 : 3. Atkarpos DK ir BL kertasi taSke M. Raskite, kokiu santykiu taskas M dalija
atkarpas DK ir BL.

8. Duoti du lygiagretainiai ABCD ir AMNP tokie, kad taskas M yra krastin¢je AB, o taSkas P —
krastin¢je AD. Irodykite, kad tiesés MD, BP ir NC kertasi viename taske.

9. Taskas P yra trikampio ABC pusiaukrastinéje CD, tiesés AP ir BC susikerta taSke K, o tiesés
BP ir AC susikerta taske M. Irodykite, kad tiesés MK ir AB yra lygiagrecios.

10. Lygiagretainio ABCD krastinése DC ir CB yra taskai M ir N. Tiesé, einanti per atkarpy DM ir
AB vidurio taskus ir tiesé, einanti per atkarpy AD ir BN vidurio taskus, kertasi taske S.
Irodykite, kad ties¢ AS eina per atkarpos MN vidurio taska.

Uzduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2024 m. gruodzio 10 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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