LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKY MOKYKLA

I. TEKSTINIAI IR NE TIK... UZDAVINIAI SU PARAMETRAIS
(2024-2026)

Teoringe medZziaga parengé ir pirmaja uzduotj sudaré mokytojas-ekspertas
Kazimieras Pulmonas

Iprasta, kad daugiausia sprendziame jvairiausius tekstinius uzdavinius su konkreciomis skaitiniy
duomeny reikSmémis. Taciau pasitaiko jy su parametrais. Parametrai tai paprastai raidiniai
koeficientai, turintys pastovig reikSme¢ kiekvienu konkre¢iu atveju uzdavinyje. Sprendziant, o ir
iSsprendus problemg ir suradus sprendinius, reikia savikritiSkai jvertinti juos, tyrinéti, kritiskai
mastyti. Blitinas matematinis samprotavimas jvertinant surasty sprendiniy reikSmg.

Kadangi daugeliu atvejy susiduriama ir su kvadratiniy lyg€iy sprendimu, tenka pasitelkti
sprendiniy egzistavimo salyga (D > 0), Vijeto teorema.

1 pavyzdys. Uz prekiy iSkrovimg darbininkams sumokéta @ Eur. Kadangi | darbg atéjo 3
darbininkais maziau, tai kiekvienas atvykes gavo 3 Eur daugiau negu buvo numatyta. Kiek darbininky
krové prekes?

Sprendimas. Sakykime, kad krové n darbininky (n € N), o buvo pasamdyta (n +3) darbininkai.

Kiekvienas darbininkas uzdirbo < Eur, o biity uzdirbg % Eur.
n n+

Pagal salyga:

a a . an+3a—an

n n+3 ni3n

=3; 3a :3(112 +3n).

Turime lygti n’ +3n-a=0. Kadangi D = 32-4. (—a)=9+4a >0, o ny-ny =—a, tai lygtis turi

—3++9+4a

du skirtingy zenkly sprendinius. Teigiamas sprendinys yra 5

-34++9+4a

Ats.: Prekes krové — darbininky, a = n%+ 3n, neN.

2 pavyzdys. Dviraciams pirkti sporto klubas paskyré n Eur, taCiau paaisSkéjo, kad kiekvienas
dviratis kainuoja a Eur maziau, todé¢l nupirkta b dvirac¢iy daugiau negu buvo numatyta. Kiek dviraciy
nupirkta?

Sprendimas. Tarkime, kad buvo planuota nupirkti x dviraciy, o nupirkta (x +b) dviraciy.

Eur.

. C . .n o . y
Planuota vieno dviracio kaina — Eur, o dviratis nupirktas uz 5
X X+

Pagal salyga:
n n nx+nb—nx _

=a, a, ax?* + abx —nb = 0.
X x+b x(x+b)

Kadangi D= (ab)2 —4-a-(—nb)= a’b? + dabn > 0, 0 x-xp =—nb <0, tai lygties sprendiniai
(dviraciy skaicius) yra skirtingy Zenkly.

—ab+a’b? + 4abn —ab++Jab(ab + 4n)

Todél x = 5 . Vadinasi buvo planuota nupirkti 5 dviraciy,
a a
- N 4 N 4
o nupirkta abt c;b(ab +4b) +b= ab+ az(ab+ ) dviraciy.
a a



b+.ab(ab+4
Ats.: Nupirkta aT a2(a +4n) dviratiy; a>0, >0, n>0.
a

3 pavyzdys. Atstumas tarp gyvenvieciy 4 ir B lygus s km. IS 4 i B tuo paciu metu tuo paciu keliu
iSvaziavo du turistai, kurie turéjo pasiekti gyvenviete B tam tikru metu. I$ tikryjy pirmas turistas
atvyko | B n h anks¢iau, o antras 3z h pavélavo, nes kas valandg nuvaziuodavo vidutiniSkai » km
maziau negu pirmas turistas. Nustatykite kiekvieno turisto vidutinj greitj.

Sprendimas. Tegul II turisto greitis vam, o I turisto greitis (v+r)kTm.I§ gyvenvietés 4 1 B

S S
h, o antras— —h.

pirmas turistas judéjo

v+r %
Pagal salyga:
0 =4n,
vV o v+r
+ J—
SV Zsr SV _an,
vo4ry

Turime 4nv? + 4nrv —sr = 0.
D= (4nr)2 —4-4n-(—sr)= 16n°r> +16nsr = L6nr(nr+s).
Kadangi n>0, >0, s>0, tai D> 0 ir lygtis turi du sprendinius. Akivaizdu, kad jie skirtingy

y 5
zenkly, nes v, v, < 2
4n
Todél antro turisto vidutinis greitis
—4nr +J/16nr(nr +s) _nr(nr +s) —nr km
2-4n B 2n i
Pirmo turisto vidutinis greitis

Jnr(nr +s) —nr N Jnr(nr+s) —nr+2nr  Jnr(nr+s) +nr (km)
r= = —).
2n 2n 2n

h

).

+ —
Ats. Jnr(nr+s) —nr k_m; ,/nr(nr+s)+nrk_m’ 150, r>0, 50,

2n h 2n h

4 pavyzdys. Apskritimu, kurio ilgis yra s metry, tuo paciu metu i§ tos pacios vietos pajuda du
kiinai. Judédami ta pacia kryptimi jie prasilenkia kas 25 sekundes, o judédami prieSingomis kryptimis
susitinka kas 5 sekundes. Koks yra kiekvieno kiino judéjimo greitis?

Sprendimas. Tarkime, kad vieno apskritimu judancio kiino greitis yra x m (x>0), okito y m
s s
(¥ > 0). Kunams judant vienas priesais kita jy priartéjimo greitis yra (x+ y) ir lygus %E, o judant
S

ta pacia kryptimi priartéjimo (aplenkimo) greitis yra (x—y) ir lygus ZLS 2, (x> ).
S

=L,
Sudarome lygciy sistema: >
s
X—-y=—-.
Y705
s 6s _3sm s s 4s _2sm

. s
Turime 2x=—+—=—, x=——, 0 2y = =—, y= )
5 25 25 25 s 5 25 25 25 s

2



2sm 3s m
Ats.: ——, ——,
25 s 25 s

5 pavyzdys. Nupirkta keletas kilogramy dviejy riisiy prekiy: pirmos riisies uz 45 Eur ir antros
rusies uz 20 Eur, be to, pirmos riisies prekiy 1 kg daugiau. 1 kg pirmos riisies prekiy kainuoja a Eur
brangiau negu 1 kg antros rusies prekiy. Kiek kiekvienos riiSies prekiy nupirkta? Raskite sprendiniy
skaicCiy, priklausomai nuo galimy a reikSmiy.

Sprendimas. Sakykime, nupirkta n kg antros riiSies prekiy, o pirmos riisies (n+1) kg.

. . - . 4 .2
Pirmos riiSies prekiy kilogramo kaina yra il Eur, o antros rasies 20 Eur.

n+l1 n
Pagal salyga:
ﬂ—E:a (a>0),
n+l n

451n—20n—20 = an’ + an,
an* +(a—25)n+20=0.
D=(a-25)-4-a-20=a” —50a+625-80a = a*> —130a + 625.
Reiskinio a” —130a +625 > 0 reiksmés yra teigiamos, kai a € (0; 5), o tai reiSkia, kad lygtis turi
du sprendinius.
ISsamiau patyrinekime lygtj an’ + (a-25n+20=0:

n2+a_25n+§=0, ae(0;5).
n

a
25—a
a

: 20 : . D
Kadangi n;-ny =—>0, 0 n;+n, = > 0, tai abu sprendiniai yra teigiami.
a

EEpRETRY S
Vadinasi, II rusies prekiy nupirkta 25-ax \/az 130a+625 kg, o I rasies prekiy
a
<25—ai\/a2+130a+625+1> " 25+ a +Va? +130a + 625
g =

2a 2a

kg.

Kai a=5, tai kvadratiné¢ lygtis an’ + (a—=25n+20=0 tampa 57 =20n+20=0 ir

n’—4n+4=0, (n-2)>=0, n=2 (lygtis turi viena sprendinj).
II rusies prekiy nupirkta 2 kg, o I riiSies prekiy 2+1+3 (kg).
Kai a > 5, tai D <0 ir kvadrating lygtis sprendiniy neturi.

25— a++a? +130a+ 625

Ats.: Kai a € (0;5), tai du sprendiniai: II rusies prekiy 5 kg, o I rusies
a
_25+a4a? +130a+625
prekiy 5 kg;
a

kai a =5, tai vienas sprendinys: II riSies prekiy 2 kg, o I raSies 3 kg;
kai a > 5, sprendiniy néra.
6 pavyzdys. Su kuria & reikSme lygties x> =2x+k=0 sprendiniy skirtumo kvadratas lygus 16?

Sprendimas. I budas.
Lygties x> =2x+k=0 sprendiniai yra x; =1-+/1-k ir x, =1++/1-k.



Pagal salyga (1+M—1+ﬂ)2:16, (2M)Q=16, ( 1—k)2:4, l—k=4, k=-3.

11 biidas.
Remiamés Vijeto teorema:

X +xy =2,
{xl Xy =k;
(% +x2)2 =4,
0 (x1 —x3)2 =x2 = 2x; - x5 + x2 = (X% + 2x1 - xp + x5) — 4x1%, = (%1 + %)% — 4x; -
X, =4—4-k.
IS salygos 4—4k =16, tuomet k =-3.
Ats.: k=-3.

7 pavyzdys. (Viena i§ 1993 mety Latvijos brandos egzamino uzduociy, paimta i§ Algirdo
Zabulionio knygelés ,,Matematikos brandos egzaminai‘.)
Duota lygtis (¢ —2)x+2ax+2a-3=0.

a) Su kuriomis parametro a reikSmeémis §i lygtis turi du skirtingus sprendinius?
b) Su kuriomis parametro @ reikSmémis abu sprendiniai yra teigiami?
Sprendimas. a) Kvadratiné lygtis turi skirtingus sprendinius kai a#2 ir D>0
D=a)*-4-(a=2)(2a-3)=4a* -4(2a* —4a-3a+6)=4(a* —2a* +Ta—6) =
=4(—a® +7a—-6)=—4a* +28a—24.
Sprendziame kvadrating nelygybe

~4a” +28a-24>0:(-4) \ . / R
1\_/6

a* ~Ta+6<0.
Kvadratiné lygtis turi du skirtingus sprendinius, kai a € (1; 2) U (2; 6).
b) Turime duotg redukuotg kvadrating lygti:

2 2a 2a-3
xX°+ x+ =
a-=2 a-2
Abu sprendiniai yra teigiami, kai tenkinama salyga:
2a-3 >0, 0 x+X, _ 24 .

0.

xl‘xZ =

Sprendziame nelygybiy sistema:
2a
a-2
2a-3
a—2
atsizvelge | a) uzduoties reikalavima.

2a >0, 2a <0,
arba
{a—2<0 {a—2>0;

a>0, a<0,
arba
a<?2 a>?2;

I<a<?2

<0,

> 0;

2a-3
>
a—2




{2a—3>0, {2a—3<o,
arba

a—2>0; a—2<0;
a>15, a<l,5,
arba
a>2; a<?2;
a>?2, I<a<15.

Abu sprendiniai teigiami, kai a € (1; 1,5).
Ats.: a) Lygtis turi du skirtingus sprendinius, kai a € (1; 2) U (2; 6).
b) Abu lygties sprendiniai teigiami, kai a € (1; 1,5).

a-1 _x+2

8 pavyzdys. Raskite lygties a’ + =
x(x-2) x-2

sprendinius su visomis leistinomis parametro

a reikSmémis.
a’?-1 _ x+2

ool 'x(x—=2) x+#0, x#2.

Sprendimas. a® +

a*x* -2a’x+a’ -1=x* +2x;
a’x* —x*=2a* -2x+a’-1= 0;
(a®-D)x*=2(a* +D)x+a*>-1=0; a==l.
Lygties diskriminantas
D=R2@+1)*-4-(a®*—1)(a*—-1)=4(a*+2a*+ 1) —4(a* —2a*+1) =
=4(a*+2a*+1—a*+2a*> — 1) = 4 4a* = 164d°.
_2d*+D)tda  (a*+D)+2a

X1;2

2(a®-1) a-1
a’>-2a+1 a-1
(a—=D(a+1) a+1
a’+2a+1  a+l

x2— =

“(a=D(a+1l) a-1'

Panagrinékime surastas x reikSmes:

0 a0 122442 = av-3,
a+1 a+1
0 aet Y 4i1420-2 = s,
a—1 a-1

Kai a = *1, lygtis sprendiniy neturi.

0,5,
Kai a =43, tai 8x* —10x+8=0; 4x*-5x+4=0; x= ,
2 (netinka).
Ats.: Kat a#+] ir a # 13, tai x= ax 1, x=4 _ (du sprendiniai);
a-1 a+l1

kai a = =1, lygtis sprendiniy neturi,

kai a =43, tai x=0,5 (vienas sprendinys).

2
9 pavyzdys. Kokia turi buti a reikSmé, kad lygties X xta-1=0 sprendiniy sandauga biity
a

maziausia?



2
. X
Sprendimas. ——-x+a—-1=0|a,
a

xz—ax+a2—a=();

I budas
Pagal Vijeto teorema x;-x, = a’ —a.
Kvadratinis reiskinys a*—a 1gyja nulines reikSmes, kai a =0 ir a =1.
Akivaizdu, kad reiSkinys a’—a igyja maziausia reikSme, kai
a=0,5. 030,5_~1 4

11 budas
Pasitelke diferencialinio skaifiavimo zinias, su kuriomis susipaZzinsite baigiamojoje klasé¢je,

reiskinj a’—a galime tyrinéti taikant i§vestines:
, 1
f(a)=(a*-a) =2a-1; 2a-1=0, a=_=0,5.

Ats.: a=0,5.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Keleivinio ir prekinio traukinio grei¢iy santykis lygus a : b. Keleivinis traukinys iSvyko i stoties
A 0,5 h véliau negu prekinis, o atvaziavo | stoti B 0,5 h anksCiau. Apskaiciuokite kiekvieno
traukinio greitj.

2. Staciakampés sporto aikstelés ilgis » m didesnis uz plotj. Palei aikStelés kraStus eina vienodo
ploCio a m takas. Sporto aikstelés plotas lygus to tako plotui. Kokie yra aikstelés matmenys?

3. Trys darbininkai kartu pradeda atlikti tam tikras vienodas uzduotis. A4 darbininkas uzduotj atlieka
a dieny véliau negu B darbininkas ir b dieny véliau negu C darbininkas. Dirbdami drauge, 4 ir B
numatytg darbg atlieka per tiek pat dieny, kaip ir C. Per kiek laiko §ig uzduotj jvykdyty kiekvienas
darbininkas atskirai? Kaip turi biiti susij¢ nurodyti dydziai, kad uzdavinys turéty sprendinj?

4. Vienas turistas nu¢jo 18 km, o kitas — 32 km. Pirmasis kelyje uztruko 1 h maziau negu antrasis
ir ¢jo a km/h mazesniu greiciu. Raskite abiejy turisty greicius. Kaip priklauso sprendiniy skaic¢ius
nuo a reikSmiy (a > 0)?

5. Du sportininkai béga stadiono taku. Kiekvieno jy greitis pastovus, taciau pirmasis stadiono ratg
nubéga a s greifiau negu antrasis. Prad¢j¢ bégti ta pacia kryptimi i§ vienos vietos, sportininkai
susilygina kas b s. Po kiek laiko jie susitikty, jeigu tais paciais greiciais ir tuo paciu taku bégty
prieSingomis kryptimis.

6. IS vietovés 4 upe pries srove i1Splauké motoriné valtis, o 1§ vietovés B tuo paciu metu pasroviui
plaustas. Po a h jie susitiko ir toliau plauké nesustodami. Pasiekusi vietove B valtis tuoj pat grizo
ir vietovéje A pasivijo plaustg. Motorinés valties savasis greitis visg laikg buvo pastovus. Kiek
laiko plaukeé plaustas ir kiek — valtis?

7. Su kuriomis m reikSmémis lygtis x2—(m+1)x+m+4:O turi du skirtingus neigiamus
sprendinius?

8. Raskite sveikgja a reikSme, su kuria lygties x2—2a(x—1)—1:O sprendiniy suma lygi ty
sprendiniy kvadraty sumai?



Raskite lygciy sprendinius su visomis leistinomis parametro reikSmémis:
9. a*(x+1)—2a(x+3)-3(x-3)=0.

1 1 2a+6

10. +— == .
a2+x) x"-2x x° —4x

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2024 m. gruodzio 23 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/

LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKYU MOKYKLOS TARYBA



