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UZdaviniy sprendimai
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Salia tiesaus tako auga 102 medziai. Rima pastebéjo, kad, einant taku nuo pradzios iki galo, kas
antras medis yra klevas (pirmasis medis néra klevas), o kas treCias — arba klevas, arba liepa
(pirmas medis néra liepa). Likusieji medZziai yra berzai. Kiek auga berzy?

Sprendimas. Sunumeruokime visus medzius nuo 1 iki 102 ir suskirstykime juos i grupes po 6
medzius kiekvienoje; tokiy grupiy bus 102: 6 = 17. Kiekvienoje grupéje antras, ketvirtas ir
SeStas medis yra klevas, o trecias ir SeStas yra arba klevas, arba liepa; taigi tre¢ias medis yra liepa.
Tuomet pirmas ir penktas medis yra berzas. Vadinasi, kiekvienoje grupéje yra po du berzus, todél
18 viso yra 34 berzai.

Ats.: 34.

2. Dviejy teigiamy sveikyjy skaiciy m ir n, kuriy bendras didZiausias daliklis lygus vienetui, suma
lygi 90. Kokig pacia didziausig reikSme gali jgyti tokiy skaiciy m ir n sandauga?

Sprendimas. Tokiy skai¢iy m ir n sandaugg mn pertvarkykime taip:
m+n m-n

2 2 2
mn = (T) - (T) = 452 — (—m—(920—m)) = 2025 — (m — 45)% - max.
Taigi sandauga mn jgyja maksimuma, kai reik§mé (m — 45)?jgyja minimuma, tik ¢ia reikia
atsizvelgti ] tai, kad skaiciai m ir n bendry dalikliy neturi turéti:
Jeigu m = 45, tai tada ir n = 45 ir skaiciai m ir n tikrai turi bendry dalikliy;
Jeigu m = 46, tai n = 44 ir skaiCiai m ir n tikrai turi bendry dalikliy, nes jie abu yra lyginiai;
Jeigu m =47, tai n = 43 ir skai€iai m ir n bendry dalikliy neturi, taigi jie yra ieSkomieji skaiciai ir
tod¢l didziausia sandaugos reikSme yra 2025 — (47— 45) (47— 45) = 2021.

Ats.: 2021.

3. Autobusu vaziavo jauni ir pagyvene zmonés; 60 procenty pagyvenusiy zmoniy stovejo, o 60
procenty jauny zmoniy sédéjo. Vienoje stoteléje islipo tik vienas keleivis — moksleivis Tomas ir
toje stoteléje nejlipo né vienas keleivis. ISlipusio Tomo vietoje atsis€do senjoras Petras. Po to
paaiskéjo, kad bendras sédin¢iy pagyvenusiy zmoniy ir stovinciy jauny zmoniy skaicius sudaré
76 procentus bendro stoviniy pagyvenusiy zmoniy ir sédinciy jauny zmoniy skaiciaus. Kiek
zmoniy i$ pradziy vaziavo autobusu?

Sprendimas. Sakykime, kad i§ pradziy vaziavo x jauny ir y pagyvenusiy zmoniy, tuomet
séd¢jo 0,6x jauny zmoniy ir 0,4y pagyvenusiy zmoniy, o stovejo 0,4x jauny Zmoniy ir 0,6y
pagyvenusiy. Kai iSlipo Tomas, liko x — 1 jaunas zmogus, i§ kuriy 0,6x — 1 séd¢jo, o 0,4x
stovejo. Pagyvenusiy Zzmoniy liko y; 18 jy 0,4y + 1 séd¢jo, o 0,6y — 1 stovejo. Pagal salyga,

(0,4y + 1) + 0,4x = 0,76((0,6y — 1) + (0,6x — 1)).
I$ ¢ia 0,056(x + y) = 2,52; taigi x + y = 45.
Ats.: 45 Zmonés.



4. Sudauging tris skirtingus natiiraliuosius skai¢ius gauname 320. Kokiam pac¢iam maziausiam
pirminiam skaiciui gali biti lygi tokiy trijy skai¢iy suma?

Sprendimas. Suprantama, kad ty visy trijy skai¢iy suma yra didesné uz 2, todél tas pirminis
skaicius, kuriam ji turi biti lygi, yra nelyginis skaic¢ius. Kadangi tie visi trys skaiiai negali buti
nelyginiai, nes jy sandauga yra 320, tai tarp ty trijy skaiciy du turi biiti lyginiai ir vienas nelyginis.
Skai¢ius 320 = 2° - 5 turi du nelyginius daliklius 1 ir 5. I$nagrinékime tuos abu atvejus.

Jei ¢ = 1, gauname tokius atvejus:

a=2, b=160, a+ b+ c = 163, ir tas skaicius yra pirminis;

a=4, b =80, a+ b+ c = 85, o tas skaiCius néra pirminis;

a=28, b =40, a+ b+ c =49, o tas skaiius néra pirminis;

a=16, b =20, a+ b+ c = 37, o tas skaiCius yra pirminis ir mazesnis negu 163;

a=32,b=10, a+b+c =43 > 37,

a=64>37=>a+b+c>37.

Jei ¢ = 5, tai turime tokius atvejus (dél simetrijos tariame, kad a < b):

a=2, b=32, a+ b+ c =39, o tas skaiCius néra pirminis;

a=4, b =16, a+ b + c = 25, o tas skaicius néra pirminis.

Ats.: 37.

5. Skaicius 2024 pasizymi savybémis: jis keturzenklis, jo visi skaitmenys lyginiai, jis dalijasi i$ 8,
jo skaitmeny suma lygi 8. Kiek yra naturaliyjy skaiciy, pasizyminciy Siomis savybémis?

Sprendimas. Tarkime, kad skaic¢ius n = ABCD pasizymi nurodytomis savybémis. Jis gali
turéti tris, du, vieng arba neturéti né vieno skaitmens, lygaus 0. Tada jo keturi skaitmenys
atitinkamai yra lygis: 1) 8,0,0,0; 2) 6,2,0,0 arba 4,4,0,0; 3) 4,2,2,0; 4) 2,2,2,2. Galima
perrinkti likusius atvejus. Tadiau taip pat galima pastebéti, kad skai¢ius ABCD = AB - 100 +
10C + D dalijasi i§ 8, kaip ir skaiGius AB - 100 = AB - 4 - 25 (&ia skai¢ius AB lyginis). Todél i§
8 dalijasi 10C + D. Tuo remdamiesi, galime atmesti dalj atvejy. Gali tikti tik:

1)C =0,D = 0 arba 8; tadan = 8000, 6200, 4400, 2600;

2)C =2,D = 4;tadan = 2024;

3)C = 4,D = 0 arba 8; tada n = 4040, 2240;

4) C = 6, D = 4; netinka dé¢l skai¢iaus n skaitmeny sumos;

5) C = 8, D = 0 arba 8; netinka dé¢l skaiCiaus n skaitmeny sumos.

Gavome 7 skaicius, tenkinancius uzdavinio salyga.

Ats.: 7.

52026

6. Koks yra paskutinis skai¢iaus 2024292 + 20272026*° kaitmuo?

Sprendimas. Sekoje 2024, 20242, 20243, ... kiekvienas narys gaunamas i$ praeito,
padauginant i§ 2024. Todé¢l paskutinis skaitmuo $ioje sekoje kartojasi taip: 4, 6, 4, 6, ... . T. y.,
laipsnis 2024%, kurio rodiklis a yra nelyginis, visada baigiasi skaitmeniu 4. Skai¢iaus 2025
laipsnis 20252°26 yra nelyginis skaitius, todél skai¢ius 20242°25°°*° baigiasi skaitmeniu 4.

Sekoje 20271, 20272, 20273, ... kiekvienas narys gaunamas i§ praeito, padauginant i§ 2027.
Todél paskutinis skaitmuo Sioje sekoje kartojasi taip: 7,9, 3,1, 7,9, 3, 1, ... T. y. kas ketvirtas
paskutinis skaitmuo lygus 1. Siuo skaitmeniu baigiasi visi laipsniai 2027%, kuriy rodiklis yra
skai¢iaus 4 kartotinis. Skai¢ius 2026 lyginis, todél 20262°2° yra skai¢iaus 22°2° ir tuo labiau
skaiiaus 4 kartotinis. Vadinasi, skaitius 20272°26"*° baigiasi skaitmeniu 1, o suma
20242025°%* 4 20272026*°° _ skaitmeniu 4 + 1 = 5.

Ats.: 5.



7. Irodykite, kad esant bet kuriems realiesiems skai¢iams a ir b lygtis
(a? = bH)x?2+2(a®—-b> Hx+ (a*—b*) =0
turi bent vieng sprendinj.
Irodymas. Jeigu a = b, tai bet kuris realusis skaiCius x yra Sios lygties sprendinys. Jeigu
a # b, tai

1
ZD = (a® — b3®)? — (a* — b*)(a* — b*) = a®’b* — 2a3b>® + a*b? = (ab)?*(a — b)?* = 0,
todeél lygtis tikrai turi nors vieng sprendinj.

8. Teigiamieji skaiciai a, b ir ¢ tenkina salyga a + b + ¢ = 1. [rodykite, kad i + % + % > 9.

Sprendimas. Padalij¢ abi lygybés a+b+c =1 i§ a gauname, kad %: 1+ Z + 2

AnalogiSkai padalije i$ b ir ¢, gauname lygybes % =1+ % + %, % =1+ % + %‘ Sudg¢je Sias tris

. 1 1 1 a b b c a c .
lygybes ir sugrupave, gauname, kad i 3+ (3 + Z) + (; + 3) + (? + Z)' Kadangi
dviejy atvirkstiniy skai¢iy suma yra ne mazesné nei du, tai % + S > 2, g + % > 2, % + 2 > 2,

ir 18 Cia iSplaukia jrodomoji nelygybé.

9. StacCiakampio ABCD krastiné CD yra du kartus trumpesné uz jstrizaing, krastin¢je BC yra toks
taskas M, kad AM = MC. Raskite kampa BAM.

Sprendimas. Kadangi staciojo trikampio ACD jZambin¢ AC yra du M

kartus ilgesné uz statinj CD, tai £CAD = 30°. Kadangi AD || BC, tai o ¢
gauname £ACB = £ACM = £CAD = 30°. Kadangi AM = MC, tai

LMAC = £ACM = 30°. Taigi £BAM = £BAD — tMAC — £CAD = 4 D
90° — 30° — 30° = 30°, '

Ats.: 300,

10. Stagiojo lygiaSonio trikampio ABC, 2C = 90°, pusiaukampinés BD ilgis lygus 10, i$ jo vir§iinés
A nubréztas statmuo j ties¢ BD kerta jg taske E. Raskite atkarpos AE ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés BC ir AE susikerta taske F.
Staciyjy trikampiy ABE ir FBE statinis BE yra ta pati atkarpa, o smailieji
kampai ABE ir FBE yra lygus, todél AABE = AFBE. IS ¢ia iSplaukia, </ \ F
kad AE = EF.Kadangi £CBD = £CAE, tai statieji trikampiai BCD ir "@\\
ACF yra lygis, nes lygiis jy statiniai BC ir AC. Vadinasi, BD = AF = B = A
2AE. Todél AE = ~BD = 5.
Ats.: S.

F
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Naturaliyjy skaiciy sekoje x4, x, X3, ... kiekvienas narys Xx,, pradedant nuo x3, skaiiuojamas pagal
formule x,, = x,,_1 + x,,_,. Kokia yra didZiausia galima x; reik§mé, jei x, = 2024?

Sprendimas. Duotaja formulg pritaikykime kelis kartus:
X7 = X + X5 = 2x5 + x4 = 3x4 + 2x3 = 5x3 + 3x, = 8x, + 5x;.
Jeix, =1 arba 2, tai 5x; = 2024 — 8x; nesidalija i§ 5. Taigi x, = 3 ir 5x; < 2024 — 24 = 2000.
Vadinasi, x; < 400.
Kita vertus, galima situacija, kai x; = 400, x, = 3. Tada x; = 8x, + 5x; = 2024.
Ats.: 400.

Rasa sugalvojo tris sveikuosius (nebitinai skirtingus) skaicius. Kiekvieng i8 jy ji atémé i$ likusiy dviejy
skaiCiy sandaugos. Du i$ trijy gautyjy skirtumy lygiis 2 ir 3. Raskite visas galimas trijy Rasos sugalvoty
skai¢iy sumos reikSmes.

Sprendimas. Rasa sugalvojo skai¢ius x, y, z, kuriems x + 2 = yz ir y + 3 = zx. Sudékime §ias dvi
lygybes: x+y+5=z(x+y). Tada (x+y)(z—1)=5 ir todéel z—1=1, —1, 5 arba —5.
Atitinkamai z = 2, 0, 6 arba —4, 0 x + y = 5, —5, 1 arba —1. Gauname ir keturias galimas sumos x +
y + z reikSmes, taciau ne visos jos tinka. Su kiekviena gauta z reikSme nesunkiai galime iSspresti lygcéiy
x+2=yzir y+ 3 = zx sistemg x ir y atzvilgiu, bet ne visais atvejais gausime sveikgsias x ir y
reikSmes.

Uzuot sprendg keturias lygciy sistemas, galime pradines lygybes atimti vieng i§ kitos: x —y — 1 =
z(y—x).Tada(y —x)(z+ 1) = —1lirtodél z+ 1 = 1 arba —1. Atitinkamai z = 0 arba z = —2.

Taigi vienintelé galima z reikSmé yra z = 0. Tada x = —2, y = —3 (Sie skaiciai tenkina uzdavinio
salyga)irx +y +z = =5.
Ats.: —5.

Autobusu vaziavo jauni ir pagyven¢ zmonés; 60 procenty pagyvenusiy zmoniy stovéjo, o 60 procenty
jauny zmoniy sédéjo. Vienoje stoteléje iSlipo tik vienas keleivis — moksleivis Tomas ir toje stoteléje
nejlipo né vienas keleivis. I§lipusio Tomo vietoje atsisédo senjoras Petras. Po to paaiskéjo, kad bendras
sédinciy pagyvenusiy zmoniy ir stovinciy jauny Zzmoniy skai¢ius sudaré 76 procentus bendro stovinéiy
pagyvenusiy zmoniy ir sédinéiy jauny Zzmoniy skai¢iaus. Kiek Zmoniy i§ pradziy vaziavo autobusu?

Sprendimas. Sakykime, kad i$ pradziy vaziavo x jauny ir y pagyvenusiy zmoniy, tuomet sédéjo 0,6x
jauny zmoniy ir 0,4y pagyvenusiy zmoniy, o stovéjo 0,4x jauny zmoniy ir 0,6y pagyvenusiy. Kai islipo
Tomas, liko x — 1 jaunas zmogus, i§ kuriy 0,6x — 1 sédéjo, o 0,4x stovéjo. Pagyvenusiy Zmoniy liko y;
i$ ju 0,4y + 1 sédéjo, 0 0,6y — 1 stovéjo. Pagal salyga,

0,4y + 1) + 0,4x = 0,76((0,6y — 1) + (0,6x — 1)).
I$ ¢ia 0,056(x + y) = 2,52; taigi x + y = 45.
Ats.: 45 Zmones.



4. Lentoje uzrasyta 1000 natiiraliyjy skaiciy 1, 2, 3, ..., 1000. Du Zaidéjai paeiliui gali nutrinti bet kurj vieng
skai¢iy. Zaidimas baigiasi, kai lentoje licka nenutrinti 2 skaiiai. Jei jy suma dalijasi i§ 3, laimi Zaidima
pradéjes zaidéjas, o jei jy suma nesidalija i§ 3 — laimi antrasis Zaidéjas. Kuris i§ zaidéjy turi pergalés
strategija? Nurodykite tg strategija.

Sprendimas. Laimi antrasis zaidéjas. Pradzioje jis turi nutrinti visus i§ trijy besidalijan¢ius skaicius.
Tam prireiks daugiausia 333 éjimy, nes skai¢iy, kurie dalijasi i§ 3, yra 333, o kai kuriuos gali i§braukti ir
pirmasis zaidéjas. Kai nelieka skaiCiy, kurie dalijasi i$§ 3, antrasis gali trinti bet kuriuos skaicius, kol prie§
eilinj antrojo zaidéjo &jimg lentoje lieka trys skaiciai. IS jy bent du dalijant i§ 3 gaunama ta pati lickana.
Juos antrasis zaidéjas ir turi palikti, nes jy suma nesidalija i$ 3.

Ats.: Antrasis Zaidé¢jas turi laiméting strategija.

5. AStuonios rankinio komandos dalyvauja turnyre, kuriame kiekviena komanda suzaidzia po vienas
rungtynes su visomis kitomis. Keturios daugiausiai tasky surinkusios komandos patenka j finalinj turnyrg.
Kiek maziausiai taSky turi surinkti komanda, kad garantuotai patekty j finalinj turnyra? Rankinio turnyre
uz pergalg skiriami du taskai, uz pralaiméjima — nulis tasky, o lygiyjy atveju komandos gauna po taska.

Sprendimas. Kiekviena komanda suzaidzia po 7 rungtynes, todél i$ viso suzaidzia % = 28 rungtynes.
Kadangi per kiekvienas rungtynes surenkami 2 taskai, tai i§ viso susidaro 56 taskai. Vadinasi, gali atsirasti
5 komandos, kurios surinks po 9 taskus, uzims pirmas penkias vietas ir todél viena nepaklius j finalinj
turnyra. Parodysim, kad 10 tasky irgi neuztenka. Jeigu 5 komandos tarpusavyje suzaisty lygiosiomis, o
pries kitas tris laiméty, tai kiekviena surinkty po 4 taskus uz ketverias lygigsias, ir po 6 taskus uz tris
pergales. Tada Sios penkios komandos surinkty po 4 + 6 = 10 tasky ir to gali neuztekti siekiant patekti j
finalinj turnyra. [rodysime, kad 11 tasky tikrai pakakty. Jei bent 5 komandos surinkty po 11 tasky, tai i$
viso jos surinkty 55 taskus. Bet tada likusioms trims komandoms likty 1 taskas, o tai biiti negali, nes tos
trys komandos tarpusavyje suzaidzia 3 rungtynes; taigi kartu surenka 6 taskus.

Ats.: 11,

6. Keliais budais i$ skaiciy 1, 2, 3, ..., 101 galima iSrinkti 4 skai¢ius, sudaran¢ius didéjancig aritmeting
progresija?
Priminimas. Skaiciai a, b, ¢, d sudaro didéjanciag aritmeting progresija, jeigub—a=c—b =d —
c>0.
. e . . . 101-1 o s
Sprendimas. Didziausias galimas progresijos skirtumas yra —— 0 sveikiesiems skaiCiams tas

skirtumas turi biti teigiamas, todél didziausia galima jo reik§mé yra 33.

Atlikime reikiamus apskaic¢iavimus. Progresijy su skirtumu 1 yra 101-1-3 = 98, su skirtumu 2
tokiy progresijy yra 101 - 2-3=95, su skirtumu 3 jy yra 101- 3-3 = 92, ..., o su skirtumu
33 - 101-33 -3 =2. Taigi tokiy progresijy i§ visoyra2 + 5+...+98 =%~ 100 - 33 = 1650.

Ats.: 1650.

7. Raskite du gretimus natiiraliuosius skaicius, kuriy sandauga 1000 mazesné uz kuriy nors kity dviejy
gretimy natiiraliyjy skai¢iy sandaugg.

Sprendimas. Pazymékime didesne gretimy natiiraliyjy skaiciy porg simboliais n,n + 1, o mazesne
porg — simboliais m, m + 1. Tada tenkinama lygybé n? + n — m? —m = 1000, i$ kurios iSplaukia, jog
m—m)(n+m+1)=23-53
Taigi dviejy skirtingo lyginumo skaiciy sandauga yra lygi 1000, o daugiklis n — m yra mazesnis uz
daugikli n + m + 1. ISraSykime visus 1000 iSskaidymo skirtingo lyginumo skaiciais variantus:

1000 =1-1000=5-200 =8-125 = 25 - 40.
Belieka iSspresti keturias lyg€iy sistemas:

n—-m=1 _ B B .
D{, tm 1= 1000 = 20+ 1= 1001 = 7= 500, m = 499,
n—m=5 _ B o

Dy st 1=200™ 20120520 =102 m =97,



8.

10.

){"‘ng S 2n+1=133=>n=66, m=58

n+m+1=125

n—m=25 _ _ _
){n+m+1=40=>2n+1_65=>n_32,m_7.

Ats.: (499,500, (97, 98), (58, 59) ir (7, 8).

Irodykite, kad teigiamiems skai¢iams a, b ir ¢, tenkinantiems salyga ab + bc + ca = 1, galioja
nelygybe(\/_ + 2a +\/_) (\/a + 2b+\/_) (\/_ + 2¢ +\/_) 8abc.

Irodymas. 1§ uzdavinio salygos iSplaukia, kad
1 _ab+bc+ca_bc+a(b+c)>bc+2a\/E

= = > =/bc,
2a +/bc 2a +bc 2a ++/bc 2a ++/bc
todél
Vhe+ ——— > 2Vbe.
2a + \/_
Analogiskai
\/a+2b\/__2\/alr\/_+ \/__ > 2+/ab.

Sudauging visas tris nelygybes gauname jrodomaja nelygybe.
Lygiagretainio ABCD plotas lygus 32, kampas A yra smailusis, i§ virSinés A nubréztos aukstinés AM |
ties¢ BC ir AH jties¢ CD, MH : AC = 3 : 4. Raskite trikampio MAH plota.

Sprendimas. Sakykime, kad ZABC = a,tuomet 2«MCH = £BCD = 180° —a. Kadangi
keturkampio AMCH du kampai statieji, tai ZMAH = 360° — 2 - 90° —

(180° — a) = a = £LABC. Kadangi AM-BC = AH - CD, tai M- M B C
AH a

CD _AB _ . AM _ AB .. .

2= Be IS salygy 2MAH = £ABC ir 0= BC iSplaukia, kad

trikampiai MAH ir ABC yra panaSieji, jy panaSumo koeficientas k =
MH:AC =2 Kadangi panaSiyjy trikampiy ploty santykis lygus

4’ 4 D
y . o 3 9
panasumo koeﬁc1ent0 kvadratui, tai Sapay ¢ Saagc = (Z)Z =1
H

.. 9 32
Taigi Sapan = 75" Saasc =755 = 9-

Ats.: 9

Stagiojo lygiasonio trikampio ABC, «C = 90°, pusiaukampinés BD ilgis lygus 10, i§ jo virsinés A
nubréZtas statmuo j ties¢ BD kerta ja taske E. Raskite atkarpos AE ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés BC ir AE susikerta taske F. Staciyjy

trikampiy ABE ir FBE statinis BE yra ta pati atkarpa, o smailieji kampai ABE r

ir FBE yralygis, todel AABE = AFBE. § ¢iaiSplaukia, kad AE = EF. Kadangi 0‘

2CBD = £CAE, tai statieji trikampiai BCD ir ACF yra lygts, nes lygis jy ﬁE

statiniai BC ir AC. Vadinasi, BD = AF = 2AE. Todél AE = %BD = 5. B &5 N A
Ats.: 5.



