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Teorine medZiaga parengé bei antraja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Aivaras Novikas

Skai¢iuy dalumas. Visy sveikyjy skaiciy aibé¢je {..., —2, —1, 0, 1, 2, 3, ...} atlikdami sudéties ir daugybos
veiksmus, liksime joje: bet kuriy dviejy skai¢iy suma ir sandauga vél yra sveikieji skai¢iai. Siems veiksmams priesingi
yra atimties ir dalybos veiksmai: atimties a — b rezultatas (skirtumas) yra toks vienintelis x, kuriam a = b + x, o
dalybos a: b rezultatas (dalmuo) yra toks vienintelis x, kuriam a = b - x (dalmuo neapibréztas, kai b = 0). Bet kuriy
sveikyjy skaiciy skirtumas vél yra sveikasis skai¢ius. Siuo poziiiriu dalyba yra jdomiausia: sveikyjy skai¢iy a ir b # 0
dalmuo a: b tik kartais yra sveikasis skai¢ius. Kai taip visgi nutinka, t. y. kai lygties a = b - x sprendinys x yra sveikasis
(¢ia b # 0), tai sakoma, kad a dalijasi i§ b. Emus tirti §j dalumo sarysj tarp sveikyjy skai¢iy bei visa, kas su juo susije,
pamazu radosi viena i§ didZiyjy matematikos sri¢iy, vadinama skai€iy teorija.

Jei a dalijasi i$ b, tai (sveikasis) skaiCius b vadinamas (sveikojo) skaiciaus a dalikliu, o skaiCius a — skaiCiaus b
kartotiniu. Jei apie bet kokj sveikajj b # 0 paklausime, kokie yra jo kartotiniai a, tai atsakymas nebus sudétingas: tai
skaiCiai a = b - x, kur x yra bet koks sveikasis skaicius. Dviejy tokiy kartotiniy suma ir skirtumas vél yra b kartotiniai:
bx; + bx, = b(x; £ x,). Padauginus b kartotinj b - x i§ bet kokio sveikojo ¢, vél gaunamas b kartotinis b - (cx). Jei
turime skaiciaus b kartotinj a = b - x, kur b savo ruoztu yra sveikojo skaiciaus c kartotinis b = ¢ - y, taia = c - (xy),
taigi a yra c kartotinis. Pagrindéme tokias i§vadas apie sveikuosius skaicius:

1) jei aq ir a, dalijasi i§ b(# 0), tai ir a; * a, dalijasi i§ b;

2) jei a dalijasi i§ b(# 0), tai ac dalijasi i§ b su kiekvienu sveikuoju c;

3) jei a dalijasi i$ b(# 0), o b dalijasi i$ c(# 0), tai a dalijasi i$ c.

Tiriant skai¢iy daluma, Siomis i§vadomis paprastai remiamasi neju¢ia. Pavyzdziui, pastebéje, jog n = 11768 100
dalijasi i$ 3 (pagal skaitmeny sumg), neskai¢iuodami sumos s = n + 3 - 21°9 ar sandaugos p = n - 95 suvokiame, kad
s ir p dalijasi i§ 3, o kadangi n dalijasi i§ 100, tai n dalijasi ir i§ 4, i§ 25 bei 1§ 50 (i bet kurio skai¢iaus 100 daliklio).

Tarkime, kad skaicius b natiiralusis (t. y. teigiamas sveikasis). Visi jo teigiami kartotiniai b - x sudaro didéjancig
seka b, 2b, 3b, .... Kai b = 2, tai $ig sekg gausime, visy natiiraliyjy skaiciy sekoje 1, 2, 3, ... imdami kas antra skaiciy;
kai b = 3, tai kas trecia; ir t. t. Jei natiiralusis a yra sekoje b, 2b, 3b, ..., tai a = bx yra b kartotinis bei dalijasi i$ b.
Tuo tarpu kai natiiralusis a i$ b nesidalija, jis yra tarp dviejy gretimy b kartotiniy bx ir b(x + 1) (jeia < b, tai x = 0).
Abiem atvejais jmanoma a dalyba i$ b su liekana: atitinkamas x yra Sios dalybos dalmuo, o skai¢ius r = a — bx,
parodantis, kiek a yra didesnis uz b kartotinj bx, yra $ios dalybos lickana. Cia 0 < r < b — 1. PavyzdZiui, skai¢ius
a = 325 yra tarp skaiCiaus b = 7 gretimy kartotiniy 7 - 46 ir 7 - 47, tad dalijant a i§ b su lickana gaunami dalmuo
x =46irliekanar = 325 —7x =3.0jeia = 322 =7 - 46, tai gauname x = 461irr = 322 — 7x = 0.

Visi natiiraliojo skai¢iaus b teigiami kartotiniai b, 2b, 3b, ... yra ne mazesni uz b. Taigi kiekvieno natiiraliojo
skaiiaus a visi teigiami dalikliai yra atitinkamai ne didesni uz a, t. y. priklauso aibei {1, 2, 3, ...,a}. Lygybéa =1-a
parodo, kad maziausias ir didZiausias $ios aibés skaiciai visada yra a dalikliai. Jau matéme, kad nattiraliojo b teigiamy
kartotiniy aibé lengvai nusakoma. Taciau jei i§ eilés didéjimo tvarka imsime natiiraligsias a reikSmes ir kiekvienai
nustatysime jos teigiamus daliklius, tai gautos dalikliy aibés mainysis gana jmantriai:

{1}, {1,2},{1,3},{1,2,4},{1,5},{1,2,3,6},{1,7}, {1,2,4,8}, {1,3,9}, {1,2,5,10}, {1,113}, {1, 2,3,4,6,12}, ....
Tesiant $ig seka, pasitaikys vis didesniy aibiy, taciau niekur nedings ir mazesnés, jskaitant maZziausias galimas —
sudarytas tik i§ skaiCiy 1 ir a, kuriuos visada rasime tarp skai¢iaus a dalikliy. Nattralieji skai¢iai a, turintys lygiai du
teigiamus daliklius (taigi daliklius 1 ir @), vadinami pirminiais. Jie yra labai svarbiis tiek nusakant kity sveikyjy skai¢iy
daliklius, tiek skaiciy teorijoje apskritai. Didéjimo tvarka jie sudaro seka 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ....

Sudétiniai skaiciai. Kiekvienas nattiralusis nepirminis a > 1 turi daugiau nei du teigiamus daliklius, taigi turi
daliklj d4, kuriam 1 < d; < a, ir tuo paciu daliklj d, = a: d;, kuriam 1 < d, < a. Natiiralieji skaiciai, didesni uz 1,
kurie néra pirminiai, vadinami sudétiniais. Taigi kiekvienas sudétinis skaicius yra dviejy mazesniy natiiraliyjy skai¢iy
sandauga d;d,. Naturaliojo skaiCiaus a teigiami dalikliai, nelygts 1 ir a, vadinami jo tikriniais dalikliais. (Kartais
tikriniu dalikliu laikomas ir skai¢ius 1, bet ¢ia laikysimés nurodyto apibrézimo.)

1 teiginys. Kickvienas sudétinis skai¢ius yra keliy pirminiy (nebdtinai skirtingy) skaiciy sandauga.

Irodymas. Tarkime prieSingai: kad esama sudétiniy skaiCiy, kurie néra pirminiy skaiciy sandaugos. Sekoje 1, 2,
3, ... pasirinkime patj pirmajj — maziausiajj — i8 jy ir pazymékime a. Tada a = d,d,, kur natiiralieji skaiciai dir d,
yra tarp 1 ir a (neimtinai). Remiantis miisy prielaida, kiekvienas natiiralusis skaiCius tarp 1 ir a (neimtinai) yra arba
pirminis, arba pirminiy skai¢iy sandauga. Tada ir tokiy skaiciy d; bei d, — pirminiy skaiciy arba jy sandaugy —
sandauga a = d,d, yra pirminiy skai¢iy sandauga. Gavome priestarg, tod¢l teiginys teisingas. m

IS Sio teiginio galima iSvesti pora iSvady.

1) Kiekvienas sudétinis skaiCius dalijasi i$ bent vieno pirminio skai¢iaus. Pirminis skai¢ius visada dalijasi i$ saves
paties. Vadinasi, kiekvienas natiiralusis skai¢ius, didesnis uz 1, turi pirminj daliklj.

2) Tarkime, kad nattralusis skai¢ius n > 1 sudétinis. Tada jis yra natiiraliyjy d; > 1 ir d, > 1 sandauga. Galime
laikyti, kad d; < d,. Skai¢ius d; turi pirminj daliklj p < d;. Kadangi n = d,d, = d? > p?, tai p < vn. Vadinasi,



kiekvienas sudétinis skai¢ius n turi pirminj daliklj, ne didesnj uz v/n, o jei natiiralusis n > 1 tokio daliklio neturi, tai
skai¢ius n pirminis.

1 pavyzdys. Raskime visus pirminius skai¢ius intervale [320; 340]. Intervalo sveikieji skaiciai, kurie baigiasi
skaitmeniu 0, 2, 4, 6, 8 arba 5, dalijasi i§ 2 arba i§ 5, tad yra sudétiniai. Kiti, kuriy skaitmeny suma dalijasi i$ 3, patys
dalijasi i§ 3 ir taip pat yra sudétiniai (tai skaiCiai 321, 327, 333, 339). Lieka skaiciai 323, 329, 331, 337. Jie nesidalija
i§ 2, 3 arba 5. Kadangi V337 < 19, tai pakanka tikrinti jy daluma i§ 7, 11, 13 ir 17 (i§ pirminiy skai¢iy, maZesniy nei
19, isskyrus 2, 3 ir 5). Jei kuris nors i$ likusiy intervalo skaiciy sudétinis, tai turés tokj daliklj, o jei neturés, tai jis
pirminis. Tikrinant paaiskéja, kad 323 = 17 - 19 dalijasi i§ 17, 0 329 = 7 - 47 18 7 (sudétiniai skaiciai). O skaiciai
n = 331 bei n = 337 neturi pirminiy dalikliy, ne didesniy uz vn < 19, todél yra pirminiai.

Atsakymas. 331, 337.

Jeid; ir d, yra natiralieji skai¢iai, didesni uz 1, tai skaicius a = d;d, sudétinis. Juk tada a turi daliklj d, kuris
ne tik didesnis uz 1, bet ir maZesnis uz a, nes d, > 1 (daliklis d; tikrinis). Kai skai¢ius uzrasytas reiskiniu, kartais
galima tg reiskinj iSskaidyti, atliekant algebrinius pertvarkymus, ir taip jrodyti, kad skaiCius sudétinis. PavyzdZiui,
a = 1501150 — 11132 j§skaidomas pagal kvadraty skirtumo formule: natiiralusis a = (150%7%)2 — (11°%)? turi daliklj
d, = 150575 — 11%6 > 1, i3 kurio padalije skai¢iy a gauname d, = 15057° + 11°° > 1. Taigi skaidius a = d;d,
sudétinis. Kvadraty skirtumg galima jzvelgti ir skai¢iuje b = 1501150 — 121131 nors §iuo atveju vienas laipsnio
rodiklis nelyginis: b = (15057%)% — (11'31)2 turi (tikrinius) daliklius 150%7% + 1113, Kvadraty skirtumo formulés
naudingai nepritaikysime skai¢iui 15151 — 12131, bet ¢ia to ir nereikia. Sis skaiius sudétinis, nes tai dviejy
nelyginiy skai¢iy skirtumas ir turi tikrinj daliklj 2. Taip pat kvadraty skirtumo formulés nepritaikysime skai¢iui
1501148 — 11133 bet ¢ia verta prisiminti bendresne formule:

a®*—b"=(a—-hb)(@ '+ a"?b+a* 3b% + -+ ab™?+b" 1) (skaiCiusn > 1 natiiralusis).

Antruosiuose reiskinio skliaustuose sudétos visos galimos n sandaugy a*b™ =% kurk=n—1,n-2, .., 1, 0. Jei
Cia skaiGiai a ir b sveikieji, a # b, tai sveikasis skaiCius a™ — b™ dalijasi i§ a — b. Tarkime, kad skaiéiai a ir b
natliralieji,a > b. Tadaa™ — b™ = dyd,,kurd; =a—b > 1lird, > 1.Jeia — b > 1, tai skaiéius a”™ — b" sudétinis.
Atskiru atveju taip bus, jei b = 1 ir a > 2. Jei turimoje a™ — b™ formuléje imsime nelyginj n ir vietoj b jrasysime —b,
tai gausime a™ + b™ formule, i$ kurios i$plaukia, kad a™ + b™ dalijasi i§ a + b (skaiéiai a ir b sveikieji, a # —b). Jei
skaiCiai a ir b nataralieji ir bent vienas i§ jy didesnis uz 1, tai 1 < a + b < a™ + b™. Tokiu atveju skai¢ius a™ + b™
turi tikrinj daliklj a + b bei yra sudétinis. Pabrézkime, kad jei laipsniy rodiklis n lyginis, tai a® + b™ nebutinai dalijasi
i$ a + b. Pavyzdziui, 22 + 3% = 13 nesidalijai§ 2 + 3 = 5.

2 pavyzdys. Jrodykime, kad natiiralieji skai¢iai a; = 35149191 — 16654403, a, = 3514919° + 1665%405 q; =
=100...001 (tarp vienety yra 220 nuliy), a, = 212° — 1, ag = 12221279 — 1 sudétiniai. Tam pakanka nurodyti po
tikrinj jy daliklj. Skaic¢ius 9191 =91 -101 = 7 - 13 - 101 dalijasi i$ skaiciy 7, 13, 101. I8 jy dalydami skaiciy 4403,
aptinkame ir jo dalumg i3 7. Taigi a; = (35141313)7 — (1665°%9)7 turi tikrinj daliklj d; = 35141313 — 166552°.
Lengva pastebéti skai¢iy 9190 ir 4405 bendrg nelyginj daliklj 5 bei tikrinj a, daliklj d, = 3514838 + 1665881,
Skai¢ius az = 10221 + 1 = (10'3)Y7 + 117 turi tikrinj daliklj d3 = 1013 + 1, skai¢ius a, = (23)*3 — 1 — tikrinj
daliklj d, = 23 — 1 = 7, o skaiius as = 12221279 — 11279 _tikrinj daliklj ds = 1222 — 1 =1221. m

Jei iSnagrinétame pavyzdyje turétume skai¢iy 21279 — 1, tai negalétume gauti jo tikrinio daliklio kaip skaiciui as,
nes tegautume (netikrinj) daliklj 2 — 1 = 1. Taip pat negalétume gauti tikrinio daliklio kaip skai¢iui a,, nes skai¢ius
1279 pirminis, kitaip nei 129 = 3 - 43. Skai¢iai M,, = 2™ — 1, kur skaiéius n natiiralusis, vadinami Merseno skaiciais
(pranciizy matematikas Marin Mersenne, 1588—1648). Pavyzdyje matéme, kad Merseno skaiCius a, = M54 sudétinis.
Tuo jsitikinti padéjo pastebéjimas, kad indeksas n = 129 = 3 - 43 sudétinis. Esama ir pirminiy Merseno skaiciy. Jie
gaunami imant pirmines n reikSmes: M, = 3, M3 = 7, Mg = 31, .... Visgi net su pirminiu n skai¢ius M,, gali buti
sudétinis, pavyzdziui, M;; = 23 - 89. Merseno skai¢iai svarbiis, ieskant dideliy pirminiy skai¢iy. Siuo metu (2025 m.
pradzioje) didziausias nustatytas pirminis skaiCius yra My 3¢ 279 g41, turintis 41 024 320 skaitmeny. Neskaitant jo, $esi
didZiausi nustatyti pirminiai skaiciai taip pat yra Merseno skaiciai. Nuo 1952 m., kai buvo nustatyta, kad skaicius M54,
turintis 157 skaitmenis, yra pirminis, didziausias nustatytas pirminis skai¢ius visada buvo Merseno skaicius, iSskyrus
pertraukg nuo 1989 iki 1992 mety. Dideli pirminiai skai¢iai (nors ir ne patys didZiausieji tarp Siuo metu zinomy) yra
svarbiis kriptografijoje — informacijos Sifravimo ir i$§ifravimo moksle, nuo kurio priklauso kibernetinis saugumas.

Toliau mums pravers toks pastebéjimas: jei natiiralieji skai¢iai a ir b dalijasi i§ natiiraliojo skaiiaus n atitinkamai
su lickana 1 ir su lickana r, tai jy sandauga dalijasi i$ n su lickana r. Tai i$plaukia i§ tapatybés (nk, + 1)(nk, + 1) =
= n(nk,k, + rky + k;) + r. Tada dauginant bet kiek natiraliyjy skaiCiy, kurie dalijasi i§ n su lickana 1, gautoji
sandauga dalijasi i§ n su lickana 1. PavyzdZziui, skaicius 1667 dalijasi i§ 5 su lickana 2, bet galima patikrinti, kad
1667* dalijasi i$ 5 su liekana 1. Skai¢ius 166744°° yra keliy (1100-0) skai¢iy, lygiy 1667*, sandauga, tad taip pat
dalijasi i§ 5 su lickana 1. Tada 1667%4°1, 16674402 ir 1667493 dalijasi i§ 5 atitinkamai su ta pacia lickana kaip
16671, 16672 ir 16673, taigi su liekana 2, 4 ir 3.

3 pavyzdys. Jrodykime, kad natiiralieji skai¢iai a; = 3514°192 — 1667%492, q, = 3514191 + 16674401 ir
as = 35149192 + 16674492 sudétiniai. Skai¢iaus a, atveju pakanka pastebéti skai¢iy 9192 ir 4402 bendrg daliklj 2,
o tada — skaiGiaus a tikrinj daliklj 35144°% — 16672201, Skaidiui a; $ios idéjos nepritaikysime, nes turime laipsniy
suma, o ne skirtumga, tad laipsniy rodikliy bendras lyginis daliklis 2 netinka. Nelyginio bendro daliklio, didesnio uz 1,
nei skai¢iams 9192 ir 4402, nei (skai¢iaus a, atveju) skai¢iams 9191 ir 4401 nerasime. Todél Siuo atveju mastykime
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kitaip: tikrinkime skai¢iy a, ir a; dalumg i§ 2, 3, 5, .... I§ 2 jie nesidalija kaip lyginio ir nelyginio skaic¢iy sumos.
Skai¢iai 3514 ir 16672 dalijasi i§ 3 su liekana 1, todél 3514°1°1 dalijasi i§ 3 su lickana 1, o 16674401 =
= (16672)?290 . 1667 su ta pacia lickana 2 kaip skai¢ius 1667. Pazyméje 3514191 = 3k + 1, 1667**°1 = 31 + 2,
gauname, kad a, = (3k+ 1) + (31 + 2) = 3(k + L + 1) turi tikrinj daliklj 3. Pakartoj¢ $iuos samprotavimus su as,
norimo rezultato negautume: as; = 35149192 + 16674492 = 3k, + 1) + (3l; + 1) = 3(ky + [;) + 2. Skai&iai
35142 ir 1667* dalijasi i§ 5 su lickana 1, todel 3514°192 = (35142)*5% dalijasi i§ 5 su liekana 1, 0 16674402 =
= (1667*4)1100. 16672 su ta pacia lickana 4 kaip 16672. Pazyméje 3514°192 = 5k, + 1, 1667492 =51, + 4
gauname, kad a; = (5k, + 1) + (51, + 4) = 5(k, + [, + 1) turi tikrinj daliklj 5. m

Mums pasiseke, kad pavyzdyje dideli skaiciai a, ir az turi mazus pirminius daliklius. Bendruoju atveju
patikrinimas, ar duotas didelis skaiius yra pirminis, ar sudétinis, gali biiti kur kas ilgesnis, per trumpg laika
nejveikiamas net kompiuteriui. ISnagrinékime dar porg ypatingy — uzraSomy iSskaidomais reiskiniais — skaiciy.

4 pavyzdys. [rodykime, kad skaiCius ¢ sudétinis, kai a) ¢ = 625673 + 2674, b) ¢ = 2 - 3990 4+ 2. 3661 _ 3330 _ 1,

a) Pastebékime, kad ¢ = a? + b?, kur a = 25%73 ir b = 2337, Kadangi 2ab = (5%73)% - (21%9)? yra sveikojo
skaiCiaus kvadratas, tai pridéje ir atéme jj i$ ¢, gauname kvadraty skirtuma:

¢ = (a% + 2ab + b?) — 2ab = (a + b)? — (5673 . 2169)2 — (25673 4 2337 _ 5673 . 2169) (5673 4 2337 4 §673 . )169)

Cia pirmasis dauginamasis d; maZesnis uZ antrajj, bet didesnis uz 1, nes 25673 > 5673 . 2169 Taigi tai tikrinis ¢ daliklis.

b) Turime ¢ = £(3339), kur f(n) = 2n3 + 6n? — n — 10. Tikrinant sveikgsias n reik§mes, galima pastebéti, kad
daugianaris f turi Saknj —2, t. y. f(—2) = 0. Jei bet koks daugianaris p(x) turi $aknj c, tai jis lygus (x — ¢)p; (x), kur
p1(x) yra daugianaris. Taigi f (n) turi biiti jmanoma i$skaidyti taip, kad vienas dauginamasis buty n — (—2) =n + 2.
Pameéginkime tai atlikti, dirbtinai reiSkinyje sudarydami narius, besidalijancius i§ n + 2:

fm)=2n’(n+2)—4n?+6n>—n—-10=2n*(n+2)+2n?—n-10 =

=2n’(n+2)+2n(n+2)—4n-n—-10=2n%+2n)(n+2)-5n—10 = 2n® + 2n - 5)(n + 2).

Skaicius ¢ lygus d;d,, kurd; = 3330+ 2> 1,d, =2-3%° +2.3330 — 5> 1 taigi yra sudétinis.

¢) Atsakykime j papildoma klausimg apie f(n) i$ b dalies: kokios yra pirminés |f (n)| reik§més, kai n sveikasis?
Pirminio p vieninteliai skaidiniai dviem sveikaisiais dauginamaisiaisyral -p =p -1 =(=1) - (—=p) = (=p) - (=1).

Todél jei skai¢ius n sveikasis, o skai¢ius |f(n)| pirminis, tai n + 2 = +1 arba 2n? + 2n — 5 = 4+1. Tadan = —1,
-3, _1im, 1 arba —2. Trys n reik§més —1, —3, 1 tinka. Atitinkamos |f (n)| reik§més sudaro atsakymg: 5,7, 3. m
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5 pavyzdys. Nustatykime visas pirmines | f (n)]| reikimes, kai n sveikasis, f(n) = 2n3 + n? — n — 4. Siuo atveju
daugianaris f (n) sveikyjy Sakny neturi, tad jo neiSskaidysime, kitaip nei 4 pavyzdyje. Bet tai ir nebitina. Pastebékime,
kad skai¢ius n? — n visada lyginis (dviejy lyginiy arba nelyginiy skaiciy skirtumas). Todél lyginés yra ir visos riipimos
f(n) =23 = 2) + (n? —n) bei |f(n)]| reikdmés. Skaicius |f(n)| turi biiti pirminis ir lyginis. Kiekvienas pirminis
skaiCius p dalijasi tik i§ +1 ir i§ *p, tad jei p lyginis, t. y. turi daliklj 2, tai p = 2. Taigi turime ieSkoti sveikyjy n,
kuriems f(n) = +2. Lengva pastebéti, kad f(1) = —2. Taigi |f(n)]| jgyja vienintelg pirming reikSme 2.

Papildykime uzdavinj: raskime visus sveikuosius n, kuriems skaicius |f(n)| pirminis. Tada f(n) = £+2 ir
2n3 +n? —n = 4 + 2. Kadangi 2n3 + n? — n dalijasi i n, tai i$ n dalijasi 4 + 2 = 6 arba 4 — 2 = 2. Liko tiesiogiai
patikrinti galimybes n = +1, +2, +3, +6. Gauname atsakyma: |f (1)| = 2; |f(n)| nepirminis sveikiesiemsn # 1. m

Pirminiai ir sudétiniai skaiCiai aritmetinése progresijose. Prisiminkime: aritmetiné progresija yra tokia seka
a,a+d,a+2d, ..., kurios kiekvienas naujas narys gaunamas, prie paskutinio gauto nario pridéjus duotg skaiciy d.
Cia nagrinésime tik begalines aritmetines progresijas, kurioms a ir d yra natiralieji skaiiai.

6 pavyzdys. Nagrinékime aritmeting progresijg 3, 7, 11, ..., sudarytg i§ visy natiiraliyjy skaiciy, kurie dalijasi
i$ 4 su liekana 3. Pirminius skaiCius joje sunumeruokime didéjimo tvarka: q¢; = 3,9, = 7,q3 = 11, q4 = 19, ....

a) Nustatykime, ar seka q;, g5, ... baigtiné, ar begaliné¢. Mums pravers du pastebéjimai.

1) Natiralieji skaiciai dalijasi i§ 4 su lickana 0, 1, 2 arba 3 bei sudaro atitinkamas progresijas 4, 8, 12, ...;
1,5,9,..2,6,10,...; 3,7, 11, .... TreCiojoje iS jy visi skaiiai turi daliklj 2, todél visi, i§skyrus patj skaiCiy 2, yra
sudétiniai. Analogiskai pirmojoje progresijoje visi skai¢iai sudétiniai. Taigi kiekvienas pirminis skaiCius arba dalijasi
i$ 4 su lieckana 1 arba 3, arba yra lygus 2.

2) Sudauging bet kiek natiiraliyjy skaiciy, besidalijanéiy i$ 4 su liekana 1, gausime sandauga, kuri taip pat dalijasi
i$ 4 su $ia liekana. Taigi pirminiy skaiciy i$§ progresijos 1, 5, 9, ... sandauga niekada nesidalija i$ 4 su lieckana 3.

Dabar tarkime, kad progresijoje 3, 7, 11, ... pirminiy skaiCiy kiekis téra baigtinis. Nagrinékime visy iy pirminiy
skai¢iy sandauga Q = 1993 ... qx. SkaiCius 4Q — 1 nesidalija i§ q; (priesingu atveju dalytysi 4Q — (4Q — 1) = 1).
Analogiskai 4Q — 1 nesidalija i$ q1, g, ..., qk_1, taip pat i§ 2. Kadangi skaicius 4Q — 1 = 4(Q — 1) + 3 nesidalija i§
jokio pirminio skaiciaus, kurio dalybos i§ 4 lickana yra 3, nei i§ 2, tai §is skaicius pats néra pirminis ir yra pirminiy
skaiiy i$ progresijos 1, 5, 9, ... sandauga. Taciau tada $i sandauga 4(Q — 1) + 3 dalijasi i§ 4 su lickana 1. Gavome
priestarg. Vadinasi, duotojoje progresijoje yra be galo daug pirminiy skai¢iy g4, g5, ....

b) Lengviau yra pagrjsti, kad duotojoje progresijoje yra ir be galo daug sudétiniy skai¢iy. I§ tiesy, jos nariai
gaunami prie pirmojo nario 3 kelis kartus pridedant 4, ir tarp jy galima aptikti be galo daug skaiCiy 3 + 4 - 3,
34+4-6,3+4-9, ..., kurie visi dalijasi i§ 3, bet yra didesni uz 3, tad yra sudétiniai. Skai¢iy liks be galo daug, net
jei kiek sustiprinsime sglyga ir ieSkosime progresijos nariy, kurie turi daugiau nei 6 teigiamus daliklius. I§ eilés
perrinkdami narius, randame skai¢iy 63 = 32 - 7, kuris turi 6 daliklius 1, 3, 7, 9, 21, 63. Prie jo vis pridédami 4,
gauname be galo daug progresijos nariy 63 + 4 - 63k, kurk = 1, 2, 3, .... Jie visi dalijasi i§ 63, bet yra didesni uz 63,
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taigi turi tuos pacius 6 skaiciaus 63 daliklius ir dar bent po vieng teigiamg daliklj (pati skai¢iy). Vadinasi, progresijoje
yra be galo daug nariy, kurie turi daugiau nei 6 daliklius. m

7 pavyzdys. Apie pirminius skaiCius aritmetinéje progresijoje dar galima klausti, kiek daugiausiai i$ eilés einanciy
progresijos nariy gali biiti pirminiai skaiciai. [ §j klausimg atsakykime progresijoms a) 3, 7, 11, ...; b) 1, 31, 61, ....

a) Seka prasideda trimis pirminiais skaiciais 3, 7, 11, po kuriy eina sudétinis skai¢ius 15. Toliau joje negausime
daugiau nei dviejy gretimy pirminiy nariy, nes sudétinius narius 34+ 4-3,34+4-6,3 4+ 4 -9, ... turime kas trecioje
pozicijoje (skai¢iuojant nuo antrojo nario), o tarp bet kuriy dviejy tokiy pozicijy yra tik po du narius.

b) Progresijoje ketvirtasis narys 91 dalijasi i§ 7 (yra sudétinis). Todél kas septintas narys, skai¢iuojant nuo
penktojo, yra sudétinis: tai skaic¢iai 91 + 30 - 7k, kur k = 1, 2, 3, ..., besidalijantys i§ 7. Tarp tokiy nariy progresijoje
yra po 6 narius, todél joje negali biiti daugiau nei 6 i§ eilés einantys pirminiai nariai. Kita vertus, tiesiogiai tikrinant
galima aptikti 6 pirminius progresijos narius 541, 571, 601, 631, 661, 691.

Atsakymas. a) 3; b) 6.

6 pavyzdyje radome didéjancig progresija, kurioje yra be galo daug pirminiy skai¢iy. Vadinasi, pirminiy skaiciy
yra be galo daug. Be to, galima jrodyti (nors ir daug sudétingiau), kad be galo daug pirminiy skaiciy yra kiekvienoje
aritmetinéje progresijoje a, a + d, a + 2d, ..., kur a ir d yra natiiralieji skaiciai, neturintys bendro daliklio, didesnio
uz 1. Sis teiginys vadinamas Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas (vokie¢iy matematikas Gustav Lejeune
Dirichlet, 1805-1859). Pavyzdziui, yra be galo daug pirminiy skaiciy progresijoje 7, 29, 51, ..., t. y. be galo daug
pirminiy skai¢iy, kurie dalijasi i§ 22 su liekana 7. Taigi lygtis p = 22n + 7 turi be galo daug sprendiniy (n, p), kur
skaiCius n nattiralusis, o skai¢ius p pirminis.

Skaidinys pirminiais daugikliais. Skaidant skaiCiy dauginamaisiais (net ir pirminj), visada galima prirasyti bet
kiek daugikliy, lygiy 1. Atmetus ypatingajj — nei pirminj, nei sudétinj — daugiklj 1, pirminiai skai¢iai tampa
neiSskaidomi (jy vienintelis skaidinys p =1:-p = p - 1). Taigi pagal 1 teiginj visi sudétiniai skaiCiai daugybos
pozitriu sudaryti i§ pirminiy skaiciy, kurie yra lyg nedalomos dalelés, natiiraliyjy skaic¢iy atomai. Skaiciy teorijoje itin
svarbus pastebéjimas, kad, turint du $iy atomy rinkinius, i$ jy sudaryti skaiciai bus skirtingi, nebent patys rinkiniai
sutapty (galbiit elementy tvarkai juose skiriantis). Tai jrodyti mums padés toks pagalbinis teiginys.

2 teiginys. Tarkime, kad nattraliyjy skai¢iy sandauga a - b dalijasi i$ pirminio skaiCiaus p. Tada bent vienas i§
dauginamyjy a ir b taip pat dalijasi i§ p.

Irodymas. Jsivaizduokime mechaninj laikrodj su viena rodykle, kurio ciferblatas turi p padaly, i§ eilés ratu
pazyméty skai¢iais 0, 1, 2, ..., p — 1. Tarkime, kad pradiné rodyklés padétis yra padala 0 ir kad vienu éjimu leidZziama
pasukti rodykle per a padaly pagal laikrodzio rodyklg. Jei po pirmojo ¢jimo rodyklé grizta | prading padétj, tai postkis
per a padaly yra vienas ar keli postkiai per p padaly. Tada a dalijasi i$ p. Toliau tarkime, kad a nesidalija i§ p ir tada
po pirmojo éjimo rodyklé atsiduria ties padala r, kur > 0. Turime jrodyti, kad b dalijasi i p.

Kartojant ¢jimus, rodyklé pradzioje sustoja ties padala v > 0, o toliau gali sustoti ir ties kitomis padalomis.
Maziausig teigiamg skaiciy, ties kurio padala sustoja taip sukama rodyklé, pazymékime 1. Tarkime, kad rodyklé
atsiduria ties 1, po k €jimy. Tada bet kurie k éjimy prilygsta rodyklés posiikiui per ry padaly. Kartojant tokj posiikj
(pradéjus ties 0), po keliy posiikiy atliksime pirmg pilng apsisukimg apie ciferblato centra, pasieke ir galbiit prasoke 0.
Jei rodyklé sustoja tiksliai ties 0, tai p dalijasi i$ 7. Kadangi 0 < 1y < p, o skai€ius p pirminis, tai ry = 1. PrieSingu
atveju rodykle, prie§ praSokdama padalg 0, buity maziau nei per 1y padaly nuo jos, o kitu postikiu prasokusi ja, atsidurty
ties padala 1y, kur 0 < r; < 1. Tai priestarauja misy uzfiksuoto skaic¢iaus 7, minimalumui. Vadinasi, 1, = 1.

Pradzioje atlikus k - b éjimy, rodyklé pasukama per a - k - b = kab padaly. Cia ab dalijasi i§ p, todél kab dalijasi
i§ p, o per tiek padaly pasukta rodyklé sustoja ties 0. Kita vertus, k ¢jimy prilygsta rodyklés postkiui per 7, = 1
padala, tod¢l atlikus k - b éjimy rodyklé pasukama per b padaly. Taigi posiikis per b padaly grazina rodykle j prading
padétj O ir prilygsta vienam ar keliems posiikiams per p padaly. Tada b dalijasi i§ p — tai ir reikéjo jrodyti. m

Irodyme gautas tarpinis rezultatas 1y = 1 reiskia, kad duotas nattiralusis a visada turi kartotinj ka > 0, kuris
dalijasi i§ duoto pirminio p su liekana 1. ISspresime susijusj uzdavinj, susiSaukiantj su 2 teiginio jrodymo idéjomis.

8 pavyzdys. Intervale [0; 826] raskime natiiraliuosius k ir [, kuriems 227k dalijasi i§ (pirminio) skai¢iaus 827 su
liekana 1, 0 2271 su lickana 48. Nagrinékime ciferblatg su 827 padalomis 0, 1, ..., 826 ir viena rodykle, kurios pradiné
padétis yra 0. Po k; = 4 éjimy, kai rodyklé sukama per 227 padalas, jos padétis bus 4 - 227 — 827 = 81.Po k, = 11
posiikiy per 81 padalg (kiekvienas toks postukis gaunamas per k; €jimy) rodyklé bus ties 11 - 81 — 827 = 64. Po
k3 = 13 posukiy per 64 padalas ji bus ties 13 - 64 — 827 = 5; po k, = 166 posiikiy per 5 padalas — ties 166 - 5 —
— 827 = 3; pagaliau po ks = 276 posiikiy per 3 padalas —ties 276 - 3 — 827 = 1. Taigi atlickant &jimus, kai sukama
per 227 padalas, po kikyk3ksks = 26 206 752 ¢jimy rodyklé atsidurs ties 1. Kaskart atlikus 827 ¢&jimus, rodyklé
grizta | prading padétj. Todél vietoj 26 206 752 = 827 - 31 688 + 776 pakanka atlikti k = 776 &jimus. Po tiek ¢jimy
rodyklé atsiduria padétyje 1, tad padétj 48 gausime po 776 - 48 = 37 248 = 827 - 45 4+ 33 arbapo l = 33 ¢jimy.

Atsakymas. k = 776, | = 33.

2 teiginys vadinamas Euklido lema (senovés graiky matematikas Euklidas Aleksandrietis, apie 300 m. pr. Kr.).
Jis nusako esmine¢ pirminiy skai¢iy savybe, kuri juos iSskiria tarp sudétiniy skaiciy. Jokiam sudétiniam skaiciui p Sis
teiginys negalioja. Pavyzdziui, jei p = 6, tai 12 = 4 - 3 dalijjasi i§ p, bet nei a = 4, nei b = 3 nesidalija. I$ Euklido
lemos iSplaukia jos apibendrinimas: sudauginus bet kiek nattraliyjy skaiciy ir jy sandaugai dalijantis i§ pirminio
skaiCiaus p, i$ jo turi dalytis bent vienas dauginamasis. IS to savo ruoztu iSplaukia, kad keliy nattraliyjy skaiciy,
nesidalijanciy i§ pirminio p, sandauga i§ p niekada nesidalija. Jokie du skirtingi pirminiai skaiciai vienas i§ kito
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nesidalija (pirminio skaiCiaus apibrézimas), tad atskiru atveju gauname tokig iSvadg: keliy (nebttinai skirtingy)
pirminiy skaiciy sandauga nesidalija iS jokiy pirminiy skai¢iy, iSskyrus sudaugintuosius.

Pavyzdziui, nedalydami skai¢iaus @ = 2-2-2-13-41-41 = 23.13-412 i§ 7 su liekana, ir taip galime biiti
tikri, kad jis i§ 7 nesidalija. Taip pat galime buti tikri, kad a nesidalija i§ 91 = 7 - 13: jei a dalytysi i§ 91,091 —i§ 7,
tai a dalytysi i§ 7. Matome, kad a dalijasi i§ 41 ir i§ 412. Ar jis gali dalytis i§ 413 ar skai¢iaus 41 dar didesnio laipsnio?
Jei dalytysi, tai turétume a = 413 - b, kur skaicius b sveikasis. Padalije $ig lygybe i$ 412, gautume 23 - 13 = 41 - b.
Si lygybeé klaidinga, nes jos desinioji pusé vis dar dalijasi i§ pirminio skaiGiaus 41, o kairioji (kaip kitokiy pirminiy
skai¢iy sandauga) nesidalija. Analogiskai jrodoma, kad a dalijasi i§ 2°(= 1), 21, 22, 23 betne i§ 2%, 25, ... ir apskritai
kad pirminiy skai¢iy sandauga, kurioje dauginamasis p sutinkamas lygiai n karty, dalijasi i§ p°, p1, p?, ..., p™, bet ne
is p™*1, p"*2 . (jskaitant atvejj n = 0). Vadinasi, jei dvi pirminiy skai¢iy sandaugos yra lygios, tai joks pirminis
skaiCius kaip dauginamasis negali buti sutinkamas vienoje i$ jy daugiau karty nei kitoje (kitaip viena sandauga dalytysi
i§ tokio pirminio skaiciaus didesnio laipsnio nei kita). Taigi lygiose pirminiy skai¢iy sandaugose kiekvienas pirminis
skaicius kaip dauginamasis pasikartoja po tiek pat karty. Tai jrodo 3 teiginj.

3 teiginys. Dvi (nebutinai skirtingy) pirminiy skai¢iy sandaugos yra lygios tada ir tik tada, kai skiriasi nebent
dauginamyjy tvarka.

Prisiminkime 1 teiginj: sudétiniai skai¢iai yra pirminiy skai¢iy sandaugos. 3 teiginys nurodo, kad kiekvienam
sudétiniam skai¢iui tokia sandauga yra vienintelé dauginamyjy tvarkos tikslumu (t. y. nekreipiant démesio ]
dauginamyjy tvarka). Turint pirminiy skai¢iy sandauga, visus vienodus pirminius skai¢ius joje galima sugrupuoti ir
uzraSyti skai¢iy laipsniais (pvz., 5-5-7 527 = 2 - 53 - 7%). Tokiu bidu gaunama kiekvieno sudétinio skaiciaus
iSraiSka skirtingy pirminiy skaiciy laipsniais — to skai¢iaus skaidinys pirminiais daugikliais (trumpinsime SPD).
Dabar galime apjungti 1 ir 3 teiginius bei taip performuluoti: kiekvienas sudétinis skaicius turi lygiai vieng skaidinj
pirminiais daugikliais dauginamuyjy tvarkos tikslumu. Sis teiginys vadinamas Pagrindine aritmetikos teorema
(trumpinsime PAT). Jo svarbg sunku pervertinti: SPD egzistavimas ir vienatis leidzia efektyviai analizuoti skai¢iy
dalumo savybes ir i$spresti jvairius skaiéiy teorijos uzdavinius.

Nagrinékime baigtinius pirminiy skai¢iy rinkinius, kuriuose elementai gali kartotis, o elementy tvarka nesvarbi.
I§ esmés Pagrindiné aritmetikos teorema nusako abipus vienareikSmyj atitikimg tarp nattraliyjy skaiciy ir tokiy rinkiniy.
Kiekvieng sudétinj skai¢iy a atitinka jo unikalus ir vienintelis rinkinys — keli (daugiau nei vienas) pirminiai skai¢iai,
kuriy sandauga lygi a. Pirminius skai¢ius atitinka rinkiniai i§ vieno skaifiaus, o ypatinggjj skaiciy 1 — ypatingasis
tuscias rinkinys (turintis 0 elementy). Formaliai galima laikyti, kad pirminiai skaiciai yra pirminiy skaic¢iy sandaugos
i$ vieno dauginamojo, o skai¢ius 1 — tokia ,,sandauga“ i$ 0 dauginamuyjy.

Skai¢iaus n SPD bendruoju atveju atrodo taip: n = pf 1p§ Z .. p,? * Ciapy, Py, ..., P — skirtingi pirminiai skaiciai
(kuriy yra k = 1), skaiciai a4, a,, ..., a; — natiiralieji. Galima neatmesti ir atvejo k = 1, a; = 1: tada skaifius n = p;
yra pirminis, ir jo skaidiniu pirminiais daugikliais laikykime jj patj (formali sandauga i§ vieno pirminio dauginamojo).
Galime pakeisti PAT formuluote, iSplésdami skaiciy, kuriems teorema teisinga, aib¢: po lygiai viena SPD turi ne tik
sudétiniai, bet apskritai visi nattiralieji n > 1. Tarkime, kad nattiraliojon > 1 SPD yran = pf 1p§ z ...p,?". Tada visi
skaiciai pf 1p§ Z .. p,f", kur kiekvienas b; yra bet koks sveikasis skai¢ius tarp 0 ir a; (imtinai), yra skai¢iaus n teigiami
dalikliai. Kity teigiamy dalikliy skaiCius n neturi (jei turéty, tai n turéty ir antrg, kitokj SPD), ir jokios dvi pf ! pg Z .. p,lz k
reik§més nesutampa (jei sutapty, tai iSraiskose nubrauke nereikalingus daugiklius p!, vélgi gautume dviejy SPD
lygybe, priestaraujancig PAT). Kadangi n teigiamo daliklio pf lpg 2 ...p,lz" iSraiskoje kiekvienas rodiklis b; gali jgyti
bet kurig i§ a; +1 reikSmiy O, 1, ..., a; nepriklausomai nuo kity rodikliy, tai skaiCius n turi lygiai
(a; + D)(ay + 1) ...(ay + 1) teigiamy dalikliy. Pavyzdziui, skai¢ius 2-53-7% turi (1+1)(3+1)(2+ 1) =24
teigiamus daliklius (ir atitinkamai dar 24 neigiamus).

9 pavyzdys. Tarkime, kad natiiraliojo n SPD yra 31990 . »3 (&ia skai¢ius p # 3 pirminis). Jrodykime, kad yra be
galo daug p reikSmiy, kurioms n visy teigiamy dalikliy suma dalijasi i§ 13, ir nustatykime 7-3ja maziausig tokia
reik§me. SkaiCiaus n teigiami dalikliai yra skai¢iai 3* - p¥, kur x =0, 1, 2, ..., 1000 iry =0, 1, 2, 3. Kai y = 0,

gauname daliklius, kuriy suma sq yra 1 + 3 + 32 + -+ + 31000 Ja galima apskaiciuoti pagal geometrinés progresijos
31001 _4

sumos formule arba pastebéjus, kad 3sy = sy — 1 + 31°°% ir todél s, = . Sudéje visus daliklius, kuriems

y=1, gauname s; =p+3-p+3%-p+--+3100.95 =g, -p. Analogiskai gauname likusiy dalikliy sumas
S, = Sg - p? ir s3 = sy - p bei visy teigiamy dalikliy suma
S=So+Ss +s,+s3=50-(1+p+p*>+p3) =

31001_4

~(1+p+p*+p°).

31001 _4

2

Jei s dalijasi i§ pirminio skai¢iaus 13, tai bent vienas i§ dauginamyjy 1 +p + p? + p3 ir sy = 5 dalijasi i§ 13
(Euklido lema). Jei skaiCius s, dalijasi i§ 13 (tokiu atveju s dalumas i§ 13 nuo p nepriklausyty), tai ir jo kartotinis
250 = 31001 — 1 dalijasi i§ 13, t. y. 31991 dalijasi i§ 13 su liekana 1. Tikrindami reik§mes 3, 32, 33, ..., pastebime,
kad 33 dalijasi i§ 13 su liekana 1. Todél 31001 = (33)333 . 32 dalijasi i§ 13 su liekana 9 (kaip skai¢ius 32). Vadinasi,
i§ 13 biitinai turi dalytis 1 + p + p? + p3. Pazymékime p = 13k + r, kur r — atitinkamos dalybos i§ 13 lickana. Sig
p iSraiska jrase reiskinyje 1 + p + p? + p? ir jj atskliaute, gauname 13 - ...+ 1 + r + 2 + 73, kur vietoj daugtaskio
yra sveikasis skai¢ius (priklausantis nuo k ir ). Taigi i§ 13 turi dalytis 1 + 7 + 72 + r3. Patikrine visas galimas
liekanos reikSmes r = 0, 1, ..., 12, gauname: tinka visi pirminiai p # 3, kurie dalijasi i§ 13 su lickana 5, 8 arba 12.
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Tinkamy p reik8miy yra be galo daug, nes aritmetinése progresijose 5, 18, 31, ...; 8, 21, 34, ...; 12, 25, 38, ... yra

po be galo daug pirminiy skaiciy (Dirichlé teorema). Tai ir reikéjo jrodyti. RaSydami didéjimo tvarka trijy progresijy

narius (prie 5, 8, 12 vis pridedame po 13) ir pabraukdami tik tuos, kurie yra pirminiai, nustatome 7-3jj tinkama p:
5,8,12,18, 21, 25, 31, 34, 38, 44, 47, 51, 57, 60, 64, 70,73, 77, 83, 86, 90, 96, 99, 103, 109, ....

Atsakymas. p = 109.

Pastaba. Pavyzdyje gavome, kad 31990 - p3 teigiamy dalikliy suma yra skai¢iaus 31990 tokiy dalikliy sumos s ir
skaiGiaus p? tokiy dalikliy sumos 1 + p + p? + p® sandaugai. Sj désninguma galima apibendrinti: jei natiraliojo
n > 1 SPD yra pflpgz pzk, tai uzrase¢ kiekvieno laipsnio piai teigiamy dalikliy suma 1 + p; + p? + - + piai, Sias
sumas sudauging ir sandaugg pilnai atskliaute, gausime sandaugy pf 1p§ Z .. p,f" — skai¢iaus n visy teigiamy dalikliy —
suma. Pavyzdziui, skai¢iui n=12375=3%2-53-11 sandauga (1+3+9)(1+5+25+125)(1+11) =
=13-156 - 12 = 24 336 yra skaiCiaus n teigiamy dalikliy suma, nes trijy sumy sandaugoje visais jmanomais btidais
imant po vieng skaiciy i§ pirmosios, antrosios ir treciosios sumos, trijy skaiciy sandaugos yra visi jmanomi teigiami n
dalikliai: 1-1-1,3-53-1,3%2-5% .11 irt. t. Jdomu, kad panagiai galima mastyti ir apie kai kurias begalines sumas
bei sandaugas. Pavyzdziui, skaiCiy %, karn=1,2,3,..,sumaS =1+ % + % + 1—16 + .- gaunama, sudauginant visas
jmanomas (geometriniy progresijy) sumas 1 + piz + % + % + -+, kur skaiCius p pirminis. Taigi $iy sumy, kuriy

e 1 p? pp ..
reikSmés yra — = = begaliné sandauga

22 33 55 77 11-11
1 p?-1  (p-1)-(p+1)

13 24 46 68 1012

... lygi begalinei sumai S. Savo
ruoZtu yra jrodyta, kad S = %2, kur m = 3,14... yra garsioji geometrin¢ konstanta!
ANTROJI UZDUOTIS
1. Patikrinkite, kad intervale (2015; 2035) trys skai¢iai yra pirminiai, o like 16 sveikyjy skai¢iy jame yra sudétiniai.

2. Duota, kad kazkurie du i§ skai¢iy a; = 211999 — 1, q, = 211213 — 1, q, = 211213 1 @, = 4211213 — 1,
as = 2162 + 2111210 g =216 4+ 1, a, =28 + 1 yra pirminiai. Likusiems penkiems skai¢iams nustatykite
po tikrinj daliklj ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai (dviejy pirminiy skai¢iy nenagrinékite).

3. Skai¢iams a; = 2373913 — 10817, q, = 233913 4 10718, a; = 81815 + 25-108'* nustatykite po tikrinj
dalikl;j ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai. Uzuomina. Vienam i$ skaiCiy pritaikykite 4 pavyzdzio idéjas.

4. Nustatykite visas galimas pirmines |f(n)| reikdmes, kai skai¢ius n sveikasis ir f(n) =n3—n? —7n + 3.
Uzuomina. Atspékite daugianario f(n) sveikaja Sakn;.

5. SkaiCius n sveikasis. Nustatykite visas galimas pirmines |f(n)| reikSmes ir visas atitinkamas n reikSmes, kai
a) f(n) = 100...0729, &ia tarp 1 ir 7 yra 6n — 3 nuliy, n = 1; b) f(n) = n* + n3 — 6.

6. Raskite nattiraliuosius k ir [, mazesnius uz 929, kuriems 350k dalijasi i§ (pirminio) skaiCiaus 929 su liekana 1,
0 350! — su liekana 79.

7. Nagrinékime aritmeting progresija 1, 7, 13, ....
a) Irodykite, kad joje yra be galo daug nariy, turin¢iy daugiau nei 6 teigiamus daliklius.
b) Nustatykite, kiek daugiausiai Sioje progresijoje yra i$ eilés einanciy nariy, kurie yra pirminiai skaiciai.

8. Nesinaudodami Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas, jrodykite: aritmetinéje progresijoje 5, 11, 17, ...
yra be galo daug pirminiy skaiciy.

9. Natiraliojo skaiiaus n SPD yra 5%°0 . p? (&ia skai¢ius p # 5 pirminis). Jrodykite, kad yra be galo daug p
reikSmiy, kurioms skaiciaus n visy teigiamy dalikliy suma dalijasi i§ 7, ir raskite 9-3j3 maZziausig tokig reikSme.

10. Nataralusis skai¢ius m vadinamas tobulu, jei jo visy teigiamy dalikliy, i§skyrus patj m, suma s(m) lygi m.
Pavyzdziui, skai¢ius m = 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 yra tobulas. Nagriné¢kime skaicius n = 2% - p, kur skaicius
a natiiralusis, o skaiCius p > 2 pirminis. Nustatykite ketvirtajj maziausig tokj skai¢iy n, kuris yra tobulas.
Uzuomina. Uzrasykite n = 2% - p teigiamy dalikliy sumos s(n) + n formulg. Pritaikykite jg atveju, kai n tobulas.

UZduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2025 m. vasario 18 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy matematiky
mokykla, Matematinio $vietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225
Vilnius. Miisy mokyklos interneto svetainés adresas: https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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