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Sveikyjy skaiCiy laipsnius a™ (su nattraliuoju rodikliu n) ir reiSkinius su Siais laipsniais
nagrinésime jy dalumo savybiy pozidriu. Lygybé (—a)™ = (—1)™ - a™ parodo, kad daugeliu atveju
pakanka nagrinéti natiiraliojo skaiciaus a atvejj.

Dalyba su liekana. Nagrin¢kime bet kokius sveikajj skai¢iy a ir natiiralyjj skaiciy b. I$ a atimant
arba prie a pridedant b bet kiek karty, gaunami visi jmanomi skaiciai a — bk, kur skai¢ius k sveikasis.
I intervalg [0; b) visada patenka lygiai vienas toks skai¢ius 7 = a — bq. Sio r bei atitinkamo sveikojo
skaiCiaus g radimas vadinamas skaiciaus a dalyba iS skaiiaus b su liekana. SkaiCius g vadinamas
Sios dalybos dalmeniu, o skai¢ius 7 — jos liekana. Turime lygybe a = bq + r, kur r yra vienas i§
skaic¢iy 0, 1, 2, ..., b — 1. Pavyzdziui, jei a = 775 ir b = 11, tai intervale [0; 11) atsidursime,
q = 70 karty 1§ a atéme b. Taigi padalijus 775 1§ 11 su liekana, gaunamas dalmuo g = 70 ir lickana
r=775—11-70 = 5. Jei vietoj 775 imsime a = —775, tai prie a turésime 71 kartg pridéti b, kad
gautume liekang r = (—=775) — 11 - (=71) = 6 (ir dalmenj g = —71). Bendruoju atveju pasirinkus
bet kurig reikSme r = 0, 1, 2, ..., b — 1, visi skai¢iai bk + r, kur skaiCius k sveikasis, dalijasi i§ b su
ta pacia liekana r. Kai sveikieji skaiciai skiriasi per nattiraliojo b kartotinj, tai dalijasi i§ b su ta pacia
liekana. Pavyzdziui, i§ 11 su liekana 6 dalijasi skaiciai ..., —27, =16, =5, 6, 17, 28, 39, 50, 61, ....

Sveikyjy skai¢iy a, ir a, sumoje pakeite skaiiy a; ] jo dalybos i§ natiiraliojo b lickang
. = a; — bq4, pakeisime sumg per b kartotinj bq4, taigi nepakeisime sumos dalybos i§ b liekanos.
Ta patj galima pasakyti apie sveikyjy skai¢iy skirtuma: norint rasti a; — a, dalybos i$ b lickana, tiek
a4, tieck a, galima pakeisti jy atitinkamomis lickanomis. Lygybé (bq; + 11)a, = b - (q1a;) + ra,
panasiai parodo, kad sveikuosius skaiCius galima keisti jy dalybos i§ b liekanomis, nagrin¢jant
sandaugg. Pavyzdziui, dalijant skai¢iy a = 1250? - 547 + 7426 — 6173 i3 13 su liekana, pakanka
i§ 13 su liekana padalyti skai¢ius 1250, 547, 7426, 617 ir juos pakeisti atitinkamomis liekanomis:

1250 =13-96+ 2, 547 =13-42+1, 7426=13-571+3, 617 =13-47 +6;

12502 - 547 + 7426 — 6173 = 22 - 1 + 3 — 63 (mod 13).
Cia uzradas u = v (mod m) — lyginys moduliu m — reiskia, kad u ir v dalijasi i§ m su ta pa¢ia
liekana (skiriasi per m kartotinj). Ji skaitome ,,u lygsta v moduliu m*. Kaip ir lygybiy atveju, galima
rasyti nenutriikstamg lyginiy moduliu m seka:
22.143-6=-209=(-1)-(13-16+1)=(-1)-1= -1 =12 (mod 13).
Taigi pradinis skaiCius a, kaip ir skaiciai, kuriais jj pakeitéme, dalijasi i§ 13 su liekana 12.

1 pavyzdys. Raskime tre¢iajj maZiausia natiiralyjj x, kuriam skai¢ius 784 565°¢°> 487 + x dalijasi

i§ 12. Tam raskime a = 784 565°°5 487 dalybos i3 12 liekang:

784 565 = 12 - 65 380 + 5, a = 5°°°487 (mod 12).

Cia laipsnio pagrinda 784 565 galime suprastinti moduliu 12, nes kélimas laipsniu reiskia kartotine
daugyba: turime 565 487-is dauginamuosius, lygius 784 565, kuriy kiekvieng galime pakeisti
dalybos liekana 5. Taciau taip pat suprastinti rodiklj 565 487 biity klaida. Vietoj to pastebékime, kad
52 = 1 (mod 12) ir todél a = (52)282743 .5 = 1282743 . 5 = 5 (mod 12). Vadinasi, a + x dalijasi
i§ 12 (su liekana 0) tada ir tik tada, kai i§ 12 dalijasi 5 + x,, kur x, yra x dalybos i§ 12 liekana. Tinka
tik xo = 7. Trys tokie maziausi natiiralieji skai¢iai x yra7, 7+ 12 =19 ir 7+ 12 -2 = 31.

Atsakymas. x = 31.

2 pavyzdys. Raskime didZiausia natiiralyjj trizenklj x, kuriam 744**° — x dalijasi i§ 27.
Pazymékime a = 74*°°. Tada 74 = 20 (mod 27) ir a = 20%*° = (=7)***° = 7% (mod 27).
Cia 20 verta pakeisti su $ia lickana i§ 27 besidalijan¢iu skai¢iumi 20 — 27 = —7, nes 7 < 20.
Minusas prie 7 prapuola, nes laipsnio rodiklis 443° yra lyginis. Toliau i$ eilés tikrinkime septyneto
laipsniy 7, 72, 73, ... dalybos i§ 27 liekanas. Cia, pavyzdziui, nusta¢ius, kad 7* = 25 (mod 27),
tiesiogiai apskaiciuoti 7° reik§me ir dalyti ja i§ 27 nebiitina. Vietoj to turime

7°=7%.7=25-7=(-2)-7 =—14 = 13 (mod 27),
toliau analogiskai 76 =7°-7 =13-7 =91 = 10 (mod 27), irt.t.
Taip gauname, kad 7° = 1 (mod 27) (tesdami parodytus veiksmus, patikrinkite savarankiskai!). Jei
rodiklis 443° dalytysi i§ 9, tai i§ karto gautume a = (7°)~ = 1~ = 1 (mod 27). Nors situacija
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sudétingesné, vis tieck méginkime pasiremti gauta parankia skaic¢iaus 7° liekana 1. Tam raskime
rodiklio 443° dalybos i3 rodiklio 9 lickang: 44 = —1 (mod 9), todél 443° = (—1)3° = 1 (mod 9).
Tegu 443° = 9k + 1 (skai¢ius k natiiralusis). Tada a = 7°%*1 = (7°)% .7 = 1¥ . 7 = 7 (mod 27).
Taigi vietoj a — x galime nagrinéti 7 — x,, ir ¢ia x dalybos i§ 27 liekana x, turi biiti lygi 7.
Didziausias trizenklis skai¢ius 999 dalijasi i§ 27 su liekana 0. Vadinasi, su liekana 7 i§ 27 dalijasi
skaicius 1006, o didziausias toks trizenklis skai¢ius yra 1006 — 27 = 979.

Pabrézkime, kad 7444°° = 74(44°°) = (7444)30 = 741320 J¢; &ia nagrinétume (7444)3° — x, tai
sprendime gautume 1320 = 6 (mod 9), o tada a = 7° = 10 (mod 27) bei atsakymg x = 982.

Atsakymas. x = 979.

Laipsniai ir dalybos liekana 1. [Snagrinétame 2 pavyzdyje buvo svarbu rasti skaiciaus 7 laipsnj,
kuris dalytysi i$ 27 su liekana 1. Jj radome tikrindami visus skai¢iaus 7 laipsnius (su natiiraliaisiais
rodikliais). Mums pasiseké, kad tiko jau 7° ir neteko tikrinti ilgiau. Ar galima tikrinimo i$vengti?
Kodél apskritai galime biti tikri, kad liekang 1 jmanoma gauti? Cia padeda teoremos, kurios nusako
nattiralyjj n, kuriam duoto tinkamo sveikojo skai¢iaus a laipsnis a™ garantuotai dalijasi i§ duoto
natiiraliojo m su liekana 1. Pirmoji i§ jy nusako atvejj, kai skaicius m pirminis.

1 teiginys. Tarkime, kad sveikasis skai¢ius a nesidalija i§ pirminio skai¢iaus p. Tada a?~1 — 1
dalijasi i$ p.

Irodymas. Kadangi joks i§ skaiCiy 1, 2, 3, ..., p — 1 nesidalija i$ p, kaip ir skai¢ius a, tai ir
aritmetinéje progresijoje a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a joks narys nesidalija i§ p. Analogiskai i$ p nesidalija
ir jokiy dviejy progresijos nariy ia ir ja, kur i # j, skirtumas (i — j)a, nes tai yra a sandauga su
skai¢iumi i — j, kuris lygus vienam i$ skai¢iy +1, +2, +3, ..., +(p — 2). Todél dalijant nagrinéjamos
progresijos narius i§ p, visos gaunamos atitinkamos liekanos 7y, 15, 73, ..., 7,—; yra nenulings ir
skirtingos. Nenuliniy dalybos i§ p liekany teéra p — 1, tod¢l liekanos 7y, 75, 73, ..., 7,4 turi biti tam
tikra tvarka suraSytos visos galimos nenulinés liekanos 1, 2, 3, ..., p — 1. Vadinasi,

a-2a-3a-...(p—Da=r-r 13 . 14,=1-2-3-..-(p—1) (modp),
aPlp-D'=(@-1! (modp), aPlp-D'—(p—-1D!=((p—-1)(aP!-1)dalijasiisp.
Vélgi, skaic¢iai 1, 2, 3, ..., p — 1 nesidalija i$ p, todél nesidalija ir jy sandauga (p — 1)!. Skaicius
aP~1 — 1 dalijasi i§ p, nes priesingu atveju i§ p nesidalyty sandauga (p — 1)! (a?~! — 1). Tai ir
reikéjo jrodyti. m

Irodytas teiginys vadinamas MaZaja Ferma teorema (pranciizy matematikas Pierre de Fermat,
1601-1665; yra ir kita jo vardo teorema, vadinama didzigja arba paskutinigja). DaZznai naudojama jos
alternatyvi formuluoté, pasalinant salyga, kad a dalijasi i§ p: jei skaiCius p pirminis, tai a? —a
daljjasi i§ p kiekvienam sveikajam a (net nesidalijan¢iam p — juk 1§ p visada dalijasi vienas i$
sandaugos a - (a?~! — 1) dauginamyjy).

Salyga, kad p yra pirminis skaiCius, teoremoje esminé. [rodyme ja rémémes, kelis kartus
pasinaudoje tokia pirminiy skaiCiy savybe, skiriancia juos nuo kity nattraliyjy skaiciy: jei keli
sveikieji skai¢iai nesidalija i§ pirminio p, tai nesidalija ir jy sandauga. Si savybé taip pat
formuluojama dviem ar keliems skai¢iams ,,atbulu* biidu: jei sveikyjy skai¢iy sandauga dalijasi i8 p,
tai dalijasi bent vienas 1§ dauginamyjy. Ji vadinama Euklido lema (senovés graiky matematikas
Euklidas Aleksandrietis, apie 300 m. pr. Kr.) ir yra stipriai susijusi su dar vienu teiginiu — Pagrindine
aritmetikos teorema: kiekvienas natiiralusis skaiCius n > 1 uzZraSomas pirminiy skaiciy sandauga
lygiai vienu biidu (nekreipiant démesio j dauginamuyjy tvarkg). Cia pirminiai skai¢iai sandaugoje
nebiitinai skirtingi. Be to, leidziamos sandaugos 1§ vieno pirminio dauginamojo (lygios jam paciam).

Du sveikieji skaiCiai, neturintys bendro daliklio, didesnio uz 1, vadinami tarpusavyje
pirminiais. Tarkime, kad kiekvienas i$ nattiraliyjy skaiciy b4, b,, bs, ..., by, 18skyrus nebent b;, yra
tarpusavyje pirminis su natiiraliuoju m. Tarkime, kad m ir sandauga B = b,b,b; ... by turi bendrg
dalikli d > 1 (taigi néra tarpusavyje pirminiai). Tada b;b,b; ... b, = dc (skaiCius ¢ nattralusis).
Abiejose lygybés pusése vietoj kiekvieno dauginamojo galima jraSyti jam lygig pirminiy skaiciy
sandaugg arba skaiCiy 1, ir tada abiejose lygybés pusése turi biti tie patys pirminiai skaiciai, gali
skirtis nebent jy tvarka (Pagrindiné aritmetikos teorema). Pirminiai skaiCiai, jraSyti vietoj d, yra
skai¢iaus m dalikliai, todél gali biiti nebent vietoj b; jrasytoje iSraiSkoje. Tada b; dalijasi i§ d, tad
néra tarpusavyje pirminis su m. Jei atskiru atveju d = m (t. y. B dalijasi i§ m), tai b, dalijasi i§ m.
Vadinasi, jei natiiraliyjy skaic¢iy sandaugos kiekvienas dauginamasis, nebent iSskyrus vieng, yra
tarpusavyje pirminis su duotu nattiraliuoju m, o tas likes dauginamasis nesidalija i§ m, tai ir visa
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sandauga i§ m nesidalija. Be to, jei ir tas likes dauginamasis yra tarpusavyje pirminis su m, tai tokia
yra visa sandauga. Sias i§vadas lengva apibendrinti sveikiesiems (nebiitinai natiraliesiems)
skai¢iams. Jas vietoj Euklido lemos naudojant Mazosios Ferma teoremos jrodyme, gaunamas
teoremos apibendrinimas, kai vietoj pirminio p imamas nattiralusis m.

IS tiesy, tarkime, kad m > 1 ir a yra tarpusavyje pirminiai sveikieji skai¢iai. Mazosios Ferma
teoremos jrodyme i§ a padauginkime ne 1, 2, 3, ..., p — 1, o natiiralivosius skai¢ius nuo 1 iki m,
tarpusavyje pirminius su m. Juos pazymékime t,, t,, ts, ..., t;. Tada kiekviena gautoji sandauga t;a
yra tarpusavyje pirminé su m. Tokia yra ir t;a dalybos i§ m liekana r; (pamastykite kodél!). Toliau
kaip ankstesniame jrodyme pastebime, kad dviejy skirtingy sandaugy skirtumas (tl- - tj)a nesidalija
1§ m ir todél liekanos 7; yra skirtingos bei tiesiog yra tam tikra tvarka suraSyti pradiniai skaiciai
ty, ty, t3, ..., tx. Pagaliau analogiskai nagrinédami sandaugy t;a sandauga moduliu m, gauname:
tityts ..t (ak — 1), taigi ir a¥ — 1 dalijasi i§ m.

Kiekvienam natiiraliajam m atitinkamg k — su m tarpusavyje pirminiy natiiraliyjy skaiciy nuo 1
iki m kiekj — pazymékime ¢ (m). Maziausioms m reik§Sméms skaiciy t; aibés i§ eilés lygios
{13}, {1}, {1,2},{1,3},{1,2,3,4}, {1,5}, {1, 2,3,4,5,6}, {1,3,5,7}, {1, 2,4,5,7,8}, {1,3,7,9}, ...
Taigi turime reikSmes (1) = (2) =1, ¢(3) = p(4) = @(6) =2, ¢(5) = p(8) = p(10) = 4,
@(7) = 9(9) = 6, .... Visose aibése yra skaicius 1, tad kiekvienam natiiraliajam m priskiriama
reik§mé ¢@(m) natoralioji. Gauname funkcijg ¢ : N - N, vadinamg Oilerio funkcija (Sveicary
matematikas Leonhard Euler, 1707-1783). Pagaliau galime suformuluoti Oilerio teorema —
Mazosios Ferma teoremos apibendrinimg, kurio jrodyma aptaréme.

2 teiginys. Tarkime, kad m > 1 ir a yra tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiciai. Tada skai¢ius
a?™ — 1 dalijasi i§ m.

Si teorema teisinga ne tik aptartu atveju m > 1, bet ir trivialiu atveju m = 1. Jei skai¢ius m = p
pirminis, tai su juo tarpusavyje pirminiai visi sveikieji skaiciai, nesidalijantys i§ p (prisiminkime
pirminio skai¢iaus apibrézimg). Nuo 1 iki m tai skaiCiai {tq, t5, t3, ..., t .} = {1, 2,3, ..., p — 1}, taigi
Siuo atveju @(m) = p — 1, ir gauname Maz3ja Ferma teorema kaip atskirg Oilerio teoremos atvejj.

Oilerio teoremoje salyga, kad a ir m yra tarpusavyje pirminiai, esminé: prieSingu atveju jie turi
bendra daliklj d > 1, i$ kurio dalijasi visi a laipsniai a, a2, a3, .... Tada joks skai¢ius a — 1, a? — 1,
a® — 1, ... nesidalija nei i§ d, nei tuo labiau i§ d kartotinio m. Vadinasi, sekoje a, a?, a3, ...i§ m su
lickana 1 nesidalija ne tik a®™, bet ir apskritai joks narys. Tuo tarpu jei a yra tarpusavyje pirminis
su m, tai tinkamy sekos nariy esama be galo daug: tai ne tik a®™ pet ir q2?M g3¢M)  Net ir
a®™ neprivalo biti pirmasis toks narys: 2 pavyzdyje matéme, kad tinka a°, kai a = 7, m = 27,
nors Oilerio teorema mums nurodo, kad tinka a®???) = 18,

Jei bendruoju atveju a® = 1 (mod m) (skai¢iai m ir k natiiralieji, skai¢ius a sveikasis), tai
a' = a'** = a¢*?* = .., (modm) kiekvienam sveikajam i > 0. Gauname i§vada: jei sekoje
a, a?, a®, ... nariy a’ ir @’ rodikliai skiriasi per natiiraliojo skai¢iaus k kartotinj (t. y. i ir j dalijasi
i§ k su ta pacia lickana), kur a® = 1 (mod m), tai a' ir a’ dalijasi i§ m su ta padia lickana. Atskiru
atveju a' dalybos i§ m liekana nepakinta, pakeigiant natiiralyjj i jo dalybos i§ tokio k lickana.

9
3 pavyzdys. Nustatykime, su kokia lickana skai¢ius 6559°°*° + 265" dalijasi i§ 29. Atskirai

o g 2025955 732 s .. v e oy - g qes
nagrinékime a; = 6°°° ir a, = 265" Skai¢ius 29 pirminis, o skaiciai 6 ir 26 i3 jo nesidalija.

Todél 628 = 2628 = 1 (mod 29), ir rodiklius by = 5592°25°* ir b, = 5732 galima prastinti
moduliu 28, t. y. pakeisti jy dalybos 1§ 28 liekanomis. Suprastinti b; gana lengva:

559 =27 = —1 (mod 28), b, = (—1)2925"° = —1 = 27 (mod 28),  a, = 627 (mod 29).
Toliau skai¢iy 627 galima suprastinti moduliu 29, keliais veiksmais maZinant laipsnio rodikl;:

a, =627 =216° =13 =169* - 13 = 24* - 13 = (-5)*- 13 = 8125 = 5 (mod 29).
Prastindami rodiklj b, pasinaudokime tuo, kad laipsnio 5732 pagrindas 5 yra tarpusavyje pirminis su
28 = 22 - 7 (nesidalija nei i§ 2, nei i§ 7). Galioja Oilerio teorema: nuo 1 iki 28 yra 12 natiiraliyjy
skai¢iy, kurie nesidalija nei i$ 2, nei i§ 7, todél @(28) = 12 ir 52 = 1 (mod 28). Turime

732 =0(mod 12), b, =5°=1(mod28), a, =26= 26 (mod 29).
Vadinasi, a; + a, =5+ 26 = 31 = 2 (mod 29).
Atsakymas. 2.
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4 pavyzdys. Nustatykime, su kokia liekana 312655 + 172899°% 1 2027 dalijasi i§ 81. Su
81 = 3* tarpusavyje pirminiai yra tie sveikieji skai¢iai, kurie nesidalija i§ 3. Nuo 1 iki 81 i§ 3 dalijasi
kas treCias natiiralusis skaiCius, todél tokiy skai¢iy yra 81:3 = 27. Taigi ¢(81) =81 — 27 = 54.

3126 dalijasi i$ 3, tad skaiciui a; = 3126559"*"" Oilerio teoremos nepritaikysime. To ir nereikia:
laipsnio pagrindas dalus i 3, todél a, dalijasi i§ trejeto didelio laipsnio (i§ 3° 597201), tuo labiau i§ 3.

Skaidius 17 i§ 3 nesidalija, todél taikome Oilerio teorema laipsniui a, = 172809*%:

2809 = 1 (mod 54), 2809%%° = 128° = 1 (mod 54), 1728°°"” = 17" = 17 (mod 81).

Skaidius 20 i§ 3 nesidalija, todél pagal Oilerio teorema laipsnio az = 202" rodiklj 273 galime
suprastinti moduliu 54. Laipsniui 273 vél biity galima taikyti Oilerio teorema, ta¢iau jo pagrindas 2
néra tarpusavyje pirminis su 54 = 2 - 27. Visgi jis yra tarpusavyje pirminis su 27. Analogiskai kaip
¢ (81) reikSme, gauname ¢(27) = 27 — 9 = 18. Tada 736 = 16 (mod 18), 2736 = 216 (mod 27).
Toliau gauname 216 = 323 .2 =53 .2 = 250 = 7 (mod 27). Taigi skai¢ius 273° dalijasi i§ 27 su
liekana 7 ir priklauso progresijai 7, 7 + 27, 7 + 2 - 27, ..., kurig galima 1$skaidyti | dvi progresijas
pagal dalumg i$ 54: nelyginiai skaiciai 7, 7+ 2 -27, 7+ 4 - 27, ... dalijasi i§ 54 su liekana 7, o
lyginiai skaiiai 34, 34 + 2 - 27, 34 + 4 - 27, ... dalijasi i§ 54 su lickana 34. Skai¢ius 273° lyginis,
todél 2736 = 34 (mod 54), a; = 203* = 40017 = 767 = (—5)'7 (mod 81) ir

as; = (—25)-31253 = (—25)-473 = (—1) - 2595575 = —11 = 70 (mod 81).
Tadaa; +a,+a; =0+ 17 + 70 = 87 = 6 (mod 81).

Atsakymas. 6.

QOilerio funkcija. Remiantis Pagrindine aritmetikos teorema, kiekvienas natiiralusis m > 1
uzrajomas israiska p; 1 p, 2 ps° ... Dok, KUr py, Py, P3s - i (Sia k = 1) yra skirtingi pirminiai skaiciai,
o rodikliai a4, a,, as, ..., a, yra natiiralieji. Be to, tokig iSraiSkg — skaidinj pirminiais daugikliais —
skai¢ius m turi vienintele (nekreipiant démesio j dauginamyjy tvarkg). Skaiciai p4, p,, p3, ..., Px yra
visi pirminiai m dalikliai (kity néra pagal Euklido lema). Jei sveikasis n yra tarpusavyje pirminis su
tokiu skai¢iumi m, tai nesidalija i$ jokio p;. Kita vertus, jei n néra tarpusavyje pirminis su m, tai jie
turi bendrg dalikl] d > 1, kuris (btidamas pirminiy skai¢iy sandauga) turi pirminj daliklj p, 1§ kurio
tada dalijasi m ir n. Kadangi i$ p dalijasi m, tai p sutampa su vienu i$ p;. Vadinasi, sveikieji skaiciai,
tarpusavyje pirminiai su nattiraliuoju m, yra visi sveikieji skaiciai, nesidalijantys i§ jokio pirminio
skai¢iaus, kuris yra m skaidinyje pirminiais daugikliais. Sia i§vada jau neju¢ia naudojomés
pavyzdziuose: skaiiai, tarpusavyje pirminiai su 28 = 22-7 arba su 81 = 3* — tai skaiGiai,
nesidalijantys atitinkamai i§ 2 ir 7 arba i§ 3. Sis pastebéjimas pravers, gaunant Oilerio funkcijos
formule, leidziancig tiesiogiai neskaiciuoti, keli skai¢iai nuo 1 iki m yra tarpusavyje pirminiai su m.

5 pavyzdys. Nustatykime, kaip susijusios reik§més @(m) ir ¢(5m), kai m > 1 yra bet koks
nattralusis skaicius. Nuo 1 iki m yra ¢ (m) nataraliyjy skaiciy, tarpusavyje pirminiy su m, t. y. tokiy,
kurie nesidalija 1§ pirminiy skaiCiy, esanciy skaiiaus m skaidinyje pirminiais daugikliais
(trumpinsime — SPD). Nuo 1 iki 5m analogiskai yra ¢ (5m) nattraliyjy skaiciy, kurie nesidalija i$
pirminiy skai¢iy, esan¢iy skai¢iaus 5m SPD. Natiraliuosius skai¢ius nuo 1 iki 5m iSskaidykime i 5
aibes: nuo 1 iki m, nuo m + 1 iki 2m, nuo 2m + 1 iki 3m, nuo 3m + 1 iki 4m, nuo 4m + 1 iki 5m.
Pasirinkus bet kurj skaiciy r i§ pirmosios aibé¢s, skai€iair, r + m,r + 2m, r + 3m, r + 4m arba visi
turi pirminj daliklj i§ m SPD, arba visi neturi. Todél penkiose aibése yra po ¢ (m) skaiciy, tarpusavyje
pirminiy su m, o i$ viso jy gauname 5¢(m). Toliau yra dvi galimybés: arba pirminis skai¢ius 5 yra
skai¢iaus m SPD skaidinyje, arba néra. Pirmuoju atveju su m ir su 5m tarpusavyje pirminiai yra tie
patys skaiéiai, ir ¢(5m) = 5¢(m). Skai¢iuodami ¢@(5m) antruoju atveju, dar turime papildomai
atmesti tuos 18 skai¢iy 5,5 2,5 - 3, ..., 5m, kurie yra tarpusavyje pirminiai su m (bet ne su 5m, nes
dalijasi i§ 5). Tai tie skai¢iai 5a, kur a = 1, 2, 3, ..., m yra tarpusavyje pirminis su m. Tokiy a yra
@(m), todél $iuo atveju @(5m) = 5¢(m) — ¢(m) = 4¢p(m). Taigi zinodami, kad ¢(28) = 12,
gauname @(140) =4-12 =48, @(700) =5-48 =240, @(3500) =5:240=1200 ir
apskritai @(28-5") =124 -5""1 (kiekvienam natiiraliajam n).

Atsakymas. @(5m) = 5¢(m), kai m dalijasi i§ 5, ir ¢(5m) = 4¢(m) prieSingu atveju.

5 pavyzdyje vietoj @(5m) imdami @(pm), kur skaiius p — bet koks pirminis, analogiSkai
irodytume, kad ¢ (pm) = pe(m), kai m dalijasi i$ p, ir ¢(pm) = (p — 1)p(m) priesingu atveju.
Tada @(m-p™) =@@m) - (p—1)-p* 1 =¢@(m)  (p" —p™ ') kiekvienam natiiraliajam n, kai



nattralusis m > 1 nesidalija i§ p. Be to, §i formulé teisinga, ir kai m = 1, pagal ¢(p) =p—1ir
(@™ = p(p) -p" ! =p™ — p™ ! (kain > 1). Taip gauname bendrajg Oilerio funkcijos formule.

ISvada. Tarkime, kad nattiraliojo m > 1 skaidinys pirminiais daugikliais yra pf 1p22pg 3 .p,fk.

Tada p(m) = (p" —py" ) (ps* — 03" )(P5° = 15° ) - (" =2 ).

Taigi, pavyzdziui, (,0(22 7) = (22 -2)(7 - 1) =12, (7% = 74 73 = 2058, ¢(3-73) =
=B-1(73-1) =144, ¢(73-11%2-29) = (73 — 72)(112 —11)(29 — 1) =905 520, .... Bet
(9" #9*—93 ir (3-91) # (3 —1)(91 — 1) (skai¢iai 9 ir 91 ne pirminiai). I3 tiesy ¢ (9*) =
=3%-37 ir ¢(3-91) =B —-1)(7—1)(13—1). Taip pat @(32-3°) # (32 -3)(3°—3%)
(SPD pirminiai skai€iai p; turi biiti skirtingi). Taikant Oilerio funkcijos formulg, reikia gauti m SPD.

6 pavyzdys. Apskaiciuokime a) visas galimas @(75m) : ¢ (m) reikSmes; b) ¢ (579 768).

a) Kadangi 75 = 3 - 5 - 5, tai ¢(75m) gauname i$ ¢ (m), daugindami i§ 2 arba 3 (priklausomai
nuo to, ar m dalijasi i§ 3),tadai§ 4 -5 = 20 arba 5 - 5 = 25 (priklausomai nuo to, ar m dalijasi i§ 5).

b) Isskaidykime skaic¢iy m = 579 768 pirminiais daugikliais, vis dalydami i§ pirminiy skaiéiy
2, 3,5, ... (jei dalijasi be lickanos). Pirmiausiai kartotinai dalykime i$ 2, kol tai jmanoma, tada i§ 3
irt.t.. 579768 : 2 =289 884, 289884 : 2 = 144 942, 144942 : 2 = 72 471 (nesidalija i$ 2),
72471 :3 = 24157 (nesidalijai$ 3,18 5), 24 157 : 7 = 3451, 3451 : 7 = 493 (nesidalijais 7,
i§ 11, 1§ 13), 493 :17 = 29 (gautas skaiCius pirminis). Vadinasi, m =23-3-7%2-17-29 ir
p(m)=4-2-42-16-28 = 150 528.

Atsakymas. a) 40, 50, 60, 75; b) 150 528.

Primityvioji Saknis. Tarkime, kad sveikasis skaiCius a nesidalija i§ pirminio skaiciaus p. Seka
a, a?, a3, ... nagrinékime moduliu p, t. y. dalybos i§ p liekany poZiiiriu. Jei dvi liekanos sutampa,
t.y. jei a'=a’ (modp), i<j, tai @/ —a' =a'(a’' —1) dalijasi i§ p. Tada i§ p dalijasi
a/~t—1, o a’~! dalijasi i§ p su liekana 1. Cia j — i < j, todél kol sekoje a, a?, a3, ... negausime
liekanos 1, jos nariy dalybos i$ p liekanos negali sutapti. Tegu k yra maZziausias nattiralusis skaicius,
kuriam a® = 1 (mod p) (egzistuoja pagal MaZajq Ferma teorema). Jis vadinamas skaiciaus a eile
moduliu p. Tada skai¢iy a, a?, a3, ..., a® dalybos i3 p lickanos yra k skirtingy skai¢iy. Toliau
liekanos periodiékai kartojasi: a***=a-a¥=a-1=a (mod p) panas1a1 a®*? = g2 (mod p),
a®*3 = a3 (mod p), ir t. t. Negausime kity liekany nei skai¢iy a, a?, a® a® liekanos. Vadinasi,
skaiCiaus a laipsniai moduliu p generuoja tiek skirtingy liekany, kokla yra a eilé moduliu p. Su
liekana 1 i§ p dalijasi tik laipsniai a®, a?*, a3, ... (¢ia rodikliai yra k kartotiniai). Tarp jy yra a?~!
(Mazoji Ferma teorema). Vadinasi, skai¢iaus elle k moduliu p visada yra skaiciaus p — 1 daliklis, ir
k < p — 1. Pavyzdziui, skaiciaus 3 laipsniai i$ eilés generuoja dalybos i§ 11 liekanas 3,9, 5, 4, 1, 3,
9,5,4,1, .. (Ca, pvz.,3* =33-3=5-3 =15 = 4 (mod 11)). Taigi skai¢iaus 3 eilé moduliu 11
yra 5. Nors ji nesutampa su 11 — 1 = 10, bet yra 10 daliklis. Zinoma, tada eilé¢ moduliu 11 lygi 5 ir
skai¢iams 3 + 11 = 14, 14 + 11 = 25, 3 — 11 = —8 irt. t. Tuo tarpu skaiciaus 2 (tuo paciu skaiciy
24, =9 irt. t) eilé moduliu 11 lygi 10 (yra maksimali). Skaicius 55 eilés moduliu 11 apskritai neturi
(dalijasi 1§ 11), o jo eilé moduliu 13 yra tokia pati kaip skaiciaus 55 — 4 - 13 = 3 (Si eilé lygi 3).

Pastaba. Vietoj pirminio p imant bet kokj natiiralyjj m, analogiskai apibréziama eilé moduliu m
kiekvienam sveikajam a, tarpusavyje pirminiam su m. Ji yra skai¢iaus ¢ (m) daliklis ir vélgi parodo,
kiek skirtingy dalybos i§ m liekany generuoja laipsniai a, a2, a3, .... Dar 2 pavyzdyje matéme, kad
skaiCiaus 7 eilé moduliu 27 lygi 9. Atitinkamos 9 liekanos yra 7, 22, 19, 25, 13, 10, 16, 4, 1.

Yra jrodyta, kad kiekvienam pirminiam p egzistuoja toks sveikasis skaicius g, nedalus i$ p, kurio
eilé moduliu p lygi p — 1. Kiekvienas toks g vadinamas primityvigja Saknimi moduliu p. Tokio g
laipsniai g, g2, g3, ..., g~ nesidalija i§ p ir generuoja p — 1 lieckana, tad g yra visy galimy nenuliniy
liekany 1, 2, 3, ..., p — 1 generatorius (todél jj ir Zymime g). T.y. g, g2, g3, ..., g?~! dalybosis p
liekanos yra tam tikra tvarka surasyti skaiciai 1, 2, 3, ..., p — 1.

7 pavyzdys. Nustatykime, kurie i§ skaiciy 2, 87, —109, 12 569 yra primityviosios Saknys
moduliu 19.

Pradékime nuo skai¢iaus 2. Reikia nustatyti, ar jo eilé¢ yra 19 — 1 = 18, ar mazesn¢. IS MaZosios
Ferma teoremos zinome, kad 28 = 1 (mod 19), to netikrinkime. Reikia patikrinti, ar kuris i3 skai¢iy
21,22 23, .. 28 lygsta 1 moduliu 19. Skai¢ius 18 yra gana mazas, tad biity galima tiesiogiai
patikrinti visus Siuos dvejeto laipsnius. Taciau zinome, kad skaiciaus eil¢ yra 18 daliklis, tod¢l lieka
tikrinti 21, 22, 23, 26, 29 Be to, jei 2° = (23)3 £ 1 (mod 19), tai 23 £ 1 (mod 19), todél nebiitina
tikrinti 23 ir analogiskai 21, 22, Taigi kadangi 2 = 7 # 1 (mod 19) ir 2° = 162 -2 = (-3)2-2 #
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# 1 (mod 19), tai skaiiaus 2 eilé moduliu 19 lygi 18, o pats skaiéius 2 yra primityvioji Saknis.

Skaiciaus 87 eilé moduliu 19 yra tokia pati kaip skai¢iaus 87 — 19 - 4 = 11. Analogiskai kaip
skai¢iui 2, pakanka tikrinti laipsnius 11° ir 11°. Kadangi 11¢ = 1213 = 73 = 343 = 1 (mod 19),
tai 11° galime netikrinti: skai¢iy 11 ir 87 eilé moduliu 19 yra ne didesné nei 6, todél tai néra
primityviosios Saknys moduliu 19.

Skai¢ius —109 néra primityvioji $aknis moduliu 19, o skai¢ius 12569 yra, nes (—109)° = 5° =
= 1253 =113 = 1 (mod 19), 12 569 = 10 (mod 19), 10° = 11 (mod 19), 10° = 18 (mod 19).

Atsakymas. 2 ir 12569.

Apibendrinkime pavyzdZzio pastebéjimus. Jei sveikasis a nesidalija i§ pirminio p ir reikia
nustatyti, ar a yra primityvioji $aknis moduliu p, tai pakanka patikrinti laipsnius a4, kurd < p — 1

p—1
yra teigiamas skaiGiaus p — 1 daliklis. Dar daugiau, pakanka patikrinti tik a ¢ kiekvienam skai¢iaus
p — 1 pirminiam dalikliui g, nes skaiCiy pT_l teigiami dalikliai yra visos galimos d reikSmés. Jei né
p-1
vienas toks laipsnis @ ¢ nesidalija i§ p su liekana 1, tai a yra primityvioji $aknis moduliu p. Zinoma,
prieSingu atveju a néra primityvioji Saknis moduliu p.

8 pavyzdys. Galima patikrinti, kad maziausia natiiralioji primityvioji Saknis moduliu 41 yra 6.
I3 tiesy, 11 = 220 = 38 = 429 =520 = 1 (mod 41), bet 68 = 10 (mod 41), 62° = 40 (mod 41).
Nustatykime skai¢iy 622, 623, 62°, 63° eile moduliu 41. Taigi, kokiems natiiraliesiems k skaiius
(622)F — 1 = 622k — 1 dalijasi i§ 41? Kadangi 6 yra primityvioji $aknis, tai tiems ir tik tiems k,
kuriems rodiklis 22k dalijasi 1§ 41 — 1 = 40, taigi kuriems k dalijasi i§ 20. Maziausias toks k
yra 20. Jis ir yra skaiGiaus 622 eilé. Analogiskai maziausias k, kuriam 23k, 25k, 30k dalijasi i$ 40,
yra atitinkamai 40, 8, 4. Skai¢iai 622, 623, 62°, 63 dalijasi i$ 41 atitinkamai su liekana 5, 30, 14, 9.
Taigi tuo paciu nustatéme ir skaiciy 5, 30, 14, 9 eiles moduliu 41. Jos yra atitinkamai 20, 40, 8, 4.

Atsakymas. 20, 40, 8, 4.

9 pavyzdys. Zinodami, kad 2 yra primityvioji $aknis moduliu 19, nustatykime, kurios i§ lyggiy

x6 =19y +5, x® =19y + 11, x> =19y +5
turi sveikaji sprendinj (x,y). Toms lygtims, kurios turi tokj sprendinj, nustatykime visas galimas
reikSmes n = 1, 2, 3, ..., 18, kurioms lygtis turi sveikajj sprendinj (x,y) = (2", y).

Pirmoji lygtis turi sveikaji sprendinj (x,y) tada ir tik tada, kai sveikajj sprendinj x turi lyginys
x® =5 (mod 19). Cia x negali dalytis i§ 19, nes priesingu atveju x® = 0 (mod 19). Taigi x dalijasi
i§ 19 su viena i$ liekany 1, 2, 3, ..., 18 — su ta pacia lickana kaip vienas i§ skaiciy 2™, kurn = 1, 2,
3, ..., 18. Tada x® = 25" = 64™ = 7" (mod 19). Ta¢iau laipsniai 7" dalijasi i§ 19 tik su lickanomis
7, 11(=7%) ir 1( = 73). Vadinasi, x® negali dalytis i§ 19 su lickana 5, o lygtis sprendiniy neturi.

Panasiai nagrinéjame antrajg lygtj: lyginyje x® = 11 (mod 19) vietoj x jraSome tokj laipsnj 2™,
kad x = 2™ (mod 19), ir gauname 7" = 11 (mod 19). Cian = 1, 2, 3, ..., 18. Jau nustatéme, kad
tinka n = 2, o kadangi skaiCiaus 7 eil¢ moduliu 19 yra 3, tai dar tinkan=2+3,24+6,2+9, ...
Vadinasi, nuo 1 iki 18 tinka reikSmésn = 2,5, 8, 11, 14, 17.

Tredioji lygtis analogi$kai suvedama j lyginius x = 2™ (mod 19) ir 13" = 5 (mod 19). Cia
vietoj 7 turime 13, nes 2°™ = 32" = 13" (mod 19). Viena po kitos rasykime skai¢iaus 13 laipsniy
dalybos 1§ 19 liekanas: 13, 17, 12, 4, 14, 11, 10, 16, 18, ... Cia, pavyzdziui, 137 = 13- 13 =
= 11-13 = 10 (mod 19). Gavg 9-3jg lickang 18 = (—1) + 19, likusias 9 liekanas galime gauti
grei¢iau pagal 13°*" = (—1) - 13! (mod 19). Pavyzdziui, 13'?2 = —13% = —12 = 7 (mod 19). Jy
galime ir neraSyti: svarbu, kad i§ penktosios lickanos 14 ir tik i§ jos gauname (5 + 9)-3ja lickang
19 — 14 = 5. Vadinasi, yra lygiai viena tinkama n reik§mé: 13" = 5 (mod 19), kai n = 14.

Atsakymas. Pirmoji lygtis sveikyjy sprendiniy neturi; antroji turi, tinkan = 2,5, 8, 11, 14, 17;
tre¢ioji turi, tinka n = 14.

Pabaigai paminésime, kad skaiciy laipsniy prastinimas moduliu m, Oilerio funkcija ir teorema
yra svarblis RSA Kriptosistemoje — duomeny Sifravimo ir i$Sifravimo sistemoje, kuri placiai
naudojama, uZztikrinant saugy duomeny perdavimg internetu. Ji taikoma, pasirinkus tam tikrus
parametrus — skaiCius, vadinamus raktais. Kai kurie 1§ jy turi bati labai dideli, kad sistema i$ tiesy
buty saugi, t. y. kad uZzsifruoty duomeny vagis, neturintis visy rakty, nepajégty jy isSifruoti.
10 uzdavinyje pateiktas RSA kriptosistemos taikymo pavyzdys su (ne bet kaip parinktais) mazais
raktais 391, 31, 159.



10.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

Nustatykite: a) kurie du i§ 12-os skai¢iy 19, 192, 193, ..., 1912 dalijasi i$ 39 su maZiausiomis
lickanomis; b) 13-3jj maZiausig natiiralyjj skai¢iy x, kuriam 19296 684 + x dalijasi i$ 39.

Nustatykite: a) maziausig nattiralyjj n, kuriam 138 847" dalijasi i§ 49 su liekana 1; b) maziausia
12637412711

keturZzenklj natiiralyjj skai¢iy x, kuriam 138 84730001 — x dalijasi 1% 49.

2601 178

Nustatykite 16 3532°°" + 83581° 4 229°* qalybos i3 23 liekana.

Apskaitiuokite a) @(61) + @(63) + 9(625) + ¢(627); b) (119 304 306).
Nustatykite visas galimas @(2250m) : ¢ (m) reikSmes (Cia skai¢ius m nattralusis).

Nustatykite skaiciaus 917457 + 1342°” dalybos i§ 100 lickana (taigi paskutinius du skaitmenis).

457 97
Nustatykite 11 17397% " + 2457 dalybos i§ 363 liekana.
Uzuomina. Kelis kartus pritaikius Oilerio teorema, dviejy démeny prastinimg galima testi
naudojantis tokiais lyginiais kaip 2837 = —53 (mod 363) ir 23¢ = 97 (mod 363).

a) Nustatykite, kurie i§ skai¢iy 7, —38, 187, 3829 yra primityviosios Saknys moduliu 43.

b) Duota, kad g = 2 yra primityvioji $aknis moduliu 13. Nustatykite, kuriy i§ 12 skai¢iy 2, 22,
23, ..., 212 eilé moduliu 13 yra 3, o kuriy 4. Tuo remdamiesi nustatykite, kuriy i§ 12 skai¢iy
1, 2, 3, ..., 12 eilé moduliu 13 yra 3, o kuriy 4.

Duota, kad 3 yra primityvioji Saknis moduliu 31. Jrodykite, kad viena i§ lygc¢iy
x1°=31y+25  x’=31y+10, x°=31y+13

neturi sveikyjy sprendiniy (x,y). Kitoms dviem lygtims nustatykite visas galimas reikSmes

n=1,2,3, .., 30, sukuriomis lygtis turi sveikajj sprendinj (x,y) = (3", y).

Skai¢ius a < 391 natiiralusis ir tarpusavyje pirminis su 391. Padalijus skai¢iy a3! i§ 391 su
liekana, gauta lickana b — pranesimo a §ifras. Padalijus skai¢iy b*>° i§ 391, gauta lickana c.
Irodykite, kad ¢ = a, t.y. kad skaiCiy a, uzsifruota skai¢iumi b, nurodytu btidu galima isSifruoti.
Uzuomina. Raskite ¢(391).

Uzduoties sprendimus praSome iSsiysti iki 2025 m. kovo 7 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,

Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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