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Salygos ir sprendimai

IX klasé
1. ISspreskite lygciy sistema
12 2
1- y+3x  Vx
12 6
1+ 3% ﬁ

Sprendimas. Targ, kad x > 0, y >0, y + 3x # 0, pertvarkome sistemg. Imame lygc¢iy
sumg ir skirtuma, padalytus i§ 2:

1 3 3 1 12
N AN A v
Sudauginame gautgsias lygtis:
2—l= 12 ) ty. y?+6xy—27x*=0.
y x y+3x
IS ¢ia gauname, kad y = 3x arba y = —9x. Antroji reikSmé netinka, nes abu kintamieji turi buti

teigiami. Kai y = 3x, i$ pradiniy lyg€iy sumos gauname
1 2
?(1+\/§) =1, x=(1+vV3) =4+2V3, todél y =12+ 6vx.
X
Patikriname, kad gautoji skaiciy pora (x, y) tenkina pradine sistemg.

Atsakymas: (4 +2v3, 12+ 6\/§)

2. Trikampio ABC kraStinése AB ir BC atitinkamai pazymeéti tokie taskai D ir E, kad
AD :DB=BE:EC=2:1, ¢£ACB =24BED.
Irodykite, kad trikampis ABC lygiaSonis.

Irodymas. Nubrézkime kampo C pusiaukamping CF (Zr. B

pav.). Ji yra lygiagreti su tiese DE. Todél pagal Talio teorema

BF BC 3 ) BF BF BD 31 1 D,

—=—==c irtada —=—-—7—==---=-.

BD BE 2 BA BD BA 23 2 F
Tai reiskia, kad taskas F yra atkarpos AB vidurys. Trikampis E
ABC lygiasonis (AC = BC), nes atkarpa CF yra ir jo
pusiaukampiné, ir pusiaukrasting. A C




3. Kiekvienas i§ 1000 natiiraliyjy skai¢iy 1, 2, 3, ..., 1000 nudazytas viena i§ n spalvy. Bet
kurie du skirtingi skaiciai a ir b, kur a dalijasi i§ b, nudazyti skirtingomis spalvomis. Raskite
maziausig galimg natiiraligjg n reikSme.

Sprendimas. Bet kurie du i§ 10 skai¢iy 1 =2° 2 =2, 4 =22 .., 512 = 2° dalijasi
vienas i$ kito, tod¢l visi Sie skai¢iai turi biiti nuspalvinti skirtingomis spalvomis. Taigi maziau nei
10 spalvy neuzteks. Parodysime, kad deSimcia spalvy galima nuspalvinti skaiius taip, kad biity
iSpildytos uzdavinio salyga. Suskirstykime skaic¢ius j 10 aibiy: {1}, {2, 3}, {4, 5, 6, 7},
{8, 9, ..., 15}, ..., {256, 257, ..., 511}, {512, 513, ..., 1000} ir visus kiekvienos aibés skaicius
nudazykime ta pacia spalva. Taip panaudojamos 10 spalvy, o uzdavinio salyga galioja. IS tiesy, jei
imsime du skirtingus skaicius a ir b iS$ tos pacios aibés, a > b, tai kazkuriam natiiraliajam m turime

2l <p<a< 2™, 1<a:b<2m2m1=2 a nesidalija i$ b.

Atsakymas: n = 10.

4. Sveikiesiems skaiiams Xy, X,, ..., X13 yra teisinga lygybe
a = (1 + xl)(l + xZ) (1 + x13) = (1 - xl)(l - xZ) (1 - x13).

Irodyklte, kad ax1x2 e x13 S O.

Irodymas. Jei kuris nors i§ skaifiy x; yra nulis, tai lygybé ax;x, ...x;3 = 0 akivaizdziai
teisinga. Jei bent vienas i§ skaiCiy x; yra lygus 1 arba —1, tuomet a = 0, todé¢l jrodomoji lygybé
irgi yra teisinga. Jei nei vienas i$ skai¢iy x; nelygus 0 arba +1, tai |x;| = 2 visiems i = 1,2, ..., 13.
Tuomet (1 + x;)(1 — x;) = (1 — x*) < 0. Gauname, kad sveikojo skai¢iaus kvadratas
a?=A+x)A+x) . (IT+x3)A—x)A—x) . (1 —x3) = (1 —x)(A —x3) ...(1 — x%3)
yra neigiamas skaicius kaip trylikos neigiamy skai¢iy sandauga. Taip negali buti. PrieStara jrodo,
kad sglyga x; = +1 arba 0 su kuriuo nors i, o tada ax;x; ...x43 = 0.

X klasé
1. ISspreskite lygciy sistema
12 2
1- y+3x  x
12 6

Sprendimas. Zr. IX klasés 1 uzdavinio sprendima.

2. Keturkampis ABCD yra lygiagretainis. Apskritimas, kurio skersmuo yra atkarpa AC, kerta
ties¢ BD tasSkuose P ir Q. IS tasko C tiesei AC iSkeltas statmuo atitinkamai kerta tieses AB ir
AD taSkuose X ir Y. [rodykite, kad taskai P, Q, X, Y yra viename apskritime.

Sprendimas. Kai ties¢és BD ir XY yra lygiagrecios, uzdavinio
tvirtinimas akivaizdus: i§ XY L AC ir BD || XY iSplaukia, kad AC 1 BD,
lygiagretainio ABCD jstrizainés yra statmenos, jis yra rombas, ties¢ AC yra
£BAD simetrijos aSis ir dél simetrijos tiesés AC atzvilgiu keturkampis
XY QP yra lygiaSoné trapecija, apie kurig yra apibréziamas apskritimas.

Tarkime, kad tiesés BD ir XY kertasi taske M. Tada
MB MC MB MX

I — - . . 2: .
WD - MY’ MD - MC (Talio teorema) ir MC MX - MY.




Be to, MC? = MP-MQ (ties¢ MC yra apskritimo liestiné, o atkarpa MP — jo kirstiné). I§ ¢ia
iSplaukia, kad MX - MY = MP - MQ , o taskai P,Q,Y,X yra viename apskritime.

3. Tokiomis keturiy vienetiniy langeliy figiiromis, kaip parodyta paveikslélyje, reikia padengti

n X n lentele be tarpy ir iSsikiSimy. Figiiros gali persidengti, jas galima
sukti ir apversti, bet jy krastinés turi sutapti su lentelés langeliy

krastinémis, o kiekvieng lentelés langelj turi dengti tiek pat figtry. Raskite

visus natiiraliuosius n > 3, kuriems tai jmanoma atlikti.

Sprendimas. Nuspalvinkime n X n lentele kaip Sachmaty lentg. Duotoji figiira, kaip ja
beuzdétume, dengia du juodus ir du baltus langelius. Todél tinkamu biidu dengiant lentele
figtromis, jy langeliy, dengianciy baltus ir juodus lentelés langelius, bus po tiek pat. Todél tinkamo
denginio negausime, kai n nelyginis: tada balty ir juody langeliy skaiciai skiriasi vienetu, o
kiekvieng i$ jy turi dengti po tiek pat figiiry langeliy.

Jei n dalijasi i$ 4, tai lentel¢ suskaidome | 4 X 2 staciakampius, o tokj staciakampj lengvai
padengiame nurodytomis figiromis vienu sluoksniu, taigi bet kuriuo skai¢iumi sluoksniy. Siuo
atveju kvadratas padengiamas vienu figtry sluoksniu.

Jei lyginis n nesidalija i§ 4, t. y. n = 4k + 2, ¢ia k — natiiralusis skai€ius, tai suskaidome
kvadratg | tokias dalis: vieng 6 X 6, dvi 6 X (4k — 4) ir vieng (4k — 4) X (4k — 4) (zr. 1 pav.).
Tiek (4k — 4) X (4k — 4) kvadratas, tick abu 6 X (4k — 4) statiakampiai suskaidomi j 4 X 2
stac¢iakampius, taigi jie padengiami figtiromis bet kiek sluoksniy.

Parodysime, kad 6 X 6 kvadratg galima dviem sluoksniais padengti figiiromis. Tuo tikslu
padengiame taip, kaip parodyta 2 pav., palikdami nepadengtus langelius A,B,C,D, o po to
padengiame 3 pav. parodytu biidu, palikdami nepadengtus langelius E, F, G, H. Galiausiai dviem
figiromis padengiame langelius A, B, C,D,E,F,G, H. Taip 6 X 6 kvadratas ir (4k + 2) X (4k + 2)
lentelé gali biiti padengti dviem figiiry sluoksniais.

Atsakymas: n — lyginis skaiCius, didesnis uz 2.

6 4k4
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4. Sveikiesiems skai¢iams x4, X5, ..., X13 yra teisinga lygybe
a= (1 + xl)(l + xZ) (1 + x13) = (1 - xl)(l - xZ) (1 - x13).
Irodyklte, kad ax1x2 e x13 S O.

Jrodymas. 7r. IX klasés 4 uzdavinio sprendima.

XT - XTI Kklasés

1. Teigiami realieji skaiiai a, b, ¢ tenkina salyga a + b + ¢ = 1. Jrodykite nelygybe
1 1 1 1
+ + = .
ab + 2c?+2c  bc+2a?+2a ac+2b%?+2b " ab+bc+ca

Sprendimas. Taikydami nelygybe a? + b? > 2ab, gauname, kad

(ab + bc + ca)? = a?b? + b?c? + c%a® + 2a®bc + 2b?*ca + 2c?ab =
= a%b? + (a® + b?)c? + 2abc(a + b + ¢) = a?b? + 2abc? + 2abc =
= ab(ab + 2c¢? + 2¢).

Tada (ab + bc + ca)? = ab(ab + 2¢? + 2¢) ir

1 - ab
ab + 2c?2+ 2c — (ab + bc + ca)?’

Analogiskai jrodomos nelygybés

1 - bc 1 - ca
bc + 2a? + 2a — (bc + ca + ab)?’ ca+2b%2+2b~ (ca+ ab + bc)?

Sudéje Sias nelygybes gauname tai, kg reikéjo jrodyti.

2. [ apskritimg jbréztas toks penkiakampis ABCDE, kad lankai ABC, BCD ir CDE yra lygus.
Tiesé [, einanti per taska C, kerta atkarpas AD ir BE atitinkamai taskuose P ir Q. Taskas P
yra atkarpoje CQ. Jrodykite, kad ZPAQ = £PEQ.

Sprendimas. Sakykime, kad ties¢ PQ kerta apskritimg taske T # C,o tiesés AD ir BE
susikerta tasSke S. IS uzdavinio salygoje duoty lanky lygybiy lankai AB ir
CD yra lygiis, analogiSkai lankai BC ir DE irgi lygiis. Jei O — apskritimo
centras, tai pazymékime 2AOB = 42C0D = a, £BOC = £DOE = 5.
Tuomet

1 a+pf
LATQ = £ATC = ELAOC = £PTE = £CTE =

1 a+pf a+p
= ELCOE = — £PSQ = £DBE + £BDA = —

(kampas PSQ tarp stygy AD ir BE). IS salygos £ATQ = £PSQ = 180° — £ASQ isSplaukia, kad
taskai S, A, T, Q yra viename apskritime, o i§ £PTE = £PSQ — kad taskai P,S,T,E yra viename
apskritime. IS ¢ia ZPAQ = £SAQ = 4STQ = £STP = £SEP = £QEP, ka ir reikéjo jrodyti.




3. Tokiomis keturiy vienetiniy langeliy figiiromis, kaip parodyta paveikslélyje, reikia padengti
n X n lentele be tarpy ir 1$sikiSimy. Figiiros gali persidengti, jas galima
sukti ir apversti, bet jy krastinés turi sutapti su lentelés langeliy

krastinémis, o kiekvieng lentelés langel; turi dengti tiek pat figliry. Raskite

visus natiiralivosius n > 3, kuriems tai jmanoma atlikti.

Sprendimas. Zr. X klasés 3 uzdavinio sprendima.

4. Raskite visus natiiraliyjy skaiciy penketus (a, b, c, m, n), kuriems

5a+b=c™,
5b 4+ a = c™t",

Sprendimas. Pirmaja lygti padauging i$ 5 ir i$ jos atémg¢ antraja, gauname lygybe
24a = c™(5 —c™).

Kadangi 24a yra natiiralusis skaiCius, tai 5 — ¢™ > 0. Taigi ¢ = 1, 2, 3 arba 4. Pastaraisiais dviem
atvejais n = 1. Tada 24a = 3™ - 2 arba 24a = 4™. Gauname priestarg: 3™ - 2 nesidalija i§ 8, o 4™
— 18 3. Netinka ir reikSmé ¢ = 1, kuriai gauname lygt] 24a = 4, neturin¢ig sveikyjy sprendiniy.

Kai ¢ = 2,tai arba n =1, arba n = 2. Pastaruoju atveju 24a = 2™ (prieStara, nes 2™ i§ 3
nesidalija). Jein = 1, turime 24a = 2™ - 3. Tada 2™ = 23a ir

m >3, a=2m3 b=c™"—-5a=2Mm—-5:2Mm3 =2m3(23 —5)=3.2m3,
Nesunkiai patikriname, kad su visais natiraliaisiais m > 3 gautasis penketas (a,b,c,m,n) =
= (2m3,3-2™M73,2,m, 1) tenkina uzdavinio salyga.

Atsakymas: (a,b,c,m,n) = (2™m3,3-2™73,2,m,1), kai m > 3.



