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STOJAMOJI UZDUOTIS
1. Apskaiciuokite parabolés y = 3x2 + 6x ir tiesés y = 6 — x susikirtimo tasky koordinates.

2. Raskite du natiiralivosius skaicius, vienas i§ kuriy buty 5 kartus didesnis uz kita, o jy sandauga
dalytysi i$ 498.

3. ISspreskite nelygybe

—>1.
(x+ 1)~

4. Raskite visus trizenklius natiiralivosius skaicius, tenkinancius §ias salygas:
a) pirmas skaitmuo tris kartus mazesnis uz tre¢ig skaitmen;;
b) Sio skai¢iaus suma su skai¢iumi, gautu sukeitus antrg skaitmenj su treciu, dalijasi i 8.

o

ISspreskite lygcCiy sistema
{ xz _ yz — 3'
x3y —y3x =6.

6. Apskaiciuokite x* + x%, jei x + i =4,

7. Kiek yra natiraliyjy skaic¢iy pory (m, n), kurioms 1 < m < n < 100, o sandauga mn dalijasi i§ 7?
8. Inde buvo 20% koncentracijos druskos rtigsties tirpalo. I$ pradziy i§ jo nupylé 1 litrg tirpalo ir jpylé
1 litrg vandens. Paskui vél nupylé 1 litrg tirpalo ir jpylé 1 litrg vandens. Taip susidaré 5% koncentracijos
druskos rugsties tirpalas. Apskaiciuokite, kiek litry tirpalo buvo inde.

9. Trikampio ABC krastiniy santykis AC : CB : BA =3 :4:5. Jbréztas j §] trikampj apskritimas
krastines AC, CB ir AB liecia atitinkamai taskuose K, L ir M. Raskite santykius AK : KC, CL : LB ir
BM : MA.

10. LygiaSonio trikampio ABC, AB = BC, aukstinés BM = 5, AN = 8. Raskite trikampio krastiniy AB
ir AC ilgius.



I. GEOMETRINIO TURINIO TEKSTINIAI UZDAVINIAI

Teorine medZiaga parengé ir pirmaja uZduotj sudaré mokytojas ekspertas Kazimieras Pulmonas

Yra jvairiy tekstiniy uzdaviniy tipy. Tai ir tiesiaeigio jud¢jimo, ir vidutinio greicio, ir judéjimo
ratu bei eskalatoriumi, plaukimo upe, darbo ir daliy, procenty uzdaviniai. O kur dar laiko ir
kalendoriaus, svérimy bei pilstymy, zmogaus amziaus ir kur kas gyvena nustatymy problemos.
Apzvelkime geometrinio turinio kai kuriuos uzdavinius ir jy sprendima.

1 pavyzdys. LygiaSonio trikampio pagrindas yra 3 dm ilgesnis uz Sonin¢ krastine, o trikampio
perimetras lygus 48 dm. Apskaiciuokite Sio trikampio plota.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiasonio trikampio Soniné krasStiné C
lygi x dm, x> 0. Tada  pagrindo ilgis yra
(x+3)dm.

Pagal salyga:
X+x+(x+3)=48, 3x=45, x=15.

Vadinasi, AC=BC=15dm, o AB=18dm. 4 ] B
Nubréziame CD L AB, tai AD = DB =9 (dm). Trikampis ACD D
yra statusis ir pagal Pitagoro teorema:
CD? = AC* — AD? =15* =9 =225-81=144, CD =12dm (nes CD > 0).
Trikampio ABC plotas lygus

%-AB-CD:%-IS-IZ:IOS (dm?).

Ats.: 108 dm?.,

2 pavyzdys. IS vienos vietovés tiksliai Siaurés ir vakary kryptimis pastoviais vidutiniais greiciais
iSbégo du bégikai. Po 12 sekundziy tarp jy buvo 60 metry. Raskite bégiky greicius, jeigu zinoma, kad
vieno jy greitis yra 25 % mazesnis uz kito.

Sprendimas. Sakykime, kad grei¢iau béganciojo greitis yra x m/s, x > 0, tai léCiau — 0,75x m/s.
Per 12 s vienas nubégo 12x m, o kitas - 0,75x-12 =9x metry.

Pagal salyga bégiky kryptys yra statmenos, tai pagal Pitagoro teorema:

(12x)% + (9x)2 = 602, \144x” +81x* =60, V225x> =60, 15x=60, x =4 m/s.
Taigi vieno greitis yra 4 m/s, o kito 4-0,75 =3 (m/s).

Ats.: 3 m/s, 4 m/s.

3 pavyzdys. Staciojo trikampio plotas lygus 54 cm?, o jzambinés ilgis yra 15 cm. Apskaigiuokite
trikampio perimetra.

Sprendimas. Sakykime, kad staciojo trikampio statiniy ilgiai yra B

xcmirycm (x > 0, y > 0). Pagal salyga: 15 cm
x2+y2 :152, C y
! 54 ’
—xy =54.
> y

Sia sistema galima spresti jvairiai.



I badas

2 2
x“+y° =225,
108 = x +(108j =225, x2+11664—225 (x#0), x*-225x"+11664.
y=—", X X
X

Tegul x? = ¢, tai turime lygtj 1% —225¢+11664 =0 ir 1, =81, ¢, = 144.
) .2 . 108 . .2 .
Kai =81, tai x* =81 ir x=9, o y:T=12; o kai r=12, tai x“ =144 ir x=12, o

108

9,
Ty

Vadinasi, trikampio statiniy ilgiai yra 9cm ir 12cm, o trikampio perimetras
P=9+12+15=36 (cm).

IT budas

Sistemos antrg lygti padauging iS$ 4 ir abi lygtis panariui sudéje turime:

X2 +2xy+ 2 =225+54-4, (x+y)? =441, x+y=21 (nes x+y>0).

Vadinasi, trikampio perimetras P=(x+y)+15=21+15=36 (cm).

Si uzdavinj galima spresti ir kitaip, panaudodami stataus trikampio geometrinius vidurkius.
Panagrinékime juos.

Kadangi trikampiai BCD ir ACD yra statieji (CD L AB) irjy B D
krastinés yra atitinkamai statmenos (BC 1 AC), tai trikampiai yra
panagieji. Todél €D _BD _ cp® - 4p. BD, ty. g

AD CD C'

CD =~/AD-BD.

AnalogisSkai AACD ir AABC yra panasSieji. Todél

AC _ AD

AB  AC
Darome iSvadg ir apibendriname:

— AC?> =AB-AD, t.y. AC=+A4B-AC.

e StaCiajame trikampyje aukStin€, nubrézta ] jZambing yra geometrinis vidurkis jzambinés
atkarpy, ] kurias statmens pagrindas dalina jzambing.

e Kiekvienas statinis yra geometrinis vidurkis visos jzambinés ir to statinio projekcijos
izambingje.

I1I budas

Tegul AB=c, CD=h,, x=AC ir BC=a.y

. ) o1 . 108
Kadangi S =54cm”, o ¢ =15, tai Ec-hc =54 ir h, =F= 7,2 (cm).

Pasinaudoj¢ geometriniais vidurkiais staciajame trikampyje turime:
CD=~/BD-DA = \/BD-(15—BD) = 7,2=+/BD-(15-BD), 51,84=15BD—BD>,

Taigi BD*—15BD+51,84=0 ir BD =5,4cm arba 9,6 cm. Pagal uzdavinio prasme (brézinj) turime
BD=54cmir AD=9,6 cm.

Kadangi x=+AB-AD =.[15-9,6 =+/144 =12 (cm), 0 y=+/AB-BD =+/15-5,4 =/81 =9
(cm), tai P=12+9+15=36(cm).

Ats.: P=36 cm.

Panaudodami 3 pavyzdzio salygos ir sprendimo duomenis galime sukonstruoti jvairius naujus
teiginius ar uzduotis. Pavyzdziui, trikampio ABC krastiniy BC, AC ir AB santykiai yra




BC:AC:4B=9:12:15=3:4:5, o BD:AD=5,4:9,6=54:96=9:16. Trikampio BCD plotas
sudaro trikampio ACD ploto % -100% =0,5625-100% = 56,25% ir taip toliau.

4 pavyzdys. Trikampio krastinés lygios 13, 37 ir 40 ilgio vienety. ApskaiCiuosime Sio trikampio
plota.

Skai¢iuodami trikampio plota, paprastumo délei, trikampio pagrindu pasirinkime ilgiausiaja
krasting 4B = 40.

Sprendimas.

I biidas C

Tegul AC =13, BC=37. Nubréziame CD 1 AB. Pagal 37

13

Pitagoro teorema turime: CD? = AC* - 4D? ir
CD? =BC?—(4B-AD)*>. Todél CD*=13*-4D> ir 4 5 20 B
CD? =37 - (40— 4AD)*. Vadinasi,
1369—1600+80A4D — AD* =169— AD?, 804D =400 ir AD =5. Todél

CD* =169-5% =169-25=144 ir CD=12.
Trikampio plotas lygus %-40 12 = 240.

Apibendrinkime §io uzdavinio sprendimg. Bendruoju atveju iSveskime Herono formulg (Heronas

Aleksandrietis, gyvengs 1-2 a. Aleksandrijoje, senovés graiky matematikas, mechanikas ir iSradéjas).
Tegul CD 1. AB, BC=a, AB=c, AC=b, CD=h, AD=x, DB=c—x, 0 P=a+b+c ir
1

==P.
=3

Kadangi h?=b*-x* it K’ =d’-(c-x)?, tai turime b*-x’=a’—(c—x)* ir
2 2 2
_ —a“+b" +c .
bz—xzzaz—c2+20x—x2, 2ex =—a’ +b* +c%. I3 ia x=2—. Todél
C

2
B =p?— M _ b—M . b+—a2+b2+02 :2bc+a2—b2—02.2bc—a2+b2+cz:
2c 2¢ 2¢c 2¢

_ & =" =2bc+c?) (b*+2bc+c)-a® _a’—(b-c)’ (b+c)’-d’ _

2c 2c 2c 2c¢
_(a=(b=c))-(a+(b=c)) (b+c)—a)-(b+c)+a) _
- 2c . 2c -
_(a=b+co)a+b-c) (b+c—a)b+c+a) (a+b+c)(—a+b+c)a—-b+c)a+b—c) _
B 2c 2c B 402 B
_(a+tb+c)a+b+c-2a)a+b+c-2b)a+b+c—-2c) 2p(2p-2a)2p-2b)2p—2c)
- 4c* - 4c? -
_Ap(p-a)p-b)p-c)
02

L 2pp-a)p-b)Xp-c)
C

Vadinasi,




Todel S=—-c-h=

1 1 2yp(p-—a)p-b)p-c)
—. —-c- J =\Jp(p-a)p—b)p-c).
2 2 c
IT budas
Trikampio perimetras P =13+437+40 =90, o pusé perimetro 45. Pagal Herono formulg turime,
kad trikampio plotas
S :\/45-(45—13)(45—37)(45—40) =/45.32-8-5 :\/9-5-16-2-23 :5=3-5-4-4=240.

Ats.: 240 pl.vnt.

5 pavyzdys. Bukojo trikampio dvi kraStinés lygios 5 cm ir 7 cm, o plotas lygus 10+/3 cm?.
Raskite treciosios krastinés ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad tre¢iosios krastines ilgis yra c. Remdamiesi trikampio nelygybe, kad
trikampio bet kuri krastin¢ yra ilgesné uz kity dviejy kraStiniy ilgiy skirtuma, bet trumpesné uz jy
suma, darome i$vada, kad 2 cm<c<12 cm.

Trikampio perimetras P=5+7+c=12+c¢, o pusé perimetro p =6 +§. Pagal Herono formuleg:

O e S G G O B S
(o5 )

2\( 2 2 2
[36_%} (%_1):300, 1444 c.c y 4 =300]-16, (144 — ¢*)(c? — 4) = 4800,

¢* ~148¢% +5376=0. ¢* =74%10.

Kadangi c* =64 arba ¢® =84, tai c=8cm arba ¢= 2421 cm. Pagal salyga trikampis yra
bukasis, todél jo treciosios krastinés ilgis 2421 cm.

Ats.: 2421 cm.

Kai trikampio ilgiausios kraStinés kvadratas yra lygus kity dviejy krastiniy ilgiy kvadraty sumai,
tai pagal teorema, atvirksting Pitagoro teoremai, toks trikampis yra statusis.

Jei trikampio ilgiausios krastinés kvadratas yra mazesnis uz kity dviejy krastiniy suma, tai
trikampis yra smailiakampis, o jei didesnis — bukasis. Tai iSplaukia i§ kosinusy teoremos:
a® =b* +c* —2bccos A.

Kadangi pries tai sprestame uzdavinyje 8> =64, o 5°+7>=25+49=74, tai trikampis
smailusis, o jei krastiniy ilgiai 5cm, 7cm ir 2421 cm, tai (2vV21)2=84>52+72 =74 ir
trikampis bukasis.

Yra ir trigonometriné trikapio ploto apskai¢iavimo formulé. Jeigu
zinomos dvi trikampio krastinés b ir ¢, o kampas tarp jy yra 4, tai i§

stataus trikampio ACD: % =sin A4 ir h=bsin 4. Turime:

S=%c-h=%c-bsin/l. Analogiskai, S=%a~bsinC,

S:la-csinB.
2



6 pavyzdys. Trikampio krastiniy ilgiai a =13, b=14, ¢ =15 ilgio vienety. Apskaiciuokite $io
trikampio didziausio kampo sinusg ir ilgiausios aukstinés ilgj.
Trikampio didziausias kampas yra prie§ ilgiausig krasting c, t.y. kampa C. Kadangi

P=13+14+15=42, o p=21, tai S§S=+/21-8-7-6=84. Vadinasi, S=%a~bsinC, todél

84=%-13~14sinC, o sinC=ﬁ— 12

137 13
Ilgiausia trikampio aukStiné yra nubrézta j trumpiausig krasting a. Taigi, Ea-ha =84,

2-84 168 12
, =———=——=12—.
13 13 13
Ats.: sinC:E, h, :122.
13 13
7 pavyzdys. Yra stadiakampio formos sklypas. Jo ploto (m?) skai¢ius yra trimis didesnis uz
perimetro (m) skai¢iy. Raskite sklypo matmenis, jei Zinoma, kad jie yra sveikieji metry skaiciai.

Sprendimas. Sakykime, kad sklypo matmenys yraxiry (xe N, y e N ). Pagal salyga:

2
xy=2x+y)+3, xy=2x+2y+3, xy—-2y=2x+3, (x-2)y=2x+3, y= x+23.
X—
ISskirkime gautos trupmenos sveikaja dalj:
_2x+3_2x—4-ﬁ-7_2(x—2)+ 7 oy 7

x—2  x-=2 x—2 x—2 x=2

Akivaizdu, kad y bus sveikasis skai€ius, kai x =3 arba x=9. Jei x=3, tai y=2+ 3L =2+7=09;

jei x=9, tal y=2+ 97—2 =2+1=3. Vadinasi, sta¢iakampio krastinés yra 3 m ir 9 m.

Ats.:3m X 9 m.

Panagrinékime n-kampio vir$tinés jstrizainiy skaiciy.

IS kiekvieno
4-kampio kampo vir§iinés iSeina 4 —3 =1 jstrizainé,
S5-kampio kampo virSiinés iSeina 5—3 =2 jstrizaings,
6-kampio kampo virSiinés iSeina 6 —3 =3 jstrizaings,

n-kampio kampo vir§iinés iSeina (n—3) jstrizainiy.
Vadinasi, skirtingy jstrizainiy n-kampyje yra 2 kartus maziau, t. y. En -(n-3).

Nesunku pastebéti, kad per vieng kampo vir§iing nubrézta jstrizainé:
4-kampj padalijaj (4—3)+1=2 trikampius,
S5-kampj padalijaj (5—3)+1=3 trikampius,
6-kampj padalijaj (6—3)+1=4 trikampius,
7-kampj padalijaj (7-3)+1=35 trikampius,

n-kampj padalijaj (n—3)+1=n-2 (trikampiy).



Pavyzdziui, 18-kampis turi %-18(1 8—-3)=9-15=135 skirtingas jstrizaines, o per vieng vir§ing

nubrétos jstrizainés §] daugiakampj padalijaj 18—2 =16 (trikampiy). Nesunku jsitikinti, kad i§ viso
170 jstrizainiy turi 20-kampis.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. LygiaSonio trikampio aukstiné, nubrézta | pagrinda lygi 12 cm, o tas pagrindas yra trumpesnis
uz aukstine 16,(6)%. Apskaiciuokite Sio trikampio plotg ir perimetra.

2. Staciojo trikampio jzambin¢ yra 10 m, o statiniy ilgiy suma lygi 14 m. Raskite Sio trikampio
plota.

3. Dviem staciojo kampo krastinémis juda kiinai 4 ir B. Tam tikru momentu kiinas 4, kurio greitis
6 m/s, nuo stataus kampo virStinés buvo nutoles per 78 m, o kiinas B, kurio greitis 8 m/s, — 104 m.
Per kiek laiko nuo to momento atstumas tarp kiiny buvo 70 m?

4. Trikampio ABC krastinése AB ir BC pazyméti atitinkamai taSkai K ir L taip, kad 4K : KB=12:1,
0 BL:LC =3:2. Kiek procenty trikampio BKL plotas sudaro keturkampio AKLC ploto?

5. Trikampio ABC krastiniy ilgiai yra atitinkamai 18, 20 ir 34 ilgio vienetai. Nustatykite trikampio
ris] kampy atzvilgiu ir apskaiCiuokite didziausio kampo sinusg bei aukstinés, nubréztos j
trumpiausig krastine, ilgj.

6. Trikampio plotas lygus 63 cm?, o dviejy krastiniy ilgiai yra 3 cm ir 7 cm. Raskite tre¢iosios
krastinés ilgi.
7. Trikampio krastiniy ilgiy santykiai 17:10:9, o plotas lygus 144 cm?. Raskite trikampio

perimetra.

8. Staciakampio formos kambario grindy ploto (m?) skai¢ius yra vienetu mazesnis uz §io kambario
grindy perimetro (m) skaiciy. Raskite kambario grindy matmenis metrais, jei Zinoma, kad jie yra
sveikieji metry skaiciai.

9. IS staciakampio dviejy prieSingy virStiniy nubrézti statmenys jstrizainei dalija ja | tris lygias dalis.
Raskite sta¢iakampio ilgesniosios krastinés ilgj, jei trumpesnioji yraa (a >0).

10. Taisyklingasis daugiakampis i$ viso turi 90 jstrizainiy. Kam lygus Sio daugiakampio vieno kampo
dydis?



II. EKSTREMUMALI

Teorine medZiaga parengé ir antraja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Pagal nusistovéjusig tradicijg ekstremumy (funkcijos maksimumo bei minimumo) paieskos
uzdaviniai mokyklinéje matematikoje nagrin¢jami ir sprendziami tik susipazinus su iSvestine
(iSvestine funkcija) ir jos savybémis.

Sioje jauniesiems matematikams skirtoje temoje funkcijos ekstremumams rasti pirmiausia
ieSkosime galimybés apsiriboti jau Zinomais teiginiais bei Zemesnése klasése jgytais jgiidziais. Gana

Y .. . - . . .. NN . .. . . a1+a2 +...+an ..
iSsamiai susipazinsime tik su neneigiamy skaiCiy aritmetin} vidurky 4, = ir jy
n

geometrin} vidurkj G, =%/a;-a,-...-a, siejanCia nelygybe A4, >G,; taip pat iSnagrinésime jos
taikymo uzdaviniy.

1 pavyzdys. Taikant nelygybe a’ > 0, aeR,visai nesunku rasti dviejy kintamyjy funkcijos

f(x,y)= X +1, x>0, y>0, maziausig reikSme. Kadangi
X

Yy
2
f(x,J/)=£+Z=£\/E—\/£] +2>2,
y X y \x

ir \/E—\/Z =0, kai x=y >0, tai 2 yra maziausia funkcijos reikSme¢ aibéje {(x; y):x>0,y> O}.
y Vx

jei x>0 ir y >0,

2 pavyzdys. Taikydami nelygybe a’ > 0, a e R,raskime funkcijos

f(x,y):(x+y)(%+%j, x>0, y>0,

maziausig reikSme.
Sprendimas. 18 pradziy abi sumas sudauginkime, o tada gautg reiskinj tvarkykime panaSiai kaip
pirmame pavyzdyje. Gausime:

2
f(x,y)=(x+y)[l+lj=1+£+1+1=z+(£+1}2+u§_\/2] i224
Xy y X y X y X

ReikSme f(x, y) =4 funkcija jgyja taskuose (x;y), y=x, x>0.

Taigi 4 yra maziausia Sios funkcijos reikSme aib¢je {(x; y):x>0,y> 0}.
3 pavyzdys. [rodykime, kad trijy kintamyjy funkcijos
fey. z>=(x+y+z)(1+i+lj

X y z

maziausia reikSmé aibéje {(x; y;2):x>0,y>0,z> O} yra 9.

Irodymas. Tegu x>0, y>0, z>0. Tada

f(x,y,z)=(x+y+z)(l+l+l]=[1+£+£]+(Z+1+1j+[£+£+1}=
X y z y z X z X oy

=3+{£+XJ+(Z+EJ+(E+EJ23+2+2+2:9,
y X z y X z



nes £+122, L2500 E+£22,jei x>0, y>0ir z>0, osumy reik§més, lygios 2, jgyjamos
Yy X z y X z

esant sglygoms (atitinkamai): x=y, y=z ir z=x; taigikai x=y=2z>0.
Vadinasi, 9 tikrai yra funkcijos f(x, y, z) maziausia reikSme aibéje {(x; y;2):x>0,y>0,z> 0} .

Kartais labai pravercia gebéjimas kvadratinj trinarj X%+ px +q uzraSyti pavidalu
pY P’
2
XTHpx+qg=|x+=| +|lg——|.
px+q ( 2) {(] 4 ]

Tada (jei a#0)

5 (2 b c] [ bjz c b ( b)z p? —4ac
ax“ +bx+c=a| x"+—x+— |=a|| x+— | +| ——— | |=a| x+— | ————.
2a a 4q° 2a 44°

a a
. . . . . 5+2x—x? D
4 pavyzdys. Raskime vieno kintamojo funkcijos f(x)= 2—23 maziausig reikSme.
xX—x" -

Sprendimas. 18 pradziy iSsiaiSkinkime funkcijos apibrézimo sritj, nes turi galioti nelygybé

2x—x*=3#0. Kadangi
2x—x>-3=—(x*-2x+3)=—((x=1)*+2) <2

esant bet kuriam realiajam skaiciui x, tai f(x) apibrézta visoje realiyjy skaiciy aibéje — intervale

(=003 +0).
2

IeSkodami funkcijos f(x) maziausios reikSmes, trupmeng 2—23 pertvarkykime taip:
xX—x" -

542x—x"  ~(x*-2x-5) (X -2x+D)-6 (x-1*-6 ((x-1)*+2)-8 _
2x-x-3 —(x?=2x+3) (*-2x+D+2 (x-1*+2  (x-1)*+2

(x-1)*+2 8 8
= - =1- .
(x=12+2 (x-1)*+2 (x=1)>+2

8

Kadangi <4, kai x € (—o0; + ), tai f(x)zl——221—4:—3, kai x € (—o0; + ).
(x—-1)"+2

(x—-D%+2
Vadinasi, maziausia f(x) reikSmé intervale (—oo; +0) yra —3; ji jgyjama taske x =1.

Ats.: min f(x)= f(1)=-3.

5 pavyzdys. Raskime funkcijos
X ex?t+s

2

, X € (—00;+00),
xt+2x% +1

fx)=

maziausig reikSme.
Sprendimas. Trupmeng, nusakancig funkcija f(x), pertvarkykime taip:

A +x?+s _(x4+2x2+1)—(x2—4)_1_ x> —4 L x*—4 B _(x2+1)—5_
xt+2x% +1 xt+2x% +1 xt+2x% +1 (x2 +1)2 (x2 +1)2
41 5 1 5 1 2 1 1
=l st s sl = s -0 =
(x“+D)° (x°+1) x“+1 (x7+1) (x*+D° 10(x~+1) 100 20

1 1) 19
=5 —— | +—.
2 +1 10 20



4,2

Dabar jau lengva suprasti, kad maziausia trupmenos reikSmé intervale (—oo; + o)

4 +1

x4+ 2x?

yra % ir ji jgyjama, kai x* +1=10; taigi taske x =-3ir taske x =3.

Ats.: min £(x)= £(=3)= £(3) =%.

6 pavyzdys. Apskai¢iuokime, kokie turi buti sandélio (sta¢iakampio gretasienio) pagrindo
matmenys, kad esant 4 metry sieny auksciui ir 32 metry pagrindo perimetrui, jo turis biity didziausias.

Sprendimas. Tegu x yra vienos pagrindo krastinés ilgis. Tada 16 —x yra kitos pagrindo krastinés
ilgis, o sandélio turis (zym. V' (x)) yra
V(x) = 4x(16 — x) = 4(16x — x*) = 4(64 — (64— 16x + x*)) = 4(64 — (x —8)?).
Aisku, kad V(x)<4-64 =256 (m3 ), o didziausia V (x) reik§mé yra 256 m>, kai x =8 m.

Taigi sandélio pagrindas turi biiti kvadratas, kurio krastinés ilgis 8 metrai.
Ats.: Kvadratas, kurio krastinés ilgis 8 metrai.

Dabar pereikime prie realiyjy skaiciy a, a,, ..., a,, aritmetinio vidurkio

_ al +a2 +...+an

An
n
ir jy geometrinio vidurkio
G,=%a,-a,-...-a,
sarysio
4,>2G,, jei a 20, a, 20, ..., a, 20, (1)

teisingumo pagrindimo bei §io sarySio taikymo ieSkant funkcijos maksimumo bei minimumo.
AiSku, kad 4, > G,, nes

2
ay—2\aa, +a 4 =@
AZ_GZZaI—’_TaZ_*’aIaZZ 1 21 2 2:(\/_ 2\/_) 20, _]el GIZOir 0220.
IS karto atkreipkime démesj ir | tai, kad lygybé 4, = G, imanoma tik kai @, =a, 2 0.

Visai panaSiai galima jrodyti, kad 4, > G, :

a1+a2 +a3 +a4

al + az + a3 + a4 2 2
A4 _G4 = 4 _14[ aa,asa, = 5 _«4[ aa,asdy >
a + ay a3 + a4
2\/ 5 . ) —‘\‘/alaza3a4 > \/Cllaz -\/a3a4 —(‘/alaza3a4 =

= %/alaza3(l4 — é/alaza3a4 = 0

Zinoma, ¢&ia taikéme jau jrodyta nelygybe 4, >G,. O lygybé 4, = G, galioja taip pat vieninteliu

atveju—kai a; =a, =ay =a, 20.
AnalogiSkai galima jrodyti nelygybes 4g > Gg, 46 = Gy ir kt. (kai n= 2k keN).
Nelygybe 4; > G5 jrodykime remdamiesi nelygybe 4, > G, :

al 622 613
al + az + 613 +
al + 612 + a3

: i Zi/alaz%.wzﬁg/gg. 4

4




424Gty = A > Gy 4y = 43 -G3 - 4 zo:A3(A§—G§)zo:>
= 45(45 = Gs )4 + 45,65 +G3 )2 0= 45~ G5 20,

Vadinasi, 43 > Gs,jet a; 20, a, 20 ir a3 > 0.

O lygybé 4; = G; galima tik kai

talgl tik kai al = a2 = a3 >0.
Galbit jau aiSkéja, kad nelygybes 4s > G5, Ag > G ir A; > G5 galima jrodyti taikant nelygybe

Ag = Gg, nes

845 S5As+34s ay+a,taytayt+as+ As+ A5+ As

%= 8 8 ’
e = 64 +24, _ ay+a, +ay+a,+as+ag+ Ag + Ag

8 8 ’
4 _ T+ 4 _ay+aytaztagtastag +a7+A7'

8 8

Gautume, kad
As28G2-42, 4, 28GE- 42 ir 4, >8G] -4,
o0 18 nelygybiy
AB>G A, AL>GE 4} ir A>G] -4,
iSplaukty, jog
43 (4 -G5)20= 45> G5 = ds > Gs;

2(4° -G8 )>0=2 A2 >G8 = 4. >G. ;
6 6 6 6 6

4(47-G7)20= 47 2G] = 4,2 Gy,

O tada ateity nelygybiy
462G, A3y 2 Gy, Agy 2 Geys .
taikymo eilé.
Vis délto ne ¢ia bty (1) nelygybés jrodymo pabaiga — apibendrinanc¢iam teiginiui:

Nelygybé¢ 4,>G,; a; 20, i=1,2,...,n, galioja esant bet

kuriam nattiraliajam skaiciui ».

jrodyti reikéty palypéti ant kitos natiiraliyjy skaiciy teorijos pakopos, kuri vadinama matematinés
indukcijos aksioma.

Stai &ia §j kartg ir sustokime. O smalsesniam jaunajam matematikui patartume susirasti Juozo
Sinkiino knyga ,,Ekstremumai be i§vestiniy* (Leidykla TEV, Vilnius, 2008) ir ne $iaip pasklaidyti, o
su pieStuku rankoje atidziai pastudijuoti.

7 pavyzdys. [rodykime, kad 100 yra maziausia sandaugos
( 11 1 J
(@ +ay+..+ap)| —+—+.+—
4 4 0
reikSmé¢, jei a; >0, i=1,2,...,10.



Sprendimas. Taikykime nelygybe 4, > Gy :

. 1 ER S
(a1+a2+m+alo)(_+_+m+_]:100.a1+a2+...+a10.al % %o >

a 10 10

1 @ Ao
>100-10/a -y g 10— ~100.
al 'az '...'alo

Kad galétume pasakyti, jog 100 tikrai yra maziausia sandaugos reik§me, turime jsitikinti, kad yra
toks skaiCiy ay, a,, ..., ;o rinkinys, kuriam galioja salyga:
a=ay=.=a)lt —=—=..=—
1 ) o
Aisku, kad tinka rinkiniai (a, a, ..., a), a>0.
1

o _ v 1 1 o
Vadinasi, 100 tikrai yra maZziausia sandaugos (al +a, +...+a ) (— +—+...+— | reikSme,
4 d 10

jei a;>0, i=1,2,...,10.

8 pavyzdys. Raskime funkcijos

f(x.y.2)= I A , x>0, y>0, z>0,

y+z z4+X x4y

maziausig reikSme.

Sprendimas. Funkcija apibréziant] reiskinj G A pertvarkykime taip, kad kuo
y+z z4+x x+y

daugiau naudos turétume taikydami nelygybe 4; > Gj :
I A :( al +1j+( 24 +1J+[ z +1j—3:
y+z z4+x x+y \y+z Z+X xX+y

1 1 1
:(x+y+z+y+z+x+z+x+yj_3:(x+y+z)( N N j_3:
yv+z zZ+x x+y y+z z+x x+y

:l((x+y)+(y+z)+(z+x))-( Lt j—3.
2 y+z z+x x+y

Jei pazymétume
a=x+y, ay=y+z It a3=z+Xx,

gautume, kad a; >0, a, >0, a3 >0.

Todél
(x+y)+(y+z)+(z+x)=al+a2+a3:3-%23-}/%%%:3-%/(x+y)-(y+z)-(z+x)
r
1 1.1
1 + 1 + 1 :i+L+i:3.MZ3.3i.L.L:;:
x+y y+z z+x a a, a3 3 a ay a3 JJajayay

3
Y+ )+ +r)




Vadinasi,

f(xay’Z)=%((x+y)+(y+z)+(z+x))-( ! + 1 + ! j_32

LR ' 3 -3
2 =340+ 2)(z+) Yo+ y)y+2)(z+x) Ty

jeit x>0, y>0ir z>0.
Lygybé f(x,y,z) =% galioja tik kai

X+y=y+z=z+x ir ! = 1 = ! ,
xX+y y+z z+x

taigi tik kai x=y=2z>0.

Matome, kad skacius % yra maziausia funkcijos f(x.y.z)= SR A reikSme, jei

y+z z+x x+y

x>0, y>0ir z>0.

Ats.: i
2

9 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)= x° -(6—x) didziausig reikSme intervale [0; 6].
Sprendimas. Kadangi f(0)= f(6)=0 ir f(x)>0, kai xe(0;6), tai tikétina, kad intervale

(0; 6) didziausiag funkcijos reikSme pasiseks rasti.

IeSkokime galimybés iSspresti uzdavinj taikant nelygybe G, < 4,.

Jei bandytume taikyti nelygybe G, < 4, skaifiams x*ir 6-x, gautume:

X '(6—X)=(m)2 g(xz +(6_x)]2 _ (xz—x+6)2.

2 4
Lygybe G, = A4, ¢ia galioty tik kai x*=6-x, taigi taske x=3 (x=-2 nepriklauso intervalui

(x2 —x+6)2

2

(0; 6)). Taciau nelygybés deSing¢je puséje yra ne konkretus skaicius, o reiskinys
galintis jgyti jvairias reikSmes intervale (0; 6).

Vadinasi, nelygybe G, < A4, dera taikyti ne bet kuria pasitaikiusia proga, kad gautum siekiama
rezultata.

Pabandykime daryti taip:
3

) X x T x 3 g+g+(6—x) 6\
SO =32 (6-x) =472 (6-x) =4 77 (6-x) | <4 EE | =4 2] =32

Lygybé G; = 45 galioja tik kai % =6—x, taigi tik kai x =4.

Kadangi x =4 yra intervale (0; 6), darome iSvada, kad min f(x) = f(4) =32.
Ats.: 32.
Komentaras. Jei uzras¢ funkcija f(x) pavidalu

X X

) =477 (6-x)



biitume taike nelygybe G, = 4, blitume gave:
4

4 1442421 6-x) 4
f(x)=(‘\‘/4%%-(6—x)j <|—2 2 =(9j =61i65=39,0625.

4 4

Bet lygybé G, = 4, negalioty jokiame intervalo (0; 6) taske, nes lyg€iy sistema 4 = g =6—Xx neturi
sprendiniy.
Tokia funkcijos analizé nebiity klaidinga, bet gautas rezultatas
F(x)=x%-(6-x)<39,0625, kai x € (0;6),
neleisty padaryti iSvados, kad min f(x) = f(4) =32.
x-3

10 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)= m didZiausig reik§me intervale (3; + o).
x°-2x+

Sprendimas. Kvadratinis trinaris X2 —2x+22 igyja tik teigiamas reikSmes, o dvinaris x—3
intervale (3; +o0) taip pat yra teigiamas.

Siekdami taikyti nelygybe 4, > G,, funkcijos i8raiSka pertvarkykime taip:

x-3
Foye XT3 x-3 _ x—3 -
¥ —2x+22 x(x-3)+(x-3)+25 x(x-}H+(x-3)+25 25
x=3 x-3
~ 1
(x—3+ 25 j+4
x-3

25 25 1 1
Kadangi (x—3)+——2>2,/(x—3)-—— =10, jei x >3, tai < =—, jei 3;+ ).
gl (x=3)+—— ¢ L jei x SO <1 "1 16 xeGiro)

Lygybé A4, =G, galioja tik kai x-3= 25

. Sios lygties sprendinys x=8 yra intervale

x-3
(3; +0), todél L yra funkcijos f(x) = 2x;3 didziausia reikSme intervale (3; + ).
14 x°=2x+22
Ats.: max f(x)= f(8) :%.
ANTROJI UZDUOTIS

[

Dviejy teigiamy sveikyjy skaiciy suma lygi 161, o 7 yra didZiausias jy bendras daliklis. Tarp
Sias sglygas tenkinanciy skaiciy raskite du skai€ius, kuriy sandauga yra didZiausia.

2. Raskite didZiausig sandaugos x-y reikSme, jeigu 3x+4y =12.
3. Raskite maziausig sumos X%+ y2 reikSme, jeigu 8x+4y =1.

4. Tuo paciu metu i miesto 4 ] miestg B iSvaziuoja dviratininkas, kurio greitis 30 km/h, o 1§ miesto
B imiestg C— dviratininkas, kurio greitis 10 km/h. Keliai AB ir BC yra tiesiis, o mieste B susikerta



9.

stac¢iu kampu. Nustatykite, po kurio laiko atstumas tarp dviratininky bus maziausias, jei miestas
B yrauz 120 km nuo miesto 4, o miestas C yra uz 40 km nuo miesto B.

Taskas M yra staciojo trikampio ABC ( £A =90°) jzambinéje BC. Atkarpa AM yra jbrézto j §j
trikampj staciakampio jstrizainé. Nustatykite, kokiu santykiu didziausio ploto staciakampio
virs§iiné M dalija trikampio jstrizaing BC, jei AB=50cm, AC =30 cm.

. . 3 2 .
Raskite funkcijos f(x) = 43+ 2+, x> 0, maziausig reikSme.
X X

2
Raskite funkcijos f(x) = Lx2+42, x > 2, maziausig reikSme.

Irodykite, kad maziausia reiskinio
S(x, y,2) = (x+2y)(y +22)(z + 2x)
reik§me lygi 27, jeigu x>0, y>0, z>0 ir xyz=1.

Raskite didZiausia reiskinio f(a, b) =1—a” —4b” reikime, jeigu a+4b=1.

10. Raskite maziausig reiskinio

o {t

reikSme, jeigu x>0, y>0, z>0ir x+y+z=1.



III. GEOMETRINIAI VEKTORIU TAIKYMAI

Teorine medZiaga parengé ir treciaja uzZduoti sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Sakoma, kad atkarpa AB yra orientuotoji atkarpa (arba kryptiné atkarpa), jei yra nurodyta, kuris
1§ taSky A ir B yra orientuotosios atkarpos pradzios taSkas, tuomet kitas atkarpos galas yra jos
pabaigos taskas. Orientuotosios atkarpos yra vadinamos vektoriais. Tekste vektoriai Zzymimi arba

viena raide su rodykle d, arba dviem didZiosiomis raidémis su rodykle AB, pirmoje vietoje raSant
vektoriaus pradzios taska. Vektoriai AB ir CD yra vadinami a) vienakrypciais (zymima AB 11 ﬁ),
jei spinduliai AB ir CD yra vienodos krypties (la pav.), b) priespriesiais (zymima AB 1l ﬁ))), jei
spinduliai 4B ir CD yra prieSingy krypciy (1b pav.), ¢) kolineariaisiais (Zymima AB | H))), jei tieseés
AB ir CD lygiagrecios. Kolinearieji vektoriai yra arba vienakrypciai, arba prieSpriesiai. Vektoriaus
d=AB ilgiu (arba moduliu) vadinamas atkarpos 4B ilgis; vektoriaus @ modulis Zymimas |d| =
|ﬁ| Vektoriai AB ir CD yra vadinami Jlygiais, jei jy moduliai lygts, o kryptys sutampa, Zymima
AB = CD. I5 §io apibrézimo iSplaukia, kad, jei vektoriai AB ir CD néra vienoje tieséje, tai vektoriai
AB ir CD yra lygis tada ir tik tada, kai keturkampis ABDC yra lygiagretainis.

B B
L s
A C A D
4B 1 CD 4B M CD
la pav. 1b pav.

Nuliniu vektoriumi 0 vadinamas toks vektorius, kurio pradzios ir galo taskai sutampa. Nulinis
vektorius yra kolinearusis su bet kuriuo vektoriumi. Nulinio vektoriaus modulis lygus nuliui.
Vektoriai, kuriy moduliai lygiis, o kryptys prieSingos, yra vadinami priesSingaisiais vektoriais.
Vektoriui @ priesingasis vektorius Zzymimas —d. Akivaizdu, kad —AB = BA (2 pav.), 0 —(—d) = d.

B
B
.
Ho ) %c
a /-a a
A
4 0

2 pav. 3 pav.

Sakykime, kad d = AB — duotasis vektorius, O — bet kuris plokStumos taskas. Nubrézkime
spindul; OM, vienkrypt] su spinduliu 4B ir jame raskime vienintelj taskg C, kad atkarpos 4B ir OC

biity vienodo ilgio (3 pav.). Tuomet vektoriai 4B ir 0C yra lygts. Sakoma, kad vektorius d yra
atidedamas nuo tasko O. Akivaizdu, bet kuris vektorius vieninteliu biidu yra atidedamas nuo bet kurio

tagko. Jei d ir b — kolinearieji vektoriai, tai atidéti nuo vieno taSko, jie yra vienoje ties¢je (4 pav.).
Jei du vektoriai @ ir b atidéti nuo vieno tasko O @f =d, OB = I;), tai kampas AOB yra vadinamas
kampu tarp vektoriy d ir I;; $is kampas yra intervale [0°, 180°]. Jei @ 11 l_;, tai kampas tarp vektoriy
dirb lygus0° ojeid T4 b — tai kampas tarp jy lygus 180°.



dllb, OA=d, OB = b.
4 pav.

Sakykime, kad d ir b — du vektoriai. Parinkime taskg A ir atidékime nuo jo vektoriy d = 4B, o
nuo tasko B - vektoriy b = BC (5 pav.). Tuomet vektorius & = AC yra vektoriy @ ir b suma: &é =
d+b , arba AC = 4B + BC (vektoriy sudéties trikampio taisyklé).

B -
h

h -
5 pav. 6 pav.

Jei vektoriai d@ ir b nekolinearieji, tai atidéje nuo tasko 4 vektorius d = AB ir b = AC,
nubréziame lygiagretainj ABDC (6 pav.). Tuomet AD = AB + AC (vektoriy sudéties lygiagretainio
taisykle).

Vektoriy sudétis pasiZzymi Siomis savybémis:

l.d+b=h+ad,

2. (@+b)+é=d+(b+0),

3 +0= d,

a+(—d) = .

Vektorlq dair b kzrtumu vadinamas toks vektorius X, kad X + b= d, zymime X =d — b.

Akivaizdu, kad a —b= a+ (- b) (7 pav.). Jeid = 04, b= 0B, taid —b = OA — OB = BA.

Q¢
ol

B \‘\;
Ve i

7 pav.

Skaic¢iaus / ir vektoriaus d sandauga vadinamas vektorius 13, nustatomas Siomis sglygomis:
1) bMad,jeil>0,b1d,ijeil <O0;
2) |b| =1l -1dl (8 pav.).

d Ta, 1<0

8 pav.



Skaiciaus 0 ir vektoriaus d sandauga yra nulinis vektorius. Skai¢iaus / ir vektoriaus d sandauga
symima b = 1 - @ (arba b = 1d).

Vektoriaus daugyba i§ skaiciaus pasizymi tokiomis savybémis:

)1-d=d —1-d=—d,

2) (lk)-a=1-(k-a),

3)) {+k)-a=1l-a+k-a,

4 L-(@+b)=1-d+1-b.

Nenuliniai vektoriai @ ir b yra kolinearieji tada ir tik tada, kai yra toks skaicius /, kad b=1-d
JelaTTb tail = lal, OJelale tail = — l |

1 pavyzdys. Sakykime, kad atkarpoje AB yra taskas CirAC : CB = a : B, Ciaa ir f§ —du duotieji
BO +aOB

atf

Sprendimas. Sakykime, kad AC : CB = a : f (9 pav.). Tuomet AC = %ﬁf Jei O — bet kuris
plokstumos taskas, tai AC=0C—-04, CB=0B-0C,t. y. 0C — 04 = %(ﬁ — R). IS cia

gauname, kad (a + B)OC = aOB + BOA , ka ir reikéjo jrodyti.
Atskiru atveju, kai taSkas C yra atkarpos AB vidurio taSkas, tai AC : CB =1 : 1, ir jrodytoji
04+0B

skaiciai. Tuomet bet kuriam taSkui O yra teisinga lygybé 0C =

formul¢ yra tokia: 0C =

1 teorema. Sakykime, kad a ir b —du plokStumos nekolinearieji vektoriai. Tuomet bet kuris
plokstumos vektorius ¢ vienareik§miskai iSreiSkiamas vektoriais @ ir b t.y. egzistuoja skaiciai / ir m,
kad bty teisinga lygybé ¢ = ld + mb.

9,
9 pav. 10 pav.

Irodymas. Atidékime duotuosius vektorius nuo pasirinkto plokStumos tasko O: 04A=d, OB =
b, OC = ¢ (10 pav.). Kadangi vektoriai @ ir b yranekolinearieji, tai taskai 0, 4, B néra vienoje ties¢je.
Jei taskas C yra tieséje OA (arba tieséje OB), tai vektoriai € ir @ (arba C ir b ) yra kohnearlejl todel
yra toks skai¢ius [ , kad ¢ =1ld =la+0- b (arba yra toks skai¢ius m, kad ¢ = mb=0-3d+

mI;). Jei taskas C néra nei ties¢je OA, nei ties¢je OB, tai per taska C nubréziame tieses p || OA ir
q |l OB. Sakykime, kad tiesés p ir OB kertasi taske By, o tiesés g ir OA4 — taske A;. Kadangi vektoriai

0—Al) ir 04 kolinearieji, tai egzistuoja skaicius /, kad 0—Al) =1-04A=1-d. AnalogiSkai vektoriai O—Bl)
ir OB kolinearieji, tai egzistuoja skaicius m, kad O—Bl> =m-0B=m-b. Kadangi keturkampis
0A,CB, yra lygiagretainis, tai OC = OA, + 0B,, todél &=1d+mb.Jeil' % I, ir m' # m — kiti
skaiCiai, su kuriais teisinga lygybé ¢ = l'a + m’I;, tai atéme¢ vieng lygybe 1§ kitos, gauname, kad
(I-1)d+(m-m)b=0ty.d= Tr;:—::ul_a), taigi @ Il b. Gavome priestarg teoremos salygai, taigi
I' =1, m' = m, ir teorema jrodyta.

Taikant $ig teoremg uzdaviniy sprendimui, paprastai pasirenkami kurie nors du nekolinearieji
vektoriai ir jais iSreiSkiami uzdavinio sglygoje minimi vektoriai, arba kuris nors vienas vektorius
iSreiSkiamas dviem biidais. Pailiustruosime tai pavyzdziais.



2 pavyzdys. Trikampio ABC krastin¢je 4B yra taSkas D, o karstin¢je BC — taSkai E ir F tokie,
kad AD : DB=3:2, BE:EC=1:3, BF: FC =4 : 1. Rasime, kokiu santykiu ties¢ AE dalija
atkarpg DF.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés AE ir DF susikerta taske G (11 pav.). Kadangi taskas E dalija

AB+AC

atkarpa BC santykiu BE : EC = 1 : 3, tai pagal 1 pavyzdzio lygybe AE =2 . Be to akivaizdu,

kad AD = %A_B), DB = %ﬁ, BF = %ﬁ Vektoriai AE ir AG yra kolinerieji, tai yra toks skaiius

x,kad AG = xAE = x - 3AB4+AC = %xA_B) + %xm (*) Kita vertus AG = AD + DG. Kadangi

vektoriai DG ir DF yra kolinearieji, tai yra toks skaicius y, kad DG = yﬁ = y(ﬁ?) + ﬁ) =
y (248 +£BC) =y(m+f(ﬁ_ﬁ)) = —2yAB + % yAC. Tada 4G = AD + DG = 148 -
—yAB + - yAC (— — —y) AB + - yAC (**). Kaip iSplaukia i§ 1 teoremos gautosios vektoriaus AG

1sralskos (*) ir (**) nekolineariaisiais vektoriais AB ir AC turi sutapti, todel turii biti teisingos

lygybes x ————y, —x ——y IS ¢ia x ——y, 3. Eyzg—éy, y=13—4. Tad DG : GF = 3 : 11.
Atsakymas: 3 : 11.
4 C
D
B
rr C A i B
11 pav. 12 pav.

3 pavyzdys. Taskas G yra trikampio ABC pusiaukrasStiniy sankirtos taskas. Per virStng C

nubrézta tiesé [ kerta tieses AG ir BG atitinkamai taSkuose M ir N (12 pav.). Jei AG = kGM, BG =
IGN, tai k + 1 = 1. Jrodysime tai.

Sprendimas. Jei CD — trikampio pusiaukrastiné, tai pagal trikampio pusiaukrastiniy savybes

CG=2C0=2 L AP yomet TM =CC +GM = CG + L 4G = TC + 2 (CC — CA) =
(1+;)CG—;CA=(1+1)-@——CA (3-2)CA+(5+5)CB, CN=CG+GN =
Hﬁﬁﬁ;’:c_c’ﬁ(ﬁ;’—w)=(1+7)CG—TCB=(1+I)-@——CB (G+5)CA+

G - 33) CB. Kadangi vektoriai CM ir CN yra kolinearieji, tai yra toks skaicius x, kad CM = xm, t.

y. G — ﬁ) CA + ( i) CB =x (( )CA + (— — —) CB) Kadangi vektoriai CA ir CB yra

X

2 X 2x
nekolinearieji, tai 18 Sios iSraiSkos iSplaukia 1 ———=Z4 = 4 —=—==—=]5Ca 1——=
ekoline ej § Sios iSraiskos iSplau ygybes ™ 3+3l, 3+3k z 3

x + -1 + -=x— T' Pirmajg lygybe padauginame i$ 2 ir sudedame su antrgja: 3 — ; =3x, x =

1-, 1+—=(1—%)(1—§), B = 2 (k+DI=kl-2k—1+2 2k+2l=2, kg

ir relkejo jrodyti.



Skaicius, lygus vektoriy a ir b moduliy sandaugai, padaugintai i§ kampo tarp jy kosinuso,
vadinamas vektoriy d ir b skaliarine sandauga. Jei d ir b - duotieji vektoriai, kampas tarp jy lygus
@, taijy skaliariné sandauga d - b= lal - |13 | - cos . IS skaliarinés sandaugos apibrézimo iSplaukia,
kad nenuliniai vektoriai @ ir b statmeni tada ir tik tada, kai jy skaliarin¢ sandauga lygi nuliui.

Skaliariné sandauga pasiiymi éiomis savybémis:

1. d-b=bh-

2. d- (B+a)—a b+d-¢
3. (-d)-b=1-(a-b);
4, d-d=a*=1d*=0, d-d=0tkkaid=0.

Pagal skaliarinés daugybos apibréZimg ir ketvirtaja savybe kampas ¢ tarp vektoriy d ir b
a
B’

S )

apskaiciuojamas pagal formulg cos ¢ = o vektoriaus d modulis — pagal formule |d| = Vaz.

la

4 pavyzdys. Vektoriy d ir b modauliai atitinkamai lygiis 3 ir 4, kampas tarp jy 60°. Trikampis
ABC yra toks, kad AB = @ — 2b, AC = 2d. Rasime trikampio pusiaukampinés AD ilgj.

Sprendimas. Taikome trikampio pusiaukampinés savybe: trikampio kampo A pusiaukampiné

kerta trikampio krasting BC taske D ir yra teisinga lygybé % = % (13 pav.). Kadangi AB =d—2b ,

tai trikampio kra$tinés AB ilgis AB = [_)] VAB (a— 2b)2 = Va2 —4d- b+ 4b2, Irase
- —,2 - —
i sg israiskq a2 =[d]?=32=9, b?=b] =42 =16, @b =dl-|b| cos60° =3-4->=

6, gauname, kad AB = 7. Kadangi AC = 2d, krastinés AC ilgis lygus AC = |R| =|2d|l=2-ld| =
6AB+7AC

6. Taigi BD : DC = AB : AC =7 : 6, tod¢l pagal 1 pavyzdzio lygybe AD = , tuomet AD =

|AD| = VAD? =%\/(6ﬁ+ 7AC)? =%\/(6(&— 2b) +7-2d)2 = — /(20&— 12b)? =

= /(5&—35)2 =1‘*—3\/25a2—3oa-5+952 = =25-9-30-6+9-16 = —V189 = —=21.

Atsakymas: % V21.

yk
4 m A
& Ezk > >
) o E, I
B
D C [ ]
13 pav. 14 pav.

Sakykime, kad plokStumoje yra duota sta¢iakampé Dekarto koordinaciy sistema Oxy, jos asiy
Ox ir Oy vienetiniai vektoriai paprastai zymimi OF; = 1, OE, = J (14 pav.). Kadangi vektoriai 7 ir
J yra nekolinearieji, tai bet kuris plokStumos vektorius d jais i$reiSkiamas (1 teorema): d = [T + m].
Skaiciai [ ir m yra vadinami vektoriaus d koordinatémis koordinaciy sistemoje Oxy. Jei vektorius

d = OA atidedamas nuo koordinaciy pradzios tasko, tai skaiciai [ ir m yra tasko A koordinatés



koordinaéiy sistemoje Oxy (14 pav.). Jei koordinaciy sistemoje tasky A ir B koordinatés A(xy,y,),
B(x3,v,), tai i§ lygybés AB = OB — 04 gauname formulg¢ vektoriaus koordinatéms rasti, kai

#inomos jo galy koordinatés 4B = (x; — x)T+ (v, — v1)J.

Kadangi vektoriai 7ir j yra statmeni, tai jy skaliariné sandauga lygi nuliui. Jei @ = ;7 + m,]J,
b = 1,7 + m,], tai i$ skaliarinés daugybos savybiy lengvai gauname, kad @ - b = l,1, + mym,. I3 &a

iSplaukia, kad |d| =+/1? + m%, o kampo tarp vektoriy kosinusas randamas pagal formule

lllz +mim,
124+m? , 12+m3

5 pavyzdys. | kvadratg jbréztas apskritimas. Irodysime, kad bet kurio Sio apskritimo tasko
atstumy iki kvadrato virStiniy kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taSkams.

cos 2(d,b) =

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra kvadrato ABCD jstrizainiy sankirtos taSkas, taSkas M
yra kuris nors j kvadrata jbrézto apskritimo taskas (15 pav.). Turime: AB = MB — M4, BC = MC —
MB, CD = MD — MC, DA = MA — MD. Sias lygybes skaliariskai keliame kvadratu ir sudedame.
Zymédami kvadrato krasting AB = BC = CD = DA = a, gauname, kad 4a? = 2(MA? + MB? +
MC? + MD?) — 2(MA - MB + MB - MC + MC - MD + MD - MA). 1§ &a MA? + MB? + MC? +
MD? = 2a* + (MB(MA + MC) + MD(MC + MA) = 2a® + (MA + MC)(MB + MD).  Kadangi
MA = MO + 04, MB = MO + OB, MC = MO + OC, MD = MO + 0D, o OA+0C = 0B +
0D =0, tai (MA + MC)(MB + MD) = 4M0? = 4R% &ia R = %— i kvadratg jbrézto apskritimo

By M C

4 D
15 pav.

spindulys. Tuomet MA? + MB? + MC? + MD? = 2a* + 4(%)2 =3a% 1§ ¢ia seka, kad

nagrin¢jamoji kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taskams M.

Kaip zinome, lygiagretainio ABCD plotas lygus gretimy krastiniy sandaugai, padaugintai i§
kampo tarp jy sinuso: Sugcp = AB-AD -sinzZA = |ﬁ| . |E| -sinzA. Kadangi <A €

(0°,180°), tai sinzA > 0, todél sinZA = \/1— (cos 2A)? = \/ 1— (%)2 =

\/EZ-EZ—(E-E)Z

Vb . JraS¢ Sig sinuso reikSme, gauname tokig lygiagretainio ABCD ploto formule

Sapcp = \/EZ - AD? — (AB - AD)?. Kadangi trikampio ABC plotas lygus pusei lygiagretainio

ABDC ploto, tai Sy,pc = ; \/Ez - AC? — (AB - AC)>.



Sakykime, kad keturkampio ABCD ijstrizainés AC ir BD susikerta taSke M, ojy sudaromas
kampas ZAMB =¢ (16 pav.). Tuomet 2CMD = @, £LBMC = £AMD = 180° — g, taigi
sin ZAMB = sin ZBMC = sin £CMD = sin £DMA = sin ¢. Kadangi keturkampio ABCD plotas
lygus trikampiy AMB,BMC,CMD ir DMA ploty sumai, tai Sypcp = Spamp + Sagmc + Sacup +

Sapma =3MA - MB sin ZAMB +~MB - MC sin 2ZBMC +~MC - MD sin 2CMD + =MD -
MA sin .DMA = %sin(p .(MA-MB + MB - MC + MC - MD + MD - MA) =%(MB(MA + MC) +
MD(MC + MA))sing = %(MA + MC)(MB + MD)sing = %AC -BD -sing. Taigi jrodéme,

kad keturkampio plotas lygus jo jstrizainiy sandaugos pusei, padaugintai i§ kampo tarp jstrizainiy

sinuso. I§ ¢ia gauname tokig keturkampio ploto formule Sypcp = % J AC? - BD? — (AC - BD)2.

Dy C
D
yA75
A — B’
XAB
16 pav. 17 pav.

6 pavyzdys. Taskai A(—2,—3), B(7,7), C(—3,1) ir D(3,0) yra keturkampio vir§iinés. Rasime
jo plota.

Sprendimas. Visy pirma nustatysime, kuri i§ atkarpy AD ar AC yra keturkampio jstrizaine. Ta
galima padaryti, atidedant duotuosius taskus koordinaciy plokStumoje, bet galima patikrinti ir
skaiciuojant. Pastebékime (17 pav.), kad teisingas toks teiginys: jei atkarpa AC yra keturkampio

ABCD jstrizaine, tai iSraiSkoje AC = xAB + yﬁ, kurios teisingumas iSplaukia i§ 1 teoremos,
skaitiai x ir y yra teigiamieji skaitiai. Kadangi AB = (7—-(=2))i+ (7 - (=3))] = 97+ 10j,
AC=(-3-(-2)+(1-(=3))j=-i+4], 0 AD = (3—(=2))i+ (0 - (-3))]=5{+3] ,
tai —7+ 47 = x(97+ 10)) + y(57 + 3)). Kadangi vektoriai 7 ir j yra nekolinearieji, tai $ioje

9x + 5y = —1, & -
10x + 3y = 4 10s sistemos

sprendinys x = 1, y = —2, todel AC = AB — 24D. Kadangi Sioje iSraiSkoje vienas i§ koeficienty

iSraiSkoje koeficientai prie Siy vektoriy turi sutapti. I ¢ia seka, kad {

yra neigiamas, tai atkarpa AC néra jstrizainé. Ji yra keturkampio krastiné, o kadangi i§ gautos lygybés
iSplaukia, kad AB = AC + 24D, tai atkarpa AB yra keturkampio jstrizain¢ (18 pav.). Tuomet

keturkampio plotas S = %\/A_B)2 - CD? — (AB - CD)?. Kadangi CD = 67 — J, tai AB% = 92 + 102 =
181,CD* =62+ (—1)2 =37, AB-CD =9-6 410" (—1) = 44, tai ietkomasis plotas S =

%\/181 37 — 442 = %\/4761 = ?

A C

18 pav.



9.

TRECIOJI UZDUOTIS

Taskas M yra trikampio ABC krastinés AB vidurio taskas, O — trikampio pusiaukrastiniy
sankirtos taskas. Vektorius m, ﬁ, MO isreikikite vektoriais AB ir AC .

Taskas M yra lygiagretainio ABCD krastinés AD vidurys, o taSkas N yra krastinéje CD. Be to,
CN : ND = 1: 3. Vektorius AB ir AD isreikskite vektoriais CM ir BN.

Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yrataSkai K ir L,beto, BK : KC =2:3, CL: LD =
= 5: 3. Tiesés DK ir BL kertasi taske M. Raskite, kokiu santykiu M dalija atkarpas DK ir BL.
Taskai P ir  yra atitinkamai atkarpy AB ir CD vidurio taSkai. Jrodykite, kad atkarpy AC, BD ir
PQ vidurio taskai yra vienoje tieséje.

Per lygiagretainio ABCD virSung C nubréZzta tiesé d, kertanti tieses AB ir AD atitinkamai taSkuose
M ir N taip, kad DC = kAM, BC = IAN. Raskite sumg k + L.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB =4, AC =5, kampas A lygus 45°. Raskite trikampio
pusiaukrastinés AM ir pusiaukampinés AD ilgius.

Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai CA = 6, CB = 8. Raskite kampo tarp jo pusiaukampiniy
CM ir BN kosinusa.

TaSkas O yra apskritimo centras, taskai A, B ir C yra tokie apskritimo taSkai, kad 0C =04 +

+0B. Raskite kampo AOB diduma.
Duotos trikampio virsiiniy koordinatés A(3,0), B(2,7), C(5,3). Raskite trikampio plotg ir
aukstinés AH ilgj.

10. Taskai (—6,—1),(—4,—4), (—1, 4), (—3,—3) yra keturkampio virSiinés. Raskite jo plota.



IV. TIESINES LYGTYS IR DETERMINANTAI

Teorine medZiaga parengé bei ketvirtaja uzduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

1. Tiesiné lygtis. Tiesine lygtimi su n (n € N)nezinomyjy vadinama lygtis
Qi Xy +arx, + ayxy +...+a,x, =b,
kurioje ay,a,, a3, ...,a, ir b yra Zinomi dydziai (realieji skaiciai), o x;, x,, X3, ..., X, — nezinomi
dydziai (realieji skaiciai).

Skaiciai ay, a,, a3, ..., a, vadinami koeficientais, X, x,, X3, ..., X,, — hezinomaisiais, o skaicius b
vadinamas laisvuoju nariu.

Nezinomyjy reikSmiy, tarkim, X, X,, X3, ..., X,, rinkinys (X;; X,; X3;...; X,,) vadinamas tiesinés
lygties sprendiniu, jeigu galioja lygybé

a X +a,-xXy+ay-x3+..+a,-x,=>b.

Jeigu nezinomyjy skaiCius n yra nedidelis, tiesinés lygties nezinomieji ir jy koeficientai paprastai
uzraSomi skirtingomis raidémis. Pavyzdziui, tiesiné lygtis su vienu neZinuoju uZraSoma pavidalu
ax = b, tiesiné lygtis su dviem nezinomaisiais — pavidalu ax+by =c¢, o su trimis nezinomaisiais —
pavidalu ax+by+cz=d ir pan.

2. Tiesinés lygties sprendiniy aibé. Tiesinés lygties

Qi Xy +a)xX, +ayxy +...+a,x, =b
sprendiniy (X;; X,; X3;...; X,,) visuma vadinama sprendiniy aibe. J kartais Zymésime raide X.
Tuo atveju, kai tiesiné lygtis neturi né vieno sprendinio, pavyzdziui, tiesin¢ lygtis
0-%+0-x)+0-x3+..+0-x, =1,
vartosime tusciosios aibés simbolj @ ir raSysime: X = .
Pati paprasCiausia yra tiesiné lygtis su vienu neZinomuoju ax = b.
Jei a # 0, ji turi tik vieng sprendinj — realyjj skai¢iy é
a

Jei a=0, yradu atvejai:

1) b=01ir2) b#0.
Pirmu atveju bet kuris realusis skaiius » yra tiesinés lygties ax =b sprendinys (nes 0-7 =0), o antru
atveju tiesiné lygtis ax = b neturi né vieno sprendinio (rasytume X =).

Glaustai prisiminkime ir gerai pazjstamg tiesin¢ lygtj su dviem nezZinomaisiais ax +by = c.

C_b'r;r), reR, ojei b#0, tai

Jei a # 0, tai bet kurj sprendinj galima uzrasyti pavidalu (
a

pavidalu (r; c—;rr)’ reR.

Taip pat gerai zinome, kad ir vienu, ir kitu atveju gautume, jog tiesinés lygties su dviem
nezinomaisiais sprendiniy aibés X geometrinis vaizdas (grafikas) yra kuri nors plokStumos tieseé.

Stai, pavyzdziui, tiesing lygti 3x+5y =15 uzraS¢ pavidalu
y=3-0,6x lengvai jsitikintume, kad kiekvienas jos sprendinys \ (0; 3)
(r;3-0,6r), reR, yra tiesés, einancios per taskus (0; 3) ir
(5; 0), taskas M, kurio koordinatés (r; 3—0,6r).

Tiesing lygtj su dviem neZinomaisiais 0-x+0-y =0 tenkina

kiekviena realiyjy skaiiy r ir » pora (r;r), o lygtis

0-x+0-y=c, c#0, srendiniy neturi.
3. Veiksmai su tiesinémis lygtimis. Tiesinés lygties
aj Xy +ayxy +azxy +...+a,x, =b (1)
ir skaiCiaus A sandauga yra tiesiné lygtis
(Aa))x; + (hay)xy + (hay)xz +...+(ha,)x, = Ab. (2)



Kad biity trumpiau, (1) lygti pazymékime simboliu L. Tada (2) lygtj Zymésime simboliu AL. Stai,
pavyzdziui, tiesing lygtj su dviem nezinomaisiais
L: Tx+11y =77
padauging i§ 3 gausime lygti
3L: 21x+33y=231.
Dviejy tiesiniy lyg€iy su #» nezinomyjy

L: aixl + a'zxz + a'3x3 +..+ a,;xn b
ir

L,: ai'xl + a;xz + a;x3 +..+ a;xn =b

suma (Zym. L; + L, ) yra tiesiné lygtis su n nezinomyjy

(ai + ai')xl + (a‘z + a;)xz + (a'3 + a;)x3 +...+ (a;i + a:l )X, = b+b.
Pavyzdziui, tiesiniy lygCiy su trimis nezinomaisiais
2x+3y+z=6 ir 4x-2y+3z=4
suma yra tiesin¢ lygtis su trimis nezinomaisiais 6x+ y+4z =10.

Tegu L, ir L, yra tiesinés lygtys su n, n € N, nezinomyjy, o A, ir A, —realieji skaiciai. Tada
tiesiniy lygciy A L; ir A,L, suma AL, +A,L, vadinama lygCiy L, ir L, tiesiniu dariniu, o skaiciai
Ay ir A, — tiesinio darinio koeficientais.

Sudarykime keliy tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais

L: 2x—-y+3z=4
ir
Ly: 3x+2y—-4z=1
tiesinius darinius, pavyzdziui, 3L, +2L,, 2L+ L, ir 4L, +3L,:
1) Padauging L, iS 3 gausime lygtj
3L;: 6x-3y+9z=12,
0 L, padauging iS 2 gausime lygt]
2L, 6x+4y—-8z=2.
Skai¢iuodami sumg 3L, + 2L, gausime:
(6x—3y+92)+(6x+4y—-82z)=12+2,
(6+6)x+(-3+4)y+(9-8)z=14,

12x+y+z=14.
Taigi tiesinis darinys 3L; + 2L, yra tiesiné lygtis su trimis neZinomaisiais
12x+y+z=14.

2) PanaSiai skai¢iuodami gautume, kad tiesinis darinys 2L; + L, yra tiesiné lygtis su trimis
nezinomaisiais 7x+0-y+2z =9, kurig galima suvokti ir kaip tiesing lygti su dviem nezinomaisiais
Tx+2z=09.

3) Tiesinis darinys 4L, +3L, yra 17x+2y+0-z =19. Sios lygties sprendiniy aibé priklauso tik

nuo x ir y, nes z gali biiti bet kuris realusis skaicius. Taigi ir ja galima suvokti kaip tiesing lygtj su
dviem nezinomaisiais 17x+2y=19.

4. Tiesiniy lygciy sistemos sprendimas eliminuojant neZinomuosius. Trumpam grjzkime prie
to, kg jau gerai mokame — i§spregskime, pavyzdziui, tiesiniy lyg€iy su dviem neZinomaisiais sistemag
2x+7y =14,
3)
Sx+3y=15.
IS pradziy pirma lygt] padauginkime i§ (-5), antrg lygti padauginkime i§ 2, o tada pirma lygtj
pridékime prie antros lygties. Taip gausime naujg lygCiy sistemag
{ 2x+7y =14,

4
0-x-29y =-40, @



kurios sprendinj visai nesunku rasti:

O-x—29yz—40:>29yz—40:>y=%;

21720 1414280, 140 _T7(29-20) 63
29 29 29 29 29

Vadinasi, (4) lygciy sistemos sprendinys yra (%, %) Kartu jis yra ir (3) lygciy sistemos
sprendinys (galima jsitikinti tiesiogiai patikrinus).

Jei pazymétume (kad ir mintyse) (3) sistemos pirma lygti simboliu Z;, o antra — simboliu L,,
tai visai lengvai suprastume, kad (4) sistemos antra lygtis 0-x—29y =—-40 yra lyg¢iy

Li: 2x+7y=14 1ir Ly: 5x+3y=15

tiesinis darinys (—5)L; +2L,. Taip pat aiSku, kad (4) sistema yra gauta 15 (3) sistemos, jos antrg
lygti L, pakeitus tiesiniu dariniu (=5)L; +2L,.

Svarbu suprasti ir tai, kad tiesinio darinio koeficientus tikslinga pasirinkti taip, kad gautos lygties
kurio nors nezinomojo koeficientas biity lygus nuliui — taip eliminuojamas tas nezinomasis.

Taikydami nezinomyjy eliminavimo metodg iSspreskime porg tiesiniy lygciy su didesniu nezino-
myjy skai¢iumi sistemy.

1 pavyzdys. I$spreskime tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistemag

x+2y—-2z=4,

3x—y+6z=4,
)

2x+y—4z=2,

x+y+2z=4.

Sprendimas. Pasirinkime, pavyzdZiui, ketvirtg lygt] (mintyse paZym. L, ). Bandykime eliminuoti
nezinomajj y 1§ pirmos, antros ir trecios lyg€iy (taigi i§ L;, L, ir Ly). Tai galima padaryti kad ir taip:

1) Ketvirta lygti Ly: x; + y+2z =4 padauginus (mintyse ar juodrastyje) 1§ —2 ir pridéjus prie
pirmos lygties L;: x+2y—2z =4. Kitaip sakant, pirmg lygt] pakeitus tiesiniu dariniu L; +(-2)L,,
taiga lygtimi —x+0-y—6z=-4.

2) Antra lygti L,: 3x—y+ 6z =4 pakeitus tiesiniu dariniu L, + L.

3) Trecia lygti Ly: 2x+ y —4z =2 pakeitus tiesiniu dariniu Ly 4+ (=1)L,.

Taip gausime naujg (bet ekvivalencig!) tiesiniy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistemag
—x+0-y—-6z=-4,

4x+0-y+8z =8,
x+0-y—6z=-2, ©
x+y+2z=4.
Praleide nuliui lygius démenis turésime tokig sistema:
-x  —6z=-4,
4x +8z=8§,
x —6z=-2,
X+y+2z=4.

Dabar pasirinkime pirma lygti (¢ia jos Zymuo bus vél L;) ir eliminuokime nezinomajj x i$ antros,
trecios ir ketvirtos lygCiy, pakeisdami jas tiesiniais dariniais:

1) lygti Ly: 4x+0-y+8z=8 —tiesiniu dariniu L, +4L;;

2) lygti Ly: x+0-y—6z=-2 —tiesiniu dariniu Lz + L;;

3) lygti Ly: x+y+2z=4 —tiesiniu dariniu L, + L.



Praleide nuliui lygius démenis, gausime dar vieng (veél ekvivalencig!) keturiy tiesiniy lyg¢iy su
trimis nezinomaisiais sistema

-x —6z=-4,
—16z=-8,
~12z =-6, 2
y—4z=0.

Si lyggiy sistema turi vienintelj sprendinj — realiyjy skaiciy trejeta (l; 2; %)
Lengva jsitikinti, kad jis tenkina ir (6), ir (5) lygciy sistemg. Vadinasi, (5) lyg€iy sistema turi
vienintelj sprendinj (l; 2; %)

Ats.: (l; 2; lj
2

2 pavyzdys. ISsprgskime tiesiniy lyg€iy su keturiais nezinomaisiais sistema
2X] +Xxy +3x3— x4 =6,
X=Xy +2x3+x4 =5, ®)
4x; +2x5 —x3=3x4 =7.

Sprendimas. 1S pradziy eliminuokime neZinomajj x; 1§ pirmos lygties ir 1§ trecios lygties, tuo
tikslu pirma lygtj

Lyt 2x+x)+3x3—x4 =6
pakeisdami tiesiniu dariniu L; +(=2)L,, o trecig lygt;

Ly: 4oy +2xy—x3-3x4 =7
pakeisdami tiesiniu dariniu L; +(—4)L,.

Tiesinis darinys L; +(-2)L, yra tiesiné¢ lygtis 0-x; +3x, —x3—3x4 =—4, o tiesinis darinys
Ly +(—4)L, yra tiesiné lygtis 0-x; +6x, —9x3 —7x, =—13,todél (8) lyg€iy sistema ekvivalenti Siai
tiesiniy lygcCiy su keturiais neZzinomaisiais sistemai:

3xy —x3—3x, =4,
X| =Xy +2x3+x4 =5, 9)
6x5 —9x3 —Txy =—13.

Dabar eliminuokime x, 1§ antros ir i treCios lygties, pakeisdami lygtj

Ly: X=Xy +2x3+x4 =5
tiesiniu dariniu 3L, + ;, taigi tiesine lygtimi 3x; +0-x, +5x3 +0-x4 =11, o lygtj

Ly: 0-xp+6x5 —9x3—Tx4 =—13
pakeisdami tiesiniu dariniu Lz +(=2)L;, taigi tiesine lygtimi 0-x; +0-x, —=7x3 —x4 =-5.
Gausime ekvivalencig tiesiniy lyg€iy su keturiais neZinomaisiais sistemag
3xy —x3—3x, =4,
3x, +5x; =11, (10)

—Tx3— x4 =-5.

Trecia lygtj padauginkime i§ -3 ir gautg lygtj pridékime prie pirmos lygties. Kitaip sakant, tiesing
lygti L;: 0-x +3x, —x3—3x, =—4 pakeiskime tiesiniu dariniu L; +(-3)L;, t.y. tiesine lygtimi
0-x, +3x, +20x3+0-x, =11. Siuo veiksmu x, eliminuojamas i (10) sistemos pirmos lygties.

Belieka iSspresti §ig tiesiniy lyg€iy su keturiais nezinomaisiais sistema:



3x2 +20.X3 :11,
3x +5x3 =1L (11)
—7X3 —X4 =-5.

IS antros lygties gauname, kad x; = %(l 1-5x3), 1§ pirmos lygties gauname, kad x, = %(l 1-20x3), o

i§ ketvirtos lygties — x, =5—"7x;3.

Matome, kad jei x; yra bet kuris realusis skaiCius r, tai realiyjy skaiCiy rinkinys
(%(ll—Sr);%(ll—mr); r; 5—7rj yra (11) sistemos sprendinys. D¢l (8), (9), (10) ir (11) sistemy

ekvivalentumo darome iSvada, kad (8) tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisiais sistema turi be galo

daug sprendiniy ir jie yra uzraSomi pavidalu (é(l 1-5r); %(1 1-20r);r;5—- 7rj , reR.

Ats.: G(ll—s;f); %(11—201"); r; 5—7rj, reR.

5. Tiesiniy lyg¢iu su n, n € N, nezinomuyjuy kvadratiné sistema. Susitarkime bet kurig tiesiniy
lygciy sistemg vadinti kvadratine tiesiniy lygciy sistema, jeigu jos lygCiy skaiius sutampa su
nezinomyjy skai¢iumi.

Bendrasis kvadratinés tiesiniy lygciy sistemos su n, n € N, neZinomyjy pavidalas yra

aj X +app Xy +...+ap,x, =c|,

alel +a22x2 +...+ aznxn = 02, (12)

A X+ AppXy +..ta,,x, =c,.

6. Kvadratinés tiesiniy lygéiu su dviem neZinomaisiais sistemos sprendinio formulé. Bet
kurig dviejy tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistemg galima uZzraSyti pavidalu
a1 X HdppXy = ¢

’ (13)
A1 X T axnXy =Cy;
¢ia ayy, a5, ay|, Gy, ¢ Ir ¢, gali biti bet kurie realieji skai€iai. Beje, simboliai su dvigubais
indeksais skaitomi taip: ,,a vienas vienas — simbolis a;;, ,.a du vienas* — simbolis a,; ir t. t.
Ieskodami (13) sistemos sprendinio, taikykime nezinomyjy eliminavimo metoda (Zr. 1 ir 2 pavyz-
dzius). Kad biity maziau papildomy riipes¢iy sudarant tiesinius darinius, apsiribokime atveju, kai tarp
koeficienty a;;, a;,, a,; ir a,, néra né vieno nuliui lygaus skaiciaus. Kita vertus, jei tarp (13)

sistemos lygciy koeficienty biity bent vienas lygus nuliui, jos sprendiniy aib¢ biity galima rasti i$
karto.

IS pradZziy eliminuokime neZinomajj x; 18 antros lygties, o paskui (esant galimybei) eliminuokime
nezinomajj x, 1§ pirmos lygties. Tuo tikslu antrg lygt] pakeiskime tiesiniu dariniu a;;L, +(—a,;)L;,
taigi tiesine lygtimi

(@111 = ag1a11)x; +(a11Gy) = a12ap1) Xy = Gy1C) —C1ay.
Gausime ekvivalencig sistema

aXp +apx, =¢
{ ’ (14)
0-x; +(a1ay —a12ay1)X) = ay1¢; —Cjay;.
Pazyméjus
d =ay a5 —apay) it dy =ay 16, —ayy,
Ji1gis pavidala
apXp +apx; =¢
’ (15)
O‘Xl + dX2 =d2.



Esant salygai d # 0, galima eliminuoti nezinomajj x, i§ pirmos lygties pakeiciant ja tiesiniu dariniu
dL, +(—ay,)L, — tiesine lygtimi
dal lxl +0- X2 = dcl - alzdz.
Gautume ekvivalencig tiesiniy lygciy sistema
{dal lxl +0- XZ = dcl — a12d2,

(16)
O‘Xl + d)C2 =d2.

Kadangi
dey —ayydy = (ay1ay; —a1pay1)¢; —ayp(a1¢) — €1y ) = 1100 — A1p0)1C) —A1pa) 1€ + a1y -y =
= a) 1Ay ) — A1071Cy = ay1(€1dgp — A12C3),
tai (16) sistemos pirma lygtis tampa lygtimi
day1x; +0-x; = ay(cay; —a1p6;).
Padalijus 1§ ay; ir pazyméjus
dy =1ay —ayy¢y,
jiigyjapavidalg dyx; +0-x, = d.
Taip vietoj (15) gauname ekvivalencig sistema

dxl +O')C2 = dl’
(17)
O'XI +de = dz,
i$ kurios iSplaukia, jog skaiciy
dy . d,
X =— ir x,=—%= 18
1= 2= (18)
d, d, T . .
pora ;; 7 yra vienintelis (13) sistemos sprendinys.
Siose sprendinio komponenéiy x, ir x, formulése
d = ay ay —apayy, (19)
di = ciay —apcy, (20)
dy = ay1c; —iay;. (21)

Tesdami (13) lygciy sistemos sprendimo analizg, sugrizkime prie (15) sistemos ir aptarkime
atvej], kai d =0.
Siuo atveju (15) sistema bus pavidalo
ay1X +dpXy =4,
O-xl +O')C2 =d2.

AiSku, kad ji neturés né vieno sprendinio, jei d, # 0. O atveju d, =0 ji turés be galo daug sprendiniy,

kuriy aibé sutaps su tiesinés lygties a;;x; +a,x, =c¢; sprendiniy aibe (r; ai(c1 —ay, ~r)j, reR;
12

¢ia turime mintyje prading prielaida, jog a;; # 0 ir a;, #0.

Apibendrinant atlikta (13) sistemos sprendima, galima padaryti tokias iSvadas:

1) kvadratiné tiesiniy lygCiy su dviem nezinomaisiais (13) sistema turi vienintelj sprendinj
(ﬁ;ﬁj, jei d #0;

d d

2) (13) sistema turi be galo daug sprendiniy, jei d =0 ir d; =d, =0;

3) (13) sistema neturi né vieno sprendinio, jei d =0 ir bent vienas i§ skaiCiy d; ir d, nelygus
nuliui.

Skai¢iai d, d; ir d, ¢ia vadinami (13) lygciy sistemos (antros eilés) determinantais. Jy
skai¢iavimo (19)—(21) formuléms lengviau prisiminti, pakakty sudaryti tris 2x2 matmeny skaiciy



lenteles (matricas)

a1 a2 G adp Q1 G
A =[ , A= , Ay =
dy; 4y G dpy a1 &

ir pagal jas apskaiCiuoti d, d, ir d, reikSmes taikant schema

k%
Pt
A/* *\
— +
Skaiciuojant praktiskai, paprastai raSoma taip:
4 di2
d= = ayay —dpdyy; (19a)
a1 4
_G dz | _ )
dy = =0y —app6y; (20a)
¢ axp
% G
dy = =ay1C — Gy (21a)
a1 &
3 pavyzdys. ISspreskime kvadratine tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistema
Sx+7y=1,
4x—-13y =38.
. . . 5 7 1 7 5 1
Sprendimas. Sudarykime tris matricas: 4 = , A.= , A, =
4 -13 38 —-13 4 38
ir apskaiciuokime jy determinantus (Zymédami atitinkamai d, d,. ir d y)- Gausime:
5 7
= =5-(-13)-7-4=-65-28=-93,
4 —-13
1 7
d,= =1-(-13)-7-38=—-13-266 =-279,
38 —13
5

1
Y14 38

T4 -93

d, _2719 _, _d, 186

Vadinasi, x = T =-2, opora (3; —2) yra lyg€iy sistemos sprendinys.

>

Ats.: (3;-2).

4 pavyzdys. ISspreskime kvadrating tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sistemg

V2 x+43-y=A/6,
{2\/§-x+3x/§-y=6.

Sprendimas. Apskaiciuokime tris determinantus:
NN VAN
243 32 6 32

(22)

2 e
23 6|

d:

2 X

ir a’y:




Gausime, kad d =0, d, =0 ir d, =0. Vadinasi, (22) sistema
turi be galo daug sprendiniy. O kokia jy aibé? Imkim ir
padauginkim pirma lygtj i$ J6 - gausim antrg lygtj. Vadinasi, ir
viena, ir kita lygtis apibréZzia ta pacig ties¢ (Zr. 2 pav.), einancig
per tasSkus (\/5; 0) ir (0; \/E). Todél (22) sistemos sprendiniy

aibe sudaro realiyjy skaiciy poros (r; g(\/g —r)}, reR.

3

Ats.: (r; ﬁ(\/g—r)} reR.

~

2 pav.

7. O Kkas toliau? Toliau — kvadratiné tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistema ir jos
bendrojo sprendinio formulés paieska. Tada — kvadratiné tiesiniy lyg€iy su dar didesniu nezinomyjy
skai¢iumi. Ir vis ilgesni, painesni skai¢iavimai, kuriuose visai nesunku pasiklysti.

Toliau — neiSvengiamai artima pazintis su matricomis, jy sudétimi, daugyba, jvairiais matricy
tiesiniais dariniais, su kvadratinés matricos determinanto savybémis, kol atsiras gebéjimas rasti

kvadratinés matricos A atvirkSting matricg A_l, kol ateis supratimas, kad bet kurig kvadrating

tiesiniy lygc€iy sistemg jmanoma uzrasyti pavidalu Ax =c¢, o jos sprendinj — formule x = Ale.

Vis délto ne ¢ia padékime paskutinj taSkg. Pazintj su determinanty taikymu prateskime
mokydamiesi spresti kvadrating tiesiniy lygciy su trimis neZinomaisiais sistemag

ap X +apxy +ap3x; =qp,

a21x1 + 6122X2 + 6123X3 = Cz, (23)
a3 lxl + a32x2 + a33X3 = C3.
Jos bendraji sprendinj (x;; x,; x3) galima uZraSyti keturiy kvadratiniy matricy
aip d a3 G 42 93 a1 G a3 a1 92 9
A=|ay ayp axy|, A=y ayn apy|, h=|ay ¢ ayn| it 43=ay ap
az1 dzp dsj Gy a3y dzz dz1 €G3 dsj az; 4z G
determinantais atitinkamai d, d,, d, ir d3, jei d # 0. Formulés tokios:
d d d
X =, Xy=—2, xy=—. (24)
d d d
Bet determinanty skaic¢iavimas Siuo atveju gerokai sunkesnis:
ap dpp a3
d= B djy 4y arr dy3 dy; Ay
=y Ay Ay =4apg: —dapp- +aps- = 75
azy a3 ay;  as3 ay;  as (25)
az1 dzp d4sz
= ay(apnass —ayasy) — ajp(ay1a33 — aysasy) + ap3(ay asy — ayas),
a 42 a3 a a ¢ a ¢, a
22 43 2 a3 2 A4y
dy=|cy ay axp|=¢:- —dapp- +ap;- > (26)
dzp 43z ¢y dasz C3 a3
€3 d3p d33
a4 c, a a a a c
2 dx 21 423 21 &
dy=lay ¢ apl=a;- - +apz- ) (27)
C3 ds3 az1 43 a1 G
dz; €G3 dsj
G G2 q a c a c a a
2 O 21 & 21 922
dy=|ay; ayp cl=a;- —ap- +cp- : (28)
dzp C3 a31 G az1 4z
az1 dy3 C3

Atveju d =0 gautume, kad (23) sistema arba turi be galo daug sprendiniy, arba neturi né vieno



sprendinio.

Sprendziant konkrec¢ius uzdavinius tuo galima jsitikinti i§sprendus lyg€iy sistemg eliminuojant
nezinomuosius.

ISspreskime kelias tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemas ir tuo baikime pazintj su
determinanty taikymu sprendziant kvadratines tiesiniy lyg€iy sistemas.

5 pavyzdys. ISspreskime kvadrating tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais lyg¢iy sistema
2x+3y+z=-2,
—3x+y—-5z=8§, (29)
x+4y—-8z=3.

Sprendimas. 18 pradziy apskaiciuokime sistemos lygciy koeficienty matricos

2 3 1
A=|-3 1-5
1 4 -8
determinantg d. Pagal (25) formule,
2 31
1 -5 -3 -5 |-3 1
d=|-3 1-5|=2- -3 + =
4 -8 1 -8 1 4
1 4 -8

=2(1:(-8) = (=5)- ) =3((-3)- (-8) = (=5) )+ (-3)-411) =
=2-12-3-29+(-13)=24-87-13=-76.
Kadangi d # 0, darome iSvada, jog (29) lygciy sistema turi vienintelj sprendinj (x; y; z), kurio
komponentés apskai¢iuojamos pagal formules

d, y_ﬁ, Zzﬁ’
d d d
éia
2 31
1 -5 8 -5 |81
d=| 8 1-5=-2 - 3. + =
4 -8 T [3-8 |3 4
3 4 -8
=-2(1-(~8) = (=5)-4) = 3(8-(=8) = (=5)-3) +(8-4~1-3) =
=-2.12-3-(-49)+29 =24 +147 +29 =152,
2 -2 1
d,=|-3 8 —5/=2. ()3_5 =8
2 3-8 1 3]
1 3-8
=2(8+(=8) = (=5)-3)+ 2(-3)-(-8) = (=5)- D +((-3)-3-8-1) =
=2.(~49)+2-29-17 =—-98+58—17 =57,
2 3-2
18] |38 -3 1
431 s 2‘ M ‘+<_2)‘ ‘
43 13 1 4
14 3
=2(1-3-8-4)-3((-3)-3-8-1)=2((-3)-4-1-1) =
=2.(=29)=3-(=17)=2-(~13) = =58+ 51+ 26 =19,
Vadinasi,xzﬁ:—z, y=__57=§, Z=£=_l'
~76 ~76 4 ~76 4

Ats.: (—2;2;—1].
4 4

6 pavyzdys. ISspreskime kvadrating tiesiniy lyg€iy sistema su trimis nezinomaisiais



x+3y-Tz=11,
2x—y+2z=—1, (30)
3x+2y-5z=".
Sprendimas. Sios sistemos lygéiy koeficienty matrica yra
1 3-7
A=|2 -1 2
3 2-5

Skai¢iuodami jos determinantg (pagal (25) formulg), gauname, kad

1 3 -7
-1 2 2 2 2 -1
d=| 2 -1 2|= 3. +(=7)- =1-3-(-16)-7-7=0.
s 5 _s| 1275 3-5 32

Kadangi d =0, néra galimybés taikyti (24) formuliy, todél (30) lygciy sistemos sprendimag
teskime taikydami nezinomyjy eliminavimo metoda. IS pradziy eliminuokime x i§ antros ir i$ tre¢ios
lygties, tuo tikslu antrg lygt] pakeisdami tiesiniu dariniu L, +(=2)L;, o trecig lygt] — tiesiniu dariniu
Ly +(-3)L,. Gausime ekvivalencig sistema

x+3y-T7z=11,

0-x—7y+16z=-23,

0-x—7y+16z =-26.
Eliminuodami y trecia lygti pakeiskime tiesiniu dariniu L; +(—1)L,. Gausime ekvivalencia tiesiniy
lygciy sistemg

x+3y-Tz=11,

0-x—7y+16z=-23, (31)

0-x+0-y+0-z=-3.
Zinoma, tredia lygtis neturi n¢ vieno sprendinio. Vadinasi, (31) sistema, taigi ir (30), sprendiniy neturi.

Ats.: O.

7 pavyzdys. ISspreskime tiesiniy lygciy sistema su trimis nezinomaisiais

Sx=Ty+4z=2,
—x+3y+z=3, (32)
Tx—13y+2z=-4.
5 -7 4
Sprendimas. 1§ pradziy apskaic¢iuokime sistemos lygc¢iy koeficienty matricos 4=| -1 3 1
7 —-13 2

determinantg d:
5 -7 4
d=|-1 3 1:5‘
7 -13 2

Toliau taikykime nezinomyjy eliminavimo metodg. Pirma (32) sistemos lygtj pakeiskime tiesiniu
dariniu ; +5L,, o tre€ig — tiesiniu dariniu L3 +7L,.

31

-1 1 -1 3
3 2‘—(—7)‘ ‘+4‘ ‘=5-19+7-(—9)+4-(—8)=95—63—32=0.

7 2 7 —-13

Gausime ekvivalencig tiesiniy lygciy sistema
0-x+8y+9z=17,
—-x+3y+ z=3, (33)
0-x+8y+9z=17.



Matome, kad trecia lygtis sutampa su pirma lygtimi, tod¢l (33) sistema, taigi ir (32), yra ekvivalenti
dviejy tiesiniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistemai

—x+3y+z=3,
(34)
8y+9z=17.
IS trecios lygties iSplaukia, kad

1
=—(17-9z).
y 8( )

Tada
—x+3~l(l7—9z)+z:3:>—x+ﬂ—gz:3:>x:£—gz=l(27—19z).
8 8 8 g8 8 8

Pasirinke z =7, r € R, gausime trejetg (%(27 —19r); %(17 -9r); rj, kuris tenkina ne tik (34),
bet ir (32) lyg€iy sistema.

Vadinasi, (32) sistema turi be galo daug sprendiniy, kurivos galima uzraSyti pavidalu

(%(27—1%);%(17—%);0, reR.

Ats.: (é(27—19r); %(17—91”); rj, reR.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

[y

. ISspreskite lygciy sistema

(2 +3)x+(5-3)y =1,
6 +2)x+ (10 -/6)y =2.

N

. I8spreskite lygciy sistema

{ J5 x4+ \/E-y:6,
5\/5-x+2\/§-y=6\/ﬁ.

()

. I8spreskite lygciy sistema

(\/§+ 2+1)x+(\/§—\/§+1)y:2\/§,
V3 +2 - Dx+ (3 +2 -1y =3.

. Apskaiciuokite kvadratinés matricos
V2o B s
A=[1+42 1+43 145 determinantg.

2+\/§ 2+\/§ 2+\/§

=

9]

. I8spreskite lygciy sistema
2x+3y—-5z=8,
3x-2y-3z=-3,
2x+5y+8z=27.

(=)

. I$spreskite lygcCiy sistema
Sx=2y+9z=-7,
—2x+y—4z=5,
3x-6y—-8z=12.



7. I8spreskite lygCiy sistemg

x+y—-z=0,
2x-3y+z=1,
2x+y+2z="17.
8. ISspreskite lygCiy sistema
xX+2y+z=2,
3x-y+2z=10,
2x—-3y+z=0.
9. ISspreskite lygciy sistema
X+y+z=5,
2x+3y+4z=14,
x—y+3z=3,
x+4y+z=11I.
10. Eliminuodami nezinomuosius iSspreskite lygéiy sistema su keturiais nezinomaisiais
X +x, =4,
Xy +X3 =35,

le +X3+X4 :3,

X=Xy  +2x,=-4



V. RODIKLINES LYGTYS IR NELYGYBES

Teorine medzZiaga parengé ir penktaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Nagrinédami $ig tema pradékime nuo savoky. Prisiminkime, kad rodikline lygtimi (taip pat
rodikline nelygybe) vadinama tokia lygtis (nelygyb¢), kurios nezinomasis yra laipsnio rodiklyje.
Rodikline lygtis
a*=b, a>0, a#1, b>0, (1)
vadinama paprasciausigja rodikline lygtimi.
Paprasciausiosios rodiklinés nelygybés yra
a*>b, a>0, a#l, b>0, ()
ir
a*<b, a>0, a=l, b>0. 3)
Rodiklinés lygties a* =b, a>0, a#1, b> 0, sprendiniu vadinamas realusis skai¢ius x, kuriam
esant skaiCiy a pakélus laipsniu x gaunamas skaicius b. Beje, toks skai€ius x yra vadinamas skaiciaus
b logaritmu pagrindu a ir Zzymimas simboliu log, b (¢ia visada turibtti a >0, a #1 ir b>0). Taigi
(1) lygties sprendinys yra
x=log, b. 4)
Rodiklinés nelygybés a* >b, a>0, a#=1, b>0, (a* <b, a>0, a=1, b>0)sprendiniu vadi-
namas realusis skaiCius, kuriam esant skai¢ius a* yra didesnis uz skaiciy b (maZesnis uz skaiciy b).
ISspresti rodikling nelygybe
a*>2b, a>0, a=l, b>0, (5)
reiSkia rasti bendrg lygties a* =b ir nelygybés a* > b sprendiniy aibe. AnalogiSkai suvokiamas ir
uzdavinys
a*<b, a>0, a=l, b>0. (6)
Gilinantis j rodikliniy lygciy bei rodikliniy nelygybiy sprendimg pravartu ne tik pakartoti, bet ir
1§ naujo apmastyti svarbiausias realiojo skai¢iaus laipsnio savybes:

g™t = g™ 'an’ (am)n :amn, (a—l)m =(l) =Lm,
a a
(a-b)" =a™-b", [%j =(a-b )" =a"-(b7)" =Z—m; @)

¢ia a >0, b>0, mir n realieji skaiciai, o alirp! - skaiciy a ir b atvirkstiniai skaiciai.
Sprendziant rodiklines nelygybes labai svarbu neuzmirsti, kad:
1) jei O0<a<l, tai
a™ >a" tik kai m <n; (8)
2)jei a >1, tai
a" >a" tik kai m > n. 9)
I pastaryjy dviejy laipsnio savybiy iSplaukia, kad funkcija
y=a*, 0<a<l,
yra mazéjancioji funkcija bet kuriame realiyjy skai€iy intervale, o funkcija
y=a", a>l,
yra didéjancioji funkcija bet kuriame realiyjy skaiCiy intervale.
1 pavyzdys. ISspreskime:

a) rodikline lygtj
5

2
—6x—>
2" 2 Z 162 (10)



b) rodikling nelygybe

—6x—=
2 2162
c¢) rodikling nelygybe
—6x—>
2 25 16V2.
9
Sprendimas. Kadangi 16+/2 =22, tai (10) lygtis yra ekvivalenti lygciai
x? —6x— 5.2 ,
2 2

kuri turi du sprendinius: x=-7 ir x=1.
Vadinasi, (10) lygtis turi du sprendinius — sveikuosius skaicius —7 ir 1.
Kadangi 2 >1, tai (11) nelygyb¢ yra ekvivalenti nelygybei

x2—6x—§<2,
2 2

taigi kvadratinei nelygybei x? —6x—7<0, kurios sprendiniy aibé yra intervalas (—7; 1).

(11)

(12)

Analogiskai (12) nelygybé yra ekvivalenti kvadratinei nelygybei x*—6x—7>0, Kkurios

sprendiniy aib¢ yra intervaly (—oo; —7) ir (1; +) sgjunga (—o0; —7) U (1; + ).
Ats.: a) {=7;1}; b) (=7;1); ¢) (—o0; —=7) U(L; +0).

2 pavyzdys. ISspreskime:

a) rodikline lygtj
1
(z) (&)y-2
4 3) 16
b) rodikling nelygybe
1
B
J— o — < —
4 3 16
¢) rodikling nelygybe

Sprendimas. Kadangi
I 1 I I
ORGEO R ONRCRCRO
4 3 4 4 4 4 4
2_(3)2
16 \4)°

tai sprendziamg lygtj ir nelygybes galima uzraSyti taip:

r

i x—l—; ~ i 2
4 4)°
3 x—l—l 3 2
J— X < J— ,

AW
=

3
4

(13)

(14)

(15)

(13a)

(14a)

(15a)



Spresdami (13a) lygti gauname:

1
x—1— 2
(ij * :(3] :x—1—1:2:x2—3x—1=o,x¢0,:

4 4 X
3+4/13 3-413 3+4/13
x= 5 =x= 5 arba x = S

Vadinasi, (13) lygtis turi du sprendinius — realiuosius skai¢ius

3-413 y 3+4/13
2 2

x—l—l
x

Sprendziant (14a) ir (15a) nelygybes svarbu atkreipti démesj ] tai, kad laipsnio (%)

pagrindas % yra intervalui (0; 1) priklausantis skai¢ius. Todé¢l (zr. (8)) (14a) nelygybé yra ekvivalenti
nelygybei
x—l—l>2, (14b)
X

o (15a) nelygyb¢ yra ekvivalenti nelygybei

w-l-Lo, (15b)
X

Spresdami (14b) nelygybe gauname:
2_ —
pol-to o XTIl 2 3 <0, x<Oabax?—3v—150,x>0=
X X

:>xe( 3_\/E;O]arbaxe(3+g/ﬁ;+ooj.

2

Matome, kad (14) nelygybés sprendiniy aib¢ yra intervaly (

3—-+13 3++/13
;0 |V ;oo |,
2 2
Spresdami (15b) nelygybe gauname:
x? —3x-1

x—l—l<2:>x—3—l<0:>—<0:>
X X X

sajunga [

:>x2—3x—1<0,x>0arbax2—3x—1>0,x<0:xe ,x>0arba

3-413) [3+413 3+4/13 3-4/13
X el —oo; 5 U 5 ;+o |, x<0=x¢€|0; arba x €| —oo; .

3—\/5_3+\/B
2 72

2 2

Vadinasi, (15) nelygybés sprendiniy aibé yra intervaly (O; 3+;/§] ir [—oo; 3_;/EJ sgjunga

3-413 0_3+\E
—o0; 5 Ul 0; 5 )

fEEEE, S

b

Ats.:

; 0
2 2

c) (—oo; 3_\/§]u[0; 3+\/EJ.
2 2




3 pavyzdys. ISspreskime:

a) rodikline lygtj

2% +4% =8%; (16)
b) rodikling nelygybe

2% +4% > 8%, (17)
¢) rodikling nelygybe

2% +4% <8, (18)

Sprendimas. Pazymékime ¢ =2". Tada gausime, kad 4% =¢2, 8" =r>. Taikydami §j keitinj i3
pradziy iSspreskime (16) lygtj, o paskui — (17) ir (18) nelygybes.

R e A LA T =) H(*=1-1)=0, 2 —t-1=0,
a) 27+4 =8 = = = = =
t=2" t=2" t=2" t=2"

1+£+/5 1++/5
= \/—, t= +\/_, 1+\/§:> 1445
2 2

= 2 = 2 =2 = x =log,
t=2% t=2"

1
Matome, kad log, il \/g yra vienintelis (16) lygties sprendinys.

b) 2*+4">8" =
t—2x t:2x t:2x

= te(_ : J (14_2\/» J:> 2x€(l+\/§'+00]:> XE[IOg 1+\/§'+OO]
2 2o )

t=2"

-1 —t>0, {014—D>O, {ﬁ—r&>&
jr— j—

ﬁ;m].

Taigi (17) nelygybés sprendiniy aibé yra realiyjy skai¢iy intervalas (log 5

=
t=2"% t=2% t=2%

1-v5 1+4/5
te| ——;
= ( 2 2 } = 2xe(0;1+2\/§]:> xe(—oo;logzpr\/g}.

32 2 2
' —t"—t<0, tt-—t-1)<0, " —t—-1<0,
) 2x+4x<8x:>{ :{( ) :{

2
t=2%
. e . e 1++5
Gavome, kad (18) nelygybés sprendiniy aibé yra realiyjy skaiciy intervalas | —oo; log, > |
1 1
Ats.: a) log, 1+\/§ ; b) | log, +\/§ 5+ (; ¢) | —oo; log, +\/§ )
2 2 2
4 pavyzdys. ISsprgskime rodikling nelygybe
6-4°-13-6*+6-9* <0. (19)

Sprendimas. Kadangi

X X X X
6:4"-13-6"+6-9"=6"| 6- 4——13 6- E =6" 6(2j —13+6-(§j ,
6" 6" 3 2



tai (19) nelygybé yra ekvivalenti nelygybei

X X
6(3] —13+6-(§) <0. (19a)
3 2

Sia nelygybe spreskime taikydami keitinj

2 X

(= H |

3

Gausime:
6 2_
613+ <0, O -1346 o (62 —13t46<0,

3

3 3

2Y 3Y t
6-|=| -13+6-| = | <0=> . = = 2\ (20)
3 2 t (2) (2)’“ t:(—] :
Nelygybés 61> 13t +6 <0 sprendiniy aibei rasti reikia iSspresti  kvadrating lygti
6t* —13t+6 = 0. Gausime:

L 13%413° 466 134425 _13k5 2

3
t=— arba t=—.
12 12 12 3 2

Vadinasi, kvadratinés nelygybés 6> 13t +6 <0 sprendiniy aibé yra intervalas (%, %J
Tesdami (20) sistemos sprendima gausime:

6t> —13t+6<0 te(géj
’ 3°2) 2 (2 3 2 (2 (2)!
2\ = . 2353 <z=7<7] <3 =>xe(-11),
t:(_j P 3 (3 2773 3 3
3 = E

X X
nes 1) (zj zgjx:l,todél (EJ >g:x<l
3 3 3 3

X -1 X -1
ir 2) (zj :(gj = x =—1,tod¢l (EJ <(gj =>x>-1.
3 3 3 3

Matome, kad (19a) sistemos (taigi ir (19)) sprendiniy aibé yra realiyjy skaiciy intervalas (—1; 1).
Ats.: (—1; 1).
5 pavyzdys. I$spreskime rodikline lygti
3.5 =15, 1)
Sprendimas. Nesunku jsitikinti, kad x =1 yra (21) lygties sprendinys.
2
Jei x>1, tai 3" >3 ir 5% >3, todél kiekviename intervalo (I;+) taske galioja nelygybé

3.5 > 15, o tai reiskia, kad intervale (1; +o0) (21) lygtis neturi sprendiniy.

Jei 0<x<1, tai 13" <3 ir ISSxZ <5, tod¢l intervale [0; 1) (21) lygtis taip pat neturi né vieno

sprendinio.
Dabar i$siaiSkinkime, ar (21) lygtis turi sprendiniy intervale (—oo; 0).

Padaugine i§ 37" gauname ekvivalencig lygtj
2
5% =15-37"
Ja spreskime taip:
5.5 21537757,
sz—x _ lsl—x :



5x(x—1) _ 151—x’

(Sx(x—l) )xl_l _ (151—x )xl_l

Atkreipkime démes;j ] tai, kad kélimas laipsniu Ll Cia yra korektiskas, nes x # 1. Toliau gauname:
x f—

5 =15"1=5" :i:leogsi.
15 15

Realusis skaicius logs % yra (21) lygties sprendinys, priklausantis intervalui (—oo; 0).

tai

1
Ats.: 1; loge —.
g515

Kitas (21) lygties sprendimo biidas.
355 =152 (3x -5x2)15‘x —15-15 = 5% F 215",

Jei x =1, tai lygybé tikrai galioja (taigi x =1 yra (21) lygties sprendinys).
Jei x #1, tai
1 1 1
¥ —x \x-1 _ I-x ) x—1 x _ 121 _
(5 ) =(157 )1 =57 =15 = x=logs .

1
Ats.: 1; loge —.
g515

6 pavyzdys. I$spreskime rodikline lygti

X

( 8+2ﬁ) +( 8—2ﬁ) =4, (22)
Sprendimas. Kadangi

8+2\/7=7+2\/7+1=(\/7+1)2 ir 8—2ﬁ=7—2ﬁ+1=(ﬁ—1)2,

X

( 8+2\/7)x=(\/7+1)x ir( 8—2ﬁ) =(V7-1)".

Todel (22) lygtis yra ekvivalenti rodiklinei lygciai

X =

J7+1) +(V7-1) =47 23
(23)

Ir dabar nesimato, koks keitinys galéty tikti Siai lygciai iSspresti. Uztat lengviau patikrinti, kad

2 yra lygties sprendinys.

Padalije (23) lygtj i 4" gausime ekvivalencia rodikling lygtj

(ﬁ 1Y N (\/7 )

4 4

=1 (24)

Matome, kad abiejy laipsniy pagrindai yra intervalui (0; 1) priklausantys skaiciai, todel suma

4 4

(ﬁﬂ x+{\/7—1 :

yra didesné uz 1, jei x € (—o0;2), ir mazesné uz 1, jei x € (2; + o).

Vadinasi, x =2 yra vienintelis (22) lygties sprendinys.
Ats.: 2.



10.

PENKTOJI UZDUOTIS

. ISspreskite:

a) rodikling lygti
4.372 4 5.3% —7.3% — 40,
b) rodikling nelygybe
0<4-3""% 4+5.3% 7.3 < 40
ISspreskite:
a) rodikling lygtj
(0,5)" +(0,25)" =(0,125)%;
b) rodikling nelygybe
(0,5)* +(0,25)" > (0,125)".

ISspreskite rodikling nelygybe

94x2

etk

Raskite natiiraliyjy skaiciy trejeta (x; y; z), x < y < z, kuriam esant galioja lygybé:
a) 2% +2Y+27=328;

b) 2 +2Y+27 =172.

3x+1 <

ISspreskite rodikling lygtj
1 7
or 2" 220" 2 3=,
ISspreskite rodikling lygtj
7.4 -9.14% 4+2.49% 0.
ISspreskite rodikling nelygybe
5-4%+2-25" >7-10%

ISspreskite rodikling nelygybe
08— 7x2+5x—48 S 49x2+5x—49

ISspreskite:
a) rodikling lygtj
(2+43) +(2-43) =14
b) rodikling nelygybe
(3+\/§)x +(3—\/§)x <6.
ISspreskite rodikling lygti
345 =34,



VI. KOORDINACIU METODAS PLOKSTUMOJE

Teorine medZiaga parengé ir SeStaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Geometriniy uzdaviniy sprendimg daznai palengvina tinkamas koordinatiniy (arba analiziniy)
metody taikymas. Sprendziant uzdavinius Siuo metodu, svarbu tinkamai parinkti koordinaciy sistema,
nes nuo jos parinkimo priklauso uzdavinio sprendimo racionalumas. Pastebékime, kad koordinaciy
metodu 1§ esmés galima iSspresti bet kur] geometrijos uzdavinj. Nors daznai koordinatinis metodas
susijes su daug skaiciavimy, bet, kai sunku surasti grynai geometrinj sprendimo metoda, koordinaciy
taikymas daznai biina vienintelis uzdavinio sprendimo biidas. Pateiksime pavyzdziy.

1 pavyzdys. Taskas E yra kvadrato ABCD kraStinés AD vidurys, taskas F yra su tasku A
nesutampantis istrizainés AC taskas, toks, kad tiesés EF ir FB yra statmenos. Rasime santykj AF :
FC.

Sprendimas. Sta¢iakampés Dekarto koordinaciy sistemos pradzios taSka parenkame taske A,
tiesés AD ir AB yra atitinkamai Ox ir Oy aSys (1 pav.). Kadangi uzdavinio salygoje néra duoti jokiy
atkarpy ilgiai, tai pasirinkime kvadrato kraStinés ilgj lygy vienetui, tuomet kvadrato vir§iiniy
koordinatés yra A(0,0), B(0,1), €(1,1), D(1,0). Kadangi taskas E yra atkarpos AD vidurys, tai

E G, 0). Tiesés AC lygtis y = x, todél tasko F koordinatés F(m,m), ¢ia m € (0,\/§ ). Rasime
vektoriy EF ir FB koordinates, i§ vektoriaus galo koordinac¢iy atimdami jo pradzios koordinates:
EF = (m - %, m),ﬁ = (—m, 1 —m). Pagal salyga vektoriai EF ir FB yra statmenieji, todél jy
skaliariné¢ sandauga lygi nuliui: EF - FB = (m - %) (—m)+m(l —-m)=0.1§¢iam(l—-m—-m+
%) = 0. Kadangi tasSkai A ir ir F yra skirtingi, tai m # 0, taigi % -2m=0, m= %. IS ¢ia seka, kad

FC,3), todél AF =2 AC, taigi AF : FC =3 : 1.
474

4
¥
5 c
E
o
y E D o T
1 pav. 2 pav.

Sakykime, kad A(xq,y;) ir B(x,, y,) yra du skirtingi plokstumos taskai. Taskas M (x,y) yra
ties¢je AB tada ir tik tada, kai vektoriai AM ir AB yra kolinearieji (2 pav.), o tai reiskia, kad jy
koordinatés yra proporcingos. Kadangi AM = (x — X1, Y= V1) AB = (2 — x1, Y2 —¥1), taisiy

vektoriy kolinearumo salyga e i Taigi tiesés AB taSko M koordinatéms yra teisinga §i

X2—X1 Y2=Y1
lygybé. Atvirkséiai, jei tasko M koordinatéms (x,y) teisinga §i lygybé, tai vektoriai AM ir AB yra
kolinearieji, taigi taskas M yra ties¢je AB. Taigi gautoji lygtis yra per du taSkus einancios tiesés lygtis.
Pertvarkome ja x(y, — y1) — y(x; — x1) — %1 (¥2 — y1) + y1(x2 — x1) = 0 ir pazymime 4 = y, —
Y1, B =x; —x,, C = —Ax; — By;, tuomet gauname tokia tiesés lygti: Ax + By + C = 0.
Nagrinékime vektoriy N, kurio koordinatés (4, B). Kadangi yra teisinga lygybé A(x, — x;) +
By, —y1) = (2 —y1)(x3 — x1) + (x1 — x3)(y2 — y1) = 0, tai vektoriai AB ir N yra statmenieji,



taigi tiesés lygtyje koefivientai A ir B yra tiesei statmenojo vektoriaus koordinatés. Todél dvi tiesés
a:Aix +Byy+C, =0 ir b: Ay,x + B,y + C; = 0 yra statmenos, kai joms statmenyjy vektoriy
skaliariné sandauga lygi nuliui: A;4, + B;B, = 0, o tiesés a ir b yra lygiagrecios, kai jy statmenieji

.. . C o Al Bi ooy oue . . . 9
vektoriai yra kolinearieji: A—1 = B—l. I$ ¢ia iSplaukia, kad tiesés b, einancios per taska A(xq, Yo)
2 2

statmenai tiesei a:Ax + By + C =0, lygtis yra b: —B(x —x,) + A(y —y,) =0, o tiesés
¢, einancios per taska A ir lygiagrecios su tiese a, lygtis yra c: A(x — x3) + B(y — y,) = 0.
Sakykime, kad taskas A(xg, y) néra ties¢je a: Ax + By + C = 0, statmuo iS tasko A tiesei a
kerta ties¢ a taSke B (3 pav.). Atkarpos AB ilgis yra lygus atstumui d nuo tasko A iki tiesés a. Jei
B(x1,y,) — tasko B koordinatés, tai AB = (x1 — x9, ¥1 — Yo). Nagrin¢kime vienetinj vektoriy
N A

(vektoriy, kurio ilgis lygus vienetui) n = il ( Tot T

), kuris statmenas tiesei a. Sis

vektorius su vektoriumi AB sudaro kampa, lygy arba 0°, arba 180°, taigi jo kosinusas lygus +1.
Tuomet skaliariné sandauga AB - 7 = |ﬁ| |7 - (£1) = +d, taigi |E . ﬁl = d. Kita vertus 4B -

= _ . A B B _ —Axo—By0+(Ax1+By1) _ (—AxO—ByO—C) ..

n = (21~ %) Vaziz t 1 = o) Vazyp? VaZ+B? — Jazyp? ’ paskutine

lygybé seka 1§ to, kad taskas B yra tieséje a, tod¢l jo koordinatés tenkina tiesés a lygt]. IS gautyjy
|Ax0+By0+C|

lygybiy iSplaukia atstumo nuo tasko A iki tiesés a formulé d = 5t

‘ Lo
V4

A
3 pav. 4 pav.

*—=9
SN

= SR
~
)
S

2 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukrastinés BN ir CM yra statmenos, jy ilgiai BN =
8,CM = 12.Rasime trikampio ABC plota.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampio pusiaukrastinés susikerta taSke O. Parenkame
koordinaciy sistema taip, kad taskas O yra jos pradzia, Ox ir ir Oy aSys yra atitinkamai tiesése ir CM
ir BN (4 pav.). Kadangi pagal pusiaukrastiniy savyb¢ CO : OM = BO : ON = 2:1, tai CO =8,
OM =4, BO = ?, ON = g. Tuomet trikampio vir§tiniy koordinatés B (0, %) , C(8,0). Krastinés
BC vidurio tasko L koordinatés yra lygios tasky B ir C koordina¢iy sumos pusei: x; = %(xB + x¢),
VL = %(yB + yc), taigi L (4, g) Kadangi LO : 0A =1: 2, tai LA = 3L0. Jei tasko A koordinatés
A(x,y), tai i§ Sios lygybés gauname, kad (x —4, y— g) =3 (0 —4, 0— g), taigi x —4 =
16 -5

-12,y — g = —8. I§ ¢ia gauname virsiinés A koordinates A (—8, 3

.. O y—3
). Tiesés BC lygtis 5o = —0_?

taigi BC:2x+3y—16=0, o kraitinés BC ilgis BC = \/(8 —0)% + (0 — )2 = V13
Trikampio ABC aukstings i§ virStinés A ilgis h lygus taSko A atstumui iki tiesés BC. Pagal gautaja



|2-(—8)+3-(—§)—16| _ 48

atstumo nuo tasko iki tiesés formulg randame, kad h = Todél trikampio

2 2 *
lotasS =~BC-h=1-83v13- 22 — 64 e "
pOElS —2 —2 3 \/ﬁ_ .

Sakykime, kad plokStumoje duotas apskritimas, kurio centras O(x,,Y,), 0 spindulio ilgis
lygus R. Taskas M(x,y) yra $io apskritimo taSkas, tada ir tik tada, kai jo atstumas iki taSko O lygus

spindulio ilgiui R:+/(x — x0)2 + (¥ — ¥9)? = R. Sia lygybe perrasome taip (x —x)? + (v —
¥0)? = R? — tai yra apskritimo lygtis.

3 pavyzdys. PlokStumoje duoti du apskritimai. Jrodysime, kad atstumy kvadraty nuo vieno
apskritimo skersmens galy iki kito apskritimo skersmens galy suma vienoda visiems ty apskritimy
skersmenims.

Sprendimas. Sakykime, kad vieno apskritimo centras yra taskas 0, jo spindulio ilgis lygus R,
kito apskritimo centras yra taSkas Q, spindulio ilgis r, o atstumas tarp jy centry lygus 0Q = m.
Parenkame koordinaciy sistemg taip, kad jos pradzios taskas biity taSkas O, o taskas Q biity Ox aSyje
(5 pav.). Tuomet 0(0,0), Q(m,0), pirmojo apskritimo lygtis x> + y? = R?, antrojo (x — m)? +
y? =12, Jei taskas A(a, b) yra pirmojo apskritimo taskas, tai kitas skersmens galas B(—a, —b). Jei
CD yra kuris nors kito apskritimo skersmuo, o C(c,d), D(x,y), tai i$ to, kad taSkas Q yra atkarpos

CD vidurys, turime lygybes m = C;r—x, 0= d;r—y, 1§ kuriy randame x =2m —c, y = —d, taigi

D(2m —¢,—d). leskomoji kvadraty suma AC? + AD? + BC?* + BD? = (a—c)*+ (b —d)* +
(a=2m+c)>+(b+d)?*+(—a—c)*+(-b—d)*+ (—a—2m+c)>+ (—=b+d)? = 4a’ +
4b% + 4c? + 4d? + 8m? — 8mc. Kadangi taskas A yra pirmame apskkritime, tai a® + b? = R?, o
kadangi taskas C yra kitame apskritime, tai (c — m)? + d? = r?, taigi ¢? + d? = r> —m? + 2cm.
Pasinaudoj¢ $iomis lygybémis gauname, kad AC? + AD? + BC? + BD? = 4(R? + r? — m?), o tai
ir reiskia, kad ieSkomoji kvadraty suma nepriklauso nuo skersmeny AB ir CD parinkimo.

i<

5 pav.

4 pavyzdys. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 1, trikampis AEB yra lygiakrastis, taSkas E
yra kvadrato iSor¢je. Rasime apie trikampj DEC apibrézto apskritimo spindulj.

Sprendimas. StaCiakampés koordinaciy sistemos pradzios taska parinkime taske D ir
sakykime, kad kvadrato vir§iinés C ir A yra atitinkamai Ox ir Oy aSyse (6 pav.). Tuomet
D(0,0), A(0,1), B(1,1), C(1,0). Kadangi lygiakras¢io trikampio, kurio krastinés ilgis lygus 1,
aukstinés ilgis lygus ?, tai taSko E koordinatés E G, 1+ ?) Apie trikampj apibrézto apskritimo
centras yra trikampio krastiniy vidurio statmeny susikirtimo taskas, todé¢l reikia parasyti kraStiniy DC
ir DE vidurio statmeny lygtis. Akivaizdu, kad krasStinés CD vidurio statmens lygtis x = % ParaSome

krastinés ED lygti: ’f—_z = y;\/o? taigi turime ED: (2 + \/§)x —y = 0. Atkarpos ED vidurio taskas
7z~ 1+



F G,% + \i—g), todel atkarpos ED vidurio statmens lygtis yra 1 (x — %) + (2 + \/§) (y — i — ﬁ) =0,

4
1
xX=-,
ty.x + (2 + \/§)y — 2 —+/3 = 0.3 sistemos 2 randame apie trikampj
x+(2+\/§)y—2—\/§=0
apibrézto apskritimo centro koordinates O (%, ;;ng) Tuomet ieSkomasis spindulys lygus atkarpos

o 2 _ o2 3423 o 1 2141 V3 1 | 3(7+4V3) _ D .
0D ilgiui: OD* = (2 0)° + (2(2+«/§) 0)° = 2T 20aTE) 1 + ) 1. Taigi ieskomojo
apskritimo spindulys lygus 1.

h F
4 B
\
F 1o .
D C
6 pav.

Iki Siol nagrinéjome taip vadinamas staciakampes Dekarto koordinaciy sistemas, taip
pavadintas Zymaus pranciizy matematiko ir filosofo Rene Dekarto (Rene Descartes, 1596 — 1650)
garbei. Bet plokStumos koordinaciy sistemos gali biiti apibréziamos jvairiais biidais. Nustatyti
plokStumos koordinaciy sistema — tai nurodyti tokig taisykle, kuria bet kuriam plokStumos taSkui M
vienareikSmiskai priskiriama realiyjy skaiciy pora (x, y) — taSko M koordinatés. Panagrinésime vieng
1$ tokiy plokStumos koordinaciy sistemy — afinigja koordinaciy sistema, kurios atskiras atvejis yra
staciakampé Dekarto koordinaciy sistema.

PlokStumos afinigja koordinaciy sistema arba afiniuoju reperiu vadiname plokStumos tasky,
nepriklausanciy vienai tiesei, trejeta (O, Eq, E,). TaSkas O vadinamas koordinaciy sistemos pradzios
tasku, tiesés OF; ir OE, vadinamos koordinaciy asimis (atitinkamai abscisiy ir ordinaciy aSimis) (7
pav.) Vektoriai é; = OE, ir & = OE, vadinami $ios koordinadiy sistemos baziniais (arba
vienetiniais) vektoriais. 18siaiSkinsime, kaip Sioje koordinaciy sistemoje nustatomos plokStumos
tasko M koordinatés. Nubréziame vektoriy W, i$ taSko M bréziame tieses m, ir m,, lygiagrecias
atitinkamai su koordinacéiy asimis OF, ir OF; (8 pav.). Sakykime, kad tiesés OFE; ir m, kertasi
taskeM;, o tiesés OF, ir m, — taSke M,. Kadangi taskai O, E;, ir M; yra vienoje ties¢je, tai vektoriai
O—E'l> ir 0—1\/11) yra kolinearieji, todél egzistuoja skaicius x, kad 0—1\/11) = xe,. Analogiskai vektoriai O—EZ>
ir 0—1\/12> yra kolinearieji, todél egzistuoja skaicius y, kad O—MZ) = ye,. Pagal vektoriy sudéties
lygiagretainio taisykle OM = OM, + OM,, taigi OM = xe; + ye,. Skaidiai (x,y) yra tasko M

L

ny
E, E,
_>
) R R M, ~
0 / 2 E 0/ E, 7 N
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koordinatés koordinaciy sistemoje (O, Ey, E), Zymima M(x,y). Akivaizdu, kad 0(0,0), E;(1,0),
E,(0,1). Jei taskas N yra abscisiy aSyje, tai N(x,0), o jei taSkas P yra ordina¢iy aSyje, tai P(0,y),
abscisiy asies OF; lygtis yra y = 0, o ordinaciy asies OE, lygtis x = 0.

Pastebékime, kad tiesés per du taskus lygtis ir afiniosiose koordinatése uzraSoma tokiu paciu
pavidalu, kaip ir dekartinése koordinatése, lygiagretumo saglyga irgi yra tokia pati. Bet statmenumo
salygos, atstumo tarp dviejy tasky ir atstumo nuo tasko iki tiesés formulés afiniosiose koordinatése
yra gerokai sudétingesnés. Todél afiniosios koordinaCiy sistemos tinka taikyti tais atvejais, kai
nereikia skai¢iuoti atstumy ir kampy didumy.

5 pavyzdys. Trikampio ABC krastinése AB, BC, AC atitinkamai pazyméti taskai D, E, F taip,
kad keturkampis ADEF yra lygiagretainis. Taskas M yra krastinés BC vidurio taskas, tieses AM ir
DE susikerta taske K. Jrodysime, kad keturkampis CFDK yra lygiagretainis.

Sprendimas. Sakykime, kad (4, B, C) — afinioji koordinaciy sistema, tuomet A(0, 0), B(1,0),
€(0,1) (9 pav.). Kadangi taskas M yra atkarpos BC vidurys, tai jo koordinatés x = %(1 +0), y=

%(O + 1), taigi M G, %) Kadangi taskas D yra abscisiy aSyje, tai C

D(d,0), o kadangi taskas F yra ordinaciy asyje, tai F(0, f). Kadangi

keturkampis ADEF yra lygiagretainis, tai AE = AD + 4F, todél K

E(d, f). Tiesés BC lygtis g = %’ taigi CB: x + y — 1 = 0. Kadangi

taskas E yra tieséje BC, tai jo koordinatés tenkina tiesés BC lygt], taigi g E

teisinga lygybe d + f = 1. Tiesés AM lygtis )16—_2 = 31/—_:)), taigi AM:y = A B
2 2 D

x. Ties¢ DE yra lygiagreti su ordinaciy asimi, todél jos lygiis DE:x = 9 pav.

d. TaSko K koordinates rasime i§ sistemos {)3; ; Z’ todel

K(d, d).Kadangi keturkampio CKDF krastinés CF ir KD yra lygiagrecios, tai beliko jrodyti, kad ir

CK || FD. Tuo tikslu parasome S$iy tiesiy lygtis. CK: Z—:g = Z—:i, taigi CK: (d —Dx—dy+d =

0; FD: Z—:g = %, FD: fx +dy —df = 0, arba jrasius f = 1 — d turime FD: (1 —d)x + dy —

d(1—f) = 0. Tiesiy CK ir FD lyg¢iy koefivientai prie kintamyjy x ir y yra proporcingi, nes % =

%d, todeél Sios tieses yra lygiagrecios, taigi keturkampis CKDF yra lygiagretainis.

6 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastinése AB ir CD duotitaskai M ir N,kad AM : MB =
1:4, CN:ND = 2: 3. Ties¢ MN kerta jstrizaing BD taske L. Rasime santyki BL : LD.
Sprendimas. Sakykime, kad trejetas (4, B, D) yra poks§tumos

afinioji koordinaciy sistema (10 pav.), tuomet D N C
A(0,0), B(1,0),D(0,1),C(1,1). Kadangi 4M = 4B, tai M (3,0). p
Kadangi AN = AD + DN =E+§R‘> =§E+E, tai N(%,l).
Tiesés BD lygtis% = 31%2, taigi BD: x + y — 1 = 0. Tiesés MN lygtis A M B
1 x+y—1=0, 10 pav.

ENE :31%())’ t.y. MN:5x — 2y —1=0.1§ sistemos{

5 -2y—1=0
randame tasko L koordinates L(g,g). Nubréziame ties¢ LE || AB, E € AD, tuomet pagal Talio

teoremg BL : LD = AE : ED. Kadangi £ (0,2), tai AE : EB = 4 : 3. Taigi BL : LD = 4: 3.



10.

SESTOJI UZDUOTIS

. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 8, taskas O yra jo jstrizainiy sankirtos taskas. Kvadrato

BEFG krastinés ilgis lygus 3, vir§iiné E yra krastin¢je BC, o vir§iinés F ir G yra kvadrato
ABCD isor¢je, Raskite trikampio OCF plota.

Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai CA = 6, CB = 8, atkarpa CH yra jo aukstiné, taskas D
yra Sios aukstinés vidurio taskas, ties¢ AD kerta statinj CB taske E. Raskite atkarpy CE ir EB
ilgius.

Apskritimo ir rombo centras yra tas pats taskas. Jrodykite, kad atstumy nuo bet kurio
apskritimo tasko iki rombo virsiiniy kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taskams.

Irodykite, kad atstumy nuo kvadrato virSiiniy iki tiesés, einancios per kvadrato centrg kvadraty
suma nepriklauso nuo tiesés parinkimo.

Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 4, taskas K yra krasStinés AB vidurio taskas, taskas L yra
atkarpos AK vidurio taskas, atkarposs DK ir CL kertasi tasSke M. Raskite keturkampio ADML

plota.

Tiesé eina per trikampio ABC vir§iing A ir pusiaukrastinés BD vidurio taska, ji kerta krasting
BC taSke N. Raskite santykj BN : NC.

Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yra taSkai K ir L tokie, kad BK : KC =2 :3, CL:
LD =5 : 3. Atkarpos DK ir BL kertasi taSke M. Raskite, kokiu santykiu taskas M dalija
atkarpas DK ir BL.

Duoti du lygiagretainiai ABCD ir AMNP tokie, kad taSkas M yra krastinéje AB, o taSkas P —
krastin¢je AD. Irodykite, kad tiesés MD, BP ir NC kertasi viename taSke.

Taskas P yra trikampio ABC pusiaukrastinéje CD, tiesés AP ir BC susikerta taske K, o tiesés
BP ir AC susikerta taske M. Irodykite, kad tiesés MK ir AB yra lygiagrecios.

Lygiagretainio ABCD krastinése DC ir CB yra taskai M ir N. Ties€, einanti per atkarpy DM ir
AB vidurio taskus ir tiesé, einanti per atkarpy AD ir BN vidurio taskus, kertasi taske S.
Irodykite, kad ties¢ AS eina per atkarpos MN vidurio taska.



VII. ZAIDIMAI IR TURNYRAI

Teorine medZiaga parengé ir septintaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Romualdas KaSuba

1. Futbolo turnyro pogrupyje dalyvauja 4 komandos, kurios po vieng kartg suzaidzia su kiekviena
kita pogrupio komanda. Uz laimétas rungtynes komanda gauna 3 taskus, uz lygiosiomis
pasibaigusias rungtynes — 1 taSka, o uz pralaimétas rungtynes komanda taSky negauna. Sakoma,
kad komanda pasirodo fantastiskai, jeigu ji pagal surinktus taskus uzima vieng i$ dviejy pirmyjy
viety. Klausimas, kurj mes dabar nagrinésime bus toks: su keliais maziausiais taskais komanda
gali pasirodyti fantastiSkai?

Sprendimas. ISnagrinésime i§ eilés visas galimybes.

Jeigu komanda surenka 0 taSkuy, tai ji pralaimi visas trejas rungtynes ,,padovanodama‘ visoms
trims savo varzoveémis po 3 taSkus ir lieka paskutingje vietoje ir, aiSku, fantastiskai pasirodyti
negali.

Toliau, jeigu komanda surenka 1 taska, tai ji, aiSku, suzaidzia vienerias rungtynes lygiosiomis ir
dvejas rungtynes pralaimi ,,padovanodama‘“ dviem komandoms po 3 taskus ir jos ja atlenks ir,
aiSku, kad komanda su 1 vienu tasku galutingje rikiuotéje fantastiskai pasirodyti negali.

O surinkus 2 taskus komandai fantastiSkai pasirodyti — arba, kitaip, uzimti kurig nors i§ dviejy
pirmyjy viety yra jmanoma. Taip nutinka tada, kai komanda, uzémusi pirmaja vieta laimi visas
savo suzaistas rungtynes, o visos kitos komandos savas rungtynes baigia lygiosiomis. Tada
turnyriné lentelé atrodo taip:

A |B |C |D | Taskai | Vieta
A | X |3 3 319 I
B |0 |X |1 1 |2 11
C |0 |1 X |1 |2 111
D |0 |1 1 X |2 1V

Taigi tikrai matome, kad viena i$ trijy komandy - B, C arba D, surinkusi tik 2 taskus, gali
pasirodyti fantastiSkai, tai yra, uzimti vieng i§ dviejy pirmyjy viety.

2. Buvo suzaistas archainis futbolo turnyras, kuriame kiekviena komanda suzaidé po vienerias
rungtynes su kiekviena kita dalyvavusia komanda ir kur uz pergale tebuvo skiriami du taskai, uz
rungtynes, pasibaigusias lygiosiomis — 1 taskas, o uz pralaimétas rungtynes komanda tasky i$
viso negaudavo. Po to turnyro paaiskéjo, kad visos komandos surinko po skirtingg tasky skaiciy.
Kiek tasky gali surinkti turnyrg laiméjusi komanda?

(A)8(B)8,7(C) 8,6(D)8,7, 6(E)8,7,6,5

Sprendimas. Pirmiausiai jrodysime, kad turnyra laiméjusi komanda 5 taSky surinkti negali, jeigu
visos komandos surenka skirtingg taSky skai¢iy. Tikrai, tada antrg vieta uzémusi komanda
surenka daugiausiai 4 taSkus, uzémusi trecig vietg gauna daugiausiai 3 taSkus, uzémusi ketvirtg
vieta surenka maziausiai 2 taskus ir uzémusi penktaja paskuting vieta — daugiausiai 1 taSka.
Taskus. Taigi tada visos dalyvavusios komandos surenka daugiausiai 5+ 4+3 +2+1=15



tasky, taciau taip negali biiti, nes penkiy komandy turnyre jvyksta 10 rungtyniy ir todél yra
1$zaidziama 20 tasky.

O surinkti 6 taSkus ir uzimti pirmga vietg visoms komandoms renkant po skirtingg tasky skaiciy
yra jmanoma — tai jrodo tokia galima turnyrin¢ lentelé:

A B C D E Taskai | Vieta
A X 1 1 2 2 6 I
B 1 X 0 2 2 5 II
C 1 2 X 0 1 4 111
D 0 0 2 X 1 3 1V
E 0 0 1 1 X 2 A%

Galima pirmajai komandai surinkti ir 7 arba 8 taskus (renkant visoms komandos po skirtingg
tasky skaiciy) — tai rodo Zemiau pateikiamos dvi lentelés: viena

A B C D E | Taskai | Vieta
A X 1 2 2 2 7 |
B 1 X 1 2 2 6 11
C 0 1 X 1 2 4 111
D 0 0 1 X 1 2 v
E 0 0 0 1 X |1 \%

ir kita:

A B C D E Taskai
A X 2 2 2 2 8
B 0 X 2 2 2 6
C 0 0 X 2 2 4
D 0 0 0 X 2 2
E 0 0 0 0 X 2

3. Vieno rato turnyre, kur kiekviena komanda suzaidzia po vienerias rungtynes su kiekviena kita
komanda, ir kur uz pergale skiriami 2 taSkai, uz lygigsias — 1 taSkas ir uz pralaiméjima tasky ij
viso neduodama, rungtyniavo 6 komandos. Ar gal¢jo ten nutikti taip, kad kokios nors trys
komandos kartu surinko 4 taSkais daugiau, negu trys likusios komandos?

Sprendimas. Taip, taip galéjo nutikti ir mes pateiksime tokios turnyrinés lentelés pavyzdj, kur
pirmos trys komandos (A, B ir C) surenka 17, o likusios trys komandos (D, E ir F)— 13 tasky.

A B C D E F Suma
A X 2 2 2 2 2 10
B 0 X 2 2 1 1 6
C 0 0 X 0 0 1 |
D 0 0 2 X 2 2 6
E 0 1 2 0 X 2 5
F 0 1 1 0 0 X 2




4. Klasés lentoje buvo uzraSytas reiskinys
KLH2HIFAFSHO*TE.

Jonas ir Andrius ZaidZia tokj zaidimg. Jie pakaitomis — pradeda Jonas — savo &jimu pakeicia
kokig nori zvaigzdute vienu kuriuo nors i§ Zenkly ,,+ arba ,,-,, (pliusu arba minusu). Jonas
stengiasi, kad gautasis skaicius nesidalinty 1§ 3, o Andrius, atvirksciai, stengiasi, kad tas skaicius
dalintysi i§ 3. Kuris i$ jy laimés, jeigu abu zais geriausiu jmanomu budu.

Sprendimas. Andrius laimés. Sujunkime tuos skaicius ] poras tokiu biidu: (1;2), (4;5), (7; 8) ir
(3; 6).

Tam, kad laiméty Andrius turi laikytis tokios strategijos: jeigu Jonas savo ¢jimu jraso kokj nors
zenklg ,,+* arba ,,-,, prie kokio nors skaiciaus, tai Andrius savo atsakomuoju ¢jimu jraso tokj patj
zenklg prie kito tos pacios poros skaiCiaus. Kadangi kiekvienos poros skai¢iy suma dalosi i$ 3,
tai ir zaidimo pabaigoje atsirades skaicius taip pat dalinsis i 3.

5. Tinklinio turnyre dalyvavo 6 komandos. Kiekviena komanda suzaid¢ po vienerias rungtynes
su kiekviena kita komanda. Per kiekvienas rungtynes uz iSkovota pergal¢ komanda gauna po
vieng taska, o uz pralaimétas — 0 tasky (lygiyjy tinklinyje nebtina). Turnyro pabaigoje paaiskéjo,
kad komandos uzémusios pirmasias dvi vietas kartu surinko 3 kartus daugiau tasky, negu trys
komandos, uzémusios 4, 5 ir 6-t3 vietas.

Nustatykite, kaip pasibaigé rungtynés tarp komandy, uzémusiy 3-ig ir 5-tg vietas. (Jeigu kelios
komandos surenka vienodg taSky skaiCiy, tai komandy vietos kiekvienos tokios grupés viduje
nustatomos burty keliu).

Sprendimas. Kadangi kiekvienose rungtynése buvo ,,iSzaidziamas* tik vienas taskas, o SeSiy
komandy turnyre, kur kiekviena komanda po vieng karta suzaidzia su kiekviena kita komanda,
ivyksta 15 rungtyniy, tai buvo paskirstyta 15 taSky. Akivaizdu, kad didziausias tasky skaicius,
kurj gali surinkti viena komanda, yra 5, o maziausias — 0.

Tegu komandos, uzémusios 4-ta, 5-ta ir 6-t3 vieta kartu surinko x tasky. Tada pagal salyga
komandos uzémusios pirmasias dvi vietas kartu surinko 3x tasky, todél jeigu komanda, uzémusi
treCig vieta, surinko y tasky, tai 3x + y + x = 15, arba 4x + y = 15. Kadangi visos galimos y
reikSmés imamos 18 skaiciy 0, 1, 2, 3, 4, 5, tai jstatydami jas paeiliui j paskuting lygybe, gauname,
kad tik kai y = 3 jai tinka sveikoji reikSmé x = 3.

Vadinasi, komandos, uzémusios pirmgsias dvi vietas kartu surinko 3x = 3 - 3 = 9 taskus. Tai yra
Jmanoma tiktai tada, jeigu pirmaja vieta uZémusi komanda surenka 5, o uzémusi antrgjg vietg -
4 taSkus. Kitaip sakant, jeigu abi tos komandos laimi visas rungtynes su komandomis,
uzémusiomis 3, 4, 5 ir 6-t3 vietas. Vadinasi, komanda, uzémusi 3-ig vietas rungtynése su
komandomis, uzémusiomis pirmasias dvi vietas surenka O tasky, o su trimis komandomis,
uzémusiomis 4-t3, 5-tg ir 6-tg vietas surenka 3 taSkus, tai yra ji laimi su visomis trimis tomis
komandomis.

Atsakymas. Komanda, uzémusi 3-Cig vieta, laimi pries 5-t3 vieta uzémusia komanda.



6. Aivaras per pratybas lentoje paraSo visus sveikuosius skai¢ius nuo 1 iki 10. Jo studentai tada
zaidzia tokj zaidima. Pirmasis studentas istrina bet kuriuos du lentoje esancius skaicius ir lentoje
uzraso jy sumg sumazintg vienu vienetu. Tada kitas studentas iStrina bet kuriuos du skaicius,
kurie yra tuo metu lentoje ir tada vietoje to uzraso jy sumg sumazinta vienu vienetu. Zaidimas
tesiasi tol, kol lentoje belieka vienintelis skaicius. Koks yra tas paskutinis lentoje likes skaicius?

(A) Mazesnis kaip 11 (B) 11 (C) 46 (D) Tarp 11 ir 46 (E) Didesnis kaip 46.

Sprendimas. Po kiekvieno studento dalyvavimo lentoje liks vienu skai¢iumi maziau. Po to, kai
9 studentai sudalyvaus zaidime, lentoje liks vienintelis skaiCius. Tas skaiCius bus 9 mazesnis
negu visy sveiky skaiciy nuo 1 iki 10 suma, kadangi kiekvienas studentas atémé po 1. Todél
lentoje liks skaicius 46.

Atsakymas. (C) arba 46.

7. Prie upés atéjo Tévas, Motina ir du vaikai V1 ir V2. Jie nori persikelti i kita upés pusg. Jie
randa ten valtj, kuri gali paimti tik daugiausiai 2 vaikus arba vieng kurj i§ tévy. Kaip jiems
persikelti (ir su kuo maziausiai plaukimy)  kitg upés pus¢?

Sprendimas. Aisku, kad visas manevravimas bus susijes su abiem vaikais.
1 plaukimas (arba valties panaudojimas). | kita puse keliasi abu vaikai.

2 plaukimas. Vienas vaikas pasilieka kitoje puséje, o kitas vaikas grazina valt] atgal j tg puse,
kur yra abu jo tévai.

3 plaukimas. Motina persikelia j kitg puse.

4 plaukimas. Vaikas i$ kitos upés pusés grizta atgal.

5 plaukimas. IS kitos upés pusés grizes vaikas paémes kitg grizta atgal.

6 plaukimas. Vienas vaikas pasilieka perkeltas, o kitas grjzta atgal.

7 plaukimas. Dabar jau ir tévas persikelia j kitg upés puse.

8 plaukimas. Kitas perkeltas vaikas grjzta atgal (kad paimty kitg).

9 plaukimas. Abu vaikai persikelia i kita upés puse, kur jy jau nekantriai laukia abu tévai.

8. Per nuotykingas atostogas penki vaikai A, B, C, D ir E sudalyvavo penkiose varzybose V, W,
X, Y, Z. Kiekvienose varzybose jvertinimai 5, 4, 3, 2, 1 yra skiriami atitinkamai uz uzimtas 1-3,
2-3, 3-3, 4-3 ir 5-3 vietas. Néra jokiy vienos vietos dalyby. Vaikas A surenka i§ viso 24 taskus,
vaikas C surenka tiek pat tasky per ketverias varzybas, vaikas D surenka 4 taskus per rungtynes
V, o vaikas E gauna 5 taSkus rungtyje W ir 3 taskus rungtyje X. Nuostabiu biidu jy bendroji
tasky suma yra i$sidésCiusi abécélés eile ir kad Cia egzistuoja lygiai 1 sprendimas. Nurodykite
taskus, kuriuos kiekvienas vaikas gavo atskirose varzybose uzpildydami Siy varzyby lentele.



VIiw | X Y V4 Bendroji
suma

g |Q|w| >

Sprendimas. Vaikas A surenka 24 taskus, taigi jis laimi keturias varzybas ir penktose lieka
antroje vietoje. Bendra visy varzyby ,,iSZaisty* tasky sumayra 5-(1 +2+3+4+5)=5-15=75,
taigi B, C, D ir E pasidalina tarpusavyje 75 — 24 = 51 taSka. Vaikas E 1§ dviejy varzyby turi 8
taskus, todél jis 1§ viso surenka maziausiai 11 tasky. Tada B, C ir D surenka maziausiai 14, 13 ir
12 taSky. Taciau tada 14 + 13 + 12 + 11 = 50, 1§ kur mes matome, kad galutinés B, C, D ir E
sumos turi biiti B:15; C:13, B:12 ir E:11. Vaikas C negali biiti laim¢&jes jokios rungties, taigi jis
negaléjo surinkti 13 taSky gaudamas 1 arba 2 taskus kiekvienoje 1§ 4 rungciy, taigi vaikas C gavo
4 rungtyse po 3 taskus ir vienoje rungtyje 1 taska. Tos rungtys, kur vaikas C gavo 3 taskus yra
V, W, Y ir Z, nes mes zinome, kad vaikas E gavo 3 taskus rungtyje X. Vaikas E turi i§ dviejy
rung¢iy turi 8 taskus, todél jis uzdirba po 1 taska rungtyse V, Y ir Z. Vaikas D turi 4 taskus uz
rungtynes V ir i§ viso 12 tasky, todél jis gauna po 2 taskus is kiekvienos i§ rungciy W, X, Y ir Z.
Mes dabar zinome kiekvieno vaiko gautus taskus atskirose rungtyse, iSskyrus vaika B, todél mes
galime padaryti iSvada, kad B gavo atitinkamai 2, 1, 4, 4, 4 taskus rungtyse V, W, X, Y ir Z, kas
duoda vaikui B 1§ viso 15 tasky, kas jau anksciau ir buvo pasakyta. Galutiné lentelé atrodo taip:

A% W X Y V4 Galutine
suma
A |5 4 5 5 5 24
B |2 1 4 14 4 15
C |3 3 1 3 3 13
D |4 2 2 2 2 12
E |1 5 3 1 1 11

9.Kruvel¢je yra 64 degtukai. Du zaid¢jai pakaitomis daro éjimus. Vienu €jimu i$ kriivelés galima
paimti bet kurj nelyginj uz 16 mazesnj degtuky skaiciy ir, be to, negalima kartoti jau padaryty
¢jimy (tai yra jeigu kuris nors 1§ zaid€jy paémé kokj nors degtuky skaiciy, tai véliau nei jis, nei
jo prieSininkas imti tokj pat] degtuky skaiiy jau nebegali). Laimi tas, kuris paima paskutinj
degtuka. Kuris i§ zaidéjy gali laiméti kad ir kaip bezaisty jo prieSininkas: ar tas, kuris pradeda ar
jo varzovas? Kaip tada reikéty Zaisti?

Sprendimas. Pagal zaidimo taisykles yra lygiai 8 leistini ¢jimai, tai yra galima paimti arba 1,
arba 3, arba 5, arba 7, arba 9, arba 11, arba 13, arba 15 degtuky. Pastebékime, kad
1+3+5+7+9+ 11+ 13 = 64. Todél, nepaisant to, kaip besiklostyty zaidimas, jis baigsis tada
kai po vieng bus padaryti visi leistini ¢jimai. Kadangi jy yra 8, tai paskutiniu eis antrasis
varzovas. Jis ir laimés.

Atsakymas. Laimés tas, kuris eis antrasis.



SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. 4 komandy pogrupyje kiekviena komanda suzaidzia po vienerias rungtynes su kiekviena kita
to pogrupio komanda. Uz laimétas rungtynes komanda gauna 3 taskus, uz suzaistas lygiosiomis
— po 1 taska, o uz pralaimétas rungtynes tasky apskritai negauna. Laikoma, kad komanda
pasirodo tragiskai, jeigu ji galutinéje rikiuotéje pagal surinktus taSkus uzima vieng i$§ dviejy
paskutiniy, tai yra, treCiaja arba ketvirtaja vietas. Su kiek daugiausiai tasky komanda gali
pasirodyti tragiSkai?

2. Tarpzoniniame Sachmaty turnyre dalyvauja 5 Sachmatininkai, kurie suzaidZia po vieng partija
su kiekvienu kitu varZovu, ir kuriame pusé suzaisty partijy baigési lygiosiomis ir kuriame uz
pergale skiriamas 1 taSkas, uz partijg pabaigta lygiosiomis — pus¢ taSko, o uz pralaimeta partija
— 0 tasky. Vienas dalyvis pralaiméjo visas savo Zzaistas partijas. Kiek tasSky surinko
Sachmatininkas, uzémes turnyre prieSpaskuting vietg?

3. Vieno rato turnyre, kur kiekviena komanda suzaidzia po vienerias rungtynes su kiekviena kita
komanda, kur zaidziama be lygiyjy (pavyzdziui, tinklinyje) ir kur uz pergale skiriami 2 taskai, o
uz pralaiméjimg tasky i§ viso neduodama, dalyvauja 6 komandos. Ar gali ten nutikti taip, kad
kurios nors trys komandos, pavyzdziui, A, B ir C surenka 4 taSkais daugiau uz likusias tris
komandas, pavyzdziui, D, E ir F.

4. Klases lentoje uzraSyta iSraiSka *1*2*3*4*5*6*7*8, Jurate ir Kastytis zaidzia tokj zaidimg —
jie 18 eilés — pradeda Jiiraté — pakaitomis kiekvienas savo ¢jimu pakeicia kokig nori zvaigzdute
kokiu nori ,,+“ arba ,,-,, Zenklu. Pradéjusi Juraté stengiasi, kad skaicius, kuris atsiras, kai jie
visas zvaigzdutes pakeis pliusais arba minusais, nesidalinty i$ 9, o Kastytis, atvirks¢iai stengiasi,
kad tas zaidimo pabaigoje atsirasiantis skaiCius dalintysi be lickanos i§ 9. Kuris i§ jy laimés, jeigu
jie abudu zais geriausiu jmanomu badu?

5. Tinklinio turnyre dalyvavo 8 komandos ir kiekviena komanda suzaidé po vienerias rungtynes
su kiekviena kita komanda. UZ pergale kiekviena komanda gauna po 1 taska, o uz pralaiméjima
— 0 tasky (lygiyjy tinklinyje nebtina). Turnyrui pasibaigus paaiSkéjo, kad trys komandos,
uzémusios pirmasias tris vietas, kartu su rinko 3 kartus daugiau tasky negu komandos uzémusios
5-ta, 6-t3, 7-tg ir 8-tg vietas kartu.

Nustatykite, kas laiméjo rungtynes tarp komandy uzémusiy 4-tg ir 6-tg vietas. (Jeigu pasibaigus
turnyrui kelios komandos surenka vienodg taSky skaiciy, tai vietos tarp jy nustatomos burty
keliu).

6. Tenisininkas Kestutis skaiciuoja visy savo laiméty rungtyniy procentg nuo visy suzaisty
rungtyniy. Prie§ paskutinj turnyra, kuriame jis laimé¢jo visas savo suzaistas rungtynes, tas
procentas buvo 25, o po turnyro jis pasidaré lygus 75. Nustatykite, kiek karty Kestucio suzaisty
per paskutinj turnyra rungtyniy skai¢ius buvo didesnis uz jo visy iki to turnyro suzaisty (laiméty
ir pralaimeéty) rungtyniy skaiciy.

7. Penki berniukai — Andrius, Balys, Celestinas, Donatas ir Evaldas — pravedé stalo teniso
turnyrg, Zaisdami poromis vieni su kitais tokiu biidu, kad kiekviena pora, kokia tik galima i8 jy



sudaryti, prie§ kiekvieng kita galimg pora suzaidé po vieng karta. Po turnyro paaiskéjo, kad
Andrius laiméjo i$ viso 10 zaidimy, o Balys — 8 zaidimus; Celestinas pralaiméjo 9 Zzaidimus, o
Donatas — 7 (lygiyjy tenise nebtina). Kiek Zaidimy laim¢jo ir kiek zaidimy pralaimejo Evaldas?

8. Dvi mokyklos ZaidZia viena prie$ kitg stalo teniso varzybas. Kiekvienai mokyklai atstovauja
5 mokiniai. Kiekvienas Zaidimas yra dvejety zaidimas ir kiekviena pora i§ kiekvienos mokyklos
turi suzaisti vieng karta prie§ kiekvieng galimg kitos mokyklos pora. Kiek zaidimy suZzais
kiekvienas mokinys?

(A) 10 (B) 20 (C) 30 (D) 40 (E) 50

9. Andrius, Balys, Celestinas ir Donatas suorganizavo Sachmaty turnyra, kuriame kiekvienas
suzaidzia prie$ kita po vieng karta. Tas, kuris laimi, gauna 3 taskus, uz Zaidima pasibaigusj
lygiosiomis, kiekvienam skiriama po % taSko, o uz pralaimeéta partija tasky neduodama. Turnyrui
pasibaigus Andrius tur¢jo 7 taSkus, Balys — 4, o Celestinas su Donatu — po 3 taskus. Kuris i§
teiginiy yra garantuotai teisingas?

(A) Andrius laim¢jo pries Donata; (B) Turnyre apskritai nebuvo lygiyjy; (C) Donatas laiméjo
prie§ Andriy; (D) Andrius su Donatu suzaidé lygiosiomis; (E) Nurodytasis tasky pasiskirstymas
yra apskritai nejmanomas.

10. Zirgy lenktynése hipodrome dalyvauja 5 zirgai A, B, C, D ir E. Kalbédami apie jy
i§sidéstymo galimybes, patyre ekspertai konstatavo, kad jie taip mazai pazjsta tuos zirgus, kad
jiems bet kokios jy iSsidéstymo atskirame bégime galimybes atrodo vienodai galimos — tik su
viena i§imtimi — kad zirgas B neatbégs anksCiau negu zirgas A. Kiek zirgy i$sidéstymo atskirame
bégime galimybiy esant Sitam apribojimui esama, jeigu tarsime, kad kiekvienas Zirgas bégime
uztrunka skirtingg laika.



VIIL SVEIKUJU SKAICIU LAIPSNIAI

Teorine medZiaga parengé bei aStuntaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Aivaras Novikas

Sveikyjy skai¢iy laipsnius a™ (su nattraliuoju rodikliu n) ir reiSkinius su Siais laipsniais
nagrinésime jy dalumo savybiy pozitriu. Lygybé (—a)™ = (—=1)" - a™ parodo, kad daugeliu atveju
pakanka nagrinéti natiiraliojo skaiciaus a atvejj.

Dalyba su liekana. Nagrin¢kime bet kokius sveikajj skai¢iy a ir naturalyjj skai¢iy b. IS a atimant
arba prie a pridedant b bet kiek karty, gaunami visi jmanomi skaiciai a — bk, kur skaicius k sveikasis.
] intervalg [0; b) visada patenka lygiai vienas toks skai¢ius r = a — bq. Sio r bei atitinkamo sveikojo
skaiCiaus g radimas vadinamas skai€iaus a dalyba iS skaiiaus b su liekana. SkaiCius g vadinamas
Sios dalybos dalmeniu, o skaiius r — jos liekana. Turime lygybe a = bg + r, kur r yra vienas i§
skai¢iy 0, 1, 2, ..., b — 1. Pavyzdziui, jei a = 775 ir b = 11, tai intervale [0; 11) atsidursime,
q = 70 karty 1§ a atéme b. Taigi padalijus 775 1§ 11 su liekana, gaunamas dalmuo g = 70 ir lickana
r=775—11-70 = 5. Jei vietoj 775 imsime a = —775, tai prie a turésime 71 kartg pridéti b, kad
gautume liekang r = (—=775) — 11 - (—=71) = 6 (ir dalmenj g = —71). Bendruoju atveju pasirinkus
bet kurig reikSme r = 0, 1, 2, ..., b — 1, visi skaiciai bk + r, kur skaicius k sveikasis, dalijasi i§ b su
ta pacia liekana r. Kai sveikieji skaiciai skiriasi per nattiraliojo b kartotinj, tai dalijasi i§ b su ta pacia
liekana. Pavyzdziui, i§ 11 su liekana 6 dalijasi skaiciai ..., —27, =16, =5, 6, 17, 28, 39, 50, 61, ....

Sveikyjy skai€iy a; ir a, sumoje pakeit¢ skaiCiy a; i jo dalybos i§ natiiraliojo b liekang
;. = a; — bq,, pakeisime sumg per b kartotinj bq,, taigi nepakeisime sumos dalybos i§ b lickanos.
Ta patj galima pasakyti apie sveikyjy skai€iy skirtuma: norint rasti a; — a, dalybos i$ b lickana, tiek
a4, tieck a, galima pakeisti jy atitinkamomis lickanomis. Lygybé (bq; + 11)a, = b - (q1a;) + ria,
panasiai parodo, kad sveikuosius skaicius galima keisti jy dalybos i§ b liekanomis, nagrinéjant
sandaugg. Pavyzdziui, dalijant skai¢iy a = 12507 - 547 + 7426 — 6173 i§ 13 su liekana, pakanka
1§ 13 su liekana padalyti skaicius 1250, 547, 7426, 617 ir juos pakeisti atitinkamomis liekanomis:

1250 =13-96+ 2, 547 =13-42+1, 7426 =13-571+3, 617 =13-47 +6;

12502 - 547 + 7426 — 6173 = 22 -1 + 3 — 63 (mod 13).
Cia uzradas u = v (mod m) — lyginys moduliu m — reiskia, kad u ir v dalijasi i§ m su ta pacia
liekana (skiriasi per m kartotinj). Ji skaitome ,,u lygsta v moduliu m*. Kaip ir lygybiy atveju, galima
rasyti nenutriikstama lyginiy moduliu m seka:
22.1+43-6=-209=(-1)-(13-16+ 1) =(-1)-1= -1 =12 (mod 13).
Taigi pradinis skaicius a, kaip ir skaiciai, kuriais jj pakeitéme, dalijasi i§ 13 su liekana 12.

1 pavyzdys. Raskime tre¢iajj maZiausig natiiralyjj x, kuriam skai¢ius 784 565°6° 487 + x dalijasi

i$ 12. Tam raskime a = 784 565°%> %87 dalybos i§ 12 liekana:

784 565 = 12 - 65 380 + 5, a = 5°°°487 (mod 12).

Cia laipsnio pagrindg 784 565 galime suprastinti moduliu 12, nes kélimas laipsniu reigkia kartoting
daugyba: turime 565 487-is dauginamuosius, lygius 784 565, kuriy kiekvieng galime pakeisti
dalybos liekana 5. Taciau taip pat suprastinti rodiklj 565 487 biity klaida. Vietoj to pastebékime, kad
52 =1 (mod 12) ir todél a = (52)2?82743 . 5 = 1282743 . 5 = 5 (mod 12). Vadinasi, a + x dalijasi
1§ 12 (su liekana 0) tada ir tik tada, kai i§ 12 dalijasi 5 + x, kur x, yra x dalybos i§ 12 liekana. Tinka
tik x, = 7. Trys tokie maZiausi natiiralieji skai€iaix yra7, 7+ 12 =19 ir 7+ 12 -2 = 31.

Atsakymas. x = 31.

2 pavyzdys. Raskime didZiausia natiralyjj trizenklj x, kuriam 744**° — x dalijasi i§ 27.
Pazymékime a = 74*4°°. Tada 74 = 20 (mod 27) ir a = 20**° = (=7)**"° = 7%’ (mod 27).
Cia 20 verta pakeisti su $ia liekana i§ 27 besidalijan¢iu skai¢iumi 20 — 27 = —7, nes 7 < 20.
Minusas prie 7 prapuola, nes laipsnio rodiklis 443° yra lyginis. Toliau i$ eilés tikrinkime septyneto
laipsniy 7, 72, 73, ... dalybos i§ 27 lickanas. Cia, pavyzdZiui, nusta¢ius, kad 7* = 25 (mod 27),
tiesiogiai apskaiiuoti 7° reik§me ir dalyti jg i§ 27 nebitina. Vietoj to turime

7°=7*.7=25-7=(=2)-7=—-14 = 13 (mod 27),
toliau analogiskai 76 =7°-7 =13-7 =91 = 10 (mod 27), irt.t.
Taip gauname, kad 7° = 1 (mod 27) (tesdami parodytus veiksmus, patikrinkite savarankiskai!). Jei
rodiklis 443° dalytysi i§ 9, tai i§ karto gautume a = (7°)~ = 1~ = 1 (mod 27). Nors situacija



sudétingesné, vis tiek méginkime pasiremti gauta parankia skai¢iaus 7° lickana 1. Tam raskime
rodiklio 443° dalybos i3 rodiklio 9 liekang: 44 = —1 (mod 9), todé¢l 443° = (—1)3° = 1 (mod 9).
Tegu 443° = 9k + 1 (skai¢ius k natiiralusis). Tada a = 7°%*1 = (7°)¥ .7 = 1% . 7 = 7 (mod 27).
Taigi vietoj a — x galime nagrinéti 7 — x,, ir ¢ia x dalybos i§ 27 liekana x, turi buti lygi 7.
Didziausias trizenklis skai¢ius 999 dalijasi i§ 27 su liekana 0. Vadinasi, su liekana 7 1§ 27 dalijasi
skai¢ius 1006, o didziausias toks trizenklis skai¢ius yra 1006 — 27 = 979.

Pabrézkime, kad 7444°° = 74(44%) & (7444)30 = 741320 J¢i &ja nagrinétume (7444)3° — x, tai
sprendime gautume 1320 = 6 (mod 9), o tada a = 7° = 10 (mod 27) bei atsakymg x = 982.

Atsakymas. x = 979.

Laipsniai ir dalybos liekana 1. [Snagrinétame 2 pavyzdyje buvo svarbu rasti skaiciaus 7 laipsnj,
kuris dalytysi 1§ 27 su liekana 1. Jj radome tikrindami visus skaiciaus 7 laipsnius (su natiiraliaisiais
rodikliais). Mums pasiseké, kad tiko jau 7° ir neteko tikrinti ilgiau. Ar galima tikrinimo i$§vengti?
Kodél apskritai galime biti tikri, kad liekang 1 jmanoma gauti? Cia padeda teoremos, kurios nusako
natiiralyjj n, kuriam duoto tinkamo sveikojo skai¢iaus a laipsnis a™ garantuotai dalijasi i§ duoto
natiiraliojo m su liekana 1. Pirmoji 1§ jy nusako atvejj, kai skai¢ius m pirminis.

1 teiginys. Tarkime, kad sveikasis skai¢ius a nesidalija i§ pirminio skai¢iaus p. Tada a?~1 — 1
dalijasi i$ p.

Irodymas. Kadangi joks i$ skaiCiy 1, 2, 3, ..., p — 1 nesidalija i$ p, kaip ir skai¢ius a, tai ir
aritmetinéje progresijoje a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a joks narys nesidalija i§ p. Analogiskai i$ p nesidalija
ir jokiy dviejy progresijos nariy ia ir ja, kur i # j, skirtumas (i — j)a, nes tai yra a sandauga su
skai¢iumi i — j, kuris lygus vienam i§ skai¢iy +1, +2, 3, ..., £(p — 2). Todél dalijant nagrinéjamos
progresijos narius i§ p, visos gaunamos atitinkamos liekanos 7y, 15, 73, ..., 71 yra nenulinés ir
skirtingos. Nenuliniy dalybos i$ p liekany téra p — 1, tod¢l liekanos 7y, 13, 73, ..., 1,4 turi biti tam
tikra tvarka surasytos visos galimos nenulinés liekanos 1, 2, 3, ..., p — 1. Vadinasi,

a-2a-3a-..(p—Da=r-rpr3-.-14,=1-2-3-..-(p—1) (modp),
aP lp—-D'=(@-1D! (modp), a?p-1D'—(p-1D'=(p-1D!(aP ! -1)dalijasiisp.
Velgi, skaiciai 1, 2, 3, ..., p — 1 nesidalija i$ p, todél nesidalija ir jy sandauga (p — 1)!. Skaicius
aP~1 — 1 dalijasi i§ p, nes priesingu atveju i§ p nesidalyty sandauga (p — 1)! (a?~! — 1). Tai ir
reikéjo jrodyti. m

Irodytas teiginys vadinamas MaZaja Ferma teorema (pranciizy matematikas Pierre de Fermat,
1601-1665; yra ir kita jo vardo teorema, vadinama didzigja arba paskutinigja). Daznai naudojama jos
alternatyvi formuluoté, pasalinant salyga, kad a dalijasi i§ p: jei skaiCius p pirminis, tai a? —a
daljjasi i§ p kiekvienam sveikajam a (net nesidalijan¢iam p — juk 1§ p visada dalijasi vienas i$
sandaugos a - (a?~1 — 1) dauginamuyjy).

Salyga, kad p yra pirminis skai¢ius, teoremoje esminé. Jrodyme ja rémémés, kelis kartus
pasinaudoj¢ tokia pirminiy skai¢iy savybe, skirian¢ia juos nuo kity natiiraliyjy skaiciy: jei keli
sveikieji skaiCiai nesidalija i§ pirminio p, tai nesidalija ir ju sandauga. Si savybé taip pat
formuluojama dviem ar keliems skai¢iams ,,atbulu* biidu: jei sveikyjy skai¢iy sandauga dalijasi i8 p,
tai dalijasi bent vienas i§ dauginamyjy. Ji vadinama Euklido lema (senovés graiky matematikas
Euklidas Aleksandrietis, apie 300 m. pr. Kr.) ir yra stipriai susijusi su dar vienu teiginiu — Pagrindine
aritmetikos teorema: kiekvienas natiiralusis skaiCius n > 1 uzraSomas pirminiy skaiciy sandauga
lygiai vienu bidu (nekreipiant démesio j dauginamuyjy tvarka). Cia pirminiai skai¢iai sandaugoje
nebitinai skirtingi. Be to, leidziamos sandaugos i§ vieno pirminio dauginamojo (lygios jam paciam).

Du sveikieji skaiciai, neturintys bendro daliklio, didesnio uz 1, vadinami tarpusavyje
pirminiais. Tarkime, kad kiekvienas i§ natiiraliyjy skaiciy by, b,, bs, ..., by, iSskyrus nebent b;, yra
tarpusavyje pirminis su natiiraliuoju m. Tarkime, kad m ir sandauga B = b,b,b; ... by, turi bendrg
dalikli d > 1 (taigi néra tarpusavyje pirminiai). Tada b;b,b; ... b, = dc (skaiCius ¢ nattralusis).
Abiejose lygybés pusése vietoj kiekvieno dauginamojo galima jraSyti jam lygig pirminiy skaiciy
sandaugg arba skaiCiy 1, ir tada abiejose lygybés pusése turi biti tie patys pirminiai skai¢iai, gali
skirtis nebent jy tvarka (Pagrindiné aritmetikos teorema). Pirminiai skaiciai, jraSyti vietoj d, yra
skaiciaus m dalikliai, todél gali biiti nebent vietoj b, jrasytoje iSraiSkoje. Tada b; dalijasi i§ d, tad
néra tarpusavyje pirminis su m. Jei atskiru atveju d = m (t. y. B dalijasi i§ m), tai b, dalijasi i§ m.
Vadinasi, jei natiiraliyjy skaic¢iy sandaugos kiekvienas dauginamasis, nebent iSskyrus vieng, yra



tarpusavyje pirminis su duotu nattraliuoju m, o tas likes dauginamasis nesidalija i§ m, tai ir visa
sandauga i§ m nesidalija. Be to, jei ir tas likes dauginamasis yra tarpusavyje pirminis su m, tai tokia
yra visa sandauga. Sias i§vadas lengva apibendrinti sveikiesiems (nebiitinai natiraliesiems)
skai¢iams. Jas vietoj Euklido lemos naudojant Mazosios Ferma teoremos jrodyme, gaunamas
teoremos apibendrinimas, kai vietoj pirminio p imamas nattiralusis m.

IS tiesy, tarkime, kad m > 1 ir a yra tarpusavyje pirminiai sveikieji skai¢iai. Mazosios Ferma
teoremos jrodyme i§ a padauginkime ne 1, 2, 3, ..., p — 1, o natiraliuosius skai¢ius nuo 1 iki m,
tarpusavyje pirminius su m. Juos pazymékime t,, t,, ts, ..., t;. Tada kiekviena gautoji sandauga t;a
yra tarpusavyje pirminé su m. Tokia yra ir t;a dalybos i§ m liekana r; (pamastykite kodél!). Toliau
kaip ankstesniame jrodyme pastebime, kad dviejy skirtingy sandaugy skirtumas (tl- - tj)a nesidalija
1§ m ir todél liekanos 7; yra skirtingos bei tiesiog yra tam tikra tvarka suraSyti pradiniai skaiciai
ty, ty, t3, ..., ty. Pagaliau analogiskai nagrinédami sandaugy t;a sandauga moduliu m, gauname:
tityts .. tr(ak — 1), taigi ir a¥ — 1 dalijasi i§ m.

Kiekvienam natiiraliajam m atitinkamg k — su m tarpusavyje pirminiy natiiraliyjy skaiciy nuo 1
iki m kiekj — pazymékime ¢ (m). MaZziausioms m reikSméms skaiciy t; aibés i$ eilés lygios
{13}, {1}, {1,2},{1,3},{1,2,3,4}, {1,5}, {1, 2,3,4,5,6}, {1,3,5,7}, {1, 2,4,5,7,8}, {1,3,7,9}, ...
Taigi turime reikSmes (1) = (2) =1, ¢(3) = p(4) = @(6) =2, ¢(5) = p(8) = p(10) = 4,
@(7) = 9(9) = 6, .... Visose aibése yra skaicius 1, tad kiekvienam natiiraliajam m priskiriama
reik§mé ¢@(m) natiralioji. Gauname funkcija ¢ : N - N, vadinama Oilerio funkcija (Sveicary
matematikas Leonhard Euler, 1707-1783). Pagaliau galime suformuluoti Oilerio teorema —
Mazosios Ferma teoremos apibendrinimg, kurio jrodyma aptaréme.

2 teiginys. Tarkime, kad m > 1 ir a yra tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiciai. Tada skai¢ius
a®™ — 1 dalijasi i§ m.

Si teorema teisinga ne tik aptartu atveju m > 1, bet ir trivialiu atveju m = 1. Jei skaiius m = p
pirminis, tai su juo tarpusavyje pirminiai visi sveikieji skaiciai, nesidalijantys i§ p (prisiminkime
pirminio skai¢iaus apibrézimg). Nuo 1 iki m tai skaiCiai {tq, t5, t3, ..., t .} = {1, 2,3, ..., p — 1}, taigi
Siuo atveju @(m) = p — 1, ir gauname MaZ3ja Ferma teorema kaip atskirg Oilerio teoremos atvejj.

Oilerio teoremoje salyga, kad a ir m yra tarpusavyje pirminiai, esminé: prieSingu atveju jie turi
bendrg daliklj d > 1, i§ kurio dalijasi visi a laipsniai a, a?, a3, .... Tada joks skai¢ius a — 1, a® — 1,
a® — 1, ... nesidalija nei i§ d, nei tuo labiau i§ d kartotinio m. Vadinasi, sekoje a, a?, a3, ...i§ m su
lickana 1 nesidalija ne tik a®™), bet ir apskritai joks narys. Tuo tarpu jei a yra tarpusavyje pirminis
su m, tai tinkamy sekos nariy esama be galo daug: tai ne tik a®™ pet ir q2?M g3¢M)  Net ir
a®™ neprivalo biti pirmasis toks narys: 2 pavyzdyje matéme, kad tinka a°, kai a = 7, m = 27,
nors Oilerio teorema mums nurodo, kad tinka a®???) = 18,

Jei bendruoju atveju a® = 1 (mod m) (skai¢iai m ir k natiiralieji, skai¢ius a sveikasis), tai
a' = a'** = a¢*?* = ... (modm) kiekvienam sveikajam i > 0. Gauname i§vada: jei sekoje
a, a?, a®, ... nariy a’ ir @’ rodikliai skiriasi per natiiraliojo skai¢iaus k kartotinj (t. y. i ir j dalijasi
i§ k su ta pacia lickana), kur a® = 1 (mod m), tai a' ir a’ dalijasi i§ m su ta padia lickana. Atskiru
atveju a' dalybos i§ m liekana nepakinta, pakeigiant natiiralyjj i jo dalybos i§ tokio k lickana.
920257 1 265 dalijasi i§ 29. Atskirai
nagrinékime a; = 6°° ir a, = 265" Skaitius 29 pirminis, o skai€iai 6 ir 26 i§ jo nesidalija.
Todél 628 = 2628 =1 (mod 29), ir rodiklius by = 5592925°* ir b, = 5732 galima prastinti
moduliu 28, t. y. pakeisti jy dalybos 1§ 28 lickanomis. Suprastinti b; gana lengva:

559 =27 = —1 (mod 28), b, = (—1)2925"° = —1 =27 (mod 28),  a; = 627 (mod 29).
Toliau skai¢iy 627 galima suprastinti moduliu 29, keliais veiksmais maZinant laipsnio rodikl;:

a, =6%7 =216°=13°=169*- 13 = 24* - 13 = (—5)*- 13 = 8125 = 5 (mod 29).
Prastindami rodiklj b, pasinaudokime tuo, kad laipsnio 5732 pagrindas 5 yra tarpusavyje pirminis su
28 = 22 - 7 (nesidalija nei i§ 2, nei i§ 7). Galioja Oilerio teorema: nuo 1 iki 28 yra 12 natiiraliyjy
skaiciy, kurie nesidalija nei i$ 2, nei i§ 7, todél ¢ (28) = 12 ir 52 = 1 (mod 28). Turime

732 =0(mod 12), b, =5°=1(mod28), a, =26= 26 (mod 29).
Vadinasi, a; + a, =5+ 26 = 31 = 2 (mod 29).
Atsakymas. 2.

3 pavyzdys. Nustatykime, su kokia liekana skai¢ius 6°°
92025955



4 pavyzdys. Nustatykime, su kokia lickana 3126559 4 172809*% 4 202"*° {alijasi i§ 81. Su
81 = 3* tarpusavyje pirminiai yra tie sveikieji skaiciai, kurie nesidalija i 3. Nuo 1 iki 81 i§ 3 dalijasi
kas trecias natiiralusis skaicius, todél tokiy skaiciy yra 81:3 = 27. Taigi ¢(81) = 81 — 27 = 54.

3126 dalijjasi i$ 3, tad skaiCiui a; = 31265597*"" Oilerio teoremos nepritaikysime. To ir nereikia:
laipsnio pagrindas dalus 18 3, tod¢l a, dalijasi i$ trejeto didelio laipsnio (i$ 35597201), tuo labiau i§ 3%.

Skaidius 17 i§ 3 nesidalija, todél taikome Oilerio teorema laipsniui a, = 172809*%:

2809 = 1 (mod 54), 280928 = 1289 = 1 (mod 54), 1728%9°” = 17! = 17 (mod 81).

Skaidius 20 i§ 3 nesidalija, todél pagal Oilerio teorema laipsnio as = 202" rodiklj 2736 galime
suprastinti moduliu 54. Laipsniui 273¢ vél biity galima taikyti Oilerio teorema, ta¢iau jo pagrindas 2
néra tarpusavyje pirminis su 54 = 2 - 27. Visgi jis yra tarpusavyje pirminis su 27. Analogiskai kaip
¢ (81) reikSme, gauname ¢(27) = 27 — 9 = 18. Tada 736 = 16 (mod 18), 2736 = 216 (mod 27).
Toliau gauname 216 = 323 .2 =53 .2 = 250 = 7 (mod 27). Taigi skai¢ius 2736 dalijasi i§ 27 su
liekana 7 ir priklauso progresijai 7, 7 + 27, 7 + 2 - 27, ..., kurig galima i$skaidyti j dvi progresijas
pagal dalumg i$ 54: nelyginiai skaiciai 7, 7+ 2 -27, 7+ 4 - 27, ... dalijasi i§ 54 su liekana 7, o
lyginiai skaiiai 34, 34 + 2 - 27, 34 + 4 - 27, ... dalijasi i§ 54 su lickana 34. Skai¢ius 273° lyginis,
todel 2736 = 34 (mod 54), a; = 203* = 4007 = 767 = (=5)'” (mod 81) ir

as; = (—25) - 31253 = (—25) - 473 = (—1) - 2595575 = —11 = 70 (mod 81).
Tadaa; +a,+a; =0+ 17 + 70 = 87 = 6 (mod 81).

Atsakymas. 6.

Oilerio funkcija. Remiantis Pagrindine aritmetikos teorema, kiekvienas naturalusis m > 1
uzraSomas iSraiSka pf 1p§ ng .. p,f", kur py, P2, D3, --» Pi (€12 k = 1) yra skirtingi pirminiai skaiciai,
o rodikliai a4, a,, as, ..., a; yra natiiralieji. Be to, tokig iSraiSka — skaidinj pirminiais daugikliais —
skaiCius m turi vienintelg (nekreipiant démesio i dauginamyjy tvarkg). Skaiciai p;, ps, pP3, --., Dk yra
visi pirminiai m dalikliai (kity néra pagal Euklido lema). Jei sveikasis n yra tarpusavyje pirminis su
tokiu skaic¢iumi m, tai nesidalija i$ jokio p;. Kita vertus, jei n néra tarpusavyje pirminis su m, tai jie
turi bendra daliklj d > 1, kuris (budamas pirminiy skai¢iy sandauga) turi pirminj daliklj p, i§ kurio
tada dalijasi m ir n. Kadangi i§ p dalijasi m, tai p sutampa su vienu i8 p;. Vadinasi, sveikieji skaiciai,
tarpusavyje pirminiai su nattiraliuoju m, yra visi sveikieji skaiciai, nesidalijantys i§ jokio pirminio
skai¢iaus, kuris yra m skaidinyje pirminiais daugikliais. Sia i§vada jau neju¢ia naudojomés
pavyzdziuose: skai¢iai, tarpusavyje pirminiai su 28 = 2%2-7 arba su 81 = 3% — tai skaidiai,
nesidalijantys atitinkamai i§ 2 ir 7 arba i§ 3. Sis pastebéjimas pravers, gaunant Oilerio funkcijos
formule, leidziancig tiesiogiai neskaiciuoti, keli skai¢iai nuo 1 iki m yra tarpusavyje pirminiai su m.

5 pavyzdys. Nustatykime, kaip susijusios reik§més @(m) ir ¢(5m), kai m > 1 yra bet koks
nataralusis skai¢ius. Nuo 1 iki m yra ¢ (m) natiiraliyjy skai¢iy, tarpusavyje pirminiy su m, t. y. tokiy,
kurie nesidalija i§ pirminiy skai¢iy, esanciy skaiiaus m skaidinyje pirminiais daugikliais
(trumpinsime — SPD). Nuo 1 iki 5m analogiskai yra ¢ (5m) nattraliyjy skaiciy, kurie nesidalija i$
pirminiy skai¢iy, esan¢iy skai¢iaus 5m SPD. Natiraliuosius skai¢ius nuo 1 iki 5m iS§skaidykime i 5
aibes: nuo 1 iki m, nuo m + 1 iki 2m, nuo 2m + 1 iki 3m, nuo 3m + 1 iki 4m, nuo 4m + 1 iki 5m.
Pasirinkus bet kurj skaiciy r 1§ pirmosios aibés, skaiciai r, v + m,r + 2m, r + 3m, r + 4m arba visi
turi pirminj daliklj i§ m SPD, arba visi neturi. Todél penkiose aibése yra po ¢ (m) skaiciy, tarpusavyje
pirminiy su m, o i viso jy gauname 5¢(m). Toliau yra dvi galimybés: arba pirminis skai¢ius 5 yra
skai¢iaus m SPD skaidinyje, arba néra. Pirmuoju atveju su m ir su 5m tarpusavyje pirminiai yra tie
patys skaiéiai, ir ¢(5m) = 5¢(m). Skai¢iuodami ¢(5m) antruoju atveju, dar turime papildomai
atmesti tuos 18 skaic¢iy 5,5- 2,5 - 3, ..., 5m, kurie yra tarpusavyje pirminiai su m (bet ne su 5m, nes
dalijasi i§ 5). Tai tie skai¢iai 5a, kur a = 1, 2, 3, ..., m yra tarpusavyje pirminis su m. Tokiy a yra
@(m), todél $iuo atveju @(5m) = 5¢(m) — ¢(m) = 4¢p(m). Taigi zinodami, kad ¢(28) = 12,
gauname @(140) =4-12 =48, @(700) =5-48 =240, @(3500) =5-240=1200 ir
apskritai @(28-5") =12 -4 -5""1 (kiekvienam natiiraliajam n).

Atsakymas. @(5m) = 5¢(m), kai m dalijasi i§ 5, ir ¢(5m) = 4¢(m) prieSingu atveju.

5 pavyzdyje vietoj @(5m) imdami ¢@(pm), kur skaiius p — bet koks pirminis, analogiSkai
irodytume, kad ¢ (pm) = pe(m), kai m dalijasi i$ p, ir p(pm) = (p — 1)p(m) priesingu atveju.
Tada e(m-p™) =¢@(m)-(p—1)-p" 1 =@(m)- - (p" —p™ 1) kiekvienam natiiraliajam n, kai



nattralusis m > 1 nesidalija i§ p. Be to, $i formulé teisinga, ir kai m = 1, pagal o(p) =p — 1 ir
(™) = () -p" ! =p™ —p" ! (kain > 1). Taip gauname bendrajg Oilerio funkcijos formuleg.
I§vada. Tarkime, kad nattraliojo m > 1 skaidinys pirminiais daugikliais yra pf 1p§ Zpg . p,f".

Tada p(m) = (p" —py" ) (ps* — 03" )(P5° = 15° ) - (" — 2 ).

Taigi, pavyzdziui, (,0(22 7) = (22 -2)(7 - 1) =12, (7% = 74 73 = 2058, ¢(3-73) =
=B-1)(73-1) =144, @(73-11%2-29) = (73 — 72)(112 —11)(29 — 1) = 905520, .... Bet
@(9%) #9*—93 ir ©(3-91) # (3—1)(91 — 1) (skai¢iai 9 ir 91 ne pirminiai). I§ tiesy ¢ (9*) =
=3%-37 ir ¢(3-91) =B —-1)(7—1)(13—1). Taip pat @(32-3°) # (32 -3)(3°-3%)
(SPD pirminiai skai€iai p; turi biiti skirtingi). Taikant Oilerio funkcijos formulg, reikia gauti m SPD.

6 pavyzdys. Apskaiciuokime a) visas galimas @(75m) : ¢ (m) reikSmes; b) ¢ (579 768).

a) Kadangi 75 = 3 - 5 5, tai ¢(75m) gauname i§ ¢ (m), daugindami i$§ 2 arba 3 (priklausomai
nuo to, ar m dalijasi i§ 3),tadai§ 4 - 5 = 20 arba 5 - 5 = 25 (priklausomai nuo to, ar m dalijasi i 5).

b) Isskaidykime skaic¢iy m = 579 768 pirminiais daugikliais, vis dalydami i§ pirminiy skaiéiy
2, 3,5, ... (jei dalijasi be lickanos). Pirmiausiai kartotinai dalykime i§ 2, kol tai jmanoma, tada i§ 3
irt.t.. 579768:2 =289 884, 289884 : 2 = 144 942, 144942 : 2 = 72 471 (nesidalija i$ 2),
72471 : 3 = 24157 (nesidalijai$ 3,18 5), 24 157 : 7 = 3451, 3451 : 7 = 493 (nesidalijais 7,
i§ 11, 1§ 13), 493 :17 = 29 (gautas skaiCius pirminis). Vadinasi, m =23-3-7%2-17-29 ir
p(m)=4-2-42-16-28 = 150 528.

Atsakymas. a) 40, 50, 60, 75; b) 150 528.

Primityvioji Saknis. Tarkime, kad sveikasis skaiCius a nesidalija i§ pirminio skai¢iaus p. Seka
a, a?, a3, ... nagrinékime moduliu p, t. y. dalybos i§ p liekany poZiiiriu. Jei dvi liekanos sutampa,
t.y. jei a'=a’ (modp), i <j, tai a/ —a' =a'(a’' —1) dalijasi i§ p. Tada i§ p dalijasi
a’~t —1, o a’/7! dalijasi i$ p su lickana 1. Cia j — i < j, todél kol sekoje a, a?, a®, ... negausime
liekanos 1, jos nariy dalybos i$ p liekanos negali sutapti. Tegu k yra maZziausias nattiralusis skaicius,
kuriam a® = 1 (mod p) (egzistuoja pagal Mazaja Ferma teorema). Jis vadinamas skai¢iaus a eile
moduliu p. Tada skai¢iy a, a?, a3, ..., a* dalybos i§ p liekanos yra k skirtingy skai¢iy. Toliau
liekanos periodiékai kartojasi: a***=a-a¥=a-1=a (mod p) pana§iai a®*? = g2 (mod p),
a®*3 = a3 (mod p), ir t. t. Negausime kity liekany nei skai¢iy a, a?, a® a® liekanos. Vadinasi,
skaiCiaus a laipsniai moduliu p generuoja tiek skirtingy liekany, kokla yra a eilé moduliu p. Su
liekana 1 i§ p dalijasi tik laipsniai a®, a?*, a3, ... (¢ia rodikliai yra k kartotiniai). Tarp jy yra a?~!
(Mazoji Ferma teorema). Vadinasi, skaic¢iaus elle k moduliu p visada yra skaiciaus p — 1 daliklis, ir
k < p — 1. Pavyzdziui, skaiciaus 3 laipsniai i$ eilés generuoja dalybos i§ 11 liekanas 3,9, 5, 4, 1, 3,
9,5,4,1, .. (a, pvz.,3*=33-3=5-3 =15 = 4 (mod 11)). Taigi skai¢iaus 3 eilé moduliu 11
yra 5. Nors ji nesutampa su 11 — 1 = 10, bet yra 10 daliklis. Zinoma, tada eilé moduliu 11 lygi 5 ir
skai¢iams 3 + 11 = 14, 14 + 11 = 25, 3 — 11 = —8 irt. t. Tuo tarpu skaiciaus 2 (tuo paciu skaiciy
24, =9 irt. t) eilé moduliu 11 lygi 10 (yra maksimali). Skaicius 55 eilés moduliu 11 apskritai neturi
(dalijasi 1§ 11), o jo eilé moduliu 13 yra tokia pati kaip skaiciaus 55 — 4 - 13 = 3 (Si eilé lygi 3).

Pastaba. Vietoj pirminio p imant bet kokj natiiralyjj m, analogiskai apibréziama eilé moduliu m
kiekvienam sveikajam a, tarpusavyje pirminiam su m. Ji yra skai¢iaus ¢ (m) daliklis ir vélgi parodo,
kiek skirtingy dalybos i§ m liekany generuoja laipsniai a, a2, a3, .... Dar 2 pavyzdyje matéme, kad
skaiCiaus 7 eilé moduliu 27 lygi 9. Atitinkamos 9 liekanos yra 7, 22, 19, 25, 13, 10, 16, 4, 1.

Yra jrodyta, kad kiekvienam pirminiam p egzistuoja toks sveikasis skaicius g, nedalus i§ p, kurio
eilé moduliu p lygi p — 1. Kiekvienas toks g vadinamas primityvigja Saknimi moduliu p. Tokio g
laipsniai g, g2, g3, ..., g~ nesidalija i§ p ir generuoja p — 1 lieckana, tad g yra visy galimy nenuliniy
liekany 1, 2, 3, ..., p — 1 generatorius (todél jj ir Zymime g). T.y. g, g2, g3, ..., g?~1 dalybosis p
liekanos yra tam tikra tvarka suraSyti skaiciai 1, 2, 3, ..., p — 1.

7 pavyzdys. Nustatykime, kurie i§ skaiciy 2, 87, —109, 12 569 yra primityviosios Saknys
moduliu 19.

Pradékime nuo skai¢iaus 2. Reikia nustatyti, ar jo eilé¢ yra 19 — 1 = 18, ar mazesn¢. IS MaZosios
Ferma teoremos Zinome, kad 218 = 1 (mod 19), to netikrinkime. Reikia patikrinti, ar kuris i$ skai¢iy
21, 22 23, .. 28 lygsta 1 moduliu 19. Skai¢ius 18 yra gana mazas, tad biity galima tiesiogiai
patikrinti visus Siuos dvejeto laipsnius. Taciau zinome, kad skaiciaus eil¢ yra 18 daliklis, tod¢l lieka



tikrinti 21, 22, 23, 26, 29 Be to, jei 2° = (23)3 £ 1 (mod 19), tai 23 £ 1 (mod 19), todél nebiitina
tikrinti 23 ir analogiskai 21, 22, Taigi kadangi 26 = 7 # 1 (mod 19) ir 2° = 162 -2 = (-3)2-2 #
Z# 1 (mod 19), tai skai¢iaus 2 eilé moduliu 19 lygi 18, o pats skai¢ius 2 yra primityvioji $aknis.

Skaiciaus 87 eil¢ moduliu 19 yra tokia pati kaip skaic¢iaus 87 — 19 - 4 = 11. Analogiskai kaip
skai¢iui 2, pakanka tikrinti laipsnius 11° ir 11°, Kadangi 116 = 1213 = 73 = 343 = 1 (mod 19),
tai 11° galime netikrinti: skai¢iy 11 ir 87 eilé moduliu 19 yra ne didesné nei 6, todél tai néra
primityviosios Saknys moduliu 19.

Skai¢ius —109 néra primityvioji $aknis moduliu 19, o skai¢ius 12569 yra, nes (—109)° =5° =
=1253=113 =1 (mod 19), 12 569 = 10 (mod 19), 10° = 11 (mod 19), 10° = 18 (mod 19).

Atsakymas. 2 ir 12569.

Apibendrinkime pavyzdzio pastebéjimus. Jei sveikasis a nesidalija i§ pirminio p ir reikia
nustatyti, ar a yra primityvioji $aknis moduliu p, tai pakanka patikrinti laipsnius a%, kurd < p — 1

p—1
yra teigiamas skai¢iaus p — 1 daliklis. Dar daugiau, pakanka patikrinti tik @ ¢ kiekvienam skai¢iaus
p — 1 pirminiam dalikliui g, nes skai¢iy pT_l teigiami dalikliai yra visos galimos d reikSmes. Jei né
p-1
vienas toks laipsnis a 9 nesidalija i§ p su liekana 1, tai a yra primityvioji $aknis moduliu p. Zinoma,
prieSingu atveju a néra primityvioji Saknis moduliu p.

8 pavyzdys. Galima patikrinti, kad maziausia natiiralioji primityvioji Saknis moduliu 41 yra 6.
I$tiesy, 11 = 220 = 38 = 420 =520 = 1 (mod 41), bet 68 = 10 (mod 41), 62° = 40 (mod 41).
Nustatykime skai¢iy 622, 623, 625, 63° eile moduliu 41. Taigi, kokiems natiiraliesiems k skai¢ius
(622)k — 1 = 622% — 1 dalijasi i§ 41? Kadangi 6 yra primityvioji $aknis, tai tiems ir tik tiems k,
kuriems rodiklis 22k dalijasi 1§ 41 — 1 = 40, taigi kuriems k dalijasi i§ 20. Maziausias toks k
yra 20. Jis ir yra skai¢iaus 622 eilé. Analogiskai maZiausias k, kuriam 23k, 25k, 30k dalijasi i 40,
yra atitinkamai 40, 8, 4. Skai¢iai 622, 623, 62°, 63° dalijasi i§ 41 atitinkamai su liekana 5, 30, 14, 9.
Taigi tuo paciu nustatéme ir skaiciy 5, 30, 14, 9 eiles moduliu 41. Jos yra atitinkamai 20, 40, 8, 4.

Atsakymas. 20, 40, 8, 4.

9 pavyzdys. Zinodami, kad 2 yra primityvioji $aknis moduliu 19, nustatykime, kurios i3 lyg¢iy

x6 =19y + 5, x =19y + 11, x> =19y +5
turi sveikajj sprendinj (x,y). Toms lygtims, kurios turi tokj sprendinj, nustatykime visas galimas
reikS§mes n = 1, 2, 3, ..., 18, kurioms lygtis turi sveikajj sprendinj (x,y) = (2", y).

Pirmoji lygtis turi sveikajj sprendinj (x,y) tada ir tik tada, kai sveikajj sprendinj x turi lyginys
x® = 5 (mod 19). Cia x negali dalytis i§ 19, nes priesingu atveju x® = 0 (mod 19). Taigi x dalijasi
i§ 19 su viena i$ liekany 1, 2, 3, ..., 18 — su ta pacia liekana kaip vienas i§ skaiciy 2™, kurn = 1, 2,
3, .., 18. Tada x® = 25" = 64™ = 7" (mod 19). Taciau laipsniai 7™ dalijasi i$ 19 tik su liekanomis
7, 11(=7%) ir 1( = 73). Vadinasi, x° negali dalytis i§ 19 su liekana 5, o lygtis sprendiniy neturi.

Panasiai nagrinéjame antraja lygtj: lyginyje x® = 11 (mod 19) vietoj x jraSome tokj laipsnj 2",
kad x = 2™ (mod 19), ir gauname 7" = 11 (mod 19). Cian = 1, 2, 3, ..., 18. Jau nustatéme, kad
tinka n = 2, o kadangi skai¢iaus 7 eilé moduliu 19 yra 3, tai dartinkan=2+3,2+4+6,2+9, ....
Vadinasi, nuo 1 iki 18 tinka reikSmésn = 2, 5, 8, 11, 14, 17.

Tregioji lygtis analogiskai suvedama j lyginius x = 2" (mod 19) ir 13™ = 5 (mod 19). Cia
vietoj 7 turime 13, nes 25" = 32™ = 13™ (mod 19). Vieng po kitos raSykime skai¢iaus 13 laipsniy
dalybos i§ 19 liekanas: 13, 17, 12, 4, 14, 11, 10, 16, 18, .... Cia, pavyzdziui, 137 = 13°-13 =
=11-13 = 10 (mod 19). Gave 9-3ja lickang 18 = (—1) + 19, likusias 9 lieckanas galime gauti
grei¢iau pagal 13°7t = (—1) - 13! (mod 19). Pavyzdziui, 13'? = —13% = —12 = 7 (mod 19). Jy
galime ir nera$yti: svarbu, kad i§ penktosios lickanos 14 ir tik i$ jos gauname (5 + 9)-aja lickang
19 — 14 = 5. Vadinasi, yra lygiai viena tinkama n reik§mé: 13" = 5 (mod 19), kai n = 14.

Atsakymas. Pirmoji lygtis sveikyjy sprendiniy neturi; antroji turi, tinkan = 2,5, 8, 11, 14, 17;
trecioji turi, tinka n = 14.

Pabaigai paminésime, kad skaiciy laipsniy prastinimas moduliu m, Oilerio funkcija ir teorema
yra svarblis RSA Kriptosistemoje — duomeny Sifravimo ir i$Sifravimo sistemoje, kuri placiai
naudojama, uZztikrinant saugy duomeny perdavimg internetu. Ji taikoma, pasirinkus tam tikrus
parametrus — skaiCius, vadinamus raktais. Kai kurie 1§ jy turi biiti labai dideli, kad sistema i$ tiesy



buty saugi, t. y. kad uZzSifruoty duomeny vagis, neturintis visy rakty, nepajégty jy issifruoti.
10 uzdavinyje pateiktas RSA kriptosistemos taikymo pavyzdys su (ne bet kaip parinktais) mazais
raktais 391, 31, 159.

10.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

Nustatykite: a) kurie du i§ 12-os skai¢iy 19, 192, 193, ..., 1912 dalijasi i§ 39 su maZiausiomis
lickanomis; b) 13-3jj maZiausig natiiralyjj skai¢iy x, kuriam 19296 68% + x dalijasi i§ 39.

Nustatykite: a) maziausig nattiralyjj n, kuriam 138 847" dalijasi i§ 49 su liekana 1; b) maziausia

7300 011263 7412711

keturzenklj natiiralyjj skai¢iy x, kuriam 138 84 — x dalijjasi i§ 49.

Nustatykite 16 3532°°" + 836817 4 229°** alybos i§ 23 liekana.
Apskaiéiuokite a) @(61) + @(63) + @(625) + @(627);b) (119 304 306).
Nustatykite visas galimas @ (2250m) : ¢ (m) reikSmes (Gia skai¢ius m natiiralusis).

Nustatykite skai¢iaus 917457 + 132" dalybos i§ 100 liekana (taigi paskutinius du skaitmenis).

457 97
Nustatykite 11 173%7% " + 2457% " dalybos i§ 363 lickana.
Uzuomina. Kelis kartus pritaikius Oilerio teorema, dviejy démeny prastinimg galima testi
naudojantis tokiais lyginiais kaip 2837 = —53 (mod 363) ir 23¢ = 97 (mod 363).

a) Nustatykite, kurie 1§ skai¢iy 7, —38, 187, 3829 yra primityviosios Saknys moduliu 43.

b) Duota, kad g = 2 yra primityvioji Saknis moduliu 13. Nustatykite, kuriy i§ 12 skai¢iy 2, 22,
23, ..., 212 eilé¢ moduliu 13 yra 3, o kuriy 4. Tuo remdamiesi nustatykite, kuriy i§ 12 skai¢iy
1, 2, 3, ..., 12 eilé moduliu 13 yra 3, o kuriy 4.

Duota, kad 3 yra primityvioji Saknis moduliu 31. Jrodykite, kad viena i§ lygc¢iy
x1%=31y+25 x”=31y+10, x%=31y+13

neturi sveikyjy sprendiniy (x,y). Kitoms dviem lygtims nustatykite visas galimas reikSmes

n=1,2,3, .., 30, sukuriomis lygtis turi sveikajj sprendinj (x,y) = (3", y).

Skai¢ius a < 391 natiiralusis ir tarpusavyje pirminis su 391. Padalijus skai¢iy a3! i§ 391 su
lickana, gauta lickana b — prane§imo a Sifras. Padalijus skai¢iy b*>° i§ 391, gauta liekana c.
Irodykite, kad ¢ = a, t.y. kad skai¢iy a, uzsifruotg skai¢iumi b, nurodytu biidu galima i$Sifruoti.
Uzuomina. Raskite ¢(391).



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

. Raskite funkcijos

f(x)=—x*4+3x+5
didZiausig ir maZiausig reikSmes intervale [—1; 2].

. ISspreskite lygcCiy sistema

3x+2y+z=-1,
7x + 6y + 5z =5,
5x +4y + 3z = 2.

. ISspreskite nelygybe
2x+2 _ 2x+1 + 2x—1 _ 2x—2 <o,

. Lygiagretainio ABCD krastinéje AD pazymétas toks taskas M, kad AM : MD =5: 3, o
krastin¢je BC — toks taskas N, kad BN : NC = 1 : 3. Vektoriy MN igreikskite vektoriais
AB ir AD.



1.

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Apskai¢iuokite parabolés y = 3x2 + 6x ir tiesés y = 6 — x susikirtimo tasky koordinates.
Sprendimas. Parabolés y = 3x2 + 6x ir tiesés y = 6 — x susikirtimo tasky M ir N
koordinatéms rasti reikia iSspresti lygciy sistema

{y = 3x? + 6x,
y=6—x.
Spresdami gauname 3x%2 +6x =6 —x = 3x2 + Tx — 6 =0 = x = —= :9+72 = _7?1 =

x=-3, arbax=§.Vadinasiy=6—(—3)=9,jeix=—3,iry=6—§=§,jeix=

wiN

Tasko M koordinatés yra (—3,9), o taSko N koordinatés yra (é, %).

Atsakymas: (—=3,9) ir (é,?).

Raskite du natiiraliuosius skaicius, vienas i§ kuriy biity 5 kartus didesnis uz kitg, o jy sandauga
dalytysi i 498.
Sprendimas. Tegul m yra mazesnis, o n — didesnis ieSkomasis skaicius. Pagal salyga n =
5m,irn + m = 498k, k — natiiralusis skaicius.
Spresdami lyg€iy sistema
n = 5m,

{n+m=498k, keN
gauname 5m + m = 498k = 6m = 498k > m =83k irn =5-83k = 415k, k € N.
Matome, kad yra be galo daug uzdavinio salyga tenkinanciy natiiraliyjy skaic¢iy m ir n pory
(m,n). Jas galima uzrasyti taip: (83k,415k), k € N.
Atsakymas: (83k, 415k), k € N.

ISspreskite nelygybe
9

— =1

(x + 1)?
Sprendimas.

2 2 _
> 21:>{(x+1) S9,:>{(x+1) _930':{ 4sxsz’=>x6[—4,—1)u

(x+1)? x#+ -1 x#+ -1 x+ -1
(—1,2].

Atsakymas: [—4,—1) U (—1, 2].

Raskite visus trizenklius natiiraliuosius skaicius, tenkinancius Sias sglygas:
a) pirmas skaitmuo tris kartus mazesnis uz trecig skaitmen;;
b) S$io skaiciaus suma su skai¢iumi, gautu sukeitus antrg skaitmenj su treciu, dalijasi 1§ 8.

Sprendimas. Tegu abc = 100a + 10b + ¢ yra ieSkomas trizenklis skai¢ius (aisku, a #
0). Pagal salyga ¢ = 3a, abc + ach = 8k, k € N. I§ pirmos sglygos gauname, kad a €
{1, 2, 3}. Nagrinédami antrg salyga gauname

100a + 10b + ¢ + 100a + 10c + b = 8k,
200a + 11(b + ¢) = 8k,

200a + 11(b + 3a) = 8k, k € N.



Kadangi 200 dalijasi i$ 8, tai b + 3a turi dalytis i§ 8. Tiesiogiai tikrindami gauname, kad

a=1=>b=35,
a=2>=>b=2,
a=3=>b=7.

Taigi yra trys trizenkliai skaiciai, kurie tenkina uzdavinio salyga — 153, 226, 379.
Atsakymas: 153, 226, 379.

ISspreskite lygCiy sistema

Sprendimas.

2 _ 42 — 2 _ 42— 2 _ 2 —
;c y3 3, N xzyz 3, o ]xX Yy 3,$
X’y —y°’x =6 xy(x“—y“) =6 xy =2
2 2
= x’ = = x' >x=-2, y=-—1,arba
xz—x—2=3 x*—3x2-4=0 x2=3i;/ﬁ x% =
x=2,y=1

Atsakymas: (—2,—-1), (2, 1).

. Apskaiciuokite x* + —. jei x + = = 4
Sprendimas. Kadangi (a + %)2 =a’+ % + 2, tai x +% =4= (x+ %)2 =16 =>x% + xiz =
14 = (22 +=)% = 196 = x* + — = 194,
X X
Atsakymas: 194.

. Kiek yra natiraliyjy skai¢iy pory (im, n), kurioms 1 < m < n < 100, o sandauga mn dalijasi
i§7?

. . . . 100-99
Sprendimas. 18 viso galima sudaryti

= 4950 pory (m,n), m,n € {1,2,...,100}, m <

n. Kad sandauga mn dalytysi i§ 7, nors vienas i§ skai¢iy m ir n turi dalytis i§ 7. leSkomam
pory skaiciui rasti pakanka suskai¢iuoti, kiek yra pory (m, n), m < n, kuriy skai¢iy sandauga
nesidalija i§ 7, ir atimti gautg skaiciy 1§ 4950.

Tarp skaiciy 1, 2, ..., 100 yra 14, kurie dalijasi i§ 7, o kiti 86 nesidalija i§ 7. Vadinasi yra

86287 = 3655 poros (m,n), m<n, mn €{1,2,..,100}, kuriy skai¢iy sandauga m-n

nesidalija i§ 7. Taigi ieSkomas pory skaic¢ius yra 4950 — 3655 = 1295.
Atsakymas: 1295.

Inde buvo 20% koncentracijos druskos riigsties tirpalo. IS pradziy i§ jo nupylé 1 litrg tirpalo
ir jpylé 1 litrg vandens. Paskui vél nupylé 1 litrg tirpalo ir jpylé 1 litrg vandens. Taip susidaré
5% koncentracijos druskos riigsties tirpalas. Apskaiciuokite, kiek litry tirpalo buvo inde.



10.

Sprendimas. Tarkime, kad i§ pradziy inde buvo a,a > 1 litry tirpalo. Pagal salyga Siame
tirpalo kiekyje buvo 0,2a litry druskos riigsties. Po pirmo nupylimo druskos rtigsties inde liko
0,2a — 0,2 = 0,2(a — 1) litry, o po antro —
0,2(a—1 0,2(a — 1)
02(a—1)— ( ) _02@a-1)
a a
litry. IS uzdavinio salygos iSplaukia, kad
0,2(a — 1)

= 0,05a.

ISsprendg Sig kvadratine lygtj gauname, jog a = 2.
Atsakymas: 2 litrai.

Trikampio kraStiniy santykis lygus 3 : 4 : 5. Raskite atkarpy, j kurias jbrézto j §j trikampj
apskritimo lietimosi su trikampio kraStinémis taSkai dalija trikampio krastines, santykius.
Sprendimas. Zymékime trikampio ABC kratines AC = 3x, BC = 4x, AB = 5x. Kadangi
AB? = AC? + BC(?, tai trikampis ABC yra statusis, kampas C yra statusis (1 pav.).
Sakykime, kad taskas O yra jbrézto i trikampj apskritimo centras, taSkuose K, L, M §is
apskritimas liecia atitinkamai trikampio krastines AB, BC, AC, o apskritimo spindulys OK =
OL = OM = x . Keturkampis OMCL yra kvadratas, tod¢l CM = CL = OM = OL =

x. Tuomet AM = AK = AC — CM = 2x, BL = BK = BC — LC = 3x, taigi AM : MC =
2:1, AK:KB=2:3, BL:LC =3:1.

Atsakymas: AM : MC =2:1, AK:KB=2:3, BL:LC=3:1.

B B

e O
A% \
A YE; C C M X A
1 pav. 2 pav.

LygiaSonio trikampio ABC, AB = BC, aukstinés, BM = 5, CN = 8. Raskite krastiniy AB
ir AC ilgius.
Sprendimas. Sakykime, kad AC = 2x, tuomet AM = MC = x. Trikampio ABC plotas S =
%AB *CN = %AC *BM (2 pav.), tod¢l AB = % = %x. Kita vertus i$ staciojo trikampio
2
ABM randame AB? = AM? + BM? = x? + 52. I§ lygties % = x? + 25 randame, kad
2 =%25, todél x =23—0. Taigi AC = 2x =2 4B =zx =23—5.

3
Atsakymas: AC = 43—0, AB = 23—5



PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Geometrinio turinio tekstiniy uzdaviniy sprendimas turi savo specifika. Visy pirma daugeliu
atvejy tikslingas situacijos salyga ir jos duomeny proporcijas atitinkantis iliustracinis brézinys. Jis
atskleidzia ir problemos sprendimo idé€ja ir schema. Bet ne visada. Kartu reikalingas teiginiy
pagrindimas ir net jrodymas. Galimi sprendimo apipavidalinimo geometrinis ir aiSkinamasis biidai.
Pirmuoju atveju operuojame daugiau geometrine simbolika, antruoju — tekstu.

1. LygiaSonio trikampio aukstiné, nubrézta j pagrindg lygi 12 cm, o tas C
pagrindas yra trumpesnis uz auks$ting 16,(6)%. ApskaiCiuokite Sio
trikampio plotg ir perimetra.

Sprendimas. Nusibraizome iliustracinj brézinj taip, kad 4C = BC ir
CD 1 AB.

I budas.
A B

Duota:
AABC (AC=BC),CD 1L AB,CD =12cm, AB=CD-(100-16,(6))%. D

Rasti: Saypcs Page-

12
12 cm — 100 % 1% — — cm ]
100 1283~
1 - AB |12 _4B | 3
AB cm — 83~ % 1% — 22 cm 1 AB = =10 (cm)
1 100 1 100
3 %3 83
3 3

Kadangi A4BC (AC = BC)ir CD L AB, tai ZACD = /BCDir AD = DB =5 cm.
AACD (LADC =90°) = AD? + CD* = AC* = AC =+/5* +12% =169 =13 (cm).

Saupc =%-AB-CD=%~10-12=60 (cm?), Py = AC+BC+AB=13+13+10 =36 (cm).

II budas.
Tegul CD =12 cm, tai AB sudaro 100% —16,(6)% =83,(3)% = 83%% atkarpos CD, t.y.
1
83—
12—3212.2% 10 (cm).
100 3-100

Kadangi lygiaSonio trikampio aukstiné, nubrézta | pagrindg, yra ir pusiaukampiné ir
pusiaukrasting, tai 4D = DB =5 cm. Trikampis ACD — statusis, tai pagal Pitagoro teorema:

AC? = AD? +CD?, AC?=5*+122=169 ir AC=BC=13cm.

S=%-AB-CD, tai S=%-10-12=60(cm2).

P=AC+BC+ AB=13+13+10=36 (cm).
Ats.: 60 cm?; 36 cm.
2. Staciojo trikampio jzambiné yra 10 m, o statiniy ilgiy suma lygi 14 m. Raskite Sio trikampio

plota.
Sprendimas. Tegul vieno statinio ilgis xm (x >0), o kito — (14—x) m. Pagal Pitagoro

teorema:
X +(14-x)?=10%, x*+196-28x+x> =100, x>—14x—48=0, x =6, x,=8.



Vieno statinio ilgis 6 m, o kito 8 m. Trikampio plotas lygus %-6-8 =24 (mz).
Ats.: 24 m?,

. Dviem staciojo kampo krastinémis juda kiinai 4 ir B. Tam tikru momentu kiinas 4, kurio greitis

6 m/s, nuo stataus kampo virSinés buvo nutoles per 78 m, o A
kiinas B, kurio greitis 8 m/s, — 104 m. Po kiek laiko nuo to
momento atstumas tarp kiiny buvo 70 m?

Sprendimas. Sakykime po ¢ sekundziy atstumas tarp kiiny 78 m 70 m
A ir B buvo 70 m. Per tg laikg kiinas 4 pasislinko 6¢ metry ir iki
stataus kampo virSinés yra |78 — 6t| metry, o kinas B
pasislinko 8¢ metry ir iki stataus kampo vir§iinés jam liko T’IB
|104 — 8t| metry.

Pagal Pitagoro teorema: (7 8—6t)2 +(1 04—8t)2 =70% Kad iSvengtume sudétingy
skai¢iavimy pakelus kvadratu ir atskliautus, pastebime, jog

(6(13—-1))2 +(8(13-1))> =702,  36(13—1)> +64(13—-1)> =70-70, 100(13—¢£)*> =7-7-100,
(13-£)* =49 ir [13~t|=7, t=6 arba ¢ =20.
Vadinasi, po 6 s arba 20 s atstumas tarp kiiny 4 ir B buvo 70 m.

Ats.: 6 s arba 20 s.

Pastaba. Po 6 s atstumas tarp kiiny tampa 70 metry, abiem kiinams artéjant prie staciojo
kampo virsiinés; po 20 s atstumas tarp kiiny vél tampa 70 metry, kiinams nesustojant kampo
virSiinéje ir toliau judant kampo krastiniy tesiniais. Kiinams judant kitaip (pvz., kai pradzioje
kiinas 4 tolsta nuo staciojo kampo virsiinés, o kiinas B artéja link jos), sprendiniy negauname —
tuo sitilome jsitikinti savarankiskai.

. Trikampio ABC krastinése AB ir BC pazyméti atitinkamai taskai K ir L taip, kad AK : KB=2:1,

o BL:LC =3:2. Kiek procenty trikampio BKL plotas sudaro keturkampio AKLC ploto?

Sprendimas. Tegul AABC plotas yra x. Kadangi C
AK:KBZQ,:I, tai SAAKcz%’ (6} SABCKzg L
. . 2 2 x 2x 4
Kadangi BL:LC=3:2, tai S ==S ===
g ACKL = g PABCK =537 75 K B
3 3 x 3x «x
(0] S :—S = —e— = =,
ABKL 5 ABCK 53 15 5

Keturkampi AKLC sudaro du trikampiai AKC ir CKL arba trikampiy ABC ir BKL skirtumas,
tai

S —§+&—12—x—ﬂ arba § —x—3—x—x—£—ﬂ
ARLC™ 3 T 157 15 5 AKLC 15 5 5°

Vadinasi, trikampio BKL plotas sudaro keturkampio AKLC ploto

XA 100% = X2 100 % =25 %,
575 5.4x

Ats.: 25 %.

. Trikampio ABC krasStiniy ilgiai yra atitinkamai 18, 20 ir 34 ilgio vienetai. Nustatykite trikampio

ris] kampy atzvilgiu ir apskaiciuokite didziausio kampo sinusg bei aukstinés, nubréztos |
trumpiausig krastine, ilgj.

Sprendimas. ~ Kadangi  ilgiausios  kra§tinés  kvadratas  ¢? =34°=1156, o
a® +b* =182 +202 =324+400=724 ir 1156>724, t.y. ¢* >a®+b*. Vadinasi, trikampis
bukasis.



reikia apskaiCiuoti aukStinés, nubréztos j trumpiausig krasting, ilgj, tai
trikampio pagrindu patogu pasirinkti trumpiausig krasting BC, t. y. a =18.
Trikampis bukasis, tai auks$tiné, nubrézta | trumpiausig krasting, yra
trikampio iSor¢je.

Nubréziame 4D L BC. Turime du sta¢iuosius trikampius ACD ir ABD. B c D
Jeigu CD =x, x>0, tai BD =18+ x. Pagal Pitagoro teorema:

AD? = AC* —CD? =20% —x? ir AD? = AB> - BD* =34> —(18 + x).
Vadinasi, 20%—x%=34%>—(18+x)>. Turime 400—x*=1156-324-36x—x>, 36x=432,

x=12. Taigi AD? = AC? —-x? =20 -12> =256 ir AD=16. Aukstinés, nubréztos |
trumpiausig ~ kraSting  ilgis yra 16  ilgio  vienety, o  trikampio  plotas

Saspc = %BC-AD =%~18-16 =144 (ploto vienety).

Trikampio plotg galime apskaiCiuoti jvairiai. Kadangi pagal uzduotj A
|
[
|
|

Didziausio kampo sinusg apskai¢iuojame pagal trigonometring ploto fomulg. DidZiausias
kampas yra pries ilgiausig krastine c, t. y. kampas C:

Saize =%BC-AC~sinC; 144=%-18-20-sinC, sinC=g=O,8.

Ats.: bukasis trikampis; sinC =0,8; hp- =16 ilg. vnt.

. Trikampio plotas lygus 63 cm?, o dviejy krastiniy ilgiai yra 3 cm ir 7 cm. Raskite tre¢iosios
krastinés ilgj.
Sprendimas. Duota: S, = 633 ecm?, a=3cm, b=7cm.

Rasti: ¢ (¢ >0).
Pagal trikampio nelygybe 4 cm < ¢ <10 cm.

Trikampio perimetras P=3+7+c¢=104+c¢ (cm), p=5 +% (cm).

Pagal Herono formule:

i S S e B 00 B o O
e S A e B e

1728 =100c% —c* =1600+16¢%,  c*—116¢%+3328=0, > =58+6.
Vadinasi, ¢ =8 arba c=\/5_2 =2\/E.
Ats.: 2\/§ cm, 8 cm.

. Trikampio kradtiniy ilgiy santykiai 17:10:9, o plotas lygus 144 cm?. Raskite trikampio
perimetra.

Sprendimas. Kadangi trikampio kraStiniy santykiai yra 17:10:9,tai jo krasStiniy ilgiai:
17x cm, 10x cm ir 9x cm. Todél perimetras P =17x+10x+9x =36x, o p =18xcm.
Pagal Herono formule:

\/18x-(18x—17x)(18x—10x)(18x—9x) =144, /18x-x-8x-9x =144, 36x> =144, x=2.
Krastiniy ilgiai  17-2=34(cm), 10-2=20(cm) ir 9:2=18(cm), o perimetras
P=34+20+18=72(cm).

Ats.: 72 cm.




8. Staciakampio formos kambario grindy ploto (m?) skai¢ius yra vienetu maZesnis uz $io kambario
grindy perimetro (m) skai¢iy. Raskite kambario grindy matmenis metrais, jei Zinoma, kad jie yra
sveikieji metry skaiciai.

Sprendimas. Sakykime staciakampio ilgis x m (x € N), o plotis y m (y € N). Pagal salyga:

2x—1
xy=2(x+y)-1, xy=2x+2y-1, xy-2y=2x-1, y(x-2)=2x-1, y= al 7
x_
ISskiriame trupmeninio reiskinio sveikajg dalj:
_2x—1_2x—4+4—1_2(x—2)+3_2(x—2)+ 3 oy 3
x—2 x—2 x—2 x—-2 x-2 x-2
Akivaizdu, kad y yra sveikasis skaiius, kai x =3 arba x=5. Jei x =3, tai y = 2+E=5’

ojel x =5,tai y =2+——=3. Vadinasi, kambario ilgis 5 m, o plotis 3 m.

Ats.: 5mx3m.

9. IS staCiakampio dviejy prieSingy virStiniy nubrézti statmenys jstrizainei dalija ja j tris lygias dalis.
Raskite sta¢iakampio ilgesniosios krastinés ilgj, jei trumpesnioji yraa (a >0).

Sprendimas. Pazymékime AM =MN =NC=x, D C
DM =BN =h, o AB=y (y>0). I§ statiyjy trikampiy ADM, ; N X
ABN ir ABC, pagal Pitagoro teoremg turime: u ¥ 5
x2+h2=a2, x2+h2=a2, , ., X M
3x“=y"—-a",]-3
h +(2x)% =7, 4x2+h2_y2,:>{ ; , 4 y B
+ 7y =9x7;
a’ +y* =(3x)%; a’ + y? =9x%; i s
9x? =3y? —3a?,
4 :>a2+y2:3y2—3a2, 2y2:4a2, y2:2a2, y:a\/z.
a’ +y2 =9x?;

Taigi staciakampio ilgesnioji krastin¢ yra a2,
Ats.: y= a2,

10. Taisyklingasis daugiakampis i$ viso turi 90 jstrizainiy. Kam lygus Sio daugiakampio vieno kampo
dydis?

Sprendimas. Kadangi n-kampis turi %n(n —3) istrizainiy, tai %n(n -3)=90,

n®-3n-180=0, n=15 (n>0). Vadinasi, turime taisyklingajj 15-kampij.
Taisyklingojo daugiakampio vidaus kampy sumga galima apskaiciuoti jvairiai.

I budas.
IS virStinés iSvedamos 15—2 =13, jstrizainiy. Jos daugiakampj dalija j 13 trikampiy, kuriy

kiekvieno kampy suma yra 180°, o daugiakampio visy vidaus kampy suma lygi 180° -13 = 2340°.

I budas.
Daugiakampio vidinéje srityje paéme taska ir ji sujunge su visomis vir§iinémis turime 15

trikampiy. Jy visy kampy suma yra 180° -15=2700°. Kadangi pilnutinis kampas apie pasirinktg
taska néra taisyklingojo daugiakampio vidaus kampy kampu, tai turime 2700° —360° = 2340°.
Taigi taisyklingojo 15-kampio vieno vidaus kampo dydis yra 2340° :15=156°.
Ats.: 156°.



ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Dviejy teigiamy sveikyjy skai¢iy suma lygi 161, o 7 yra didziausias jy bendras daliklis. Tarp Sias

salygas tenkinanciy skaiCiy raskite du skaiCius, kuriy sandauga yra didziausia.

Sprendimas. Tegu x ir y yra ieSkomi teigiami sveikieji skaiciai. Pagal salyga, x =7m, y="7Tn
ir x+y =161 (¢ia m,neN), todél

x+y=161=Tm+Tn=161=>m+n=23=>m=23—-n.

Tada xy=49mn=49(23-n)n, ne{l;2;...;22}. Taikydami perrankos metodg, gauname, kad
didziausig reikSme, lygig 6468, sandauga xy jgyja, kai n=11 ir n=12. O tada m=12 (kai
n=11)arba m=11 (kai n=12).

Vadinasi, ieSkomi skaiciai yra 77 ir 84.

Ats.: 77 ir 84.

2. Raskite didZiausig sandaugos x-y reikSme, jeigu 3x+4y =12.

Sprendimas. 1§ lygybés 3x+4y =12 gauname, kad y = 12 ; 3% _ %(4 —x), todeél

3 3 o 3 5
xy=x—M@A-x)=—U@lx—-x")=—MA—-(x-2)).
v 4( ) 4( ) 4( (x=2)%)

Aisku, kad 4 — (x—2)? <4, o reik¥me 4 skirtumas 4 — (x —2)? igyja tik kai x =2 (tada y:%).

Vadinasi, max(xy) =%-4 =3, jeigu 3x+4y =12.

Ats.: 3.

3. Raskite maziausig sumos x>+ y2 reikSme, jeigu 8x+4y=1.

Sprendimas. 18 lygybés 8x+4y =1 gauname, kad y = 1—48x = %— 2x, todél

2
x2+y2:x2+ l—2x :x2+i—x+4x2:5x2—x+i:
4 16 16

1Y 11 1Y 11
= V5ox——— | +———=|5x——— | +—>—.
[\/_x 2\/3] 16 20 (\/—x 2\/3] 80 80

Lygybé cia galioja tik kai J5-x L =0, taigi tik kai x = % (tada y= LJ .

23/5 20

. . 1
Vadinasi, min (x2 +y2) :%, jeigu 8x+4y=1.

Ats.: i,
80



4. Tuo paciu metu 1§ miesto 4 | miestg B iSvaziuoja dviratininkas, kurio greitis 30 km/h, o 1§ miesto
B i miestg C—dviratininkas, kurio greitis 10 km/h. Keliai 4B ir BC yra tiesis, o mieste B susikerta
staciu kampu. Nustatykite, po kurio laiko atstumas tarp dviratininky bus A4
maziausias, jei miestas B yra uz 120 km nuo miesto 4, o miestas C yra uz l
40 km nuo miesto B.

Sprendimas. Pagal salyga, laiko momentu ¢, t >0, pirmas

dviratininkas bus nuvaziaves 30¢, o antras dviratininkas — 107 kilometry.

Tegu M yra pirmo dviratininko vieta kelyje AB, o N — antro
dviratininko vieta kelyje BC laiko momentu ¢. Atstumas tarp dviratininky
yra atkarpos MN ilgis:

MN =N BM? + BN? =J(120-300)% + (101)? =10-/(12-31)2 + 12 = 105102 = 72¢ + 144 =

2 2 2
e T LT )R S

J10 J10 10 10 J10

Aiku, kad lygybé MN =124/10 galioja tik kai ~10 £ ——

Jio

Vadinasi, min MN = 12410 km po 3 h 36 min nuo kelionés pradzios.
Ats.: 3 h 36 min.

B_'N C

= 0; taigi tik kai ¢ =3,6 (h).

5. Taskas M yra sta¢iojo trikampio ABC ( £A =90°) jzambinéje BC. Atkarpa AM yra jbrézto j §j
trikampj staciakampio jstrizainé. Nustatykite, kokiu santykiu didziausio ploto staCiakampio
vir§tuné M dalija trikampio jstrizaing BC, jei AB=50cm, AC =30cm.

Sprendimas. Tegu AKMN yra jbréztas | statyjj trikampj] ABC C
staciakampis (zr. pav.), 4K =a, AN =b. 1§ trikampiy KBM ir
NMC panaSumo gauname: N M

KB _NM _ 30-a_ a4 _ 1500-300—50b+ab=ab—>
KM NC b 30-b 4 B

1500300 —50b = 0 = b =300, 6a. K
Skai¢iuodami sta¢iakampio plota (pazym. S), gauname:
S=a-b=a(30-0,6a)=30a—-0,6a°> =—0,6(a*> —50a) =—0,6((a —25)* —625) =

=0,6-625-0,6(a—25)* <375.
Lygybé S =375 gaunama tik kai @ =25 (tada b =15). Taigi max S =375, kai a =25, b=15.
IS trikampiy KBM ir NMC panasumo gauname;
BM :KM :>BM :1_5:1.
MC NC MC 15

Ats.: BM :MC =1:1.

6. Raskite funkcijos f(x)=x> +3x% + 3 + %, x>0, maziausig reikSmg.
X X

Sprendimas. Taikykime nelygybe Ay > Sy :

f(x)=x3+3x2+i+%:9-l(x3+x2+x2+x2+l+l+l+%+%jz9-9x9-—:9.
X x 9 X X Xx x x



Lygybé f(x)=9 galioja tik kai X =x?= 1 = % IS pastarosios lygybiy sistemos gauname
X X
vienintelg x reikSme: x =1. Vadinasi,
min f(x)=9= f(1), kai x> 0.

Ats.: min f(x)=9, jeix>0.

2 —
7. Raskite funkcijos f(x) = Lx;@, X > 2, maziausig reikSmg.

Sprendimas. Funkcijos iSraiSkg pertvarkykime taip:
X2 —5x+42 (XX —4x+4)—(x-2)+36 (x-2)+36—(x-2)
x—2 x—2 x—2

— 2 —
:(x 2) N 36 X 2: (x—2)+ 36 L
x—2 x—2 x-2 x—2

6
> 0. Taikydami nelygybe 4, > G, gauname:
x —

36 1 36 } 36
X=2)+——=2-—| (x=-2)+—— |22, [(x=2): =12.
( ) x—=2 2(( ) x—2j ( )x—2

Lygybé cia galioja tik kai x—2 =

Kadangi x> 2, tai x—2>0 ir

6 o
5 I3sprendg $ig lygtj, gauname, kad tinka tik x =8. Vadinasi,
x —

min £(x)=min (((x—2)+ 362j—1j=12—1=11:f(8).

Ats.: min f(x)= f(8) =11, jei x> 2.

X —

. Irodykite, kad maziausia reiskinio
J(x, p,2) = (x+2y)(y +22)(z +2x)
reik§mé lygi 27, jeigu x>0, y>0, z>0 ir xyz=1.

Jrodymas. Kadangi x>0, y>0 ir z>0, tai

+y+
x+2y=3-w23-3xy2;

_3. 2tz

y+2z 23-3y22;

z+2x:3-z+§+x23-\3/2x2.

Lygybés ¢ia galioja tik kai x =y =z.
Tada

fO,y,2)=(x+2y)(y+2z)(z+2x) 2 27-%/)9/2 3 yz2 -%/ZXZ =273 x3y3z3 =27xyz.
Pagal salyga, xyz =1, todél

S(x,y,2) 2 27xyz =217,
o lygybé x =y =z esant salygai xyz =1 galioja tik kai x=y=z=1.
Vadinasi, min f(x, y,z)= f(1,1,1)=27.



9. Raskite didziausig reiskinio f(a,b)=1- a’ —4b* reikSme, jeigu a+4b=1.

Sprendimas. 18 lygybés a+4b =1 gauname, kad a =1-4b. Todé¢l
f(a,b)=1-a%—4b* =1—(1-4b)?> — 4b* = 8b—20b> = —4(5b*> —2b) =

_ _4{((&7)2 —2«/%-%%%}2]—%} = —{ﬁb—%f +§ < %-

Lygybé f(a,b)=§ galioja tik kai \/Eb—%:o; taigi tik kai b=% (tada a =1—%=%).
11 4
Vadinasi, max f(a,b —,—=|=—.
f(a,b)= f(s 5) s
11 4
Ats.: max f(a,b)=f|—,— |=—.
S (a,b) f(s 5] s

10. Raskite maziausia reisSkinio

oo

reikSme, jeigu x>0, y>0, z>0 ir x+y+z=1.
Sprendimas. Kadangi x+ y+z =1, tai

Lo _xtytz | y+z _y+z

>

X X X X
1_1:x+y+z_1:x+z+l_1:x+z’
y y y y
l_l_x+y+z_1 X+y
z z z
Be to, esant sglygai x >0, y >0 ir z > 0 galioja Sios nelygybés:
y+z=2-y+222 vz
2
Xz;
X+y= 2.x >2\/_

Todél

PRNRERIER Sl

y y

1
olygybé f(x,y,z)=8 galiojatik kai x=y ==z ir x+ y+z=1; taigi tik kai x=y=z=§.

Vadinasi, min f'(x, y,z) = f(% % %) 8, jeigu x>0, y>0, z>0 ir x+y+z=1.

Ats.: 8.



TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Taskas M yra trikampio ABC krastinés AB vidurio taskas, O — trikampio pusiaukrastiniy
sankirtos taskas. Vektorius m, E, MO isreikskite vektoriais AB ir AC .

Sprendimas. Kadangi taskas M yra trikampio krastinés AB A
vidurio taSkas (1 pav.), tai AM = %E Atkarpos AD ir BE yra
trikampio pusiaukrastinés, tai pagal trikampio pusiaukrastiniy savybe M, '

A0:0D=2:1, todél AC=Z2AD =222 =14F +14C. “

Analogiskai MO = —§W = —é(m—ﬁ) = —%(A_;—R) =

—2AB +:AC.
6 3
—_— 1— —_— 1— 1— —_— 1— 1—
Ats.: AM = EAB’ A0 = EAB +§AC, MO = —gAB +§AC.

TaSkas M yra lygiagretainio ABCD krastinés AD vidurys, o taSkas N yra krastin¢je CD ir CN :
ND = 1: 3. Vektorius AB ir AD isreikskite vektoriais CM ir BN.

Sprendimas. Akivaizdu, kad (2 pav.) CM =CD + By »C
DV =BA+1DA  wigi CWM=-AB-1A0 (9 N
Analogiskai BN =BC +CN =A4D + iC—D,> taigi BN =
—%ﬁ + AD (**). Lygybe (*) dauginame i§ 2 ir sudedame A¢ M “D
su (**) lygybe: 2CM + BN = —%ﬁ, taigi AB = —gﬁw’ - 2 pav.

%W. IraSe Sig reikSme  (**) lygybe randame, kad AD = BN + %ﬁ = BN — gﬁvi — éﬁ =
—2CM +2BN.
9 9

Ats.c 75 = —3CW - *BN, 7D = - o + 2BW.

. Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yra taskai K ir L, be to, BK:KC=2:3,

CL:LD=5:3. Ties¢s DK ir BL kertasi taSke M. Raskite kokiu santykiu taskas M dalija
atkarpas DK ir BL.



Sprendimas. 1§ uzdavinio salygos gauname, kad BL =

3BC+SBD, BK = %ﬁ (3 pav.). Kadangi vektoriai BM ir B K C
BL yra kolinearieji, tai egzistuoja toks skaicius x, kad BM =
xBL = x - 2BE¥5BD _ x.w = _5yAB + xAD (*).

8 8 8 L
Analogiskai vektoriai KM ir KD irgi yra kolinearieji, todél yra
toks y, kad KM = yKD = y(BD - BR) = y (4D - 4B) - * Toa. P

%ﬁ) = —yﬁ + %yﬁ, o 1§ lygybés BM = BK + KM gauname, kad BM = %E +
(—yA_B) + % yﬁ) = —yﬁ + %E (**). Kadangi AB ir AD — nekolinearieji vektoriai, tai
vektorius BM jais iSreiSkiamas vienareikSmiskai. Todél teisingos lygybés —gx =-y, x=
%. Sprendziame §ig lygc€iy sistema turimeéy = %, taigiy = é, x = % , tod¢l BM : ML =
16:9, KM : MD =2: 3.

Ats.: BM : ML =16:9, KM : MD =2 : 3.

TasSkai P ir Q yra atitinkamai atkarpy AB ir CD vidurio taskai. Jrodykite, kad atkarpy AC, BD ir
PQ vidurio taskai yra vienoje ties¢je.

Jrodymas. Sakykime, kad taSkai K, L, M yra atitinkamai atkarpy AC, BD, PQ vidurio taskai
—_— 1 — 1 ,——= —_—
(4 pav.). Tuomet AK = ~AC, AL =3(AB + AD), 3 C
_— 1 — —_— 1 .1—= 1 ,— —_—
AM =S (AP + AQ) = (;AB +E(AC +AD)) =
%(E +AC + E) IS ¢ia gauname, kad KM =
AN — 4K = (4B + AC + AD) — L4¢ =
Y (4B — AC + 4D), KL = AL — 4K = (4B -
4 2
AC + E) IS c¢ia seka, kad KL = 2KM , taigi 4

vektoriai KL ir Wyra kolinearieji, o tai reiskia, 4 pav.
kad taskai K, L, M yra vienoje tieséje.

. Per lygiagretainio ABCD virStung C nubréZta tiesé d, kertanti tieses AB ir AD atitinkamai taskuose
M ir N taip, kad DC = kAM, BC = IAN. Raskite suma k + L.



Sprendimas. Sakykime, kad ties¢ d nubrézta taip, kad taSkai M ir N yra lygiagretainio
krastiniy tesiniuose, o tasSkas C yra tarp taSky M ir N (5 pav.), kitais atvejais sprendimas
nesikei¢ia. Kadangi DC = A_B), o BC = E, tai i8S uzdavinio M
salygos turime, kad AM = %A_B), AN = %E . Todél MC =
AC — Al = (4B + AD) -6 = (1-1) 4B +
ﬂ)), MN = AN — AM = %ﬂ)) — %ﬁ Kadangi taskai

M,C,N yra vienoje ties¢je, tai vektoriai MC ir MN yra Aé % N
kolinearieji. Taigi egzistuoja toks skaicius X, kad MC = xm, 5 pav.
t.y. (1 — %) AB +AD = x GE — %A_B)) Kadangi vektoriai
AB ir AD yra nekolinearieji, tai 1 —% = —%, 1= % Bcéax=11 —% = —é, k—1=-],
todel k +1 = 1.

Ats.: 1.

. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB =4, AC = 5, kampas A lygus 45°. Raskite trikampio
pusiaukrastinés AM ir pusiaukampinés AD ilgius.

Sprendimas. 1§ uzdavinio salygos turime, kad AB2 = |ﬁ|2 =16, AC? = |R|2 = 25,
4B - 4C = |AB| - |AC| - cos 45° = 4 -5 -2 = 10vZ. Kadangi 4
taskas M yra atkarpos BC vidurio taskas (6 pav.), tai AM =
%(E + R), tod¢l trikampio pusiaukrastings ilgis AM = |W| =

VAM? =§\/ﬁ2+2ﬁ-ﬁ+ﬁz =§\/16+2-10\/§+25 -
V41+202

2
SAB+4AC
445

AD = |AD| = VAD? = 22542 + 404B - AC + 16AC? =
§«/25-16+40-10\/§+ 16 - 25 =%«/800+400\/§=?\/2 +V2.

Ats.: AM = Y202 ap DV1+V2

2

.Kadangi BD : DC = AB : AC =4 :5,tai AD = B MDD C

. I8 ¢ia gauname, kad 6 pav.

. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai CA = 6, CB = 8. Raskite kampo tarp jo pusiaukampiniy
CM ir BN kosinusg.

Sprendimas. 1§ trikampio pusiaukampinés savybiy gauname, kad AM : MB = CA : CB =

6:8=3:4, todéel CM = 4&::63 (7 pav.). Kadangi trikampio 4

jzambiné AB = VCAZ + CB2 =10, tai CN: NA=BC:BA=8:

10 = 4:5,taigi CN =>CA . s ¢&ia BN =BC+CN=—CB+5CA
Kadangi vektoriai CAir CB yra statmeni, tai CA-CB =0, todél CM - ¢ ? B
BN =2 (4CA + 3CB) (—CB +3CA) = — (16C4? - 27CF?) = 7 pav.




%(16-36—27-64) = —g, |cM| =W=%«/16§1’2 + 9CB2 =§\/16-36+9-64=

2z, |BN|=+BN? = 1\/81CB? + 16C4? = VBT~ 64 + 16 36 = 2V10. Taigi
e _128

ieSkomojo kampo ¢ kosinusas cos ¢ = |%VI|:TEB£N| = ﬂ;@ = — % Kadangi kampo kosinusas

yra neigiamas, tai ¢ia mes radome bukojo kampo ;:arp3 pusiaukampiniy kosinusg. Smailiojo

kampo kosinusas pagal redukcijos formules cos(180° — @) = —cos¢@ = %

Ats.: — % (arba %).
. Taskas O yra apskritimo centras, taskai A, B ir C yra tokie apskritimo taskai, kad 0C =04 +
0B. Raskite kampo AOB diduma.

Sprendimas. 1 biidas. Lygybés OC = OA + OF abi puses skaliariSkai pakeliame kvadratu (8
pav.):0C? = 0A% + 204 - OB + OB%. Kadangi OA = OB =
OC = R — apskritimo spindulys, kampas AOB yra kampas tarp
vektoriy OA ir OB, tai gautoji lygybé tampa tokia: R2 = R? +
2R? cos LAOB + R%, i Gia cos ZAOB = —=, taigi £AOB =
1200,

2 budas. 18 lygybés 0C = 04 + OB iSplaukia, kad
keturkampis OACB yra lygiagretainis, o atkarpa OC yra jo
istrizain¢ (8 pav.). Kadangi 0A = OB = 0C, tai §is lygiagretainis
yra rombas, o trikampiai OAC ir OBC yra lygiakras¢iai. Todél
£AOC = £BOC = 60°, taigi £AOB = 120°.

Ats.: 120,

8 pav.

. Duotos trikampio virStiniy koordinatés A(3,0), B(2,7), C(5,3).Raskite trikampio plotg ir
aukstinés AH 1ilgj.

Sprendimas. Kadangi AB = (2 —3){+ (7 —0)] = -1+ 7], A
AC=(-3)T+(B-0)]=21+3], tai AB2=(-1)2+72=
50, AC2=22+3*=13, AB-AC=-1-2+7-3 =19, tai
trikampio plotas

5=§\/ﬁ2-R2—(ﬁ-R)2=§\/50-13—192= B ¢ C
%\/289 = % Kita vertus, trikampio plotas § = %BC -AH (9 pav.), 9 pav.

todel aukstinés ilgis AH = ;—i. Kadangi BC = |ﬁ|, 0BC = (5—2)I+ (3 —7)] = 31— 4J, tai

[BC| = /37 + (—4)? = 5, todel AH = .

Ats: S =2 aH ==
2 5

10. Taskai (—6,—1), (—4,—4), (—1,4), (—3,—3) yra keturkampio virStiinés. Raskite jo plota.



Sprendimas. Sakykime, kad A(—6,—1), B(—4,—4), C(—1, 4), D(—3,—3). Nustatysime,
kurios atkarpos yra §io keturkampio jstrizainés. Randame AB = C
21— 3J, AC =51+ 5], AD = 37 — 2J. Rasime skaiius x ir y, su
kuriais AC = xAB + yAD, t. y. 50+ 5] = x(27 - 3)) + y(31 —

v (2x+3y=5, . . , _ _
2]). Is¢cia {—3x _2y =5 Sios sistemos sprendinys x = =5, y =

A
5, taigi x < 0. Tod¢l atkarpa AC néra keturkampio jstrizainé. IS D
lygybés AC = —54B + 54D gauname, kad AD = AB + iﬁ B
Kadangi Sioje iSraiSkoje koeficientai prie vektoriy AB ir AC yra 10 pav.

teigiami, tai atkarpos AD ir BC yra keturkampio jstrizainés (10

pav.). Kadangi BC =3i+8J, tai |AD|=./32+ (-=2)? =13, [BC| = V3% + 8% =73,
AD-BC=3-3+ (—2) -8 = =7, todél keturkampio plotas

1 = — = —. 1
S= E\/ADZ *BC? — (AD-BC)? = 5/13-73 = (=7)? = 15.
Ats.: 15,



KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. ISspreskite lyg€iy sistema

{(\/5+\/§)x+(«/§—\/§)y:1, 0

(6 +2)x+ (10 -6)y =2.

Sprendimas. Kadangi

V243 543
\@+2 m_ﬁ

(V2 3)(V10-6) (5 5) (16 +2) -
(V2012 + 30~ i§ )~ (V30 18 + 245 ~243 ) =0,

belieka iSaiskinti, ar (1) sistema turi be galo daug sprendiniy (ir uzrasyti jy aibg), ar neturi né
vieno sprendinio.

Antra lygtj pakeiskime tiesiniu dariniu L, + (—\/5 )L;, gausime ekvivalencig lyg€iy sistema

{<ﬁ+ﬁ)x+<ﬁ—ﬁ)y:1,

0-x+ 0-y=2-+/2,

kuri neturi né vieno sprendinio.
Vadinasi, (1) sistema neturi né vieno sprendinio.
Ats.: Q.

2. ISspreskite lygCiy sistema

V5oxe 2.y=6, )
5\/5-x+2\/§-y=6\/ﬁ.
Sprendimas. Kadangi
5 2
i<\ BB,
5v2 245
6 2
d, = \/—=6-2\/§—\/§-6\/E:0,
6J10 245
5 6
d,= V5 =/5-6410-6-5V2 =0,
52 6410

tai (2) sistemg sudaranciy lygciy
Li:Nxx+42.y=6 it Ly: 5J2-x+245-y=6410

sprendiniy aibés sutampa. Vadinasi, (2) sistema turi be galo daug sprendiniy , kurie uzraSomi

formule
r 6_—\/31” , reR,
V2

arba formule

621, J R

J5

Ats.: | 73 u , r€R, arba 6——\/§-r; r|, reR.
J5

5l



3. ISspreskite lygciy sistema
{(\/g-i- 2 +1)x+(\/§—\/§+l)y = 2\/5,
V3 +\V2 - Dx+ (B3 +2-1)y =+/3.

Sprendimas. Kadangi

B+v2+1 B-2+1
B+2-1 23+2-1
=3J6 -3 -22 +1,

22 3241
dx:\/g \/§+\/§_1:2\/5(\/§+\/§—1)—(\/§—\/§+1)\E=3\/8—\/§—2\/§+1:d,

B+2+1 242
Y= R A = (V34241322 (23442 1) =3V6 +3+ 202 -1=d,
dy

tai skaiCiy x = 7)“ =1 1ir y=——=—1 pora (1; —1) yra vienintelis (3) sistemos sprendinys.

d
Ats.: (1;-1).

3)

(VB3 1) (245 43 1) (B D 1)(4F 5 1)

4. Apskaiciuokite kvadratinés matricos
V2o 3 s
A= 1+42 1+3 145 determinantg.

2+\/§ 2+\/§ 2+\/§

Sprendimas.
V2B 5
d=1442 1403 1+\/>:\/51+\/§ 1++/5 _\/§1+\/5 1++/5 +\/§1+\/§ 13 |
2442 243 2445 2443 2445 242 2445 2442 243

=\/5((1+\/§)(2+\/§)—(1+\/§)(2+\/§))—\/§((1+\/§)(2+\/§)—(1+\/§)(2+\/§))+
+\/§((1+«/§)(2+\/§)—(1+\B)(2+\/§)):
= V25 +3) -3 (—/5 2 )45 (3 +42) = 0.

Ats.: 0.

5. ISspreskite lyg€iy sistema
2x+3y—-5z=8,
3x-2y-3z=-3, (4)
2x+5y+8z=27.
2 3-5
Sprendimas. 1§ pradziy apskai¢iuokime koeficienty matricos 4=|3 —2 -3
2 5 8



determinantg d :

2 3-5
-2 -3 3 -3 3 -2
d=3 -2 -3|=2 -3 -5 =2-(-1)-3-30-5-19=-2-90-95=-187.
5 8 2 8 2 5
2 5 8
d, d, d.\
Kadangi d # 0, tai (4) sistema turi vienintelj sprendinj 7 Rt ; Cla
8 3 -5
-2 -3 |-3-3 _|-3-2
d.=|-3 -2 -3|=8 -3 -5 =8-(-1)—3-57-5-39=-8-171-195=-374,
5 8 27 8 27 5
27 5 8
2 8 -5
-3 -3 3 -3 3 -3
d,=3 -3 -3|=2 -8 -5 =2-57-8-30-5-87=114-240-435=-561,
27 8 2 8 2 27
2 27 8
8
-2 -3 3-3 3 -2
d,=(3-2-3|=2 -3 +8 =2-(-39)-3-87+8-19=-78—-261+152 =-187.
5 27 227 2 5
5 27
Taigi, x = -374 _2, y= -561 3,2 —-187 _
—-187 —-187 —-187
Ats.: (2;3;1).

6. Isspreskite lygciy sistema
Sx=2y+9z=-7,

—2x+y—-4z=35, %)
3x-6y—-8z=12.
Sprendimas. Sistemos lygCiy koeficienty matrica yra
5 -2 9
A=|-2 1 -4 |,
3 -6 -8
0 jos determinantas
5 -2 9
-2 4 —2
d=|-2 1 -4 =5 -(-2) ; 8 ; 6:5-(—32)+2-28+9-9:—160+56+81=—23
3 -6 -8
nelygus nuliui. Todéel tikslinga apskaiciuoti ir matricy
-7 -2 9 5 -7 9 5 -2 -7
A= 5 1 -4|, 4,=-2 5 -4|, 4=-2 1 5
12 -6 -8 3 12 -8 3 -6 12
determinantus (atitinkamai d,, d,, d.). Gausime
-7 -2 9
1 -4 51
d.=|5 1 —4=—7 —(= ) =—7-(-32)+2-8+9:(42)=224+16-378 =—138,
12 8 12 -6

12 -6 -8



5 -7 9
d,=|-2 5 —4=5
3 12 -8

2 -4
3 -8

-2 5

5 -4
312

—(=7 +9

5 -2-7
d,=-2 1 5|=5
3 -6 12

Skaiéiy

-2 5

1 5
3 12

-2 1
-6 12 3 -

2

d

e _Z138 ¢ Gy 15 4

d 23 d 23

trejetas (6; 5; —3) yra vienintelis (5)sistemos sprendinys.
Ats.: (6; 5; =3).

y4

> b

7. ISspreskite lygCiy sistema
x+y—z=0,
2x-3y+z=1,
2x+y+2z=7.
Sprendimas. Skai¢iuodami sistemos lygciy koeficienty matricos
1 1 -1
A=|2 -3 1
2 1 2
determinantg d, gauname:
1 1 -1
d=2 -3 1 :‘
2 1 2
Kadangi d # 0, apskai¢iuokime Kkitus tris determinantus:
0 1 -1
d. =]l -3 1|= —‘
7 1 2

=3 1] |2 1] |2 -3
1 20 12 2 |2 1

‘=—7—2—8=—17.

=—(=5)-22=-17,

I 1] |I -3
7 2007 1

—_

0 -1

QU
I
)

o2t
7 o2 2 7

‘:—5—122—17,

d. =12 -3 1|=
1 70 27

2 1 7
Trejetas (x; y; 2),

=3 1 21
‘—‘ ‘=—22—12:—34.

d

X — y4

W YT
yra vienintelis (6) sistemos sprendinys.
Ats.: (15 1; 2).

d -23

d -17

d, -
y -5 d,_ 63 __,

— d _ _
17, y _-17_, d,_-34_,

‘:5-8+7-28+9-(—39):40+196—351=—115,

‘+(—7)‘ 6‘=5-42+2-(—39)—7-9=210+—78—63=69.

(6)



8. ISspreskite lygCiy sistema

X+2y+z=2,
3x—-y+2z=10, (7)
2x-3y+z=9.
Sprendimas. Sistemos koeficienty matricos determinantas
1 21
-1 2 320 3-1
d=3 -1 2|= -2 + =5-2-(-1)-7=0,
-3 1 2 11 2 -3
2-31

todél (7) sistemos sprendimg teskime eliminuodami nezinomuosius, nes rezultatas d = 0 reiskia,
kad yra dvi galimybés — arba sistema turi be galo daug sprendiniy, arba né vieno.
I§ pradziy eliminuokime x i$ antros lygties ir 1§ trecios lygties, antrg lygtj pakeisdami tiesiniu
dariniu L, +(=3)L;, o trecig lygti — tiesiniu dariniu L; +(—2)L;. Gausime ekvivalencia sistema
xX+2y+z=2,
0-x-7y—-z=4,
0-x-=7y—z=5,
kuri tikrai neturi sprendiniy.

Vadinasi, (7) sistema sprendiniy neturi.
Ats.: Q.

9. ISspreskite lygciy sistema
X+y+z=5,
2x+3y+4z =14,
(®)
x—y+3z=3,
x+4y+z=11I.
Sprendimas. Lyg€iy sistema néra kvadratine, todél taikykime neZinomyjy eliminavimo
metoda.
Eliminuodami x i§ antros, trecios ir ketvirtos lygties, antrg lygtj pakeiskime tiesiniu dariniu
L, +(=2)L,;, trecig — tiesiniu dariniu L; +(=1)L;, o ketvirta lygt] — tiesiniu dariniu L, +(-1)L;.
Gausime ekvivalencig sistema

x+y+ z=95,
+2z =4,
b ©)
—2y+2z=-2,
3y =6.

IS ketvirtos lygties gauname, kad y = 2. Tada iS trecios lygties iSplaukia, jog z =1, o i§ pirmos
lygties — x =5—2—1=2. Gauname skaiciy trejetg (2; 2; 1), kuris tenkina ne tik pirma, trecig ir
ketvirtg lygty, bet ir antra lygti L, :0-x+ y+2z =4.

Vadinasi, trejetas (2; 2; 1) yra vienintelis (8) sistemos sprendinys.

Ats.: (25 2; 1).

10. Eliminuodami nezinomuosius iSspreskite lygéiy sistema su keturiais nezinomaisiais
xl + x2 = 4,
x2 + X3 =5
’ (10)
le + X3 + X4 = 3,

X=Xy  +2x,=-4



Sprendimas. 1S pradziy trecia lygt] pakeiskime tiesiniu dariniu Ly +(=2)L;, o ketvirta lygt]
— tiesiniu dariniu L, +(—1)L;. Gausime ekvivalencig sistema
X +Xx, =4,
Xy +X3 =5,
—2xy +x3+ x4 =5,
=2xy  +2x4=-8.

Nezinomajam x; eliminuoti i§ treCios lygties pakanka L; pakeisti tiesiniu dariniu

(=1)L; + L,. Gausime ekvivalencia sistema

xl+)C2 :4,
Xy +X =5,
2 3
3X2 —X4=10,

- ZXZ + ZX4 =-8.
Siekdami eliminuoti x, 18§ ketvirtos lygties, pakeiskime L, tiesiniu dariniu L, +2L;. Gausime

lengvai i§sprendziama lygciy sistema

X +x, =4,
Xy +X3 =5,
3x, - x4 =10,
4x, =12.

IS L, i8plaukia, kad x, =3. Tada:
L =>x=4-3=1;
L, =>x3=5-3=2;
Ly =>x,=3-3-10=-1.

Vadinasi, (10) sistema turi vienintelj sprendinj (1; 3; 2; —1).
Ats.: (15 3;2;-1).



PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. ISspreskite:
a) rodikling lygti
4.372 4 5.3* =7.3"" = 40,
b) rodikling nelygybe
0<4-32 45.3" 7.3 < 40,
Sprendimas. 18 pradziy pertvarkykime kairéje lygties puséje esantj reiskin;:
4.372 45.3° 7.3 =4.3%.32 1 5.3 7.37.3=36.3" +5.3" ~21.3" =20-3".
Tada lygtis jgis pavidala
20-3" =40, (1)
o nelygybé — pavidala
0<20-3* < 40. (2)
Spresdami (1) lygt] gausime:
20-3" =40 = 3" =2 = x=log; 2.
Aisku, kad (2) nelygybe galima suvokti kaip nelygybiy 20-3* <40 ir 20-3* >0 sistema.
Spresdami jg gausime:

20-3* <40, [3"<2, [x<log;2,
= = = x € (—o0; logs 2).
20-3* >0 3*>0 x € (—00; + 0)

Ats.: a) logz 2; b) (—o0; logz 2).

2. ISspreskite:
a) rodikling lygtj

(0,5)" +(0,25)" =(0,125)";
b) rodikling nelygybe
(0,5)" +(0,25)" > (0,125)".
Sprendimas. Pazymékime ¢ = 0,5". Tada:

. N L |t+r =0, |uF-t-p=0, |FF-1-1=0,
a) 0,5 +0,25" =0,125" = = = =

t=0,5" t=0,5" t=0,5"
15 1++/5
t= \/—, t= \/_, X 1+\/§ 1+\/§
= 2 = 2 =05 = 5 = x=loggs 5
t=0,5" t=0,5"
1+\/§

Taigi lygtis turi vienintelj sprendinj — realyjj skaiciy log s 5

N N L e+ s2, u—i-1<0, | -1-1<0,
b) 0,5 +0,25" >0,125" = = = =

t=0,5" t=0,5" t=0,5"

1_\/§<t<l+\/§, . 1445
= 2 2 =0<0,5 <

t=0,5"




0,5 >0, X € (—00; + ),

= 1+\/§ = 1+\/_:>xe(log05
2

0,5 < x> log s

Ats.: a) log s 1+2\/_ b) Llogos 1+2\/§;+oo].

1+\/—
2 7

3. ISspreskite rodikling nelygybe

3 o i
J27
Sprendimas.
8x2
R RRLIP I, o <3T 3 3875 1 8x? — 15 = 8x2 —x—2.5>0.
J27 3l

. . 1.5
Kvadratinés lygties 8x?—x— 2,5 =0 sprendiniai yra —5 ir —, todél kvadratinés nelygybés

8x> —x— 2,5 > 0 sprendiniy aibé yra intervaly (—oo; —;j ir @;—kooj sajunga (—oo; —%) u(%; + ooj.

Raskite natiiraliyjy skaiciy trejeta (x; y; z), x < y < z, kuriam esant galioja lygybé:
a) 2 +2Y+27 =328;

b) 2% +2Y +2% =172.
Sprendimas.

a) 2% 42V +27 =328 = 27(1+27 +27) =2 41= 2" =23 ir 1427 427 ) =41 =
= x=3ir2? 2 +2°2 =40=> x=3ir 27 +2° =320=> x=3ir 2’ (1+2°7)=2% 5=
—=x=3,2"=20ir142"7 =5 = x=3,y=6ir2" % =4=x=3,y=6irz =8.

Ieskomas natiiraliyjy skaiciy trejetas yra (3; 6; 8).

D)2 +2Y 427 =172 =2 (1427 +27) =22 43 = x=2ir2" 2 4272 =42
= x=2ir2Y+27=168=x=2ir2"(1+2°7)=2> 21=x=2,y=3ir2° > =20=> &.

Ats.: a) (3; 6; 8); b) O.

5. [I8spreskite rodikling lygtj

7
9x 22 g 2 g2l

Sprendimas.
7

+— +—

0x_2 2 =9 2 32l g +3 9 =82 27442 2" = 3 Yo o207
o 2742 (9 27 9)* 9 o 3

S| =] === | == |- =>x===15.
2 4 2) 242 T2 2 \2 2

Ats.: 1.5.

6. ISspreskite rodikling lygtj
7.4 ~9.14° +2.49% =0,



7.

2

X
Sprendimas. Padalykime lygtj i$ 14% ir taikykime keitinj ¢ = ( 2) . Gausime:

.xz x 2

7.4° 914" 42.49° 20274942 % ( j —9+2( j 0=

14%° 14

2 2
) ) (2) (3
=| — , _ 2 t: — .

= (7 = t_(7j = 7 =

+
9+\/_ t:9_ tzzarbat:

2
Tt-9+==0 |72 -9t+2=0
t 14 14

2\ 2 2\ 2 2
=|2 :7arba > =l=x" =larbax"=0=>xe{-1,1;0}.

Ats.: {=1:1:0}.

ISspreskite rodikling nelygybe
5-4%+2-25" >7-10".
Sprendimas.

X X
5:4"+2.25°>7-10" = 5-4" +2-25" -7-10" 20:>4x{5+2-£—7-10x JZO:

4* 4
t=(2,5)", t=(2,5)", t=(2,5",
=5+2:(2,5% -7-(2,5) 20> 2.5) 1= arba 2.5
22 -7t+5>0 |22 -7t+5=0 22 -7t+5>0
— X _ X _ X
SR PT@ =GN g sl anba (2,5) 22,5
t=larbat=2,5 t<larbat>2,5 t<larbat>2,5

= x<0arba x>1= x € (—o0; 0]U[1; +0).
Ats.: (—o0; 0]U[l; + ).

ISspreskite rodikling nelygybe
08— 7x2+5x—48 S 49x2+5x—49
2
2
Sprendimas. Pazymekime =7 58 Tada 49 +5349 _ 49x"+5v-48 49~ :%, fodél

gauname kvadratine nelygybe
2

t
—+1-98<0. 1
49 M

Jos sprendiniy aibei uzrasyti reikia suzinoti lygties
2
L o1-98=0
49
sprendinius. Gausime:
_49(-1£41+8)  49(-1%£3) N
- 2 2
Todél (1) nelygybés sprendiniy aibé (nekreipiant démesio j tai, kad Zinome, jog ¢>0) yra
realiyjy skaiCiy intervalas [-98; 49]. Toliau:
{t €[-98; 49],

‘= 7x2+5x—48

t =-98 arba ¢t = 49.

< TV 49 12 45— 48 <2 = 2 +5x—50<0=>

= (x-5)(x+10)<0=>-10<x<5.
Ats.: [-10; 5].



9. ISspreskite:
a) rodikling lygtj

(2+J§)x +(2—\/§)x ~14;
b) rodikling nelygybe
(3+\/§)x +(3—\/§)x <6.
Sprendimas.
a) Kadangi (2 +3 ) (2 -3 ) =1, tai naturalu taikyti keitinj

t:(2+\/§)x arba t:(2—\/§)x.
Spreskime taip:

=B oy, |eeE)
- 1 14xi02

(2+43) +(2-43) =14=
t+-=14 2 —14t+1=0 |t=

t 2

t=(2+\/§)x, t:(2+\/§)x’

- t_1418\/§ -

:(2+\/§)x —7-43 arba(2+\/§)x —7+43,
t:7—4\/§arbat:7+4\/§

Kadangi 7—4\/5:(2—\5)2 :(2+\/§)72, 7+4\/§:(2+\/§)2, tal x=—2 arba x=2.
b) Bandymas taikyti keitinj
t:(3+\/5)x arba t:(3—x/5)x
neduoty laukiamo rezultato, nes
(3+\/§)(3—\/§)=7¢1_

Vis délto Sig nelygybe iSspresti jmanoma ir neieSkant kokio nors tinkamo keitinio. Skaicius
x =1 yra rodiklinés lygties

(3+\/5)x+(3—\/5)x -6
sprendinys, 3+~/2 >1 ir 3-+/2 >1.
Vadinasi, jei x > 1, tai

(3+\/5)x >3+\/§ir(3—\/§)x >3—\/5:>(3+\/5)x+(3—x/5)x > 6.
O jei x<1, tai (3+\/§)x+(3—\/5)x <6, nes (3+\/5)x<3+\/§ ir (3—\/§)x <3—\/5.

Taigi ieSkoma rodiklinés nelygybés sprendiniy aibé yra realiyjy skaiciy intervalas (—oo; 1).
Ats.: a)=2; 2; b) (—o;1).

10. ISspreskite rodikling lygti
35l =34,
Sprendimas. Skaicius 3 yra lygties sprendinys, nes
33714531 =32 452 29425=34,
Jei x>3, tai 3 >9 ir 571 > 25, todel 357 +577 >34,
Jei x <3, tai 37 <9 ir 571 <25, todel 37+ 57! <34,

Vadinasi, skaicius 3 yra vienintelis lygties sprendinys.
Ats.: 3.



SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 8, taskas O yra jo jstrizainiy sankirtos taskas. Kvadrato
BEFG krastinés ilgis lygus 3, vir§tiné E yra krastin¢je BC, o vir§unés F ir G yra kvadrato ABCD
iSor¢je, Raskite trikampio OCF plota.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas A yra statiakampés koordinaciy sistemos pradzios taskas,
taskai B ir D yra atitinkamai absciiy ir ordinaciy aSyse 1
(1 pav.). Tuomet A(0,0), B(8,0), C(8,8), D(0,8),

0(4,4), E(8,3), F(11,3), G(11,0), Tiesés CF lygtis D C
CF: 2= =222 taigi CF:5x + 3y — 64 = 0, krastinés CF
ilgis CF=,/(11-8)2+ (3—8)? =v34, o aukstinés, 0
nubréztos 1S virsStneés O ilgis h lygus atstumui nuo tasko O iki E F
L L _ |54+34-64] _ 32 -
tlleses CF:h 1— ‘/W:;zz =5 Taigi ieSkomasis plotas S = 4 3 G
. h == R 1 pav.
5 CF h—2 34 m—16.
Ats.: 16.

2. Staciojo trikampio ABC statiniy ilgiai CA = 6, CB = 8, atkarpa CH yra jo auksting, taskas D yra
Sios aukstinés vidurio taskas, ties¢ AD kerta statinj CB taske E. Raskite atkarpy CE ir EB ilgius.
Sprendimas. ~ Sakykime, kad staCiojo kampo vir§in¢ yra
koordinaciy sistemos pradzios taSkas, o virStinés B ir A yra y

atitinkamai x ir y aSyse (2 pav.). Tuomet trikampio virStniy 4 H
koordinatés A(0,6), B(8,0), €(0,0), tiesés AB lygtis zT_(()) = ?),T_Z’ Q
taigi AB:3x +4y — 24 = 0. Jai statmenos tieses CH lygtis c A B
—4(x—-0)+3(y—0)=0, taigi CH:4x—3y=0. Tasko H E 5 x
3 4y — 24 =0, ) pav.
koordinates randame i§ sistemos { x4y _ IS¢iaH (2 E)
4x —3y = 0. 25
Atkarpos CH vidurio tasko D koordinatés D(%,g), tieses AD lygtis ﬁ = ﬁ, t.y.AD:17x +
25 25
17x + 6y — 36 = 0,

6y — 36 = 0. Tasko E koordinates rasime i$ sistemos { X+ yy ~0 todél E (%, 0).
Taigi CE = EB =g-2=-22

17 11070 17

Ats.: CE = —, EB = —.

3. Apskritimo ir rombo centras yra tas pats taskas. Jrodykite, kad
atstumy nuo bet kurio apskritimo tasko iki rombo vir§iiniy
kvadraty suma yra vienoda visiems apskritimo taskams.

Irodymas. Sakykime, kad taskas O yra rombo ABCD ir
apskritimo, kurio spindulys lygus R, centras. Kadangi rombo
istrizainés yra statmenos, tai koordinadiy sistemg galime 7
parinkti taip, kad taskas O biity jos pradzios taskas, vir§iinés A
ir C bty Ox ayje, o virSunés B ir D - Oy aSyje (3 pav.).
Sakykime, kad rombo jstrizainiy ilgiai AC = 2m, BD = 2n,
tuomet rombo virSiniy koordinatés A(m,0), B(0,n), C(—m,0), D(0,—n). Sakykime, kad
M (a, b) yra bet kuris apskritimo taskas, tuomet a® + b? = R%. Kadangi MA? = (m — a)? + b?,
MB? = a%? + (n—b)?, MC? = (—m —a)? + b? MD? =a? + (—n—b)?, tai sudéje Sias
lygybes gaumane MA% + MB? + MC? + MD? = 2m? + 2n? + 4a? + 4b%? = 2m? + 2n? +
4R? taigi §i suma nepriklauso nuo apskritimo tasko M parinkimo.

3 pav.



4. Irodykite, kad atstumy nuo kvadrato vir§iiniy iki tiesés, einancios per kvadrato centra kvadraty

suma nepriklauso nuo tiesés parinkimo. I
y p
Irodymas. Sakykime, kad kvadrato krastinés ilgis lygus g A

2a, koordinaciy sistemg Oxy parenkame taip, kad jos pradzios
taskas sutapty su kvadrato ABCD jstrizainiy susikirtimo tasku,
o koordinaciy asys bty buty lygiagrecios su kvadrato o)
kraStinémis (4 pav.). Tuomet kvadrato virSiiniy koordinatés
A(a,a), B(—a,a), C(—a,—a), D(a,—a), o per koordina¢iy ¢ D
pradzios taska einancios tiesés [ lygti galima uzraSyti y = kx. ‘
Randame atstumus nuo kvadrato virStniy iki tiesés 4 pav.

__ |ka-al| __|-ka-a| __|-ka+al __ |ka+al|

ldy =t dy = 2l d, =l ===
4= Ve BT Ve YT Ve 92 T Vem

=

2
Tuomet ieSkomoji kvadraty suma d3 + d3 + d + d3 = k;lﬂ (k—1)?+(-k—1)2*+ (—k+
21,2
D2+ (k+1)?) = % = 4qa?, taigi ieSkomoji suma yra vienoda visoms per kvadrato

centrg einancioms tieséms.

. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 4, taSkas K yra krastinés AB vidurio taskas, taskas L yra

atkarpos AK vidurio taskas, atkarposs DK ir CL kertasi taSke M. Raskite keturkampio ADML
plota.

Sprendimas. Koordinaciy sistemg parenkame taip, kad jos pradzios taskas yra tasSkas A, o
kvadrato virSiinés B ir D biity atitinkamai Ox ir Oy asSyse (5 pav.). Tuomet kvadrato virstiniy
koordinatés A(0,0), B(4,0), C(4,4), D(0,4), tasky K ir L koordinatés p c
K(2,0), L(1,0). Tiesés DK lygtis == = 2=, taigi DK:2x +y — 4 = 0.

y—4

Analogiskai tiesés CL lygtis % = taigi CL:4x —3y—4=0. I8
- - - M
. 2x+y—4=0, 5 . 8 4 A
sistemos { 4x—3y—4=0 randame tasko M koordinates M (E'E)' 7K
Keturkampi ADML padalijame | du trikampius ADM ir AML. Kadangi > pav.

trikampio ADM aukstings i8S virStinés M ilgis lygus tasko M abscisei g, tai trikampio ADM plotas
Saapm = % 4 - g = %. Trikampio AML kraStinés AL ilgis lygus 1, o 1 ja nubréztos aukstinés ilgis

lygus tasko M ordinatei %, todél Sio trikampio plotas Syap = % 1 -% = % . Tuomet ieSkomasis

16 , 2 _ 18
plotasS :SAADM+SAAML :?"‘E:? y
Ats.: 2,
5
. . . . . . . . D
. Ties¢ eina per trikampio ABC virsung A ir pusiaukrastinés BD
vidurio taska, ji kerta krasting BC taSke N. Raskite santykj M
BN : NC. Bé . oC
Sprendimas.  Sakykime, kad plokStumos afinioji 6 pav.

koordinaéiy sistema yra (B,C,A), taigi B(0,0), C(1,0),
A(0,1) (6 pav.). Krastines AC vidurio taskas D(%,%), o pusiaukraStinés BD vidurio taSkas
M G,i). Tiesés AM lygtis %2 = E, taigi AM:3x +y — 1 = 0. Si tiesé kerta tiese BC:y = 0
4 4
taske N (5,0). 13 ¢ia BN = 2 BC, todél NC = 2BC, taigi BN : NC =
Ats.:1: 2.

wWlr

2-1:2
3



7. Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yra taskai K ir L tokie, kad BK : KC =2 : 3,
CL: LD =5 : 3. Atkarpos DK ir BL kertasi taske M. Raskite, kokiu santykiu taskas M dalija
atkarpas DK ir BL.

Sprendimas. Afiniosios koordinaCiy sistemos pradzig parenkame taske C, abscisiy asj
parenkame ties¢je CD, o ordinaéiy a$j — tiesé¢je CB (7 pav.), todél €(0,0), D(1,0), B(0,1).
Kadangi pagal salyga CK:KB=3:2, tai

K (O, %), analogiSkai 1§ salygos CL:LD =5:3 B 4
gauname, kad L(E,O).Uire&ome tiesiy DK ir BL I%
. -1 -0 -0 -1 i
lygtis: DK : % = 3%/_—0, BL : g—_o = &, taigi 0 M
DK:3x+5y—3=0, BL:8x+5y—5=0. g © Pl D
. 3x+5y—3=0, . 7 pav.
sistemos {8x +5y—5=0 randame taSko M

koordinates M (é,:—s). Nubréziame MP || CB, P € CD, todél P (%, O), ir pagal Talio teorema

KM : MD = CP : PD = 2 : 3. AnalogiSkai nubréziame MQ || CD,Q € CB, todél Q (0, %) tai

pagal Talio teoremg LM : MB = CQ : QB =9 : 16.
Ats.. KM : MD =2 :3, LM : MB =9 : 16.

8. Duoti du lygiagretainiai ABCD ir AMNP tokie, kad taskas M yra krastin¢je AB, o taskas P —
krastin¢je AD. Irodykite, kad tiesés MD, BP ir NC kertasi viename taSke.

Irodymas. Sakykime, kad trejetas (4, B, D) yra afinioji plokStumos koordinaciy sistema,
tuomet A(0,0), B(1,0), D(0,1), €(1,1) (8 pav.).

Kadangi taskas M yra abscisiy aSyje, tai M(m, 0), kadangi D C
taskas P yra ordinadiy asyje, tai P(0,p), o kadangi AN = P N
AM + AP, tai N (m,p).ParaSome tiesiy MD,BP ir K
NC lygtis:
x—0 y-1 A4 4 B
MD'm—O_O—l' MD:x +my —m = 0. M
gp. XL Y0 s =0 e
0= 1 p=0 px+y—p=0.
x—1 y-—-1
NC: = , NC:(p —1)x — -1y - = 0.
m—1 p-1 p-Dx—(m-Dy—-p+m

x+my—m=0,
px+y—p=0

K (m m). Irase Sias koordinates j tiesés NC lygtj turime

1-mp’ 1-mp
m—mp p—mp
-1) ———-(m-—-1)- — = 0.
-1 1—mp (m—-1) 1= mp p+m
Padauging abi puses i§ 1 — mp ir atlike veiksmus, gauname: mp — m — mp? + mp — mp +
m?p+p—mp—p+m+p?*m—m?p =0, taigi 0 = 0, todél taskas K yra ir tieséje NC. Taigi
tiesés MD, BP, NC susikerta taske K.

IS sistemos { randame tiesiy MD ir BP susikirtimo tasko K koordinates

9. Taskas P yra trikampio ABC pusiaukrastinéje CD, tiesés AP ir BC susikerta taske K, o tiesés
BP ir AC susikerta taske M. [rodykite, kad tiesés MK ir AB yra lygiagrecios.



10.

Jrodymas. Sakykime, kad (C, 4, B) yra plokStumos afinioji
koordinaéiy sistema, tuomet C(0,0),A(1,0), B(0,1) (9 pav.),
tiesés AB lygtis )16—:2 = E, t.y. AB:x+y—1=0. TaSkas D

yra krastinés AB vidurio taskas, todél D(%, %), tiesés CD lygtis

%0 = {%2, taigi CD: x = y, todél Sios tiesés tasko P koordinatés
2 2
P(p,p). ParaSome tiesés AP lygtj ;—:1 = ;’%g, taigi
AP:px — (p — 1)y —p = 0, 0 tiesés BC ir AP sankirtos taskas
. x =0, R P . C. . .
K $ sist todél K ( 0,— ). Analogi$kai t BP lygt
randamas i§ sistemos {px -1y —-p=0" odé ( ,1_p) nalogiskai tiesés ygtis
;—:2 = ;’—:1, BP:(p—1)x—py+p=0, tasko M koordinattms turime sistema
{ y=0 i§ kurios M (£=,0). Todél tiesés MK lygtis 5 = =
(p _ 1)x _ py + p — Oa 1_pr . yg E_O 0_%5 g

2
MK:x +y — (1%) = 0, o Si ties¢ yra lygiagreti su tiese AB.
Lygiagretainio ABCD krastinése DC ir CB yra taSkai M ir N. Ties¢, einanti per atkarpy DM ir

AB vidurio taskus ir tiesé, einanti per atkarpy AD ir BN vidurio taskus, kertasi taske S. Jrodykite,
kad ties¢ AS eina per atkarpos MN vidurio taska.

Irodymas. Sakykime, kad trejetas (C, D, B) yra plokStumos afinioji koordinaciy sistema (10
pav.), tuomet C(0,0), D(1,0), B(0,1), A(1,1). Kadangi taskas M yra abscisiy asyje, tai jo
koordinatés M(m,0), m € (0,1),0 atkarpos MD

vidurio tasko koordinatés E (mTﬂ, O). Analogiskai Bp 7 4
taSkas N yra ordinaciy aSyje, todél N(0,n), n € (0,1), F S
o atkarpos BN  vidurio tasko koordinatés o
F (O, nTH).Kadangi atkarpos AB vidurio tasko koor- N,

1
dinatés G G, 1), tai tieseés EG lygtis & = %’ taigi C# i P <D
EG:2x+my —m—1=0. Kadangi atkarpos AD 10 pav.

n+1

vidurio taskas H (1,%), tai tieses FH lygtis )16—:2 = %, todel FH:nx+2y—n—1=0.

2x+my—m2—i=0

nx+2y—-n—-1=0" Pirmaja lygti padauginame i$

Tasko S koordinates rasime i$ sistemos {

mn—n

—% ir pridedame prie antrosios, tuomet gauname, kad (—% + 2) y+ —1=0, taigi

=BT todél x=-(14+m-—my)=-(1+m—m- 2220 =2 Gavome
A-mn 2+m—1$1 2+n—-m 2 4-mn m Tlll,‘—mn
tasko S koordinates S( , ). Atkarpos MN vidurio taskas K (—,-), todél tiesés AK
1 1 4—mn 4—mn 2°2
lygtis ;_1 = ZTI, t yv AKk(n—2)x—(m—-2)y+m—-n=0. | Sig lygtj jraSome
2 2
tasko S koordinates: (n—2) -2 (m—2)- 22 L i —n=0. Padauging abi
4—-mn 4—-mn

lygybés puses i§ 4 — mn ir atlik¢ veiksmus, gauname teisingg lygybe 2n — 4 + mn — 2m —
mn?+2mn-2m+4-—-mn+2n+m?n—-2mn+4dm—-4n—-m?n+mn? =0, kuri ir
jrodo, kad taSkai 4, S ir K yra vienoje ties¢je.



SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 4 komandy pogrupyje kiekviena komanda suzaidzia po vienerias rungtynes su kiekviena kita to
pogrupio komanda. Uz laimétas rungtynes komanda gauna 3 taskus, uz suzaistas lygiosiomis — po 1
taska, o uz pralaimétas rungtynes tasky apskritai negauna. Laikoma, kad komanda pasirodo tragiskai,
jeigu ji galutinéje rikiuotéje pagal surinktus taSkus uzima vieng i§ dviejy paskutiniy, tai yra, trecigja
arba ketvirtgjg vietas. Su kiek daugiausiai taSky komanda gali pasirodyti tragiskai?

Sprendimas. Jeigu keturiy komandy turnyre kiekviena komanda su kiekviena kita komanda
suzaidzia po vienerias rungtynes, tai tas reiskia, kad i$ viso tokiame vieno rato turnyre jvyksta i§ viso
SeSerios rungtynes, per kurias i§ viso gali i$zaista daugiausiai 18 tasky (taip nutinka tada, kai visos
SeSerios rungtynés baigiasi vienos kurios nors komandos pergale). Todél jeigu komanda surenka 7
arba daugiau tasky, tai ji tragiSkai pasirodyti negali. Tikrai jeigu komanda, surinkusi 7 arba daugiau
tasky galéty pasirodyti tragiSkai, tai ji su tai septyniais arba ir daugiau tasky atsidurty tre€ioje arba
ketvirtoje vietoje. Todél tada komandos, uzémusios tame turnyre pirmaja ir antrgja vietas taip pat
turéty surinkti 7 arba daugiau tasky. Todél komandos uzémusios pirmaja ir antraja vietas kartu su ta
komanda surinkty ne maziau kaip 7-3 = 21 tasky, o tiek tasky keturiy komandy vieno rato turnyre,
kaip matéme, néra.

Toliau pastebésime, jog gali nutikti taip, jog komanda surinks 6 taskus ir pasirodys tragiskai, tai yra
galutinéje rikiuotéje uzims trecigjg vieta. Pateiksime tokios turnyrinés lentelés pavyzdi.

A B C D Taskai | Vieta
A | X 3 0 3 6
B |0 X |3 3 6
C |3 0 X 3 6
D |0 0 0 X 0

Taigi mes matome, jog kaip bepasiskirstyty pirmosios trys vietos, vis tiek viena komanda surinkusi
6 taskus atsidurs trecioje vietoje, o tai reiskia, jog toji komanda su 6 taskais bus pasirodZziusi tragiskai.

ATSAKYMAS. Daugiausiai su 6 taSkais komanda gali pasirodyti tragiskai.

2. Tarpzoniniame Sachmaty turnyre dalyvauja 5 Sachmatininkai, kurie suzaidzia po vieng partija su
kiekvienu kitu varzovu, ir kuriame pusé suzaisty partijy baigési lygiosiomis ir kuriame uz pergale
skiriamas 1 taskas, uz partijg pabaigta lygiosiomis — pusé tasko, o uz pralaimeétg partijg — 0 tasSky.
Vienas dalyvis pralaiméjo visas savo zaistas partijas. Kiek tasky surinko Sachmatininkas, uzémes
turnyre prieSpaskuting vietg?

Sprendimas. Jeigu Sachmaty turnyre dalyvauja 5 Sachmatininkai A, B, C, D ir E ir jie visi suzaidzia
po vieng partija su kiekvienu kitu varzovu, tai tokiame turnyre jvyksta i§ viso 10 jy tarpusavio
susitikimy arba susitikimai AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE ir DE. Taigi jeigu pus¢ susitikimy
baigési lygiosiomis, tai lygiosiomis baigési 5 partijos. Jeigu vienas dalyvis pralaiméjo visas savo
zaistas partijas, tai jis pralaiméjo 4 partijas. Nemazinant bendrumo galima sakyti, jog tas visas
keturias savo Zaistas partijas pralaimejes zaidéjas buvo Zaidéjas E, tada tarp likusiyjy dalyviy bus
viena rezultatyvi partija, o visos kitos bus pasibaigusios lygiosiomis. Tada tos tarp likusiyjy dalyviy



pasibaigusios rezultatyvios partijos laimétojas bus uzémes pirmaja vieta, o pralaiméjgs — ketvirtaja
vietg. Taigi belieka uzpildyti turnyrine lentele:

A B C D E Taskai | Vieta
A X 1/2 1/2 1 1 3 1
B 1/2 X 12 (172 ] 1 2,5 2-3
C 1/2 1/2 X (1721 2,5 2-3
D 0 172 172 X |1 2 4
E 0 0 0 0 X 0 5

Taigi zaidéjas uzémges turnyre prieSpaskuting arba ketvirtaja vieta bus surinkes 2 taskus.
Atsakymas. PrieSpaskuting vieta uzémes dalyvis surinko 2 taskus.

3. Vieno rato turnyre, kur kiekviena komanda suzaidzia po vienerias rungtynes su kiekviena kita
komanda, kur zaidziama be lygiyjy (pavyzdziui, tinklinyje) ir kur uz pergale skiriami 2 taskai, o uz
pralaim¢jimg tasky 1§ viso neduodama, dalyvauja 6 komandos. Ar gali ten nutikti taip, kad kurios
nors trys komandos, pavyzdziui, A, B ir C surenka 4 taSkais daugiau uz likusias tris komandas,
pavyzdziui, D, E ir F.

Sprendimas. Jeigu turnyre dalyvauja 6 komandos, o kiekviena komanda suzaidzia po vienerias
rungtynes su kiekviena kita komanda, tai tokiame turnyre jvyks 15 rungtyniy. Tikrai, jeigu turnyre
dalyvauja komandos A, B, C, D, E ir F, tai jvyks rungtynés AB, AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE, BF,
CD, CE, CF, DE, DF ir EF, taigi tikrai 15 rungtyniy. Na o jeigu jvyks 15 rungtyniy, tai pagal
uzdavinio salyga bus iSzaista 15 - 2 = 30 tasky. Todél jeigu kokios nors 3 komandos, pavyzdziui, A,
B ir C surinks 4 taskais daugiau negu likusios trys komandos D, E ir F, tai tada turi galioti lygybé X
=Y +4, kur X yra komandy A, B ir C, o Y — komandy D, E ir F surinkty tasky skaicius. Tac¢iau dar
turi galioti lygybé X +Y =30, o 1§ ¢ia seka, kad Y +4 +Y =2Y + 4 = 30 ir galutinai Y = 13. Taciau
Y yra 3 komandy kartu surinkty tasky skaicius, kuris niekaip negali biiti nelyginis skaicius, nes
atskiros komandos surinkty taSky suma pagal salyga yra lyginis skaicius.

Atsakymas. Taip nutikti negali.

4. Klasés lentoje uzrasyta iSraiSka *1*2*3*4*5%6*7*8. Juraté ir Kastytis ZaidZia tokj zaidima — jie 18
eilés — pradeda Jiiraté — pakaitomis kiekvienas savo ¢jimu pakeicia kokig nori zZvaigzdute kokiu nori
»Tarba .-, Zenklu. Pradéjusi Jiiraté stengiasi, kad skaicius, kuris atsiras, kai jie visas zvaigzdutes
pakeis pliusais arba minusais, nesidalinty i§ 9, o Kastytis, atvirksc¢iai stengiasi, kad tas Zaidimo
pabaigoje atsirasiantis skaiCius dalintysi be liekanos i§ 9. Kuris i$ jy laimés, jeigu jie abudu zais
geriausiu jmanomu budu?

Sprendimas. Skaicius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ir 8 suskirstome i poras (1, 8), (2, 7), (3, 6) ir (4, 5). Jeigu
dabar Juraté prie kokio nors skai€iaus priraso kokj nors Zenkla, tai tada Kastytis prie kito suskirstytos
poros skaiCiaus priraso tokj patj zenkla, kokj priras¢ Juraté. Taip kiekvienu kartu atlik¢ veiksmus
turésime skaiciy kuris dalinasi i§ 9, nes visy miisy pory skaic¢iy suma dalinasi i§ 9. Todél ir pabaigoje
atsirasiantis skaicius dalinsis be liekanos 1§ 9 ir todé¢l zaidimg laimés Kastytis.

Atsakymas. Kastytis gali laiméti, jeigu jis zais taip kaip nurodyta sprendime.



5. Tinklinio turnyre dalyvavo 8 komandos ir kiekviena komanda suzaidé po vienerias rungtynes su
kiekviena kita komanda. Uz pergal¢ kiekviena komanda gauna po 1 taska, o uz pralaim¢jimg — 0
tasky (lygiyjy tinklinyje nebtina). Turnyrui pasibaigus paaiskéjo, kad trys komandos, uzémusios
pirmasias tris vietas, kartu su rinko 3 kartus daugiau tasky negu komandos uzémusios 5-ta, 6-ta, 7-ta
ir 8-tg vietas kartu.

Nustatykite, kas laim¢jo rungtynes tarp komandy uzémusiy 4-ta ir 6-ta vietas. (Jeigu pasibaigus
turnyrui kelios komandos surenka vienoda taSky skaiciy, tai vietos tarp jy nustatomos burty keliu).

Sprendimas. Jeigu kiekviena i§ 8 komandy suzaidé po vienerias rungtynes su kiekviena kita
komanda, o ty komandy buvo 8, tai i§ viso ivyko 28 rungtynés. Tikrai, jeigu komandos yra A, B, C,
D, E, F, G ir H, tai jvyksta rungtynés AB, AC, AD, AE, AF, AG, AH, BC, BD, BE, BF, BG, BH,
CD, CE, CF, CG, CH, DE, DF, DG, DH, EF, EG, EH, FG, FH ir GH, arba tikrai 28 rungtynés. Tada
pagal uzdavinio salyga ir visy komandy kartu surinkty tasky suma yra lygi 28, kadangi kiekvienose
rungtynése buvo i§zaidziamas 1 taskas. Akivaizdu, kad didZiausias tasky skaicius, kurj galé€jo surinkti
atskira komanda, yra 7, o pats maziausias — 0.

Tegul komandos uzémusios 5, 6, 7 ir 8 vietas, kartu surinko x taSky, tada pagal saglyga pirmosios trys
komandos visos kartu surinko 3x. Jeigu ketvirtg vieta uzémusi komanda surinko y tasky, tai tada 3x
+y+x=28,arbadx +y=28.

Bet y # 0. Tikrai, jeigu y = 0, tai ir visos komandos, uzémusios 5-t3, 6-ta, 7-tg ir 8-t vietas surinko
po 0 tasky, vadinasi x = 0 ir tada 4x + y = 0, ko tikrai negali biiti. IS lygybés 4x + y = 28 iSplaukia, kad
y dalijasi i§ 4, o tai atsimenant salyga, kad 0 <y <7 veda prie lygybés y =4, i$ kur galutinai iSplaukia,
kad x = 6.

Vadinasi, komandos, uzémusios pirmasias tris vietas kartu surinko 18 tasky. Zaisdamos tarpusavyje
tos trys komandos surinko 3 taskus, o likusiose 15-oje rungtyniy (su 5 komandomis uzémusiomis 4
— 8 vietas) jos surinko 15 tasky. Vadinasi, jos visas tas rungtynes laim¢jo. Tod¢l 4-tg vieta uzémusi
komanda rungtynése su pirmas tris vietas uzémusiomis komandomis surinko 0 tasky, o keturiose
rungtynése su komandomis, uzémusiomis 5-8 vietas turi biiti surinkusi 4 taskus, tai yra, ji bus
laiméjusi su visomis tomis komandomis.

Atsakymas. Komanda, uzémusi 4-tg vieta, bus laiméjusi pries komanda, uzémusia 6-tg vieta.

6. Tenisininkas Kestutis skai¢iuoja visy savo laiméty rungtyniy procentg nuo visy suzaisty rungtyniy.
Prie§ paskutinj turnyra, kuriame jis laiméjo visas savo suzaistas rungtynes, tas procentas buvo 25, o
po turnyro jis pasidaré lygus 75. Nustatykite, kiek karty Kestucio suzaisty per paskutinj turnyra
rungtyniy skai¢ius buvo didesnis uz jo visy iki to turnyro suzaisty (laiméty ir pralaiméty) rungtyniy
skaiciy.

Sprendimas. Tegul x yra Kestucio iki paskutinio turnyro laiméty rungtyniy skaicius, o y yra
paskutiniame turnyre laiméty rungtyniy skaicius. Pagal salyga iki paskutinio turnyro Kestutis bus
suzaides 4 x rungtyniy. Todél kadangi jis paskutiniame turnyre laiméjo visas rungtynes, tai po
paskutinio turnyro bendras visy Kestucio suzaistyjy rungtyniy skaicius yra 4-x + y, o laimeétyjy
rungtyniy skaiCius yra x + y. Pagal saglygg x + y = 0,75(4x + y). I$ ¢ia turime, kad y = 8x. Vadinasi,



Kestucio paskutiniame turnyre suzaisty partijy skaicius y = 8x yra 2 kartus didesnis kaip jo iki to
paskutinio turnyro suzaisty partijy skaicius, kuris yra 4x.

Atsakymas. 2 kartus didesnis.

7. Penki berniukai — Andrius, Balys, Celestinas, Donatas ir Evaldas — pravedé¢ stalo teniso turnyra,
zaisdami poromis vieni su kitais tokiu biidu, kad kiekviena pora, kokia tik galima i$ jy sudaryti, pries
kiekvieng kita galimg pora suzaidé po vieng karta. Po turnyro paaiskéjo, kad Andrius laimgjo 18 viso
10 zaidimy, o Balys — 8 zaidimus; Celestinas pralaiméjo 9 zaidimus, o Donatas — 7 (lygiyjy tenise
nebiina). Kiek zaidimy laim¢jo ir kiek zaidimy pralaimejo Evaldas?

Sprendimas. Paskaiiuokime bendrg visy zaidimy skai¢iy. Kadangi kiekviename zaidime
nedalyvauja lygiai vienas berniukas, tai yra lygiai 5 budai iSrinkti ketverta zaidzian¢iy berniuky
(kiekvienam nezaidzianc¢iam berniukui atitinka keturi zaidZiantys ir atvirksciai). Toliau yra aisku, kad
kiekviename ketverte berniukai gali lygiai 3-mis biidais susiskirstyti poromis. Tod¢l jvyks lygiai 5
-3= 15 zaidimy. Vadinasi, jeigu kiekviename zaidime, mes kiekvienam i§ dviejy berniuky, laiméjusiy
zaidimg skirsime po 1 taSka, o pralaiméjusiai porai skirsime O tasky, tai i§ viso bus ,,iSZaista“
15 - 2 =30 tasky. Be to, kadangi be kiekvieno berniuko, likusieji keturi gali suzaisti, kaip jau paminéta,
3 Zzaidimus, tai kiekvienas berniukas dalyvauja lygiai 12 zaidimy. Todé¢l pas kiekvieng 18 jy laiméty
ir pralaiméty Zaidimy suma yra 12. Pagal uzdavinio salyga Andrius, Balys, Celestinas ir Donatas
surinko i§ viso 10 + 8 + (12 —9) + (12 — 7) =26 taskus. Todél Evaldas surinko 30 — 26 = 4 taskus, tai
yra, jis laim¢jo 4 zaidimus ir, vadinasi, pralaiméjo 12 — 4 = § Zzaidimus.

Atsakymas. Evaldas laiméjo 4 zaidimus ir 8 Zaidimus pralaimgjo.

8. Dvi mokyklos zaidzia viena pries kitg stalo teniso varzybas. Kiekvienai mokyklai atstovauja 5
mokiniai. Kiekvienas Zaidimas yra dvejety Zaidimas ir kiekviena pora i§ kiekvienos mokyklos turi
suzaisti vieng karta prie§ kiekvieng galima kitos mokyklos pora. Kiek zaidimy suzais kiekvienas
mokinys?

(A) 10 (B) 20 (C) 30 (D) 40 (E) 50

Sprendimas. Yra 10 biidy iSrinkti porg zaidéjy 1S 5 esanciy zaidéjy A, B, C, D ir E: AB, AC, AD AE,
BC, BD, BE, CD, CE ir DE. Kiekvienas zaidéjas pasirodo 4 porose, taigi jis turi suzaisti 4 -10 = 40
zaidimy. Todél teisingas yra atsakymas D, kurj ir renkames.

Atsakymas. D arba 40.

9. Andrius, Balys, Celestinas ir Donatas suorganizavo Sachmaty turnyra, kuriame kiekvienas
suzaidzia prie$S kita po vieng karta. Tas, kuris laimi, gauna 3 taskus, uz zaidimg pasibaigusj
lygiosiomis, kiekvienam skiriama po '2 tasko, o uz pralaiméta partijg tasky neduodama. Turnyrui
pasibaigus Andrius tur¢jo 7 taskus, Balys — 4, o Celestinas su Donatu — po 3 taskus. Kuris i$ teiginiy
yra garantuotai teisingas?

(A) Andrius laiméjo prie§ Donatg; (B) Turnyre apskritai nebuvo lygiyjy; (C) Donatas laiméjo pries
Andriy; (D) Andrius su Donatu suzaidé lygiosiomis; (E) Nurodytasis tasky pasiskirstymas yra
apskritai nejmanomas.



Sprendimas. Jrodysime, kad Andrius jokiu buidu per tris partijas negali surinkti 7 taSky ir tada
teisingas pasirinkimas yra rinktis atsakyma E. Tikrai, kad Andrius surinkty 7 taskus, jis turi buti
laimejes maziausiai 2 partijas. Vadinasi, trecioje partijoje jis negali biiti nei pralaimejes, nes tada jis
1§ viso turéty tik 6 taskus, nei suzaides lygiosiomis, nes tada jis turéty tik 6,5 tasko, nei laimg¢jes, nes
tada jis turéty jau 9 taskus.

Atsakymas. Nurodytasis tasky pasiskirstymas yra apskritai nejmanomas arba atsakymas E.

10. Zirgy lenktynése hipodrome dalyvauja 5 zirgai A, B, C, D ir E. Kalbédami apie jy isidéstymo
galimybes, patyre ekspertai konstatavo, kad jie taip mazai pazjsta tuos zirgus, kad jiems bet kokios
Ju iSsidéstymo atskirame bégime galimybes atrodo vienodai galimos — tik su viena i§imtimi — kad
zirgas B neatbégs anksciau negu zirgas A. Kiek zirgy iSsidéstymo atskirame bégime galimybiy esant
Sitam apribojimui esama, jeigu tarsime, kad kiekvienas zirgas bégime uztrunka skirtingg laika.

Sprendimas. Kadangi kalbama apie 5 Zirgus, tai nesant salygoje pateikto apribojimo zirgy A ir B
18sidéstymo atzvilgiu jiems 5-4-3-2-1=120=5! galimybiy iSsidéstyti atskirame bégime. (Pirmam
atskiram — nesvarbu kuriam — zirgui yra 5 galimybés, antram paimtam zirgui tada lieka 4, treiam —
3irt.t. ). Kadangi yra tiek pat iSsidéstymy kai zirgas B atbéga anksciau negu A kaip ir galimybiy, kad
zirgas B atbéga véliau negu A, tai mes turime bendra visy galimy i$sidéstymy skaiciy arba 120 dalinti
1§ 2, ir tod¢l mes gauname, kad uzdavinio atsakymas yra 120 : 2 = 60.

Atsakymas. 60.



ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Nustatykite: a) kurie du i§ 12-os skai¢iy 19, 192, 193, ..., 1912 dalijasi i§ 39 su maZiausiomis
lickanomis; b) 13-3jj maZiausig natiiralyjj skai¢iy x, kuriam 19296 684 + x dalijasi i$ 39.

Sprendimas. Skai¢iai 19, 192, 193, ..., 1912 dalijasi i§ 39 atitinkamai su liekanomis 19, 10,
34, 22,28, 25,7,16, 31, 4, 37, 1. (Kiekviena naujg lickang gauname, daugindami praeitg i§ 19
ir sandauga dalydami su liekana i§ 39.) Maziausios liekanos 1 ir 4 atitinka skai¢ius 1912 ir 1919,

Pazymékime a = 19296684 Kadangi 192 = 1 (mod 39) ir 296 684 = 8 (mod 12), tai
a=19% =16 (mod39), o x turi dalytis i§ 39 su liekana 39 — 16 = 23. Progresijoje
23, 23+ 39, 23+ 78, ... renkamés 13-gji nari 23 + 39 - 12 = 491.

Ats.: a) 1912 ir 1910; b) 491.

. Nustatykite: a) maziausig natiiralyjj n, kuriam 138 847" dalijasi i$ 49 su liekana 1; b) maziausia
2711
keturzenklj natiiralyjj skai¢iy x, kuriam 138 847300 017** """ _ » dalijasi i§ 49.

Sprendimas. Kadangi 296 684 = 30 = —19 (mod 49), tai vietoj 138 847 imkime 30
arba —19. Turime 302 = 18 (mod 49), 303 = 18 - 30 = 1 (mod 49). Taigi a) dalyje ieskoma
maziausia n reikSmé (skaiciaus 138 847 eilé¢ moduliu 49) lygi 3.

Pazymékime ¢ = 263 7412711 (nelyginis skai¢ius), b = 300011¢, a = 1388477>.
Turime 303 =1 (mod49) ir b =2°=(-1)°=-1= 2 (mod3). Tada a = 30 = 30% =
= 18 (mod 49). Skaicius x turi dalytis i§ 49 su liekana 18. Kadangi 1000 = 20 (mod 49), tai
maziausias keturzenklis toks x yra 1000 — 2 + 49 = 1047.

Ats.- a) 3; b) 1047.

2601 178

. Nustatykite 16 3532°"" + 83681 4 229°* dalybos i§ 23 liekana.

Sprendimas. Pazymékime a = 16 3532°"", b = 8381° ir ¢ = 229"’ Tada a = 02°" =
= 0 (mod 23). Skai&ius 23 pirminis, 0 83 ir 2 i§ jo nesidalija. Todél 8322 = 222 = 1 (mod 23).

Kadangi 68178 = 2178 = (—1)78 = 1 (mod 22), tai b = 83! = 14 (mod 23).

Turime 29°%? = 7542 (mod 22). Tiesiogiai tikrindami arba pagal Oilerio teorema gauname,
kad 719 = 1 (mod 22) (skai¢iai 7 ir 22 tarpusavyje pirminiai, ¢(22) = 10). Tada

542 = 2 (mod 10), 7°*? =7? =5 (mod22), c¢ = 2°=9 (mod23).
Vadinasi,a+b+c =0+ 14+ 9 = 23 = 0 (mod 23).
Ats.: 0.

. Apskaitiuokite a) ¢(61) + ¢(63) + ¢(625) + ¢(627); b) (119 304 306).

Sprendimas. Gauname tokius SPD: 61 = 61, 63 =32 -7, 625 =5* 627 =3-11-19,
119304306 = 2-33-112-19 - 312, Ieskomos reik§més lygios:

a) 60+ (9—3)-6+ (625 —125) +2-10- 18 = 956:

b) (119304306) =1-(27—-9)-(121—-11) - 18- (961 — 31) = 33 145 200.

Ats.- 2) 956; b) 33 145 200.

. Nustatykite visas galimas @(2250m) : ¢ (m) reik§mes (Cia skai¢ius m natiralusis).

Sprendimas. Kadangi 2250 = 2 -3%-53, tai i§ @(m) gausime @(2250m), pirmiausiai
daugindami i§ 1 arba 2 (priklausomai nuo m dalumo i§ 2), tada i§ 2 - 3 arba 32 (priklausomai
nuo m dalumo i§ 3), pagaliau i§ 4 - 52 arba 53 (priklausomai nuo m dalumo i§ 5). I§ viso
gauname 2 -2 -2 = 8 galimybes: 1-6-100=600, 1-6-125=750, 1-9-100 =900,



1-9-125 = 1125 ir dar keturias dvigubai didesnes sandaugas, kur vietoj dauginamojo 1 yra 2.
(Visos 8 galimybés jmanomos, nes galima laisvai pasirinkti m daluma ar nedaluma i$ 2, 3 ir 5,
pavyzdziui, imant m = abc, kur a = 1 arba2, b =1 arba3, ¢ =1 arba5.)

Ats.: 600, 750,900, 1125, 1200, 1500, 1800, 2250.

. Nustatykite skai¢iaus 917457 + 132" dalybos i§ 100 lickana (taigi paskutinius du skaitmenis).

Sprendimas. Pazymékime a = 91757, b = 132", Tada a = 17457 (mod 100). Skai¢iai
100 = 22 - 52 ir 17 tarpusavyje pirminiai, @(100) =2-20 =40 ir 457 = 17 (mod 40).
Vadinasi, a = 1717 =83 521*-17=21*-17 =3 306 177 = 77 (mod 100).

Skai¢iai 100 ir 13 tarpusavyje pirminiai, @ (100) = 40, 4257 = 257 (mod 40), todél b =
= 132" (mod 100). Rodiklj ¢ = 257 toliau prastinkime moduliu 40 = 23 - 5. Skai¢iai 2 ir 40
néra tarpusavyje pirminiai. Skai¢ius ¢ dalijasi i§ 23 = 8 ir tarpusavyje pirminis su 5. Kadangi
2* =1 (mod5) ir 57 =1 (mod 4), tai ¢ = 2! = 2 (mod 5). Skaicius ¢ priklauso progresijai
2,2+5,2+10, ... ir dalijasi i§ 8. Jos lyginius narius galima iSskaidyti j keturias aritmetines
progresijas: 2, 2 + 40, ...; 12,12 + 40, ...; 22,22+ 40, ...; 32, 32 + 40, .... Tik ketvirtojoje
i§ jy skaiCiai dalijasi i$ 8. Taigi ¢ = 32 (mod 40) ir

b=13% = (13Y)® =618 = (61*)% = 412 = 81 (mod 100).

Vadinasi, a + b = 77 + 81 = 58 (mod 100).

Ats.: 58.

457 97
. Nustatykite 11 1737 + 2%57%°" dalybos i3 363 lickana.
Uzuomina. Kelis kartus pritaikius Oilerio teorema, dviejy démeny prastinimg galima testi
naudojantis tokiais lyginiais kaip 2837 = —53 (mod 363) ir 23° = 97 (mod 363).

457 97
Sprendimas. Pazymékime a = 1117397 , b =2%7"" Pastebékime, kad

0(363) = p(3-112) = 220, @(220) = ¢(2%2-5-11) =80, @(80) = @(2*-5) = 32.
Skaiciai 2, 17 = 457 (mod 220), 3 = 83 (mod 80) yra tarpusavyje pirminiai atitinkamai
su 363, 220 ir 80, todél b = 217 = 217" = 217" = 24913 = 273(10d 363) (Sia 97
suprastinome moduliu 32, 0 4 913 moduliu 220). Pagaliau
273 = (236)2.2 = 972 . 2 = 305 (mod 363).
AnalogiSkai suprastinkime a. Skai¢iai 283 = 11 173 (mod 363), 97, 3 = 83 (mod 80)
yra tarpusavyje pirminiai atitinkamai su 363, 220 ir 80, todél
a =283 = 2839 = 28397 = 28397 = 283%7° = 283!13(mod 363),
a = (2837)16 . 283 = 5316 . 283 = (53%)* - (=80) = (=50)* - (—80) = 193 (mod 363).
Vadinasi, a + b = 193 + 305 = 135 (mod 363).
Ats.: 135.

. a) Nustatykite, kurie i8 skai¢iy 7, —38, 187, 3829 yra primityviosios Saknys moduliu 43.

b) Duota, kad g = 2 yra primityvioji $aknis moduliu 13. Nustatykite, kuriy i§ 12 skai¢iy 2, 22,
23, ..., 212 eilé moduliu 13 yra 3, o kuriy 4. Tuo remdamiesi nustatykite, kuriy i§ 12 skai¢iy
1,2, 3, ..., 12 eilé¢ moduliu 13 yra 3, o kuriy 4.

Sprendimas. a) Pirminiai 43 — 1 = 42 dalikliai yra 2, 3, 7. Tikrinant, ar skai¢ius g yra
primityvioji $aknis, pakanka nagrinéti laipsnius gz_z = g1, g43_2 =g ir gg = g°. Vietoj
duotyjy skaiCiy galime imti 7, —38+43 =5, 187 —43-4 =15, 3829 —43-89 = 2.
Skaiciai 7, 187, 3829 néra primityviosios Saknys moduliu 43, o —38 yra, nes

76 = 1521 = 2% = 1 (mod 43),
56 =16 (mod 43), 5 =36 (mod43), 52! =42 (mod 43).



10.

b) Laipsnio 2%, kura = 1, 2, 3, ..., 12, eilé moduliu 13, yra maziausias nattralusis k, kuriam
skaiCius ak dalijasi i§ 12. Atitinkamai k = 12, 6, 4, 3, 12, 2, 12, 3, 4, 6, 12, 1. Taigi laipsniy
2* ir 28 eilé yra 3, o laipsniy 23 ir 2° eilé yra 4. Tokios yra ir $iy keturiy laipsniy atitinkamy
dalybos i§ 13 liekany 3, 9, 8, 5 eilés. Kity natiiraliyjy skaiciy nuo 1 iki 12 eilés moduliu 13
sutampa su kity laipsniy 2%, kur a = 1, 2, 3, ..., 12, eilémis, taigi nelygios 3 arba 4.

Ats.: a) —38; b) 2%, 28, 3, 9 (eilé 3); 23, 29, 8, 5 (eilé 4).

Duota, kad 3 yra primityvioji Saknis moduliu 31. Jrodykite, kad viena i§ lygc¢iy
x1%=31y+25 x”=31y+10, x%=31y+13

neturi sveikyjy sprendiniy (x,y). Kitoms dviem lygtims nustatykite visas galimas reikSmes

n=1,2,3, .., 30, sukuriomis lygtis turi sveikajj sprendinj (x,y) = (3", y).

Sprendimas. Visose trijose lygtyse x Z 0 (mod 31), ir galime tarti, kad x = 3™ (mod 31),
kurn =1, 2, 3, .., 30. Tada x1° = 319" = (3°)2" = (-5)?" = 25" (mod 31), o skai¢iaus 25
laipsniai generuoja tik tris dalybos i§ 31 liekanas: 25,5, 1, 25, 5, 1, .... Tad x1° # 13 (mod 31)
— treCioji lygtis sveikyjy sprendiniy (x, y) neturi. Taéiau turi pirmoji: 25" = 25 (mod 31), kai
n=147,10,13,16,19, 22, 25, 28, 31, .... Spresdami antraja lygti, gauname

10=x"=3"=(3-33-33)" = (3-(=4) - (—=4))" = 17" (mod 31).
Lyginys 17" = 10 (mod 31) teisingas, jau kai n = 2. Kad kiti n nuo 1 iki 30 netinka, galima
patikrinti tiesiogiai arba pastebéjus, kad 37, taigi ir 17 yra primityviosios $aknys moduliu 31.
Ats..n=1,4,7,10,13,16, 19, 22, 25, 28 (pirmoji lygtis); n = 2 (antroji lygtis).

Skai¢ius a < 391 natiiralusis ir tarpusavyje pirminis su 391. Padalijus skai¢iy a3! i§ 391 su
liekana, gauta lickana b — pranesimo a §ifras. Padalijus skai¢iy b*>° i§ 391, gauta lickana c.
Irodykite, kad ¢ = a, t.y. kad skai¢iy a, uzsifruotg skai¢iumi b, nurodytu biidu galima issifruoti.
UzZuomina. Raskite ¢(391).

Irodymas. Kadangi skaiGius a yra tarpusavyje pirminis su n = 391, tai a®™ = 1 (mod n).

Cia n=17-23, ¢(n) = 16 - 22 = 352. Kadangi b = a®! (mod n) ir ¢ = b*>° (mod n), tai
c = (a3 = a*9%2° = (a®*)™ . a =1 - a = a (mod n).

Taigi a ir ¢ dalybos i§ n liekana ta pati. Taciau c yra tarp 0 ir n — 1 (dalybos liekana), kaip ir a
(duota). Tad a ir ¢ abu lygiis savo dalybos i§ n tai paciai liekanai, a = c. Tai ir reikéjo jrodyti.

Pastaba. Bendruoju atveju RSA sistemoje vietoj 391 imamas toks n = pq, kur p ir q yra
skirtingi pirminiai skaiciai, o vietoj 31 ir 159 — naturalieji u ir v, kuriems uv = 1 (mod <p(n)).
Natiraliojo a < n, nesidalijancio i§ p arba q, Sifras yra a* dalybos is n liekana b. Pranesimas a
vél gaunamas i8 Sifro b kaip skaiCiaus bV dalybos i§ n lickana (bendras jrodymas analogiskas
duotajam). RSA sistemos raktai sukuriami, pasirinkus skaicius p, q ir u, tada apskai¢iavus n ir
() = (p — 1)(g — 1), parinkus tinkamg v. UzSifruojant a, galima nezinoti p, q ar v, pakanka
zinoti tik n ir u. Sie du skaidiai siun¢iami, kad biity panaudoti Sifravimui, ir sudaro sistemos
vie$aji rakta. Bet privatusis raktas v slepiamas, zinomas tik i$§ifruojant atsiystajj Sifrg b. Taigi
duomeny vagis gali perimti siunc¢iamus skai¢ius n, u ir b, bet ne v. Jei skaiciai p ir q labai dideli
(o tokie ir parenkami), tai néra veiksmingo biido, kaip juos rasti, Zinant n, t. y. kaip iSskaidyti n
pirminiais daugikliais: jprasta galimy n pirminiy dalikliy perranka net kompiuteriui uztrunka per
ilgai. Neturédamas p ir q, vagis negali rasti ¢(n), pagal u nustatyti v, tada pagal b nustatyti a,
taigi negauna norimy pavogti duomeny. Tuo ir yra pagrjstas RSA sistemos saugumas.



BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

maziausioji reikSme
f=D =1,
didZiausioji reikSme

£(1,5) = 7,25

(x,y,z) = (—4+t, 55-2t, t), 3
teR x € (—oo; 2] MN=AB—§AD




