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IV. DAR KARTA APIE TRIKAMP]
(2024-2026)

Teorine medzZiaga parengé ir ketvirtaja uzZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Trikampis — pati paprasCiausia plokStumos geometrin¢ figlira, apie trikampius mokytis
pradedame nuo pirmyjy geometrijos pamoky ir jy savybes nagrin¢jame kiekvienoje klaséje. Atrodo,
kad apie trikampius zinome labai daug, bet Si uzduotis supazindins Jus su dar nezinomais trikampio
geometrijos faktais.

Primename keletg trikampio ir jo elementy savybiy, kurias suzinojote matematikos pamokose.

1) Trikampio kampy suma lygi 180°; trikampio prickampis lygus jam negretutiniy trikampio
kampy sumai.

2) LygiaSonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygts, aukstiné nubrézta j jo pagrindg yra ir
trikampio pusiaukampiné, ir trikampio pusiaukrasting.

3) Stac¢iojo trikampio smailiyjy kampy suma lygi 90°; jzambinés kvadratas lygus statiniy
kvadraty sumai.

4) Trikampio pusiaukampinés susikerta viename taske, kuris yra jbrézto j trikampj apskritimo
centras. Trikampio pusiaukampiné dalija krasting j dalis, proporcingas prie jy esancioms trikampio
krastinéms: jei atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukamping, tai BD : DC = AB : AC (1 pav.).

A

D
1 pav. 2 pav.

5) Trikampio pusiaukrastinés AA;, BB; ir CC; susikerta viename taSke M ir AM : MA; = BM :
MB; =CM : MC; = 2 : 1(2 pav.).

6) Trikampio aukstinés susikerta viename taske, kuris vadinamas trikampio ortocentru.

7) Apie trikampj apibréziamas apskritimas, kurio centras yra trikampio kraStiniy vidurio
statmeny sankirtos taskas; apie statyjj trikampj apibrézto apskritimo centras yra jzambinés vidurio
taskas.

8) Trikampio ABC krastiniy AB ir AC vidurio taskus M ir N jungianti atkarpa vadinama
trikampio vidurine linija, ji yra lygiagreti atkarpai BC ir lygi jos pusei.

9) Trikampiy lygumo pozymiai:

9a) trikampiai ABC ir A'B'C’ yra lygis, jei lygios jy atitinkamos krastinés AB = A'B’ , AC =
A'C' ir jy sudaromi kampai £BAC = £B'A'C’;

9b) trikampiai ABC ir A'B'C’ yra lygiis, jei lygios jy atitinkamos krastinés AB = A'B’ ir prie jy
esantys kampai £CAB = £C'A'B’, 2.CBA = «C'B'A’;

9¢) trikampiai ABC ir A'B'C’ yra lygis, jei lygios jy atitinkamos krastinés AB = A'B" , AC =
A'C'ir BC = B'C’,



Trikampiai ABC ir A'B'C’ yra panasSieji, jei jy atitinkami kampai lygis, o prie§ juos esancios
krastinés proporcingos: £A = £A', £B = «B’, «C = +(C’, A8 A B Trikampiy panaSumo
AIBr ArCr BICr

pozymiai yra §ie:

10a) trikampiai panasieji, jei vieno jy du kampai lygiis atitinkamiems kito trikampio dviem
kampams: AABC~AA'B'C' , jei 2A = £A', «B = ¢£B'".

10b) trikampiai panaSieji, jei vieno jy kampas lygus atitinkamam kito trikampio kampui, o
krastinés, sudarancios tuos kampus, yra proporcingos: AABC~AA'B'C’ , jei £A = £A', % = %.

10c) trikampiai panasieji, jei jy atitinkamos krastinés proporcingos: AABC~AA'B'C' , jei % =
AC _ BC
Arcr . BiCr

Priminsime svarbiausias trikampio metrines priklausomybes.

11) Trikampiui A4BC teisinga lygybé AB? = AC? + BC? — 2AC - BC cos 2C (kosinusy

teorema).

12) Jei R — apibrézto apie trikampj ABC apskritimo spindulys, tai S_BC =2¢ -2 _9p

inzA sin 4B sinzC

(sinusy teorema).

13) Trikampio ABC plotas lygus krastinés ir | ja nubréztos aukstinés sandaugos pusei: S = %a :

hq = %b “hy, = %C - h.. Be to, skai€iuojant trikampio plota daznai taikomos lygybés S = %AB “AC -

sinzA = %AB *BC -sin«B = %AC BC-sinzC, S=\p(p—a)(p—b)(p—c), Gap= %(a +
b + c¢) — trikampio pusperimetris.

1 pavyzdys. Lygiasonio trikampio Soninés krastinés ilgis lygus b. Nubréztos trikampio kampy
prie pagrindo pusiaukampinés, o atkarpa tarp pusiaukampiniy ir Soniniy kraStiniy sankirtos tasky lygi
m. Rasime trikampio pagrindo ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiasonio trikampio ABC Soninés krsastinés AB = AC =
b, atkarpos BD ir CE yra kampy prie pagrindo pusiaukampinés, o DE = m A
(3 pav.). I8 trikampiy BEC ir CDB lygumo iSplaukia, kad BE = CD, taigi
ir AE = AD, tod¢l trikampis ADE yra lygiaSonis ir panaSus ] duotaj]

AB'ED E

trikampj. IS panaSumo gauname, kad 25— Q, taigi BC = ——. Kita
AB~ BC AE

vertus 1§ trikampio pusiaukampiniy savybeés (4 teiginys) iSplaukia lygybé

AE _ AC . __ EB'AC _ (AB-AE)AC . . et
5 = e todél BC = T TR Sulyging gautasias BC iSraiskasir B 3 pav,
jrase salygoje duotus atkarpy ilgius, gauname lygybe bm = (b — AE)b, i8
kurios randame, kad AE = b — m. Taigi BC = lf_—mm.
Sakykime, kad trikampio ABC krastiniy  ilgiai AB =c¢, AC =b, BC =q,

o krastinéje BC yra taSkas D, kuris dalija $ig krasting j atkarpas BD = m, DC = n Rasime atkarpos
AD ilgid (4 pav.).



Nubrézkime trikampio ABC aukSting AH = h. Taikydami trikampiams ABH, ADH ir ACH
Pitagoro teoremg, gauname, kad AB? = AH? + HB?, AD? =

DH? + HA?, AC? = CH? + AH?. Pazymékime HD = p, tuomet A
c? =h%+ (m+p)? ir h? = d? — p?. I ¢&ia seka, kad
c?2=d?*—p*+ (m+p)? =d*+m?+ 2pm.
Kadangi CH = n — p, tai i8 lygybés AC? = AH? + CH? seka, kad B D K C
b?=d?* —p?*+ (n—p)* =d?>+n*—2np. I§ gautyjy lygybiy 4 pav.

iSplaukia, kad c?n = d?n + nm? + 2pmnirb?>m = d*m + n*m —
2mnp. Sudéje $ias lygybes, gauname, kad c?n + b?m = d?(m + n) + mn(m + n). Kadangi m +

2 200
n = a, taii§ ¢ia iSplaukia, kad d? = M . Taigi gavome atkarpos AD ilgio formule

d= ’czn+b2;n—amn (1)

Gautoji formulé¢ yra vadinama Stiuarto formule (Mathew Stewart (1717 —1785) — Skoty
matematikas)

Atskiri Sios formulés atvejai yra trikampio pusiaukrastiniy ir pusiaukampiniy ilgio formulés. Jei
atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukrasting, tai BD = DC = g, taigi gauname tokig

pusiaukrastinés ilgio formule

AD =227 + 2cZ — aZ. )
Pagal trikampio pusiaukampings savybe, pusiaukampiné AD dalija trikampio krasting BC | dalis,
. . BD AB v ..om _c _ _ ac _ ﬂ
kuriy santykis lygus = a0 I8 lygybiy =, min=a randame, kad m = b M=
[raSe Sias reikSmes j (1) lygybe ir atlike veiksmus gauname, kad

AD — c?ab® + c3ab + b3ac + b?ac? —a’bc _ |abc(b? + c? + 2bc — a?)
B a(b + c)? B a(b + c)?
B Jbe((b + ¢)% — a?) B Jbe(b+c—a)(b+c+a)
B b+c B b+c '

Taigi trikampio pusiaukampinés ilgis skai¢iuojamas pagal formule

D= Jbe(b+c—a)(b+c+a)
- b+c ’

A

Sakykime, kad ] trikamp; ABC jbréztas apskritimas trikampio 4
krastines AB, AC, BC liecia atitinkamai taskuose D, E, F (5 pav.). Pagal
apskritimy liestiniy 1§ vieno taSko savybes gauname, kad AD = AE, E
BD = BF, CE = CF. Jei p yra trikampio ABC pusperimetris, tai i§
lygybés AB + AC + BC = 2p iSplaukia lygybé 2AD + 2BF + 2CE =
2p, taigi AD + BF + CE = p. Kadangi BF + CE = BF + FC = BC, tai F
AD = AE = p — BC = p — a. AnalogisSkai gaunamos ir lygybés BD = 5 pav.
BF =p—b, CE=CF =p—c.

2 pavyzdys. [bréztas | statyjj trikampj apskritimas lieCia jzambing taske, kuris dalija jzambing
santykiu 2 : 3, trikampio perimetras lygus 36. Rasime trikampio krastiniy ilgius.

Sprendimas. Sakykime, kad j statyjj trikampj ABC jbréztas apskritimas jzambing AB liecia taSke
D, o statinius AC ir BC — taskuose E ir F (6 pav.). Zymékime AD = AE = 2x, BD = BF = 3x,
tuomet AB =5x, CE=CF =p—AB =18 —-5x, AC = AE + CE =18 —-3x, BC = BF +

3



FC = 18 — 2x. I§ Pitagoro teoremos iSplaukia lygybé (18 — 3x)? + (18 — 2x)? = (5x)?. Pertvarke
gauname lygtj x% + 15x — 54 = 0, kurios teigiamoji Saknis yra x = 3.Taigi AB =15, AC =
9, BC =12.

A
AN 2x
2x D \ B c
E{ -0 x F
E 0
¢ F 3x B
6 pav. 7 pav.

Apskritimas, kuris lie€ia vieng trikampio krasting ir kity dviejy krastiniy tgsinius, yra vadinamas
trikampio pribréztiniu apskritimu. Sio apskritimo centras yra vieno trikampio kampo pusiaukampinés
ir kampy, gretutiniy kitiems trikampio kampams pusiaukampiniy sankirtos taskas. 7 pav. nubrézto
apskritimo, kuris liecia krasting BC taSke D, krastinés AB tesinj — taSke E, o krastinés AC tgsinj —
taske F, centras O yra trikampio kampo A pusiaukampinés ir kampy CBE bei BCF pusiaukampiniy
sankirtos taskas. Pagal i§ vieno tasko nubrézty apskritimo liestiniy savybes BD = BE, CD = CF,
AE = AF. Akivaizdu, kad AE = AB + BE, AF = AC + CF, tod¢l AE + AF = 2AE = AB + AC +
(BD + CD) = AB + AC + BC = 2p. I8 cia iSplaukia, kad atkarpy AE ir AF ilgiai lygis trikampio
ABC pusperimetriui.

3 pavyzdys. | trikampj ABC jbréztas apskritimas kraSting BC liecia taske D, Sio apskritimo
spindulys lygus 3. Apskritimas, kurio spindulys lygus 4, taske E liecia krasting BC ir krastiniy AB
bei AC tesinius. Rasime atstumg DE, jei trikampio ABC kampas C lygus 120°.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra ] trikampj ABC jbrézto apskritimo centras, o taskas Q
yra pribréztinio apskritimo, lieciancio krasting BC ir kity trikampio krastiniy tesinius, centras (8 pav.).
Kadangi OC yra kampo ACB pusiaukampiné, tai ZOCB = 60°. I§ sta¢iojo trikampio OCD randame,

ob _ B , __oc_ _ 3 _ - ~1 0 _
kad — =1tg £0CD =tg+0CD,todél CD = tg600 V3 V3. Kadangi £QCB = 2 (180
QE

tg 300

£ACB) = 309, tai i§ staciojo trikampio QCE iSplaukia, kad % =tg £QCB,tod¢l CE =

% = 7% = 4V3. Taigi DE = CE — CD = 4V3 - V3 =3V3.
3

8 pav.



Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukamping, o krastinéje BC yra taskai E ir F,
be to, tieséje AD yra kampo EAF pusiaukampiné (9 pav.), tai atkarpos AE ir AF vadinamos
jungtinémis. Aisku, kad jungtinés atkarpos sudaro vienodus kampus su trikampio pusiaukampine

2LEAD = £FAD, o taip pat ir su trikampio krastinémis ZBAE = £CAF. Jei atkarpos AE ir AF yra
2
jungtings, tai % . % = %. Irodysime $ig lygybe. Jei trikampio ABC aukstiné AH = h, tai dviem

budais skai¢iuodami trikampio BAE plota, turime lygybe BE - h = AB - AE - sin £BAE. AnalogiSkai
dviem budais skai¢iuodami trikampio CAF plota, gauname, kad CF -h = AC - AF - sin £CAF.

Kadangi 2BAE = £CAF, tai i$ gautyjy lygybiy seka, kad % = % . %. AnalogiSkai
A A
! \ . B + O
HEDF ¢ FDE
9 pav. 10 pav.
skai¢iuodami trikampiy ABF ir ACE plotus, gauname lygybes BF - h = AB - AF - sin £BAF ir CE -
h = AC - AE - sin £CAE. Kadangi ZBAF = £CAE, tai i§ ¢ia turime lygybe — = =% -=_. Taigi

BE BF _BE BF _AB AE AB AF _ AB? (2

CF EC EC FC AC AF AC AE  AC?  b?
Atkarpa, kuri yra jungtiné su trikampio pusiaukrastine, vadinama trikampio simediana. Jei

atkarpa AE yra trikampio ABC pusiaukrasting, o atkarpa AF — jo simediana (10 pav.), tai BE = EC,
2
taigi i$ ka tik jrodytos lygybés seka, kad g = %.

4 pavyzdys. Sakykime, kad taSke X susikerta apibrézto apie trikampj ABC apskritimo liestinés,
nubréztos taSkuose B ir C (11 pav.), ties¢ AX kerta trikampio krasting BC taske D. Jrodysime, kad
atkarpa AD yra trikampio simediana.

Sprendimas. Sakykime, kad apibrézto apie trikampi ABC apskritimo liestinés, nubréztos
taskuose B ir C, susikerta taske X, ties¢ AX kerta trikampio krasting BC taske D,
o apskritimg — taske S. Sakykime, kad kraStinés BC taSkas M yra toks, kad

atkarpos AD ir AM yra jungtinés, t. y. ZBAD = £CAM, o £BAM = £CAD.

. . . . . BM

Taikydami sinusy teoremg trikampiams BAM ir CAM gauname, kad i

AB cM AC in LBAM b sin .BAM .

. , = = — , t.y. BM = e om = =222 Kadangi
sinZAMB "~ sin £CAM sin ZAMC sin LAMB sin£ZAMC

ZAMB + ZAMC =180, tai sin ZAMB = sin ZAMC, todel

BM  csin ZBAM _ csin LCAX
CM bsin LZCAM  bsin ZBAX
BM  ¢CS

sinusy teoremg sin ZCAX = sin £CAS = g, sin£ZBAX = sin4ZBAS = 2, taigi — = —. Pagal
2R 2R CM ~ bBS

kampo tarp liestin€s ir stygos savybe £XBS = £ABS, tod¢l trikampiai ABX ir BSX yra panasieji, t.

2B =& K ¢ia gauname, kad BS = Aiﬁx. Analogiskai £SCX = 2CBS, trikampiai CAX ir SCX

Y BS BX’

. Jei R - apibrézto apie trikampj ABC apskritimo spindulys, tai pagal

o e L CA __AX . . CA-CX . . D N
yra panasieji, todel o= op o taigi CS = —x Kadangi pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno



y . BM _ cCS _ cCA
tasko, savybes BX = CX, tai — = L
CM ~ bBS bCB
vidurio taskas, taigi atkarpa AD yra jungtiné pusiaukrastinei AM, tod¢l ji yra simediana.
Jei trikampio kampas A statusis, tai liestinés taSkuose B ir C yra lygiagrecios, todél tasas X

neegzistuoja. Tuomet simediana yra trikampio aukstiné AH, nes i$ trikampiy ABH ir CAH turime
BH _ AHctgsB _ ctgeB  AB?
CH =~ AHctgzC ~ ctgeC  AC?'

= 1. IS cia seka, kad taSkas M yra krastinés BC

5 pavyzdys. Trikampis ABC yra smailusis, taskas X yra toks, kad ZABX = £CAX ir £ACX =
£BAX. Irodysime, kad ties¢je AX yra trikampio simediana.

Sprendimas. Sakykime, kad taSkas X yra trikampio ABC viduje o ties¢ AX kerta trikampio
krasting BC taske D (12 pav.). I§ trikampio priekampio savybiy seka, kad ZBXD = 2CXD, t.y., tiesé

XD yra kampo BXC pusiaukampiné. I§ trikampio pusiaukampinés savybés gauname, kad % = g.
IS trikampiy ABX ir CAX panaSumo turime santykius % = % ir % = %, 1§ kuriy gauname, kad % =
2
% = %, t. y., atkarpa AD yra trikampio simediana. Analogiskai jrodome ir tuo atveju, kai taskas X
yra trikampio iSoréje (13 pav.).
A
A
B S C
“—— ~C
B D X
12 pav. : 13 pav.
KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. LygiaSonio trikampio ABC AB = AC = 18, BC = 12, atkarpos BD ir CE yra trikampio ABC
aukstinés. Raskite atkarpos DE ilgj.

2. Trikampio krastiniy ilgiai AB = 6, AC = 8, BC = 7, jo pusiaukampinés AD ir BE susikerta
taske M. Raskite atkarpy AM ir MD ilgius.

3. Trikampio ABC krastinés AB ilgis lygus 2, pusiaukrastinés BD ilgis lygus 1, kampo BDA
didumas lygus 30°. Raskite trikampio ABC plota.

4. [ statyjj trikampj jbréztas apskritimas liecia vieng statinj taske, kuris dalija tg statinj j atkarpas,
kuriy ilgiai lygiis 6 ir 10. Raskite trikampio ABC plota.

5. Staciojo trikampio statiniy ilgiai lygtis 5 ir 12. Raskite atstuma tarp i trikampj jbréZto ir apie
trikampj apibrézto apskritimy centry.

6. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB =7,AC =9, BC = 12. Apskritimas lie¢ia trikampio
krasting BC taske D, krastinés AB tesin] — taske E, o krastinés AC tesin] — taske F. Raskite
atkarpy EF ir ED ilgius.



7. 1 trikampj ABC, kurio kraStiniy ilgiai AB = 10,AC = 12, BC = 6, jbréztas apskritimas. To
apskritimo liestin¢ kerta krasting AB tasSke K, o krasSting AC — taske L. Raskite trikampio AKL
perimetra.

8. Trikampis ABC lygiaSonis (AB = BC), atkarpos AA’ ir BB' jo pusiaukampinés. Raskite
trikampio kampus, jei AB’ = BA'.

9. Apie trikampj ABC apibrézto apskritimo liestinés taSkuose B ir C susikerta taske E, tiesés BC
ir AE kertasi taske D. Raskite atkarpy BD ir CD ilgius, jei AB = 16, AC = 12, BC = 15.

10.  Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 6, AC = 8, BC = 7. Vienas apskritimas eina per taskus
A ir B ir taske A lie¢ia ties¢ AC, kitas apskritimas eina per taskus A ir C ir taske A lieCia tiese
AB. Ty apskritimy bendra styga kerta krasting BC tasSke D. Raskite santykj BD : DC.

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2025 m. geguzés 13 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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