73-i0ji Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada

Salies etapo uzduotys ir sprendimai

Edmundas Mazétis ir Aivaras Novikas

9-10 klasés

1. ISspreskite lygti
22+ 11z —6 26z

2—x—-6 12—6

Pirmasis sprendimas. Pastebékime, kad x = 0 néra lygties sprendinys. Padalykime

abiejy trupmeny skaitiklj ir vardiklj is x:
r+11 — 621 26

xr—1—6x"1 1z —6x 1

Taigi
y+11 26 .. 1
= —, Cla y=x—061r ;
y—1 y
y(y +11) = 26(y — 1), y* — 15y + 26 = 0,
y=2 arba y=13.
Jei y = 2, tai
r—6z7t =2, 22 —22—6=0, r=1++7.
Jei y = 13, tai

L 13+/193

r — 621 =13, 2> — 13z — 6 =0, 5

Keturios gautosios x reiksmeés yra duotosios lygties sprendiniai.

Antrasis sprendimas. Pazymékime z = 22 — 6 ir pertvarkykime duotajg lygti:

1z 26
PRI DT 4 1la) = 26a(z —x), 22— 15z + 2627 = 0.
Z—XT z

Jei gautojoje lygtyje x = 0, tai vienu metu z =0 ir z = 22 — 6 = —6. Taigi x # 0, ir
gautaja lygti galime padalyti i§ 22
y> — 15y +26 =0, kur y:i:x—&v’l.
x

Toliau atsakyma gauname kaip pirmajame sprendime.

13 + /103
Ats.: =147, .



2. Smailiojo trikampio ABC krastinése BC' ir AB atitinkamai pazyméti tokie tas-
kai D ir H, kad AD yra sio trikampio pusiaukrastiné, o C'H — jo aukstiné. Atkarpos AD
ir CH kertasi taske K. Atkarpoje AD pazymétas toks taskas N, kad AN = BN.
Nustatykite santykio AK : DN reikSme.

Sprendimas. 18 tasko N | atkarpa AB nuleiskime statmenj NFE. Lygiasonio tri-
kampio ABN (AN = BN) aukstiné NE yra ir jo pusiaukrastine, AF = BE. Taigi
atkarpa DFE yra trikampio ABC' vidurio linija, ir

AC:DE =2,  AC| DE,
taip pat CH || NE (statmenys tiesei AB).

A

B D C

Kampy DEN ir ACK atitinkamos krastinés lygiagrecios, todél ZDEN = ZACK.
Kadangi tiesés DE ir AC yra lygiagrecios, tai ZEDN = ZCAK (priesiniai kampai;
zr. pav.). Vadinasi, trikampiai DEN ir ACK yra panasSieji pagal du kampus, ir

AK : DN = AC : DE = 2.
Ats.: AK : DN = 2.

3. Is 25 vienetiniy langeliy sudaryta 5 x 5 lentelé. Ja galima dengti

tokiomis keturiy vienetiniy langeliy figuromis, kaip parodyta paveikslé-

lyje. Kiekviena figura turi dengti keturis lentelés langelius, kad figtiros ir

lentelés langeliy krastinés sutapty. Figuros gali persidengti, jas galima

sukti ir apversti, bet kiekvieng lentelés langelj gali dengti daugiausiai

dvi figuros. Kiek daugiausiai lentelés langeliy galima taip uzdengti?




Sprendimas. Nagrinékime du figury iSdéstymus, parodytus paveikslélio kairéje. Jei
lentelé uzdengta dviem tokiais figury sluoksniais, tai kiekvieng lentelés langelj, iSskyrus
neuzdengta vidurinj, dengia viena arba dvi figuros. Taigi nurodytu budu jmanoma

uzdengti lentelés 24 langelius.

Irodysime, kad lentelés visy 25 langeliy nurodytu budu uzdengti nejmanoma. Kai
kuriuos lentelés langelius nuspalvinkime, kaip parodyta paveikslélio desinéje. Tada
kiekviena dedama figura uzdengia po viena pilkaji ir juodajj langelius. Yra keturi pil-
kieji langeliai. Kadangi kiekviena is juy gali dengti daugiausiai dvi figuros, tai gali buti
panaudotos daugiausiai 4 - 2 = 8 figuros. Kiekviena figira dengia tik vieng juodajj lan-
gelj, todél nejmanoma uzdengti visy 9 juoduyjy langeliy. Vadinasi, bent vienas lentelés
langelis neisvengiamai liks neuzdengtas.

Ats.: galima uzdengti daugiausiai 24 langelius.

4. Skaic¢iy n vadinkime puikiuoju, jei tai naturalusis skaic¢ius, kuriam n + 1 dalijasi
i§ [n]+ 1.
a) Nustatykite visus puikiuosius skai¢ius n, kuriems [/n| = 44.
b) Irodykite, kad jei skaiCius n puikusis, n > 4, tai (n—1)(n—3) dalijasi i$ [\/n]—1.
Pastaba. Cia [/n] Zymi skaic¢iaus v/n sveikaja dalj, t. y. didZiausia sveikajji skaiciy,
ne didesnj uz /n.

Sprendimas. a) Tarkime, kad skaic¢ius n puikusis, [\/n]| = 44. Tada n + 1 dalijasi
is 45, ir
44 < \/n < 45, 1936 < n < 2025, 1937 < n+ 1 < 2025.
Intervale [1937;2025] yra du sveikieji skaiciai, besidalijantys i 45:
2025 = 452, 1980 = 44 - 45.

Taigi n = 2024 arba n = 1979. Abu Sie skaiciai tenkina uzdavinio salyga.
b) Tarkime, kad skai¢ius n > 4 puikusis. Pazymékime m = [\/n]. Cia v/n > 2, tad
m > 2. Tada n + 1 dalijasi is m + 1, ir

m<vn<m+1, m? <n < (m+1)? m?*<n+1<(m+1)>%



Skaiciaus m + 1 kartotinis n + 1 yra didesnis uz m*> — 1 = (m + 1) - (m — 1), bet ne
didesnis uz (m +1)> = (m +1) - (m + 1). Todel

n+l=(m+1)-m=m>+m aba n+1l=(m+1)-(m+1)=m>+2m+1.
Skaicius (n — 1)(n — 3) atitinkamai lygus
(m*+m —2)(m*+m—4) = (m—1)(m+2)(m* +m — 4)

arba
(m? 4+ 2m — 1)(m* +2m — 3) = (m* + 2m — 1)(m — 1)(m + 3).
Abiem atvejais skaicius (n —1)(n — 3) yra skai¢iaus m —1 > 1 ir kito sveikojo skai¢iaus
sandauga, tad dalijasi iS m — 1. Tai ir reikéjo jrodyti.
Ats.: a) n = 1979, 2024.

11-12 klasés

1. ISspreskite lygciy sistema

(y+2)y+2+1t)

) NERRVE:

() ttta)
2 _ \/E\S/@
S (tta)(ttaty)

2 _ XY - TYz

(x+y)(x+y+2)

2 Yz - Hyzt

Sprendimas. Tarkime, kad (z,y, z,t) yra duotosios sistemos sprendinys. Jei z = 0,
tai t = 0 (ketvirtoji lygtis). Tada treciojoje lygtyje trupmenos vardiklis lygus 0. Taigi
x # 0 ir analogiskai y, z,t # 0. Kadangi visi posakniai yz, zt, tx, xy turi buti teigiami,
tai skaiciai z, y, z, t turi buti to paties zenklo. Jei jie neigiami, tai kiekvienos lygties
kairioji puse teigiama, o desinioji neigiama. Vadinasi, x, y, z, t > 0.

Teigiamiems skaic¢iams galime taikyti aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe:

2
y+z y+z+t 2y+z) 3y+z+t) 6 V6 6

Analogiskai y, z,t < ?.

Duotosiose lygtyse trupmeny skaitikliy sandauga lygi

\/x2y222t2 . \‘"’/x3y3z3t3 = 2%y2 2% > 0.




Siy trupmeny (teigiamus) vardiklius i$ eilés pazymékime a, b, ¢, d. Cia a = (y + 2)(y +
+ z 4 t) ir t. t. Sudaugine keturias duotasias lygtis, gauname

2,2 ,242
viy? % = % (z%y* 2%t > 0), abed = 1.
Kita vertus,
2V6 V6 3v6 V6 V6 V6
+ag == fr+t< o= ag oo
Y R Y 6 2 32
Analogiskai b,c,d < 1. Be to, jei bent vienas i skaiciy x, y, 2z, t mazesnis uz %, tai

bent vienas is skaiciy a, b, ¢, d mazesnis uz 1. Tada 1 = abed < 1 — priestara. Vadinasi,
r=y=z=1= %. Nesunku patikrinti, kad Sios reikSmeés tenkina duotaja sistema.

Ats.: (z,y,2,t) = (?, %, %, %).

2. 7r. 9-10 klasiy 2 uzdavinj.

3. Naturalyjj skaic¢iy n vadinkime geru, jei jo desimtainéje iSraiskoje dvejety yra
daugiau nei penkety, ir blogu, jei jo deSimtainéje israiskoje penkety yra daugiau nei
dvejety. Pavyzdziui, skaicius 2025 yra geras, skaic¢ius 543 blogas, o skaiciai 25852 ir 67
nei geri, nei blogi. Yra a gery naturaliyjy skaiciy ir b blogy naturaliyjy skaiciy, mazesniy
uz 202500. Nustatykite skirtumo a — b reiksme.

Sprendimas. Skaic¢iaus desimtainéje iSraiskoje kiekviena dvejety pakeite penketu ir
atvirkséiai, iS gero skaiciaus gauname bloga, o iS blogo — gera. Taigi visi geri ir blogi
skaiciai suskirstomi poromis. Kiekvienoje poroje geras ir blogas skaiciai turi po tiek
pat skaitmeny. Atskiru atveju poromis suskirstomi visi geri ir blogi skaiciai nuo 1 iki
99999 ir, analogiskai, nuo 100000 iki 199999. Todél intervale [1;200000) gery ir blogy
skaic¢iy yra po lygiai. Taigi a — b = a1 — by, kur a; ir b; atitinkamai parodo, kiek gery
ir blogy skaiciy yra nuo 200000 iki 202499.

Tegu n yra geras arba blogas skaic¢ius nuo 200000 iki 202499. Nagrinésime tris atvejus.

1) Tegu n = 200ABC. Tada arba visi trys skaitmenys A, B, C lygus 5, arba du i§
ju lygus 5, o likes skaitmuo nei 2, nei 5, arba vienas lygus 5, kitas 2, o treéias nei 5,
nei 2, arba vienas lygus 5, o kiti du lygus 2, arba joks i$ skaitmeny A, B, C nelygus 5.
Atitinkamai gauname vieng blogg, 8 - 3 = 24 blogus, 8 - 6 = 48 gerus, tris gerus ir
9% = 729 gerus skaicius.

2) Tegu n = 201ABC. Tokiy gery ir blogy skai¢iy yra po tiek pat kaip 1) atveju.

3) Tegu n = 202ABC, A < 5. Sie 500 skaiciy geri, iSskyrus 4 skai¢ius n = 202A55,
A =0, 1, 3, 4, kurie néra nei geri, nei blogi. Gauname 500 — 4 = 496 gerus skaicius.

Vadinasi, a —b=a; — by = (48 +3 +729) - 2+ 496 — (1 + 24) - 2 = 2006.

Ats.: a — b = 2006.



4. Naturaliojo skaiciaus m deSimtainés iSraiskos skaitmeny suma Zymékime S(m).

Nustatykite visas galimas naturaliasias & reiksmes, mazesnes uz 30, kurioms lygtis
S(n) + k= 5(23n) + S(77n)
turi bent viena naturalyjj sprendinj n.

Sprendimas. Kadangi kiekvienas naturalusis skaicius m dalijasi iS 9 su ta pacia
liekana kaip ir jo skaitmeny suma, tai S(n) + k dalijasi i$ 9 su ta pacia liekana kaip
n+k, 0. S(23n) + S(77n) — su ta pacia lickana kaip 23n + 77n = 100n = 99n + n,
taigi kaip skaic¢ius n. Vadinasi, jei duotoji lygtis turi naturalyjj sprendinj n su kokiu
nors k € [1;30), tai skaiCiai n + k ir n dalijasi i$ 9 su ta pacia liekana, o ju skirtumas k
dalijasi is 9. Todél gali tikti tik £ = 9, 18 arba 27.

Lygtyje irase, pavyzdziui, n = 1 ir n = 11, gauname k = 18 ir k = 27. Taigi Sios k
reiksmeés tinka. Jrodysime, kad duotojoje lygtyje likusi reikSmé k = 9 yra negalima.

Tarkime, kad duotoji lygybe teisinga, kai k = 9, skaic¢ius n naturalusis. Nemazindami
bendrumo tarkime, kad n nesidalija iS 10. Priesingu atveju galétume n sumazinti,
nubraukdami jo desimtainés iSraiskos gale esancius nulius ir nepakeisdami S(n), S(23n),
S(77n), tad duotoji lygybe likty teisinga.

Nagrinékime skaiciy a = 23n ir b = 77n sudétj stulpeliu. Sumos a + b = 100n
skaitmenys gaunami sudedant atitinkamus démeny skaitmenis, galbut kartais paliekant
mintyje 1 ir pridedant kitoje skiltyje. Kaskart, kai palickame mintyje 1, tai i$ turimo
skai¢iaus 14 = 10 + A atimame 10, rasydami tik skaitmenj A, o tolimesnéje skiltyje
papildomai pridedame 1 (gaudami suma, ne didesne nei 9+ 9+ 1 < 20, tad vél mintyje
palikdami daugiausiai 1). Todél

S(a+b)=S(a)+Sb)—10l+1-1=S(a)+ S(b) — 9,

kur [ parodo, kiek karty sudéties stulpeliu metu palikome mintyje 1.

Skaicius a + b = 100n baigiasi dviem nuliais, ir S(a 4+ b) = S(n). Skaiciai a = 23n
ir b = 77n nesidalija is 10 kaip ir n, taigi kiekvienas baigiasi nenuliniu skaitmeniu.
Todél, sudedant a ir b stulpeliu, vienety skiltyje skaiciaus a + b skaitmuo 0 gaunamas is
skaitmeny sumos 10 (o ne is sumos 0+0). Taciau tada desiméiy skiltyje prie skaitmeny
sumos pridedamas 1. Tad skaiciaus a+b skaitmuo 0 desimciy skiltyje gaunamas vélgi ne
is skaitmeny sumos 0+ 0, o iS sumos 10, jau antrg kartg paliekant mintyje 1. Vadinasi,
[ >2ir

S(23n) + S(77n) = S(100n) + 91 = S(n) + 91 > S(n) + 9.
Gavome priestarg, tad reikSmé k = 9 netinka.
Ats.: k=18, 27.



