Atrankos j 2025 m. Pasauline ir Vidurio Europos
matematikos olimpiadas uzduotys ir sprendimai

Aivaras Novikas

2025 m. geguzes 34 d., Vilnius

1. Begaliné naturaliyjy skaiciy seka aq, as, as, . .. tenkina tokias salygas:
(i) 2<a<ay<az<..;
(ii) kiekvienam sekos nariui a; visi jo dalikliai, didesni uz 2, taip pat
yra Sios sekos nariai;
(iii) kiekvienai nariy porai (a;,a;), ¢ # j, skaicius a;a; + 1 taip pat yra
Sios sekos narys.

Nustatykite visas tokias sekas.

Pirmasis sprendimas. Duotosios sekos nariy aibe pazymékime A.

Jei sekoje yra be galo daug lyginiy arba be galo daug nelyginiy nariy,
tai pagal (iii) joje atitinkamai gauname ir be galo daug nelyginiy arba
lyginiy nariy. Taigi tiek lyginiy, tiek nelyginiy nariy yra be galo daug.

Jei bent vienas lyginis a; dalijasi i$ 4, tai 4 € A. Tarkime, kad tokio a;
néra. Tada lyginiai sekos nariai dalijasi i$ 4 su liekana 2. Salygoje (iii)
imant lyginj a, ir nelyginj a;, gaunamas skaicius a;a; + 1, kuris dalijasi
is 4 su liekana 3. Tuo tarpu imant a; ir a; abu lyginius, gaunamas
skaicius a;a; + 1, kuris dalijasi is 4 su liekana 1. Pagaliau imant a; ir a;,
atitinkamai besidalijancius is 4 su liekana 1 ir 3, sekos narys a;a; + 1
dalijasi i$ 4. Gavome priestara. Vadinasi, 4 € A.

Jei bent vienas a; dalijasi i$ 3, tai 3 € A. Tarkime, kad tokio a; néra.
Tada sekoje yra be galo daug nariy, kurie dalijasi is 3 su ta pacia nenuline
liekana (1 arba 2). Salygoje (iii) imant tokius a; ir a;, gaunamas skaicius
a;a; + 1, kuris dalijasi i 3 su liekana 2. Tuo tarpu imant a; = 4, o a; —
besidalijantj i$ 3 su liekana 2, sekos narys a;a; 41 dalijasi iS 3. Gavome
priestara. Vadinasi, 3 € A.

Kadangi 3, 4 € A, tai sekoje taip pat yra sie skaiciai:

3-44+41=13;  3-13+1=40, taigiir 40 dalikliai 5, 8, 10

4-5+1=21, taigiir 7; 5-7T+1=36, taigiir 6, 9.



Taigi sekos pirmieji 8 nariai sudaro aritmeting progresija: 3, 4, 5, ..., 10.
Begaliné aritmetiné progresija 3, 4, 5, ... tenkina uzdavinio salyga. To-
liau tarkime, kad esama naturaliyjy skaiciy, didesniy uz 2, kuriy néra
duotojoje sekoje. Maziausia tokj skaiciy pazymekime a.

Tada 3,4,5,...,a—1€ A, a¢ A, a > 11. Vienas is skai¢iy a—1, a ir
a—+1 dalijasi i$ 3. Kiekvienu atveju gauname, kad skaiciaus a kartotinis,
taigi ir pats skaic¢ius a yra aibéje A:

1) jei a—1 dalijasi i$ 3, tai sveikasis skai¢ius aT_l € (3;a) yra aibéje A,

ira:3~“T_1+1€A;

2) jei a dalijasi i$ 3, tai sveikasis skaicius § € (3;a) yra aibéje A, taip

pata+1=3-24+1cdira®*=(a—1)(a+1)+1€ A,
3) jei a+1 dalijasi is 3, tai sveikasis skaicius %T_l € (3;a) yra aibéje A,
ir2a:3-2“—3_1+1€A.
Gavome priestarg. Vadinasi, téra vienintelé tinkama seka — aritmetiné

progresija 3, 4, 5, .. ..

Antrasis sprendimas. Aritmetiné progresija 3, 4, 5, ... tenkina uz-
davinio salyga. Tarkime, kad duotoji seka yra kitokia. Tada egzistuoja
skaicius b > 3, kurio duotojoje sekoje néra, bet joje yra narys ay = b+ 1.

Joks a; nesidalija is b. Kiekvienam a; jo dalybos is b liekang pazymeé-
kime r; € {1,2,...,b— 1}. Sekoje 741, Tk12, ... pasirinkime didZiausia
reiksme r,,. Skai¢ius apa,, + 1 > a; taip pat yra duotosios sekos narys.
Taigi turime sekos narj a;, t > k, lyguy

gy +1=(b+ Da, + 1 =bay, + ap, + 1

ir besidalijant] is b su ta pacia liekana kaip a,, + 1. Liekana r; lygi arba
rm+1 (jeir, #b—1),arba 0 (jei r,, = b—1). Abiem atvejais gauname
priestara: arba liekana r,, < r néra didziausia sekoje rpi1, 7o, - .-,
arba duotojoje sekoje yra narys a;, dalus is b.

Vadinasi, progresija 3, 4, 5, ... yra vienintelé tinkama seka.

Atsakymas: aritmetiné progresija 3, 4, 5, .. ..

. Kiekviename 7 x 7 lentelés langelyje jrasytas vienas i$ triju skaiciy
—1, 0 ir 1. Lentel¢je kiekvieno 3 x 3 kvadrato devyniy skaiciy suma
lygi 0. Visy 49 skaiciy suma lygi s. Nustatykite didziausia galimg skai-

¢iaus s reiksme.
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Pirmasis sprendimas. Kairiajame paveikslélyje lentelé padalyta j 11

daliy, ir pazymeta kiekvienos dalies visy skai¢iy suma. Cia
81+t1:82+t2:Sl+t3252+t4:83254:0.

Keturlangiy daliy skai¢iy sumos ne mazesnés uz (—1) 4+ (—1) + (—=1) +
4 (1) = —4. Todel

s1 2 —4, sy = —4, tp=—s1 <4, ty=—5<4
Zinoma, skaiciai x1, xo, x3 yra ne didesni uz 1. Vadinasi,

s=11+to+ (s1+1t3)+ (s2+1ts) + 53+ 84+ 21+ 22+ 23 <
<44+44+04+404+0+0+14+14+1=11.

Kita vertus, reikSmé s = 11 yra galima: zr. vidurinj paveikslélj. Va-

dinasi, tai ir yra didziausia galima s reikSmé.
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Antrasis sprendimas. ReikSmé s = 11 yra galima (zr. vidurinj pa-
veikslelj). Irodysime, kad s < 11.

Padalykime lentele j 9 dalis (keturias penkialanges, keturias keturlan-
ges, viena i$ 13 langeliuy) ir pazymékime ju skai¢iy sumas, kaip parodyta
desiniajame paveikslelyje. Cia penkialangeése dalyse trilangés eilutés uz-
bruksniuotos, o trilangiai stulpeliai nudazyti pilkai.

Keturlangése dalyse sumos s; ne mazesnés uz —4. Todél penkialangése
dalyse t; = —s; < 4, t. y. jose yra bent po vieng skaiciy, nelygy 1.

Nagrinékime desiniaja virsuting bruksniuota (trilange) eilute. Tarki-
me, kad joje visi trys skaiciai lygus 1. Po ja yra kita bruksniuota eilute.
Jos abi sudaro 3 x 3 kvadratus su tuo paciu 2 x 3 staciakampiu, kuris jas
skiria. Todél siy eiluciy skaic¢iy sumos lygios — apatinéje taip pat yra trys
vienetai, o atitinkamuose pilkuose stulpeliuose yra ne daugiau nei po du
vienetus. Lentele galima padalyti j Siuos du trilangius stulpelius, keturis
3 x 3 kvadratus ir dar 7 langelius. Taigi s < 24+2+0+0+04+0+4+7 = 11.



Analogiskai jrodoma, kad s < 11, kai trys vienetai yra kairiojoje
virsutinéje bruksniuotoje eilutéje. Liko atvejis, kai abiejose virsutinése
bruksniuotose eilutése yra po daugiausiai du vienetus. Vélgi lentele ga-
lima padalyti j Sias dvi eilutes, keturis 3 x 3 kvadratus ir dar 7 langelius.
Tad ir Siuo paskutiniu atveju turime s <2+2+04+04+040+4+7 = 11.

Vadinasi, didziausia galima s reikSmé yra 11.

Atsakymas: s = 11.

. Nustatykite visas funkcijas f : R — R, kurioms lygybé
flaf(e+y)+y) = f(@°) +yf(2) + f(y)

galioja su visais realiaisiais x ir y.

Sprendimas. Duotojoje lygtyje irase + = y = 0, gauname f(0) =
= 2f(0) ir £(0) = 0. [ras¢ y = 0, gauname f(xf(z)) = f(x?). Taigi jei
funkcija f yra injektyvi, tai zf(x) = 22, kai x € R, ir tada f(z) = z,
kai z # 0, bet taip pat ir kai = 0. Funkcija f(z) = z, x € R, tenkina
duotaja lygti. Toliau tarkime, kad funkcija f néra injektyvi: egzistuoja
tokie uy, us € R, kad uy # ug, f(u1) = f(ug).

Duotojoje lygtyje irase y = —z, gauname f(2?) = xf(z). Cia vietoj x
imdami —z, gauname f(2?) = —zf(—x). Taigi zf(z) = —zf(—x) ir
f(=x) = —f(x), kai x # 0, taip pat kai z = 0. Jei duotojoje lygtyje
turime f(x +y) =0, tai

0= f(2*) +yf(z) = 2f(2) +yf(x) = (z + ) f(2).

Taigi jei f(xg) = 0 kuriam nors g # 0, tai kiekvienam x € R pasirink-
dami y = z¢p — z, gauname zof(x) = 0 ir f(z) = 0. Funkcija f(z) =0,
x € R, tenkina duotaja lygti. Toliau tarkime, kad f(x) # 0, kai = # 0.

Duotojoje lygtyje vietoj = jrasykime —z ir gautaja lygtj atimkime is
pradinés:

ff(e+y)+y)— flaf(r—y) +y) =2yf(r)

(pasinaudojome lygybémis f(—z) = —f(x) ir f(y —x) = —f(z — y)).
Cia galime parinkti z = 3% jr y = Y22 kyriems o +y = uy ir

T — Yy = ug. Prisiminkime, kad f(u;) = f(uz), uy # uy. Tada y # 0 ir

flaflr+y)+y)=flafz-y)+y), 2yf(x)=0,  f(z)=0.
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Taigi v = W2 = 0 ir uy = —uy. Kadangi f(u1) = f(ug) = f(—u1) =
= —f(uw), tai f(u;) = 0, ug = 0, ug = —u; = 0 = u;. Gavome
priestarg. Vadinasi, kity tinkamy funkcijy nei dvi gautosios néra.

Atsakymas: f(x) =z, x € R ir f(x) =0, z € R.

. Lygiagretainio ABC'D iSoréje nubrézti panasieji trikampiai ABE ir CF B
(¢la ZABE = ZCFB, Z/BAE = ZFCB). Tiesés AD ir BF kertasi tas-
ke G, o tiesés C'D ir BE kertasi taske H. Jrodykite, kad taskai D, F,
F. G ir H priklauso vienam apskritimui.

Sprendimas. Kadangi AD || BC, tai ZDGB = ZCBF (atitinkamieji
kampai; 7r. pav.). Pagal AABE ~ ACFB gauname ZAEB = ZCBF.
Kadangi

/AEB = /CBF = /DGB = ZAGB,
tai taskai A, B, G, E priklauso vienam apskritimui. Todél

/GEH = /GEB = ZGAB (jbréztiniai kampai) =
= /GDH (atitinkamieji kampai, AB || CD).

Taigi taskas F priklauso trikampio DG H apibréztiniam apskritimui.

Analogiskai gaunama, kad taskai B, C', F';, H priklauso vienam apskri-
timui, o tada — kad taskas F' priklauso trikampio DG H apibréztiniam
apskritimui. Vadinasi, taskai D, E, F', GG, H priklauso vienam apskriti-
mui. Tai ir reikéjo jrodyti.



5. Realieji teigiami skaiciai a ir b tenkina lygybe
(a+b+ab)(a+b—ab) = ab.

Kiekvienam is reiskiniy a + b+ ab ir a + b — ab nustatykite maziausia
galima jo reiksme.

Sprendimas. Pertvarkykime duotaja lygybe bei pritaikykime aritme-
tinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe:

(a+ b)? — a®V* = ab, a’b® +ab = (a + b)?* > 4ab.
Taigi a?b? > 4ab — ab = 3ab ir ab > 3. Kadangi a + b = va2b? + ab, tai

a+b+ab>V32+3+3=2V3+3,

a+b—ab= ab = ab

a+b+ab \/a2b2+ab—|—ab:
~1 _
- (\/1+(ab)_1+1> > (VIFsT+1)  =2v3-3.

Gautosios reiksmes 2v/3 £ 3 i3 tiesy yra ieSkomos maziausios reikimes:

jos gaunamos, pasirinkus tinkama skai¢iy pora (a,b) = (v/3,V/3).
Atsakymas: atitinkamai 2v/3 4+ 3 ir 2v/3 — 3.

6. Skai¢iai a, b, ¢ yra natiralieji. Tris skai¢ius a® + 1, b* +1 ir 2+ 1
padalijus iS bendro teigiamo daliklio, atitinkamai gauti skaiciai x, = + 3
ir x4+ y. Nustatykite, kurios i$ Siy y reiksmiy yra galimos: a) y = 2025;
b) y=99; c) y =T75.

Sprendimas. Bendra daliklj, i§ kurio padalyti skai¢iai a® + 1, b% + 1
ir ¢ + 1, pazymékime d. Tada

A*=dr—1, V=dxz+3)-1, A=dx+y) L

b) Pasirinkus y = 99 ir x = 2, tris turimas lygybes galima uzrasSyti
pavidalu
ad+1 ¥+1 A+1

2~ 5 101
Dabar nesunku atspéti, kad tinka skaiciai (a,b,c,d) = (1,2, 10, 1).

a) ir ¢) Tarkime, kad y = 2025 arba 75. Atkreipkime démesj, kad
tikslusis kvadratas visada dalijasi iS 4 su liekana 0 arba 1 (remiantis

formulémis (2m)? = 4m? ir (2m + 1) = 4(m? + m) + 1), o sveikojo

d =
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lyginio skai¢iaus kvadratas dalijasi i$ 16 su liekana 0 arba 4 (remiantis
formulémis (4m)? = 16m? ir (4m + 2)? = 16(m? + m) + 4).

Tarkime, kad skaic¢ius x nelyginis. Tada skaic¢ius x + 3 lyginis. Jei
jis dalijasi i5 4, tai tikslusis kvadratas b*> = d(x + 3) — 1 dalijasi i 4 su
liekana 3 — priestara. Taigi © + 3 = 4k + 2, kur skaicius k sveikasis.
Lengvai galime atmesti atveji y = 2025: turétume x + y = 4k + 2024,
o ¢ dalytysi i3 4 su liekana 3 — priestara.

Atmeskime ir atvejj y = 75. Skaicius x = 4k — 1 = %

> 0 yra
naturalusis ir dalijasi i$ 4 su liekana 3. Jis turi (nelyginiy) pirminiy
dalikliy, ir bent vienas iS ju taip pat dalijasi iS 4 su liekana 3. Taigi x

dalijasi i§ pirminio skaic¢iaus p = 4/ — 1, kur skaicius [ naturalusis. Tada
a =) =de -1 =(-1)*1=-1 (mod p).

Kita vertus, a?~! = 0 arba 1 (mod p) (MaZoji Ferma teorema), p > 2,
tad a?~! £ —1 (mod p). Gavome priestara. (Ja galima gauti ir pasi-
naudojus zinomu faktu, kad —1 yra kvadratiné neliekana moduliu p, kai
skaiCius p pirminis, p = —1 (mod 4).)

Vadinasi, skai¢ius x lyginis. Jei lyginis yra ir skai¢ius d, tai a® =
= dx — 1 dalijasi i$ 4 su liekana 3 — priestara. Taigi skai¢ius d nelyginis.
Tada skaiciai x + 3 ir x + y nelyginiai, o skai¢iai b*> = d(z + 3) — 1 ir
c? = d(x+y)—1 lyginiai. Tuo paciu lyginiai yra ir skaic¢iai b bei c. Taigi

> — b= —4,0arba4 (mod 16),
kur ¢ —b* =d(z +y) —d(x+3) = (y —3)d.

Jei y = 2025, tai 2022d = 0 (mod 4). Tadiau skaicius d nelyginis,
todel 2022d nesidalija is 4.

Jei y = 75, tai 72d = —4, 0 arba 4 (mod 16). Taciau skaicius d
nelyginis, todél 72d dalijasi i$ 8, bet ne i$ 16, ir 72d = 8 (mod 16).

Abiem atvejais gavome priestara. Vadinasi, reikSmes y = 2025 ir
y = 75 néra galimos.

Atsakymas: tinka tik b) y = 99.



