LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKYU MOKYKLA

I. DALYBA SU LIEKANA IR LIEKANU ARITMETIKA
(2025-2027)

Teorine medziaga parengé bei pirmaja uzduotj
sudaré Vilius Stakénas ir Aivaras Novikas

Dalyba su liekana

Visy sveikyju skai¢iy aibe zymeésime Z.
Pasirinkime du sveikuosius skai¢ius a,b € Z, b > 1. Nagrinékime skai-
¢iaus b kartotiniy nb, n € Z, seka (begaline i abi puses)

..., —4b,—3b, —2b,—b,0,b,2b, 3b, 4b, . ..

Skaicius a yra tarp kazkuriy gretimy sios sekos nariy (galbut sutampa su
vienu i8 ju):
gb<a<(qg+1)b,
¢ia g > 0,jeia>0; g <0, jeia < 0. Tada r = a — gb yra skaiéiaus a
yatstumas® iki artimiausiojo b kartotinio, kuris ne didesnis uz a. Taigi, jei
a,beZ,b>1, tai
a=qgb+r, 0<r<hb.

Tokia skaic¢iaus a iSraiska yra vieninteleé.

Skaiciy g vadinsime a dalybos i§ b dalmeniu, o r — liekana. Pavyzdziui,
skai¢ius —100 yra tarp gretimuy skai¢iaus 13 kartotiniy (—8) - 13 = —104 ir
(=7)-13 = =91, todél a = —100 dalybos is b = 13 dalmuo yra ¢ = —8, o
lieckana r = a — ¢b = 4, ¢ia —100 = (—8) - 13 + 4.

Naudodamiesi dalyba su lickana galime uzrasyti skaiciy a/b ypatingu
biidu. Panagrinékime skaitinj pavyzdj, kai a = 33, b = 14:

33=2-14+5 =24 =2+

1
14=2-5+4, —=24-=2+7,
4

5 1
5=1-4+1, 1—1+1.
Cia, pradéje nuo trupmenos 7= %, vardiklyje gavome trupmena %, toliau
is jos analogiskai (imdami naujus a = 14, b = 5) — trupmena %, o pagaliau
i$ jos — naturalyjj skaiciy 4. Uzrase 4 = %, galime atlikti dar viena, ¢ia
nebtting dalybos veiksma su nuline liekana: 4 =4 -1+ 0.
Pasinaudokime gautomis trupmeny israiskomis:

3B _, 1, 1 1
ﬁ_ +ﬁ_ +71— +71.
= 2+ = 24—

g > 141

1 1



Paskutinis gautasis uzrasas vadinamas grandinine trupmena. Ja suda-
ryti galime, zinodami atlikty dalybos su liekana veiksmy dalmenis 2,2, 1, 4.

Todél priimta vietoj ilgos trupmeny grandinés rasyti tik juos:

3
33 =[2;2,1,4].
14
Pirmasis dalmuo atskiriamas kabliataskiu, nes atitinka trupmenos sveikaja
dalj. Pavyzdziui,
1 6 52

Pastebékime, kad [1;1,1,1,1] = % reiskia ta patj skaiciy kaip ir [1;1, 1, 2]
Grandinine trupmeng, kurios paskutinis narys yra 1, visada galime sutrum-
pll’ltl [a0§a17 '7an—1aan71] = [a0§a17 '7an—17an+1]-

sprendziant jvairius skaiciy teorijos uzdavinius. Paminésime viena savybe.

Grandininés trupmenos turi daug jdomiy savybiy, kuriomis naudojamasi
Teorema. Tegu a > b > 0 yra du sveikieji skaiciai,

a
g = [CLO; A1y...,0n, an—i—l]‘
Raskime vienu skaiciumi sutrumpintos grandininés trupmenos reiksme:
[ ==
aQ; a1, ..., 0, = —.
0, a1, ; Un d
Tada Jb (1)
a ¢ ad-—bc —
b d_ bd pa 4T be=(D
Pavyzdziui,
33 1 7
— =1[2;2,1,4], [22,1]]=24—==2, n=2
14 o4 1 3
+ —
1
Taigi
33 7 _33-3-14-7 1
4 3  14-3  14-3
Naudodamiesi grandininémis trupmenomis, radome viena lygties
33-x—14-y=1
sprendinj sveikaisiais skaiciais: (z,y) = (3,7). Tada (x,y) = (3, —7) tenkina
lygti
3B3-z+14-y=1.

Panagrinésime tokiy lygc¢iy sprendimg iSsamiau.



Lygtis ax + by = ¢

Isivaizduokime zZioga, kuris tupi skaiciy tiesés pradzios taske, t.y. taske,
kurio koordinaté 0. Jis gali Sokinéti po tiesés taskus j desing arba j kaire 2
vienety ilgio Suoliais arba 5 vienety ilgio Suoliais. Jis noréty pasokinéti ir
vél sugrijzti namo. Kaip jis tai gali padaryti? Kiek ilgio vienety sudaryty
trumpiausia tokia keliong?

Kiek pagalvoje nusprestume, kad reikia rasti lygties

5-z4+2-y=0

sveikuosius sprendinius. Neigiama nezinomojo reiksmeé reiksty suoliy j kaire
skaiciy, teigiama j desine. Nesunku rasti visus tokius sprendinius: kadangi
5.x = -2y, tai z dalijasi is 2 ir

r=2-n, y=-5-n, neclzl.

Trumpiausias keliones atitinka reiksmeés n = +1. ReikSme n = 1 atitinka
kelioné, sudaryta is dviejy Suoliy per 5 vienetus j desine ir penkiy Suoliy per
2 vienetus j kaire. Taigi trumpiausios kelionés ilgis yra 20 ilgio vienety.

O dabar tarkime, kad kelione ziogas noréty pabaigti taske, kurio koor-
dinaté lygi 13. Ka jam galétume patarti? Patarimg galétume duoti, rade
sveikuosius lygties

5-x4+2-y=13 (1)

sprendinius (z,y). Savo ruoztu, jei rastume lygties
S5rx+2-y=1 (2)

sprendinj (zg, yo), tai x = 13 - zg, y = 13 - yo buty (1) lygties sprendinys.
Lygti (2) galétume spresti, pasinaudoje grandininémis trupmenomis. Bet

sprendinj galima ir Siaip atspéti: (zo,yo) = (1, —2). Tada (z,y) = (13, —26)

yra (1) lygties sprendinys, o visus sveikuosius sprendinius nusako formulés

r=134+2-n, y=-26—5-n, necZ.

(Tai nesunkiai gausime, i$ (1) panariui atéme lygybe 5-13 +2 - (—26) = 13
ir pasinaudoje lygties 5 -z + 2 - y = 0 sprendiniy formulémis.)

Parinke n reiksme, gautume [ = 5-|13+2-n|+2-|26+5-n| ilgio kelione.
Su kokia n reiksme kelioné trumpiausia? Galima jsitikinti, kad tai n = —6.
Tada z = 1, y = 4, o kelionés ilgis yra 13. Zinoma, kadangi ¢ia skaiciai
nedideli, atsakyma galima jsiziuréjus j (1) ir be skaiciavimy atspéti.

Didziausias bendrasis daliklis

Sveikasis skai¢ius d vadinamas sveikojo skaic¢iaus n dalikliu, jei yra kitas
sveikasis skaicius k, kad n = k-d. Tada sakome, kad n yra d kartotinis. Taip



pat sakome, kad d dalija n ir Zymime d|n. Pavyzdziui, 17|51, nes 51 = 17-3
yra skaiciaus 17 kartotinis, o 8is — skaiciaus 51 daliklis.

Antikos graiky matematikai sakydavo, kad toks d ,matuoja‘“ skaiciy n,
nes ji galima sudéti is démenuy, lygiy d (musu pavyzdyje 51 = 17+ 17+ 17).

Bet kokj naturalyjj skai¢iy n dalija vienetas ir jis pats: 1|n, n|n. Taigi
kiekvienas naturalusis skaic¢ius n > 1 turi bent du teigiamus daliklius. Jeigu
daugiau teigiamy dalikliy néra, naturalusis skaic¢ius vadinamas pirminiu.

Du naturalieji skai¢iai m ir n turi bent viena bendra daliklj: 1|m, 1|n.
Jei 1 yra vienintelis teigiamas bendras m ir n daliklis, skaic¢iai m ir n vadi-
nami tarpusavyje pirminiais.

Naturaliyjy (ar bendriau — nenuliniy sveikuyjy) skai¢iy m ir n bendry
dalikliy aibés didziausias skai¢ius vadinamas didziausiu bendruoju da-
likliu. Jj zymime DBD (m,n) arba tiesiog (m,n). Pavyzdziui, (12,18) = 6
ir (3000,45) = 15. Jei m ir n yra tarpusavyje pirminiai, tai DBD (m,n) = 1.

Si sgvoka yra svarbi ir naudojama sprendziant jvairius skaiciy teorijos
uzdavinius. Suformuluosime teiginj apie lygties

ar+by=c¢, abc€Z, ab#0, (3)
sveikuosius sprendinius.

Teorema. Jei ¢ nesidalija is (a, b), lygtis (3) neturi sveikyjy sprendiniy.
Jei (a,b)l|c, tai ji turi be galo daug tokiy sprendiniy. Juos nusako formulés

T =x+ -n, ne€Z.

b B a
[ N (D)
Cia (z0,y0) yra bet kuris konkretus (3) lygties sprendinys.

Kaip surasti dviejuy skaic¢iy didziausia bendrajj daliklj? Kai skaiciai di-
deli, sudaryti bendry dalikliy aibe ir pasirinkti didziausiajj jos elementa kai-
nuoty daug pastangy. Yra geresnis ir labai efektyvus budas. Ta didziausio
bendrojo daliklio radimo metoda pateikia Euklido algoritmas. Sukur-
tas pries pustrecio tukstanc¢io mety, jis ir dabar yra vienas i$ svarbiausiy
matematikos algoritmy. Jis remiasi skaiciy dalybos su liekana veiksmu.

Panagrinékime skaitinj pavyzdj. Ieskosime skaiciy a = 313, b = 231
didziausio bendrojo daliklio d = (a, b). Dalykime «a i$ b su lickana:

313 =1-231 + 82.

Kadangi d|313,231, tai d dalija ir 82. Dar daugiau, d = (231, 82), ir galime
ieskoti siy mazesniy skai¢iy didziausio bendrojo daliklio. Tesiant tokj skaiciy
mazinima, stai kiek dalybos su liekana zingsniy teks atlikti ieSkant d:

313 = 1-231482, d=(231,82),

231 = 2-82467, d=(82,67),
82 = 1-67+15, d=(67,15),
67 = 4-15+7, d=(157),
15 = 2.741, d=(7,1)=1.



Toliau gauname 7 = 7 - 1 4+ 0. Paskutiné gauta nenuliné liekana (Siame pa-
vyzdyje tai skaicius 1) ir yra pradiniy skaic¢iy didziausias bendrasis daliklis.

FEuklido algoritmas i$ esmeés ekvivalentus grandininés trupmenos radimui.
Musuy pavyzdyje gautieji dalmenys 1, 2, 1, 4, 2 ir 7 atitinka lygybe g—g =
[1;2,1,4,2,7]. Prisiminkime, kad atmete paskutinj skai¢iy (Siuo atveju 7),
gausime trupmeng, kuri leidzia iSspresti lygti 313 - x 4+ 231 -y = 1:

[1;2,1,4,2]=1+%:1+%:1+ 19:%
24+ —— 24— 24+ 7
1+ — L+3
445
313 42 313-31-231-42 97039702 1
231 31 231 -31 ~231-31  231-31

313-x+231-y=1, kai x = 31, y= —42.

Gavome lygties 313 - + 231 - y = 1 atskirajj sprendinj (xo,yo) = (31, —42).
Pasinaudoje (a,b) = (313,231) = 1 ir teorema (sprendinio bendrosios for-
mulés), gauname visus sveikuosius lygties sprendinius:

r=314+231n, y=-42-313-n, necZ.
Sprendinj (z9,y0) = (31, —42) galima rasti ir kitaip — i$ lygybiy, gautu
taikant Euklido algoritma, pradedant nuo apacios ir kylant aukstyn:
1=1-15-2-7, 7=1-67—4-15; taigi

1=1-15+(=2)-7=1-15+(=2)- (1- 67+ (—4)-15) = (—=2) - 67+ 9 - 15.

Didziausia bendrajj daliklj 1, iSreiksta skaiciais 15 ir 7 su koeficientais 1
ir —2, isreiskéme skaiciais 67 ir 15 su koeficientais —2 ir 9. Toliau analogiskai
pasinaudojus iSraiska 15 = 1-82 4 (—1) - 67, galima isreiksti 1 skaiciais 82
ir 67 su koeficientais 9 ir —11. Tesiant $j procesg nuo apacios iki virsaus
uzpildomas tokios lentelés treciasis stulpelis:

313,231 | 1 | 31, —42
231,82 |2 | —11, 31
82,67 |1 9, —11
67,15 | 4| —2,9

15,7 |2 1,-2

Kiekviena nauja skaic¢iy pora i$ ankstesnés galima grei¢iau gauti pagal tai-
sykle (u,v) — (v,u — ¢ - v), kur ¢ yra Euklido algoritmu gautas dalmuo i$
antrojo stulpelio (toje eilutéje, kurios treéiasis langelis tuo metu pildomas).
Taigi

(1,—=2) = (=2,1 =4 (=2)) = (=2,9) = (9,—2— 1-9) = (9, —11) —
(=11,9— 2 (=11)) = (—=11,31) — (31,—11 — 1 - 31) = (31, —42) = (20, yo).



Pasinaudoje pavyzdzio skaic¢iavimais iSspresime dar vieng uzdavinj.

Uzdavinys. Reikia rasti visus sveikuosius skaicius, kuriuos dalijant is
313 bei 231 atitinkamai gaunamos liekanos 3 ir 5. (Cia galétume pasirinkti
ir bet kokias kitas norimas liekany reiksmes. )

Sprendimas. Kadangi

231yo = 1 — 313z,

tai skaic¢iy 231yg dalydami is 313 ir 231 gautume liekanas 1 ir 0. Tada skaiciy
3 - 231y dalydami is 313 ir 231 gautume liekanas, atitinkamai lygias 3 ir 0.
Analogiskai skai¢iy 5313z dalydami i$ 313 ir 231, gautume liekanas 0 ir 5.
Jeigu i$ 313 ir 231 dalysime sumag

3-231yo + 5 - 313z9 = —29106 + 48515 = 19409,

tai gausime norimas atitinkamas liekanas 3 ir 5.

Jei du skaiciai tenkina uzdavinio salyga, tai ju skirtumas dalijasi is 313
ir 231 su liekana 0. Kadangi sie dalikliai yra tarpusavyje pirminiai, tai tas
skirtumas dalijasi is 313 - 231. Todél visi skaiciai, tenkinantys misy salyga,
gaunami prie vieno turimo skaic¢iaus pridedant 313 - 231 kartotinius:

19409 + 313 - 231n = 19409 4- 72303n, n € Z.

Taigi 19409 yra toks maziausias teigiamas skai¢ius (gaunamas su n = 0).
Dalybos liekany aritmetika

Pasirinkime sveikajj skaiciy n > 1. Dalydami kitus skai¢ius i$ n, galime
gauti liekanas 0, 1, ..., n—1. Taigi visy sveikyjy skaiciy aibe galime isskaidyti
i n nesikertanc¢iy poaibiy:

A(rln) ={gn+r:q=0;£1;+2;...}, r=0,1,...,n—1.

Pavyzdziui, aibe A(3]7) sudaro visi skaiciai, kurie dalijasi i$ 7 su liekana 3.
Jie gaunami prie skaiciaus 3 bet kiek karty pridéjus arba atémus 7. Tai
skaiciai ..., —11,—-4,3,10,17,24,.... Duotam n parinke po viena skaiciy
is kiekvienos aibés, sudarytume ty aibiy ,atstovy“ aibe. Pavyzdziui, kai
n = 7, tai 7 aibiy ,atstovai gali buti 7,1,16,—4,25,5, —8 — jie reprezen-
tuoja dalybos liekanas 0, 1, ..., 6. Paprastai ,,atstovy“ vaidmenj suteikiame
maziausiems neneigiamiems skaic¢iams, t. y. pacioms liekanoms 0,1, ...,n—1.

Pastebékime, kad sveikieji skaiciai a ir b priklauso tai paciai aibei A(r|n),
kai skirtumas a — b dalijasi i§ n. Sj sary$j zymeésime vokie¢iy matematiko
K. F. Gauso (Carl Friedrich Gauss) jvestu zymeniu

a=b (modn);

skaitome: a lygsta b moduliu n. Patj sarysj vadinsime lyginiu.



Pavyzdziui,
27=17 (mod 5), 38=-2 (mod5), —4=-445k (mod?5), k€ Z.

Keletas lyginiy savybiy yra panasios j jprastines skai¢iy savybes. Nesun-
ku jsitikinti, kad teisingas toks teiginys.

Teiginys. Tegun > 1 yra natiiralusis skaicius ir su sveikaisiais skaiciais
a, b, c,d teisingi lyginiai

a=b (modn), c=d (modn).
Tada taip pat teisingi lyginiai
atb=ctd (modn), a-b=c-d (modn).

Taigi sudéje arba sudaugine teisingy lyginiy kairigsias puses ir desSiniasias
puses bei rezultatus sulygine, vél gauname teisingus lyginius.
Isvada. Jei a = b (mod n) ir k yra naturalusis skaicius, tai

k-a=k-b (modn), o =b" (modn).

Siais teiginiais naudojameés skai¢iuodami, jeign mums riipi ne patys arit-
metiniy veiksmy rezultatai, bet tik dalybos is tam tikro skaiciaus liekanos.

Uzdavinys. Kam lygios skaiciaus 27 - 232 + 31 - 28 + 16 dalybos i§ 7
bei 10 lickanos?

Sprendimas. Visiskai nereikia apskaiciuoti paties skaiciaus reikSmeés.
Pasinaudoje lyginiy savybémis ir tuo, kad

27=-1 (mod7), 23=2 (mod7), 31=3 (mod7),
286=0 (mod7), 16=2 (mod 7),

gausime
27-232 +31-284+16=(-1)-224+3-04+2=-2=5 (mod 7).

Taigi dalybos i$ 7 liekana yra 5.

Skaic¢iuodami dalybos i§ 10 liekana pasinaudosime tuo, kad kiekvienas
naturalusis skaic¢ius moduliu 10 lygsta paskutiniojo desSimtainés israiskos
skaitmens reiksmei. Pavyzdziui,

3456 =6 (mod 10), taciau —3456=—-6=4 (mod 10).
Taigi
27-2324+31-28416=7-324+1-846=7-(-1)+1-84+6=7 (mod 10).

Vadinasi, duotasis skai¢ius baigiasi skaitmeniu 7 ir dalijasi i$ 10 su liekana 7.



Uzdavinys. Kam lygi skaiciaus a = 273930 . 23% 4 383031 . 41 4 43m
dalybos is 13 liekana, kai skaicius m naturalusis? Su kokiu skaitmeniu x
trizenklis skaic¢ius b = 3z1 dalijasi i$ 137

Sprendimas. Remdamiesi lyginiais 27 = 1 (mod 13), 23 = -3
(mod 13), 38 = —1 (mod 13), 41 = 2 (mod 13), 43™ = 64™
(mod 13), gauname

Il
—
[
~—
3

a= 13030 (—3) 4 (=138t 24 (— )™ = 79+ (—1)™ = 1+(-1)™ (mod 13).

Vadinasi, a dalijasi i§ 13 su liekana 1 + (—1) = 0, kai m nelyginis, ir su
liekana 1 + 1 = 2, kai m lyginis.

Kadangi b=3-100+2-10+1=3014+10zx =23-13+2+(-3)z =2-3z
(mod 13), tai turime patikrinti, kuriam skaitmeniui z skai¢ius 2 — 3z dalijasi
is 13. Tinka tik x = 5.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Apskaic¢iuokite grandininés trupmenos [1;3, 1,1, 2, 3] reikSme. ISreiks-
kite skaiciy ER) grandinine trupmena.

2. Fibonacio skai¢iy seka {F,,} apibréziama tokiomis lygybémis (reku-
renciai, t. y. kiekviena nauja narj gaunant is ankstesniy pagal formule):

Fo=0, F1=1, Fy=F, 1+ F,2, n=2
Apibrézkime kita seka, kiek pakeite lygybe:
Go=0, Gi1=1, G, =2G,_1+Gp_2, n=2.

Grandininémis trupmenomis isreikskite skaicius Fg/F5, G¢/G5, o tada —
skai¢ius Fg/F7, Gs/Gr.

259
3. Pasinaudoje skaiciaus 96 grandinine trupmena, raskite lygciy
259z + 96y = 1, 259z + 96y = 17

po viena sveikaji sprendinj (x,y).

4. Turime svertines svarstykles (pusiausvyras, kai ju abiejose lékstése
padéty objekty masés lygios) ir daug svareliy, kuriy masés yra 9 g ir 11 g.
Ant vienos 1ékstés leidziama déti tik 9 g, o ant kitos — tik 11 g svarelius.
Kaip vienu svérimu galima pasverti lygiai 1 g cukraus? Uzrasykite bendro-
mis formulémis, kiek i$ viso svareliy galima tam panaudoti, ir nustatykite
maziausig galimg panaudoty svareliy skaiciy.

5. Patikrinkite, kad taikant Euklido algoritma skai¢iams a = 73 ir
b = 56, gaunami dalmenys 1, 3, 3, 2, 2, ir raskite lygties 73z 4+ 56y = 1 viena



sveikaji sprendinj (z,y) = (x0,y0), uzpildydami trijy stupeliy lentele (kaip
pavyzdyje apie skaicius (a,b) = (313,231)). Uzrasykite bendrasias formules
sios lygties visiems sveikiesiems sprendiniams (z,y).

6. Pasinaudoje lygties 103z 4+ 101y = 1 sprendiniu, raskite maziausia
naturalyjj skaiciy, kurj dalijant iS 103 gaunama liekana 2, o dalijant i§ 101
— liekana 3.

7. Raskite du maziausius naturaliuosius skaic¢ius z, kuriems skaicius
181234 . 22 4 3434153 -  + 2 - 3310111213 (alijasi i85 17.

8. Irodykite, kad skaicius 25™ + (—1)™ - 123456783 dalijasi i$ 11 su kiek-
vienu naturaliuoju skai¢iumi m.

9. Nagrinékime skaicius, uzrasomus desimtainéje sistemoje taip: 3xy754.
Raskite visas skaitmeny poras (z,y), su kuriomis toks skai¢ius dalijasi i§ 11.
UZuomina. IS viso yra 9 tokios poros.

10. Su kokiomis lickanomis i$ 13 gali dalytis skaicius 39™ - 57, kai m
ir n yra naturalieji skaiciai? UZuominos. IS viso yra 4 tinkamos liekanos.
Pagriskite, kad skaic¢iy 5" dalybos is 13 liekany seka, kai n = 1,2,..., yra
periodiné.

Uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2025 m. gruodzio 15 d. mokyk-
los adresu: Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo
centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko g. 24,
LT-03225 Vilnius. Musy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt /matematikos-olimpiados/ljmm/



