PASVALIO KRASTO
25-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2025 m. lapkric¢io 21 d.

UZDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Dviejy realiyjy skaiciy suma lygi 2. Irodykite, kad jy sandauga negali biiti didesné¢ uz 1.
Irodymas. Tegu a ir b yra realieji skaiiai, kuriy suma lygi 2. I§ lygybés a+b =2 gauname,
kad b=2-a, todél
l—ab=1-a(2-a)=1-2a+a* =(a—1)* 2 0.
IS ¢ia ir iSplaukia, kad
ab<1, kai a+b=2.

2. Jei statingje triukty (iki pilnos) 30% vandens, tai joje bty 30 litry daugiau vandens negu tada, kai |
ja (tuscig) bty jpilta 30% vandens. Kokia statines talpa?
Sprendimas. Tegu x yra statinés talpa (litrais). Pagal uzdavinio salyga, 0,7x —0,3x =30. Todé¢l
x=30:0,4=75 (litrai).
Ats.. 75 litrai.

3. Nustatykite, kokiai parametro m reikSmei esant lygties
x? +(m-2)x—(m+3)=0
sprendiniy kvadraty suma yra maziausia.

Sprendimas. Tegu x; ir x, yra kvadratinés lygties x>+ (m—-2)x—(m+3)=0 sprendiniai.
Pagal Vijeto teorema,
X +xy=—(m—=2)=2-m ir xx, =—(m+3).

Tada
2

X+ x% = (xl2 +2x1%5 + x22) =2x1%y = (x + xz)2 =2x1%y = (2~ m)? +2(m+3) =
=4—dm+m> +2m+6=m*>-2m+10=(m—-1)*>+9>9.
Matome, kad kvadraty sumos maziausia reikSmé (ji lygi 9) pasiekiama tik esant m =1.
Ats.: m=1.

4. SkaiCius n yra natiiralusis, o skaicius n* +1405 dalijasi 18 skai¢iaus n+35. Kokia yra didziausia
galima » reikSmeé?
Sprendimas. Pazymékime m=n+5. Tada n=m-5 ir
n* +1405 = (m—5)* +1405 = m* = 20m> +150m? — 500m + 2030 = m(m> — 20m* +150m — 500) + 2030.
Aisku, kad skaicius n* +1405 dalijasi 1§ m, tik kai 2030 dalijasi 1§ m. DidZiausias toks skaicius yra
2030, o ieskomas didziausias skai¢ius n yra 2030—-5 =2025.
Ats.: 2025.



S.

Skaicius n yra natiiralusis, o trupmenos
3n+9 3n+10 3n+11 3n+49

b b 9 e

8 9 10 48
yra nesuprastinamos (jy yra 41). Kokia yra maziausia galima n reikSmé?

) 3n+9 3n+10 3n+11 3n+49 e .
Sprendimas. Trupmenas g s ooy galima uZraSyti pavidalu

9

9 10 48
3n+kk+l _ 3n+1+1’ k=8,9,10,...,48.
Aisku, kad trupmenos 3H+Tk+1 yra nesuprastinamos, kai tokios yra trupmenos 3nk+1;

k=28,9,10,...,48. O Sios trupmenos yra nesuprastinamos, kai 3n+1 neturi bendry dalikliy,
didesniy uz 1, su jokiu i§ skaiciy k € {8;9;10;...; 48}. Jei 3n+1<48, tai 3n+1 turi pirminj daliklj,
mazesnj uz 48, kuris yra kartu ir vieno i$ skaiCiy &, k € {8;9;10;...; 48}, pirminis daliklis. Vadinasi,
3n+12>49 irtodél n>16. Tikrinant i$ eilés n=16,17, 18, ..., gaunama maziausia reikSmé » = 20.

Tada 3n+1=61 yra pirminis skaicius ir neturi dalikliy tarp 1 ir 61.
Ats.: 20.

Jrodykite, kad néra tokios sveikyjy skaiGiy poros (x; y), kuriai esant galioja lygybé x* + y* = 2027.

Irodymas. Aisku, kad negalimas atvejis, jog abu poros skaiciai lyginiai arba abu nelyginiai.
Tegu x=2m ir y=2k—1 (m ir k — sveikieji skai¢iai). Tada

X2 +y2=2027 = 2m)? + 2k —=1)* =2027 = 4(m* + k> —k)+1=2027 =
= 4(m* +k* —k)=2026 = 2(m* + k* —k) =1013.

Matome, kad jokia sveikyjy skaiciy pora (m; k) netenkina lygybés 2(m2 +k2 - k)=1013, nes
kairéje puséje visada gautume lyginj skaiciy arba nulj.

Nuvaziaves puse kelio dviratininkas padidino greit] 25 procentais ir j galutinj punkta nuvaziavo
0,5 valandos anksc¢iau negu planavo. Kiek laiko dviratininkas uztruko kelyje?

Sprendimas. Tegu t yra planuotas kelionés laikas, v — pradinis dviratininko greitis, o S —
nuvaziuotas kelias. Pagal uzdavinio salyga,

S=vt ir S=v~lt+(v+0,25v) lt—l .
2 2 2

IS ¢ia gauname:

. vt 1,25v¢t B 1,25v

=—+ ,
2 2 2
0,25vt =1,25v,
t=5.
Vadinasi, kelion¢je dviratininkas uztruko 5—0,5=4,5 (h).

Ats.: 4,5 h.

8. Raskite visas realigsias dydzio x reikSmes, kurioms esant galioja lygybe

(x* -1 =2)*=3) =4.

Sprendimas. Traukdami kvadrating Saknj gausime, kad
(x*-1)*=2)2=3=2 arba ((x*-1)*-2)*-3=-2;



taigi
(x*=1)?=2)*=5 arba ((x*-1)?-2)*=1.
Pirmu atveju (atmesdami netinkamas galimybes) gauname:

(P =12 -2=5 = (=12 =2+5 = 22 —1=4245 = x=1142++5.

Antru atveju (atmesdami netinkamas galimybes) gauname:
(x>=1)?-2=41 = (x*-1)?=3 atba (X*-1)’=1=

= (xz—lzx/g:x2=1+\/§:>x=im)

arba(x2—1=il = x> =1+1 :>x=i\/§ arba x=0).

Ats.: +1+42++/5; t/1++/3; +2; 0.

9. Trapecijos ABCD (AB||CD, zr. 1 pav.) viduje paZymeétas D C
taskas O taip, kad AO=0D=0C=CD ir AB=0B=CB.
Raskite kampg DAO.
0

Sprendimas. 18 salygos iSplaukia, kad:
1) ACOD yra lygiakrastis — jo kampai lygiis 60°;
2) AAOD yralygiaSonis, nes 40 =0D;

1 .
3) AABO = AOBC — abu lygiaSoniai. pav
Pazymékime (zr. la pav.):

o=/LADO = ZDAO;
B=Z0A4B=£Z0CB=ZAOB = ZCOB;
v =ZABO = ZOBC.
Trapecijos kampy 4 ir D suma lygi 180°, todél gauname:
(a+B)+(a+60°)=180° =

(1)
la pav. =2a+B=120° = 0c=60°—%B.

Trikampiai ABO ir OBC yra lygiaSoniai, todél
2B+ =180°. (2)
Trapecijos kampy B ir C suma lygi 180°, todél

2y +(B+60°)=180° = B+2y=120°
IS Sios ir (2) lygciy sistemos

B+2y=120°,
{28 +y=180°
gauname, kad 3B+ 3y =300°. Vadinasi, B+y=100° ir B =80°.
Belieka jrasyti B =80° j (1) formulg ir apskai¢iuoti ieSkomg kampg:

4/DAO0 = a.=60° —%-800 =20°.

Ats.: 20°.



10. Raskite staciyjy trikampiy MAN ir MBN (Zr. 2 pav.) bendros jzambinés
MN ilgj, jeigu ZAMB =60°, AN =10 ir BN =38.
Sprendimas. Nubrézkime BF | AM ir NE L BF (zr. 2a pav.).
Aisku, kad ZMBF =30°. Todél ZNBF =60° ir /BNE =30°.
Remdamiesi §ia analize gauname, kad

BF:BE+EF:%BN+AN:4+IO:14

ir

FM = %MB.
Pagal Pitagoro teorema (taikant AMBF'),
2
y MB? :(lMBj £142 = S MB2 =196 = mp? =120 _T84
2a pav. 2 4 3 3
Vadinasi,
2

MN?* = MB? + BN® = MN> :7784+64: 784;192 = 9;6 _4 361 = MN =4 /% =§\/183.

Ats.: MN =§\/183.
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UZDAVINIU SPRENDIMAI
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1. Jrodykite, kad

sin18° =

J5-1
=

Jrodymas. Aisku, kad sin 72° =sin(4-18°) ir sin 72° = cos18°. Taikydami dvigubo argumento
formules gautume, kad
sin72° =25in36° - c0s36° = 4sin18° - cos18° (cos” 18° —sin” 18°) = 45in18° - cos 18°(1— 2sin” 18°).
Vadinasi,

cos18° =4sin18° - cos18°(1—2sin” 18°).
Kadangi cos18° # 0, tai $i lygybé ekvivalenti lygybei
4sin18°(1-2sin*18°) =1.

Toliau galima skaiciuoti taip:

{t=sin18°, {t=sin18°, {t=sin18°, {r=sin18°,
= = f— =

41(1-20%)=1 |8 +4r=1 |87 —4t+1=0 |8 —4})+(4r* -4t+1)=0
I o
t=sin18°, t=sin18°, t=sinlg8",
2 T 2 = 1 2 =
4220 -)+Q2t-1)2=0  |Qt=1)-(4> +2t-1)=0 tzgarba4t +2t-1=0

t=sin18°, B {
= 1+ —=sinl8° = , nes sinl8°e(0;—j.
t:larbat: 1£45 2
2
B
2. LygiaSonis trikampis ABC vadinamas tauriuoju, jeigu pusiaukampiné 4D
Soning krasting BC kerta aukso pjiviu — atkarpy BD ir DC ilgiy santykis
BD . . . BC
—— toks pat kaip ir atkarpy BC ir BD santykis — (Zr. 1 pav.).
e pat kaip pYy tykis —— (r. 1 pav.)
Apskaiciuokite trikampio 4BC kampus. D
B Sprendimas. Tegu /B = a; tada
A
ol ZA:ZC:%(Ig()O—(X) lpaV. ¢
Pagal pusiaukampinés savybe,
D BD 4B
DC AC
Nubréze auksting BE (Zr. 1a pav.) lengvai suprasime, kad
A ¢ o 1 AC

in . .
la pav. 2 2 AB



Taigi
o 1(BDY' 1 DC
sin—=—:| — | =—-——. (1)
2 2 \DC 2 BD
. . DC ) ) ) . e . "
Santykiui E rasti pasinaudokime salyga, kad taskas D yra krastinés BC aukso taSkas, t. y. salyga,
jog
BD _BC
DC BD’
Pazymeéje x = BD ir targ, kad BC = a, gausime:
—a++54° _ —a+~5-a _ WENE
2 2

X a
=f s rax-a’=0=x=

a-x X
Kadangi x>0, tai x= \/52_1

DC _a-x_a 2 _3—J§_(3—\/§)(\/§+1):2\/§—2:\/§—1

= =2 1= 1= =
BD x «x J5-1 J5-1 5-1 4 2

o \/g—l

Irase i (1) gausime, kad sinz = 2 Kadangi @ =sin18° (zr. 1 uzd.), tai

-d.

-a. O tada

sin%: sin18° = o = 36°.

Vadinasi, /B =36°, ZA=./C=72°
Ats.: LA=2C=72°, /B =36°.

. T apskritima, kurio centras O, jbréZtas taisyklingasis deSimtkampis A4, 4,...4;.
Irodykite, kad trikampiai
404, i=12,..,9, ir 4,04,
yra taurieji (zr. 2 uzd.).
Irodymas. AiSku, kad visi 10 trikampiy yra lygiis lygiaSoniai trikampiai. Nagrinékime A4,04,
(Zr. 2 pav.). Jame £0=36°, ZA, = ZA, =72°. Pusiaukampiné 4,D; §j
trikampj dalija | du lygiaSonius trikampius (OD; = D4, = 44, ). Todél
remdamiesi trikampio pusiaukampinés savybe, gauname, kad
OD, 40 04,
D4, 44, OD,

Lygybe on = o4 reiSkia, kad pusiaukampiné A4, D, krasting OA4, kerta
D4, OD,

aukso pjuviu. Todél lygiaSonis trikampis 4,04, yra taurusis.

SkaiCius n yra natiiralusis, o skaicius n* +1405 dalijasi 18 skai¢iaus n+35. Kokia yra didziausia
galima » reikSme?
Sprendimas. Pazymékime m=n+5. Tada n=m—-35 ir
n* +1405 = (m—5)* +1405 = m* = 20m> +150m? — 500m + 2030 = m(m> — 20m* +150m — 500) + 2030.
Aisku, kad skaicius n* +1405 dalijasi 1§ m, tik kai 2030 dalijasi 1§ m. DidZiausias toks skaiius yra
2030, o ieskomas didziausias skai¢ius n yra 2030—-5 =2025.
Ats.: 2025.



5. Skaicius n yra naturalusis, o trupmenos
3n+9 3n+10 3n+l11 3n+49

M b 9 ***

8 9 10 48
yra nesuprastinamos (jy yra 41). Kokia yra maziausia galima n reikSmé?

. 3n+9 3n+10 3n+l11 3n+49
Sprendimas. Trupmenas , , s eees
8 9 10 48

3n+k+1 3n+1
k

galima uzraSyti pavidalu

+1, £=8,9,10,...,48.

o 3n+k+1 . . . +1
Aisku, kad trupmenos HT yra nesuprastinamos, kai tokios yra trupmenos nk ;

k=8,9,10,...,48. O Sios trupmenos yra nesuprastinamos, kai 3n+1 neturi bendry dalikliy,
didesniy uz 1, su jokiu i8 skaiciy k € {8;9;10;...; 48}. Jei 3n+1<48, tai 3n+1 turi pirminj daliklj,
mazesnj uz 48, kuris yra kartu ir vieno i$ skaiciy &, k € {8;9;10; ...; 48}, pirminis daliklis. Vadinasi,
3n+12>49 irtodél n>16. Tikrinant is eilés n =16,17,18, ..., gaunama maziausia reikSmé » = 20.

Tada 3n+1=61 yra pirminis skaicius ir neturi dalikliy tarp 1 ir 61.
Ats.: 20.

6. Jrodykite, kad néra tokios sveikyjy skai€iy poros (x; y), kuriai esant galioja lygybe X2+ y2 =2027.

Irodymas. Aisku, kad negalimas atvejis, jog abu poros skaiciai lyginiai arba abu nelyginiai.
Tegu x=2m ir y=2k—1 (m ir k — sveikieji skai¢iai). Tada

X2 +3?2 =2027 = (2m)? + 2k —=1)? =2027 = 4(m® +k* —k)+1=2027 =
= 4(m® +k* —k)=2026 = 2(m*> + k* —k) =1013.

Matome, kad jokia sveikyjy skaiciy pora (m; k) netenkina lygybés 2(m2 +k2 - k)=1013, nes
kairéje puséje visada gautume lyginj skaiciy arba nulj.

7. Raskite visas realiyjy skaiciy a ir b poras (a; b), kurioms esant
(a+b)a®+b*)=85 ir (a—b)(a®—b*)=145.

Sprendimas. Kadangi
(a-b)a® -b*)=(a+b)a—b)* =(a+b)a®>+b*)—2ab(a+b)=85-2ab(a+b),

tai
(a—b)(az—bz)=45:>85—2ab(a+b)=45:>ab(a+b)=20:>a+b=%.
a
Tada
(a+b)@®+bY) =852 22 (2 1p?) =85 =4[ L0 c17 4[240 0] 0174 4
ab b a b a) b b

2 2
o494 142179242 21794202 Y —saba L= L o b arba b= 4a.
b b b b b b 4

Jei a =4b, tai
(4b+b)(4b)* +b*)=85=b> =1= b =1; taigi a=4irb=1.
Jei b =4a, tai analogiskai gauname, kad
a=11ir b=4.
Vadinasi, lygc¢iy sistema turi du realiuosius sprendinius: (4; 1) ir (1; 4).
Ats.: (45 1), (1; 4).



8. Raskite visas realiyjy skaiciy x ir y poras (x; y), kurioms esant galioja dviguba lygybé
xs—y5=x3—y3:x—y. (1)
Sprendimas. Aisku, kad jeigu y=ux,tai (1) lygybé galioja esant bet kuriam realiajam skaiciui x.
Aiskinkimes, ar (1) lygybé jmanoma ir dar kuriais nors kitais atvejais.
Kadangi
=y = (x =) +xy+p7)
ir
¥ =y = (7 —xt)+ Py =)+ (Y -+ (P -0+ (0t - 7) =
= (=)t + 0y 2y )Y,
tai (esant sglygai y #x, x€R) (1) lygybé ekvivalenti lygybiy
x? +xy+y2 =1 ir x* +x3y+xzy2 +xy3 +y4 =1
sistemai. Sprgsdami §ig sistemg, gauname:
{x2+xy+y2=1, j{x2+xy+y2:l,

x4+x3y+x2y2+xy3+y4=1

=
(x2+xy+y2)2—x3y—2x2y2—xy3=1 )

{XZ_{_xy-}-yz:l, {x2+xy+y2=1, {X2+)O/+y2:1,
= = =

1—xp(x? +2xy+ %) =1 xy(x+ )2 =0 x =0 arba y=0, arba y = —x.
Iras¢ (paeiliui) x=0, y=0 ir y =—x](2) sistemos pirmg lygtj gausime:

1) x=0:>y2 =l=>y==l;

2) y:O:>x2 =l=>x==]

3) y=—x:>x2 =1= x=41.

Vadinasi, esant saglygai y # x, x € R, (1) lygc€iy sistema turi Siuos sprendinius: (0; =1),
(£1;,0), (I;-1), (-L0).

Ats.: {(x;y): y=x, xeR}, (0;£1), (£1;0), (1;-1)ir (-1; 1),

9. Viena parabolés y = x” Saka rieda spindulio R apskritimas tol, kol paliecia kit Sios parabolés Saka.
Raskite Sioje padétyje esancio apskritimo centro atstumg iki parabolés virsiinés. Taip pat raskite
maziausig spindulio R reikSmg.

Sprendimas. Apskritimas ribin¢je padétyje (Zr. 3 pav.) yra simetriSkas ordinaciy asies Oy
atzvilgiu, todél jo lygtis yra x2 + (y — yo)2 = R?, Yo >0, o ieSkomas apskritimo centro O, atstumas

iki parabolés virSiinés O yra y,. y
Aisku, kad lietimosi tasky M ir N koordinatés turi tenkinti ir parabolés, ir
apskritimo lygti. Vadinasi, ieSkant $iy tasky koordinaciy reikia iSspresti I, 9 N
lygéiy y= X2 ir x% + (yv- yo)2 = R? sistema. Spresdami ja, gauname: R R
2 2 L N
x*+(y—-»)" =R xT+(x"-y) =R 3 pav.
2

_ 2 y=x,
y=x,
= = 2 2 2
{x“—@yo—l)x%(yé—RZ)—o 2 20130 =) 405 -8,

2



Kad si sistema turéty tik du sprendinius, turi galioti saglyga
(2y9—1* - 4(v5 - R*) =0,
1§ kurios gauname sary$j tarp R ir y :

(498 =4y, +1)— (42 —4R*) = 0= -4y, +1+4R* = 0= y, :%+R2.
Siuo atveju
2y —1
2 2 \4 2 4

IS salygos X220, gauname maziausig spindulio reikSme¢ R = %

Ats.: v, =%+R2, R z%.

10. I apskritimg jbréztas SeSiakampis ABCDEF, kuriame
AB=2, BC=11, CD=DE=FEF =FA=x.

Raskite x, jei AD yra $io apskritimo skersmuo.

Sprendimas. Kadangi AD yra apskritimo skersmuo (Zr. 4 pav.) ,
tai $i0 apskritimo spindulys yra x. Taigi
AO=BO=CO=x. Jei ZAOB=o, tai ZBOC=120°-a. I§

trikampiy AOB ir BOC gauname, kad sin% = 1 ir
X
sin(60° —gj _1
2 2x
Spresdami $iy lygCiy sistemg gauname:
1 1 1
X=—, X=—, X=—,
sing sing sin &
2 = 2 = 2 =
. 11 .
sm(60°—gj=—smg ﬂcosg_lsingzﬂsmg \/gcosg=12sing
2) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1
X=—-, X=—, X=—,
.o .o .o
sin — sin— sin —
= 2 = 2 = 2 =
3cos’ ¢ _ 144 sin? il cos’ & 48sin® il 49sin® & 1
2 2 2 2 2
1
X=—-,
.o
sin —
= 2 = x=7
o 1 o
sin— =— (nes — < (0;180°
N ( 5 ( )

Ats.: 7.



