XIX SUDUVOS KRASTO GIMNAZIJU MATEMATIKOS OLIMPIADOS
UZDUOTYS IR SPRENDIMAI

Romualdas Kasuba ir Aivaras Novikas

Marijampolés Rygiskiy Jono gimnazija, 2025 m. gruodzio 4 d.

1. Prisirpus vysnioms Suvalkijoj, vienas zinomas Berniokas prisikrové juy savo maisines kisenes ir, svilpau-
damas bei klajodamas palei Nemuna, aplanké savo penkis draugus, juos ty vysniy saujomis vaiSindamas.
Jo draugams kriukiskiui ir joginiskieciui kliuvo i$ viso 52 vysnios, joginiskieciui ir plokstiskiui 43, ploks-
tiskiui ir gelgaudiskieciui 34, o gelgaudiskieciui ir skirsnemuniskiui, pas kurj Berniokas perplaukeé j kita
kranta, 30 vysniy. Kiek vysniy gavo kiekvienas draugas atskirai, jei Berniokas isdalino 100 vysniy?

Sprendimas. Kriukiskio, joginiskiecio, plokstiskio, gelgaudiskiecio ir skirsnemuniskio gauta vysniy
skaiciy atitinkamai pazymékime K, J, P, G ir S. Tada

K+ J =52, P+ G =34, 100=(K+J)+(P+G)+5=524+344+5=86+S5.
Taigi S = 100 — 86 = 14. Toliau lengvai randame kitus nezinomuosius:
G =30—-S5 =16, P=34—-G=18, J =43 - P =25, K =52—-J=27.
Ats.: (K, J,P,G,S) = (27,25,18,16, 14).

2. Kadaise Raudonplynio pelkéje gyveno simtasdvideSimciagalve gyvatée Visakio Undene. Jos kaklas
turéjo 15 atsaky, ant kuriy buvo atitinkamai po 1, 2, 3, ..., 14, 15 galvy. Su ja narsiai susikoveé jotvingiy
galiinas Skomantas Siurpiliskis. Jo kardas kiekvienu kir¢iu nukirsdavo kurias nors tris Undenés kaklo
atsakas su visomis jy galvomis. Taciau tuoj pat vietoj jy ataugdavo viena storesné atsaka, turéjusi
tiek galvy, kiek i$ viso turéjo trys nukirstosios, ir dar papildomai n galvy (tas skaic¢ius n > 0 nekito).
Visgi po keliy kir¢iy beliko viena kaklo atsaka, kad ir apkibusi n? galvy, nuodingu kvapu alsavusiy.
Sukaupes jégas, Skomantas nudobé gyvate, perkirtes ja pusiau. Kiek kardo kir¢iy Skomantas atliko
pries §j paskutinj lemtinga kirtj ir kiek galvy tuo metu turéjo Undené?

Sprendimas. Po kiekvieno kir¢io Undenés kaklo atsaky sumazéja trimis ir padidéja viena, taigi is
viso sumazéja per 3 — 1 = 2. Pradzioje atsaky buvo 15 =7-2 4 1, taigi viena atsaka liko po 7 kiréiy.

Kokia tvarka Skomantas bekapojo kaklo atSakas, bendras Undenés galvy skaic¢ius po kiekvieno kir¢io
padidédavo n. PradZioje buves lygus 120, jis tapo 120 + 7n = n?. I$sprende kvadratine lygtj

n? —7Tn—120 =0,
gauname sprendinius n; = 15 ir ny = —8 (netinka, nes n > 0). Vadinasi, n = 15, o Undené pries

Skomanto pergale turéjo 152 = 225 galvas.
Ats.: 7 kirciai; 225 galvos.

3. Junija Genuteé is Jungény labai noréjo kada aplankyti Kudirkos Naumiestyje savo drauge Vincenta,
bet nesiryzo vykti tusc¢iomis. Pagaliau atvyko, turédama uzantyje tokia skaic¢iy sudétj stulpeliu:
KUD
+IRK
Al

Cia 7 simboliai A, D, I, K, R, U ir ! reiské 7 skirtingus skaitmenis. Sauktukas reigke skaitmenj 0.
Vincenta spéliodama, kokia ¢ia sudétis, kaipmat israsé visas galimas sumos K+ U+ D+ I+ R+ K+ A
ir skaitmens K reiksmes. Kokios gi yra tos reikSmeés?

Sprendimas. Kadangi /= 0, tai kiti skaitmenys nenuliniai. Be to,

A000 = KUD + IRK < 1000 + 1000 = 2000,




todél A = 1. Sudétyje stulpeliu nenuliné suma D + K < 20 baigiasi nuliu, todel D + K = 10, ir 1
licka mintyje. Tada Sioje sudétyje U + R + 1 < 20 taip pat baigiasi nuliu, ir U + R = 9. Analogiskai
K + 1 =9. Vadinasi,

K+U+D+I+R+K+A=(K+1)+ U+R)+(D+K)+A=9+94+10+1=29.

Liko patikrinti, ar K reiksmes 1, 2, 3, ..., 9 yra galimos. Kaskart D = 10 - K, I = 9 — K ir
U+ R =9. Kadangi K, I, D nesutampa su A = 1, tai netinka K = 1, 8, 9. Taip pat K # 5, nes
D =10 — K # K. Likusiais atvejais sudétis KUD + I RK gali buti, pavyzdziui, tokia:

238 + 762, 347 + 653, 426 + 574, 624 + 376, 743 + 257.

Vadinasi, galimos K reiksmés yra 2, 3, 4, 6, 7.
Ats: K+U+D+I1+R+K+A=29, K=2,3,4,6,7.

4. Sesés Geltonkasés staciakampiy karpymo meistriskumo kursai ant SeSupés kranto baigési tuo, kad
buvo iskirpta 150 popieriniy staciakampiy. Karpyta is vieno didelio popieriaus lapo, padalyto j vienodus
kvadratinius langelius, ir jokiais budais neperkerpant jokio langelio. Jokio staciakampio nesudaré dau-
giau nei 21 langelis. Sesé pastebéjo, kad tada maziausiai penki i$ ty staciakampiy privalo buti vienodi.
[rodykite, kad Sesé ne tik puikiai surengé meistriSkumo kursus, bet ir yra visiskai teisi, darydama tokia
isvada.

Sprendimas. Nustatykime, kiek daugiausiai skirtingy staciakampiy galéjo buti iskirpta. Galime tarti,
kad langelio krastines ilgis yra 1. Tada iskirptyjy staciakampiy matmenys gali buti tokie:
kx1, kur k=1,2,...,21 (21 staciakampis);
kx2, kur k=23,...,10 (9 staciakampiai);
3 x 3, 4 x 3, 5% 3, 6 x 3, 7x3 (5 staciakampiai);
4 x4, b x4 (2 staciakampiai).

Isvardijome visus staciakampius, kuriy plotis ne didesnis uz 4. Staciakampj a x b, kur a > b > 5,
sudaryty bent 55 = 25 langeliai. Taigi prie Sesupés kranto buvo iskirpta ne daugiau nei

21+9+5+2=37

skirtingi staciakampiai. Jei kiekvieny matmeny staciakampis buty iskirptas daugiausiai 4 kartus, tai
staciakampiy buty ne daugiau nei 4 -37 = 148 < 150. Vadinasi, tam tikry matmeny staciakampis buvo
iskirptas bent 5 kartus. Tai ir reikéjo jrodyti.

5. Vilkaviskio mokytojas Girius Vilkauskas-Zvoriinis pasitilé savo mokiniams panagrineti sveikyjy skaiciy
trejetus (z,vy, z), kuriems zy + yz + zx = 1, o kiekvienam tokiam trejetui — skaiciy
U= 14231+ yH) 1+ 2.

Pavyzdziui — pastebéjo Vilkauskas — galima imti (z,y,2) = (5,—3,8), ir tada U = 16900 = 1302

yra sveikojo skai¢iaus kvadratas, nors tris kvadratus 22, y?, 2?2 dauginame ne pacius, o padidintus 1.

Mokinys Silvanas tuoj surado dar kelis tinkamus trejetus (x,y, z), ir kaskart U vis budavo sveikojo
skaiciaus kvadratas. Mokiné Medeina nutrauke sig tikrinimo dramg sugalvojusi, kodél taip bus visada.
Kodeél gi U yra sveikojo skaiciaus kvadratas kiekvienam tinkamam trejetui (x,y, z)?

Sprendimas. Tarkime, kad (z,y, z) yra tinkamas skaiiy trejetas. Tada
l+2?=ay+yztez+a2’=+a)y+(z+z)r=(2+z)(z+y).
Analogiskai 1+ y* = (z +y)(y+ 2) ir 1422 = (y + 2)(2 + ). Vadinasi,
U= (z+a)(z+y) (x+y)(y+2) (y+2)(z+2) = (x+y)°*(y +2)*(z +2)°
yra sveikojo skaiciaus (z + y)(y + 2)(z + x) kvadratas. Tai ir reikéjo jrodyti.



