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Matematikos pamokose suzinojote, kad trikampio pusiaukrastinés susikerta viename taske, tokia
pacia savybe pasizymi ir trikampio pusiaukampinés bei aukstinés. Minétos savybés yra bendresniy
teoremy, su kuriomis susipazinsite, atlikdami $ig uzduot;, atskiri atvejai.

Sakykime, kad ties¢je yra trys skirtingi taSkai A, B,C. Kadangi vektoriai AC ir CB yra
kolinearieji, tai yra toks skaicius k, kad AC = kCB. Sis skai¢ius k yra vadinamas trijy tiesés tasky
paprastuoju santykiu, zymimas k = (AB, C). Pastebékime, kad $is santykis negali buti lygus —1,
priesingu atveju turétume lygybe AC = —@), taigi bty teisingos lygybés AC+CBE =0, 4B = 6,
taigi taskai A ir B sutapty. Lygiai taip pat k negali buti lygus 0, nes tuomet sutapty taskai A ir C.
Pastebekime, kad kai k > 0, taSkas C yra atkarpoje AB, ir jis yra lygus atkarpy AC ir CB ilgiy
santykiui (1a pav.); atskiru atveju, kai k = 1, taskas C yra atkarpos AB vidurys. Jei —1 < k < 0, tai
taskas A yra tarp tasky C ir B (1b pav.), o kai k < —1 — taskas B yra tarp tasky A ir C (1c pav.).

4. ¢ B la pav.
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Kokie bebiity du skirtingi taskai A ir B ir skaiCius k, k # 0, k # —1, egzistuoja vienintelis tiesés
AB taskas C, kad (AB,C) = k. Tikrai, i§ paprastojo santykio apibrézimo iSplaukia lygybé AC =
kCB, i% kurios gauname, kad AC = k(ﬁ - R), 1+ k)ﬁ = kAB, todél taskas C gaunamas
nubrézus vektoriy AC = ﬁﬁ Taigi taSko C egzistavimas jrodytas. Tarkime, kad ties¢je AB yra
kitas taskas D toks, kad (AB, D) = k. Tuomet AD = kDB , todél CD = AD — AC = kDB — kCB =
k(DB — CB) = k(DB + BC) = kDC = —kCD, taigi (1+ k)CD = 0. Kadangi k # —1, tai &
lygybé galima tik kai D=0 , taigi taskai C ir D sutampa.

Cevos teorema (Giovanni Ceva (1648—1734) — italy matematikas ir inZinierius). Trikampio ABC

krastinése AB, BC ir CA atitinkamai pazyméti taskai Cy, A, ir B;. Atkarpos AA;, BB, ir CC; susikerta
. AC; BA; CB

viename taske tada ir tik tada, kai — - — - — = 1.
C1B AC BA

[rodymas. Butinumas. Tarkime, kad tiesés AA,, BB, ir CC; susikerta taske M, 0 AH, = hy ir
BH, = h, — atstumai nuo taSky A ir B iki ties¢s CM (2 pav.). Tuomet Spapc = %CM “hy, Spuc =

1 s hy o, . . . . hy _ AC s Ac
=CM - h,, tad=22Y¢ = 2 T3 trikampiy AH, C, ir BH,C; pana$umo turime — = —=, tad =24%¢ = =L,
2 Sapmc h2 hy  CB SaemMc  C1B
N s CB, S BA .. AC, BA; CB
Analogigkai jsitikiname, kad 222M¢ = =% = 28BMA — —"1  Vadinasi, — - —= - —= =
SaBma  B1A" Spamc  AdC 1B AC BA

Pakankamumas. Sakykime, kad yra teisinga lygybé A B CB 1, atkarpos AA, ir BB,
CiB AiC BA

kertasi taSke M, bet ties¢ CC; neina per tasSka M (3 pav.). Jei ties¢ CM kerta trikampio krasting AB
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taske C,, tai kaip jrodéme yra teisinga lygybe b ALC BiA 1. I8 Siy lygybiy gauname, B~ B
Kadangi atkarpoje AB yra tik vienas taskas, dalijantis ja duotuoju santykiu, tai i$ ¢ia iSplaukia, kad

taskai C; ir C, sutampa, taigi atkarpa CC; eina per taSka M.
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Pastebékime, kad Cevos teorema yra teisinga ir tada, kai vienas i3 tasky A, By ir C; yra trikampio
krastinéje, o kiti du — krastiniy tesiniuose. Irodymas Siuo atveju analogiskas.

Taikant jrodytajg teoremg uzdaviniy sprendime, svarbu teisingai uZzraSyti atkarpy santykius.
Galima naudoti paprastg taisykle: pradéti nuo bet kurios trikampio vir§iinés (pvz., A), eiti iki
trikampio krastinéje esancio tasko Cy, po to iki kitos virStinés B, vél iki krastin¢je esancio tasko A, ir
t. t., iki grizimo j virStng A.

1 pavyzdys. Jei AA;, BB, ir CC; yra trikampio ABC pusiaukrastingés, tai A B4 _hi_ g

1B AiC  BjA
Taigi pagal Cevos teoremg trikampio pusiaukrastinés susikerta viename taske, kuris vadinamas
trikampio sunkio centru.

Jei AA;, BB; ir CC; — trikampio ABC pusiaukampingés, tai pagal trikampio pusiaukampiniy
% =g, % =%, %:%’ todel %-%-% =g-%-%= 1, taigi trikampio
pusiaukampinés susikerta viename taske, kuris yra j trikampj jbrézto apskritimo centras.

Jei AA{,BB; ir CC; - trikampio ABC aukstinés (4 pav.), tai AC; = CCyctg £A, C;B =
BA, ctg LB & ctg £C

savybe

., AC tgLA o )
CCictg £B, todél 222 = =922 Analogiskai — = =22, = , todel —-—-— =
ClB Ctg LB A1C Ctg £C BlA Ctg LA ClB A1C BlA
Taigi trikampio aukstinés susikerta viename taske, kuris vadinamas trikampio ortocentru.
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2 pavyzdys. Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukampiné, atkarpa AE yra jo
pusiaukrasting, o krastinéje BC yra toks taskas F, kad tieséje AD yra kampo EAF pusiaukampiné
(5 pav.), Tuomet atkarpa AF yra vadinama trikampio simediana. 1§ apibrézimo iSplaukia, kad tiesés
AE ir AF yra simetriSkos tiesés AD atzvilgiu, taigi ZEAD = £FAD, £BAE = £CAF, o £EAC =

£FAB. Rasime santykj %. Sakykime, kad h yra trikampio ABC aukstinés, nubréztos i virSunes A,

ilgis. Dviem biidais skai¢iuodami trikampio BAE plota, turime lygybe BE - h = AB - AE -

sin ZBAE. AnalogiSkai dviem biidais skai¢iuodami trikampio CAF plota, gauname, kad CF - h =

AC - AF - sin £CAF. Kadangi £BAE = £CAF, tai i§ gautyjy lygybiy seka, kad % = % : %, todel



__ BE-AC-AF

CF = TR Analogiskai skai¢iuodami trikampiy ABF ir ACE plotus, gauname lygybes BF -
h = AB - AF - sin £BAF ir CE - h = AC - AE - sin £CAE. Kadangi 2£BAF = £CAE, taiis ¢ia
. BF _ AB AF A CE-AB-AF - e . .
turime lygybe P v tod¢l BF = TR Kadangi taskas E yra krastinés BC vidurys, tai
2
BE = CE, todél i$ gautyjy lygybiy gauname, kad % = %. Lygiai taip pat gauname lygybes ir
2 2 2 2 2
kitoms simedianoms BG ir CH: a6 _ A—BZ, L B—CZ. Tuomet a6 FBH_ A—BZ . A—CZ . B—CZ =1, tai
GC  BC? HA AC GC FB HA BC? AB? AC

i§ Cevos teoremos i$plaukia, kad trikampio simedianos susikerta viename tagke, kuris vadinamas
trikampio Lemuano tasSku (E. Lemoine 1840 —1912 — pranciizy matematikas).

A
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3 pavyzdys. Sakykime, kad j trikampj ABC jbréztas apskritimas trikampio krastines BC, AC ir
AB lieCia atitinkamai taskuose A, By, C;. Tuomet tiesés AA;, BB, ir CC; susikerta viename taske.
IS tikryjy. pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko, savybe AB; = AC, = x, BC; =
BA; =y, CB; = CA; =z (6 pav.). Todé¢l % . % . % = %gi = 1, taigi i§ Cevos teoremos
i$plaukia, kad tiesés AA;, BB, ir CC; susikerta viename taske, kuris vadinamas trikampio Zergono
tasku (Joseph Diaz Gergonne, 1771 — 1859, pranctizy matematikas).

6 pav.

Menelajo teorema (Menelajas Aleksandrietis — I a. graiky mokslininkas). Sakykime, kad tiesése
BC,AC ir AB, kuriose yra trikampio ABC krastinés, atitinkamai pazyméti taskai A,, B; ir Cy, be to,

arba visi jie yra trikampio kraStiniy tesiniuose, arba du jy yra trikampio kraStinése, o treciasis —
. AC; BA; CBj

krastinés tegsinyje. TaSkai A4, By ir Cy, yra vienoje tieséje tada ir tik tada, kai — - —-— = 1.
C1B A;C ByA

Irodymas. Bitinumas. Sakykime, kad tiesé [ kerta trikampio ABC krastines AB ir BC taskuose

C; ir A4, o krastinés AC tesinj — taske By (7 pav.). I§ trikampio virStniy nubrézkime statmenis
A

AA,, BB,, ir CC, | ties¢ . Kadangi trikampiai AA,C; ir BB,C; panasieji, tai % = %. Analogiskai
1 2

oy . . y . BAy BBy ... . . . .
i$ trikampiy BA; B, ir CA,C, panasumo turime A—é = C_CZ’ o 1§ trikampiy AB; A, ir CB,C, panaSumo
1 2

AC; BA; CB;

§ ¢iaseka, kad —-—-—=1
B1A  AA, C1B AC BA

CB,  CC,
—-—=—1



Pakankamumas. Sakykime, kad yra teisinga lygybé 5 i BA 1, bet taskai A,,B; ir C;
1

néra vienoje tieséje (8 pav.). Sakykime, kad tiesé A, B; kerta trikampio krasting AB taske C,. Kadangi

AC, BA; CB
A4, B; ir C, yra vienos tiesés taskai, tai kaip jau jrodéme, jiems teisinga lygybeé C—; . A—é . B—; = 1.
1 1
. AC; _ AC; o
Tuomet akivaizdu, kad =— = =—2. I§
1B Gy

to, kad atkarpoje AB yra vienintelis taskas, kuris dalija ja
duotuoju santykiu, tai i$ Sios lygybés iSplaukia, kad taskai C; ir C, sutampa.

Menelajo teoremos jrodymas nesikeiia, kai visi taskai A;, B; ir C; yra trikampio krastiniy
tesiniuose. Norédami teisingai surasyti atkarpy santykius, galime naudoti tg pacig taisykle kaip ir

Cevos teoremos atveju.
B
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8 pav.

Pastebékime, kad lygybe % . % . % = 1 yra tokia pati tieck Cevos, tick Menelajo teoremos
1 1 1

atveju. Jei ra§ytume ne atkarpy santykius, o trijy tiesés tasky paprastuosius santykius, tai Cevos
teoremos atveju desinéje pusé€je buty 1 (nes neigiamy paprastyjy santykiy yra arba du, arba nei vieno),
o Menelajo teoremos atveju deSingje pus¢je biity —1 (nes neigiamas yra arba vienas paprastasis
santykis, arba visi trys paprastieji santykiai yra neigiami). Taigi taikant paprastuosius santykius,
Cevos teoremos formuluotéje esanéia lygybe galima uzrasyti (AB,C;) - (BC,A;) - (CA,B)) =1, o
Menelajo teoremos formuluotéje esancia lygybe — taip (4B, C;) - (BC,A,) - (CA, By) = —1.

4 pavyzdys. Trikampio ABC krastinéje AC yra toks taskas D, kad AD : DC = 3 : 5, o krastinéje
BC —toks taskas E, kad BE : EC = 3 : 1. Atkarpos BD ir AE kertasi taSke F. Rasime AF : FE.

Sprendimas. Nagrinékime trikampj AEC ir tris tiesés tasSkus: taskas F krastinéje AE, taSkas B -

krastinés CE tgsinyje ir taskas D — krastinéje CA (9 pav.). Siems taskams yra teisinga Menelajo
AF _EB CD

teorema — - —-— = 1. Kadangi EB : BC =3:4, CD : DA =5: 3, tai i§ Menelajo teoremos
FE BC DA

turime lygybe; E . Z i 1, i§ kurios iSplaukia, kad — = %
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5 pavyzdys. Atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukamping, atkarpa DE yra trikampio ABD
pusiaukamping, atkarpa DF yra trikampio ADC pusiaukamping, tiesés EF ir BC kertasi taSke P.
Irodysime, kad tiesés AD ir AP yra statmenos.

Sprendimas. Trikampiui ABC ir trim tiesés taskams E, F, P taikome Menelajo teorema (10 pav.):

AE BP CF . .. AE _ DA CF _ AE CF _ DA DC _ DC . ..
— - — - — = 1. Pagal pusiaukampiniy savyb¢ — = —, — = —, todé¢l — -—=—. I8¢a
EB DB’ FA EB FA DB DA DB



i : DC BP _ . .BP _ DB . . . . . . DB _
iSplaukia, kad 5 PC 1, taigi e = Do IS trikampio pusiaukampinés savybiy gauname, kad e =
%, taigi % = %. IS Sios lygybés seka: AP yra trikampio ABC kampo A priekampio pusiaukampiné.

Gretutiniy kampy pusiaukampinés statmenos, tad i$ ¢ia iSplaukia uzdavinio tvirtinimas.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Trikampio ABC kratiniy ilgiai AB =4, BC =5, AC = 6, atkarpa AD yra pusiaukampingé,
atkarpa BE yra pusiaukrastiné. Raskite j kokio ilgio atkarpas krasting AB dalija per atkarpy AD
ir BE sankirtos taskg ir virSting C nubréZta tiese.

2. Atkarpa, jungianti trikampio ABC virStung A su krastinés BC tasku A; tokiu, kad lauztés ABA;
ilgis yra lygus trikampio perimetro pusei, vadinama trikampio perimetrise. [rodykite, kad

trikampio perimetrisés susikerta viename taske.

3. Trikampio ABC krastinése AB ir AC atitinkamai pazyméti tokie taSkai M ir N, kad tiesés MN ir
BC yra lygiagrecios. Tiesés BN ir CM kertasi taSke D, tiesés AD ir BC kertasi taSke E. Raskite
santykj BE : EC.

4. Taskas D yra trikampio ABC krastin¢je BC, atkarpa DE yra trikampio ADC pusiaukampinbg,
krastin¢je AB yra toks taskas F, kad atkarpos DF ir DE yra statmenos. [rodykite, kad atkarpos
AD, BE ir CF susikerta viename taske.

5. Trikampio ABC krastinése BC ir AB yra tokie taSkai D ir E, kad BD : DC =5: 3, AE : EB =
3 : 2. Atkarpos AD ir CE susikerta taske F. Raskite santykius CF : FE ir AF : FD.

6. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 10, AC = 12, BC = 15. Raskite, kokiu santykiu trikampio
pusiaukrastiné¢ CD dalija jo pusiaukampine BE.

7. Trikampis ABC yra jvairiakrastis, kampo A prieckampio pusiaukampiné¢ ties¢ BC kerta taske D,
kampo B prieckampio pusiaukampiné kerta tiese AC taSke E, o kampo C priekampio
pusiaukampiné ties¢ AB kerta taske F. Jrodykite, kad taskai D, E ir F yra vienoje ties¢je.

8. Trikampyje ABC teisinga lygybé AB : AC = 20 : 11, atkarpa AD yra jo pusiaukamping, taskas
M yra jos vidurys. Kokiu santykiu ties¢ BM dalija trikampio krasting AC?

9. Taskas M yra staciojo lygiasonio trikampio ABC statinio BC vidurys, i$ staciojo kampo virsiinés
C nubréztas statmuo pusiaukrastinei AM kerta jZambing AB taske P. Raskite trikampio statinio
AC ilgj, jei PB = /2.

10. Trikampio ABC pusiaukrastinéje AM yra toks taskas K, kad CK = AB, tiesés CK ir AB susikerta
taske L. Jrodykite, kad trikampis AKL yra lygiaSonis.

Uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2026 m. kovo 2 d. mokyklos adresu: Lietuvos jaunyjy
matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos fakultetas,
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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