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III. TRIGONOMETRINES NELYGYBES
(2025-2027)

Teorine medZziaga parengé ir treciaja uzduotj sudaré matematikos mokytojas ekspertas
Antanas Apynis

Prisiminkime posiikio kampo sinuso ir kosinuso apibrézimus.

Taskas A(1;0) yra vienetinio apskritimo, kurio centras 0(0;0), taskas (zr. 1 pav.). Spindulj
OA pasuke kampu a pries laikrodzio rodykle gausime spindulj OA,. Tasko A, koordinates
pazymékime (x,; y,). Kampo a sinusu vadinsime tasko A, ordinate, o kampo a kosinusu — tasko

A, abscise. Taigi, sina = y, ir cosa = x,,.
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1 pav.

Vienetinio apskritimo tasky koordinatés (tiek abscis¢, tiek ordinaté) priklauso intervalui
[—1; 1], todél sina € [-1;1] ircosa € [—1;1].

Jeigu spinduli OA pasuktume kampais a ir @ + 360°, tai gauti taskai A, ir Ay4360° SUtapty.
Todél sina = sin(a + 360°) ir cosa = cos(a + 360°). Jeigu pasuktume spindulj OA4 dar 360°,
vis tiek taSkai A, ir Ayy36002 Sutapty. Taigi, jeigu spindulj OA4 pasuktume k karty po 360° pagal
laikrodzio rodykle, ar pries, gautume, kad tasSkai A, ir Agi360o% Vis tiek sutapty. Todél galioja
lygybés

sina = sin(a + 360° - k) ir cos @ = cos(a + 360° - k); ¢ia k € Z.

Kampus galime matuoti ne tik laipsniais, bet ir radianais. Todé¢l teisingos ir Sios lygybés:

sina = sin(a + 21+ k) ir cosa = cos(a + 2m- k); ¢ia k € Z.

ISnagrin¢kime kelis pavyzdzius, kuriuose pritaikysime Sias Zinias spresdami trigonometrines

nelygybes su sinusu ir kosinusu.

1 pavyzdys. ISspreskime nelygybe sina > %

Sprendimas. Koordinaciy plokStumoje bréziame vienetinj apskritimg ir ties¢ y = % (zr. 2 pav.).
Mus domina vienetinio apskritimo taskai, esantys nezemiau tiesés y = %, nes ty taSky ordinatés bus
nemazesnés uz % Vienetinio apskritimo ir tiesés sankritos taskus pazymékime M ir N. IS Siy tasky

bréziame statmenis | Ox a$j ir pazymime taskus M, ir N;.
y




2 pav.
Tasko M ordinaté yra lygi %, tod¢el MM, = %; be to, OM = 1. Kadangi trikampis OMM, yra
statusis, gauname, kad ZMOM; = 30°.
Trikampiai OMM; ir ONN; yra lygis. Todél ZNON; = 30°. Norédami, kad pradinis spindulys
OA, sutapty su spinduliu ON, jj turime pasukti 150° kampu, nes ZAON = 180° — ZNON; = 150°.
Gavome, kad pasuke pradinj spindulj O4 kampu a, kuris priklauso intervalui [30° 150°],
gauname spindulj OB, ¢ia taskas B yra vienetinio apskritimo taskas, esantis ant pazyméto lanko MN

(zr. 3 pav.).
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3 pav.

Svarbu prisiminti, kad sinuso reikSmés atsikartoja kas 360°. Tod¢l pasuke pradinj spindulj OA4
kampu a, kuris priklauso intervalui [30° 4+ 360°; 150° 4+ 360°], gausime tg patj spindulj OB. Jeigu
pradinj spindulj pasuktume k& karty pagal laikrodZio rodykle ar pries, tai vél gautume spindulj OB.
Todél visus nelygybés sina > % sprendinius galime uzraSyti taip:

a € [30° 4+ 360°- k; 150° + 360°- k], k € Z.

Ats.: a € [30° 4+ 360° - k; 150° + 360° - k], k € Z.

2 pavyzdys. ISspreskime nelygybe cosa < — g

Sprendimas. KoordinaCiy plokStumoje bréziame vienetinj apskritimg ir ties¢ x = —g

(Zr. 4 pav.). Pavaizduokime vienetinio apskritimo lanka KL, kurio taSkai atitinka nelygybés
sprendinius.
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4 pav.

Matome, kad f = 180° — 45° = 135°, nes cos 45° = \/Z—E Tada y = 180° + 45° = 225°. Taigi,
pradinj spindulj O4 pasuke kampu a, kai a € (135°; 225°), gausime spindulj OB, ¢ia B lanko KL
taskas. Taciau svarbu prisiminti, kad kosinuso, kaip ir sinuso, reikSmés atsikartoja kas 360°, todél
turésime be galo daug intervaly, kurie bus nelygybés sprendiniy aibés. Tod¢l visus Siuos intervalus
galime uzrasyti taip: @ € (135° + 360° - k; 225° + 360° - k), k € Z.

Ats.: a € (135° + 360° - k; 225° + 360°- k), k € Z.



3 pavyzdys. Nustatykime a reikSmes radianais, su kuriomis teisinga trigonometriniy nelygybiy
sistema
sina < l,
2

(1)
cosa = —g.

Sprendimas. Pavaizduokime vienetinio apskritimo tg lankg MN (mélyna spalva), kurio taSkai
atitinka pirmos nelygybés sprendinius. Raudona spalva pazymékime lanka KL, kurio taSkai atitinka
antros nelygybés sprendinius (zr. 5 pav.). Matome, kad Sie lankai turi bendrg dalj — lankg LM. Todél
Sio lanko taskai atitiks (1) nelygybiy sistemos spren;linius, kuriy ieskome.
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5 pav.
Zinome, kad sing = %, todel g = g. Kadangi cosg = g, taiy = —T +E = - %ﬂ.
Todel nelygybiy sistemos sprendiniai yra posiikio kampai a, priklausantys intervalui

[—3—“+ 2mk; T+ an), k ez
4 6
Afs.: a € [—37“ + 2mh; T + 21Tk), kel

4 pavyzdys. Raskime (1) nelygybiy sistemos sprendinius radianais, kurie priklauso intervalui
[—6;0].
Sprendimas. Vienas (1) nelygybiy sistemos sprendiniy intervalas, kai k = 0, yra [— %ﬂ ; g) Sie

sprendiniai turi tenkinti sglygg a € [—6; 0]:

3m T
{ae _T;E)’:ae[—E;O].
a € [—6;0] 4
Kai k = —1, tai
{ae[—%‘—zmg—h),:){ae —%;—nf),:ae[_6__ni)
a € [—6; 0] a € [—6; 0] LN

Kai k > 0 arba k < —1, tai (1) nelygybiy sistemos sprendiniai netenkina saglygos a € [—6; 0].
Vadinasi, ieSkoma sprendiniy aib¢ yra intervaly [— %ﬂ; 0] ir [—6 ;— 11711) sajunga.

Ats.: a € [—6; —117“) U [—%ﬂ; O].

5 pavyzdys. Iésprqskime nelygyb@
in2 ag— -
2sin“a—cosa—2 > 0. (2)

cosa+
Sprendimas. Pertvarkykime §ig nelygybe taip, kad joje buty tik kampo a kosinusas:

2(1—cos? a)-cosa—2

>0,

cosa+

— 20—
2cos“a—cosa >0 (3)

cosa+



Pastaraja nelygybe spreskime intervaly metodu, taikydami keitinj cos o = t:
—2t2-t

>0,
, t+3
- -t 1
0= t=—2,t=0,t -3
t+3 2
—3 5 0

Gauname, kad t € (—o0; —3) U (—%; 0). Taigi, cos @ < —3 arba

—%<cosa<0. (4)
Nelygybé cos @ < —3 sprendiniy neturi, nes cos @ € [—1; 1].
Pavaizduokime vienetinio apskritimo lanko dalis, kurios tenkina salyga —% <cosa<0

(Zr. 6 pav.):
Y

6 pav.
Matome, kad pavaizduotas vienetinio apskritinfo lanko dalis atitinkantys posiikio kampai yra
a € (3+2mk; S + 2mk) U (5 + 2mk; 0+ 21k ) k € .
Vadinasi, (3), taigi ir (2) nelygybés sprendiniy aibé yra
(G+2mkZ 4 2mk) U (T + 2nk; 2+ 2mk). k€ Z.
Beje, (4) nelygybés sprendiniy aibg galima uzraSyti ir taip:
a € (—37n+ 2mk; —4?“+ 21‘[k) U (—z?n+ 2mk; —§+ 21‘[k), k eZ.
s a € (34 2nk; 2+ 2mk) U (5 + 2k T+ 2nk ). k € 2

Atkreipkime démesj, kad (3) nelygybe galima nagrinéti ir kitaip, nes
cosa € [—1;1] = cosa + 3 € [2;4].
Kadangi (3) nelygybés kair¢je puséje esancio reiSkinio vardiklio reikSmés su visomis «
reik§mémis yra teigiamos, tai (3) nelygybe galima pakeisti jai ekvivalencia nelygybe
—2cos?a — cosa > 0.



TRECIOJI UZDUOTIS
1. I3spreskite nelygybe 2 sin? @ — cosa = 1.

2. I8spreskite nelygybe sin® a + sin? @ — sina — 1 = 0.

. 2 i _
3. ISspreskite nelygybe 2entassierl > .

sina—

3 1

cos?2a sin?a —

4. ISspreskite nelygybe

5. Isspreskite nelygybe cos* a < sin* a — 2sin? a.

in3 a—cos3a

6. Pagriskite, kad nelygybés : > sin a cos a sprendiniy aibé yra R\ E + 1k, k € Z}.

sina—cosa

7. ISspreskite nelygybe 20887

2sina -1
8. Raskite parametro a reikSme, kuriai esant iSsprend¢ nelygybe cos (Za + E) < a gautume, kad
@€ |2+ mk =T+ k| k€ .
24 24

9. ISspreskite nelygybiy sistema

. V2

Ssina > -
V3

cosa S7.

10. Raskite nelygybés cos(a?) > 0 sprendinius radianais, kai a € [0; 2,5].

Uzduoties sprendimus prasome iSsiysti iki 2026 m. kovo 20 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Misy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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